Integrale pe interval necompact
(generalizate, improprii)

h
Definitie. j':[a,b)—)[R integrabila pe orice [a,u]c[a,b) spunem ca j./'(,\')cir este convergenta daca

u h ~
3 limj f(x)de=1€R ;in acest caz punem j./‘(x)dx =/ . In caz contrar integrala este divergenta.
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Teorema. j_/‘(,\')afv convergentd & Ve>0,30,,a< 6, < bfj '/'(x)airg <&, Yu,v:o, <u<v<h

Observatie. Daca / are limitd in 5 iar b este finit, atunci integrala este convergenta si coincide cu integrala
prelungini prin continuitate a functiei /.

Teorema (criteriul de comparatie) Fie /. g [a,b)—) R., f(x)<g(x),Vx e[a,b)7 atunci
b b
a) fg(x)air convergenta :>I_/'(x)d\‘ convergenta

va

b b
. b) L/'(x)a’,\‘ divergenta :>_[ g(x)dx divergenta

Teoremi. Fie /- [a, oo) — R, . atunci

a) Fa > 1, lim x“ f(x) =/ (finit) ::>r/'(x)air convergenta

b) 3a <1 hm x“ f(x) =/ (nenul) :>rf'(.x)dx divergenta

Teoremi. Fie /- (a,b]—) R, atunci

b
a) Ja < Llim(x —a)” f(x)=/(finit) :>j_f'(x)dx convergenta

h
b) Ja 2 1,15m(x —a)“ f(x)=1(nenul) :>J.'/'(x)d\' divergenta
Teorema. Fie f:[a.b)—> R, atunci

b
a) dJa < l,]i%l(b = x)“ f(x)=1(finit) :>j 1 (x)dx convergenta

h
b) Jex 2 I,lipb](b = X)“ f(x)=1(nenul) :>j S (x)dx divergenta

Teorema (Dirichlet). Fie f- [a,b)—> R continua, [(u)= J.‘/'(,\')aiv Marginita, g:[a,b)—) R . descrescatoare
h
si lim g(x) =0 atunci j_/'(x) g(x)dx este convergenta.
x—h a
b b, ,
Definitie. j':[a,b) —>R, J.,/'(x)zix este absolut convergenta daca j {f (x)ldx este convergentd

b . b <
Lemai. Daca J.j ‘(x)dx este absolut convergenta atunct J../ (x)dx este convergenta
o a

Teorema (Critertul integral al lu1 Cauchy). _/":[l,w)—HR+ descrescéitoare, L}"(x)dx are aceeasi naturd

(convergenta sau divergenta) cu seria Z_f (n)

n=tx
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Exercitiu. j —dx,a >0
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deci integrala convergenta pentru
o<

——
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e "] C . .
a>1 sidivergentd penttu @ < 1. Pentru a =1, J. —dx =Inu, jar imInu =, deci este divergenta pentru « < 1
.
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Exercitiu. j %dx,a >0

0 x
: o [0a<l .
Solutie. Pentru & # 1 limuy “*' =¢ 7 , convergentd pentru « < 1, divergenta pentru « > 1
1—0 w, o > 1
L. . 1
Exercitiu. j ———dx
D2+ 3x +4x°
. i | | y = 1 3
Solugie. 0 < ——————<— jar j —dx este convergentd, rezultd J — 5 dx convergenta
2+3x+4x°  x° b ox 1 2+3x +4x

—(Ix

V2x+1

Solutie. Deoarece ) < ——

\/—«/—Hl J«/_

Exercitiu. j
1

w oy .
—x este dlvelbentalezultaj -————dx divergenta

P a2x+1

Exercitiu. T ddx
2 Y2x+3
‘ I [ 1
Solutie. Deoarece 11m X3 ———==—— iar ¢ =— <1 §1 — # 0 rezulta ca integrala este divergenta
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Exercitiu. I e
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Solutie. Deoarece lim x? ————=—— iar ¢ =—>1 §i — <o rezulti ca integrala este convergenti
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Solutie Consideram suma: J.Z dx + | - dx . hm(x - 2) 3 =1,
2 3. 2 A\ - 4 ¥2 i/ > 3
\/(A—Z) (3—,x) 2\(x—2) (3—.)() (x—Z) (3—.)()
. ‘ 1 . . .
llmz(B —-x)3 =1 prima integrald este convergenta, doua divergentd. Suma este divergenta.
x—3 3 _ 2 _ 4
V=2 (3-)
Exercitiu. El-“«i dx
U
. f's n » sin Lo
Solutie. J mnx dx convergenta deoarece lm? sin X =1. Pentru J L dy, avem ['(u)= J sin xdx = —cosx + cos|
” 0 x v—0 1 I
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este marginitd 1ar g(x)=—, g:(l,w)—é R, este descrescatoare i lim g(x) =0 dect j dx este convergenta.
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Exercitiu. j‘ ‘ 3i a3
X+

. 1+ Vn . y .. . y
Solutie Z ‘/—;— este divergenta dect integrala este divergenta
n+

.. sin x
Exercitiu. j H
O x* 42

. . = sinx | sinn |
Solutie. Considerdm | | id z| | <o deci integrala este absolut convergenta deci convergenta
0 lx? 4+ 2, +2




