CAPITOLUL 10
ECUATII DIFERENTIALE

BREVIAR TEORETIC

Ecuatii diferentiale de ordinul 1

e Forma implicita: F(x,y,y'): 0, F:D cRS R, xel cR,
functia necunoscuta fiind y = y(x), derivabila, cu derivata
y'=y1(x).

e Forma explicita: y'= f(x,y)

A rezolva o ecuatie diferentiald presupune a determina o functie
y=@(x), :1 > R, astfel incat F (x, o(x), (/)’(x)) =0; 1n aceste

conditii, spunem ca functia y = go(x, C ), C € R este solutia

generala a ecuatiei.

Pentru o anumita valoare a lui C, functia y = ¢(x) se numeste

solutie particulara a ecuatiei.

e Problema lui Cauchy pentru ecuatia F (x, Vv, y') =0 constd in

determinarea unei solutii particulare a ecuatiei, care verifica
conditia initiald y(xg) =y, xg €1, y9 € R.

I. ECUATII DIFERENTIALE CU VARIABILE
SEPARABILE

Forma generala este:

y'=f(x)-g»), f:(a,b)>R, g:(c,d)—>R; f,g continuesi
g #0,Vye(ced).



II. ECUATII DIFERENTIALE OMOGENE

Forma generala este: y'= g(ZJ , 2:(a,b) > R continua.
X
Aceasta ecuatie se rezolva astfel:
Y

Se face inlocuirea — =z = y = zx, y'= z'x + z §i se obtine o
X

ecuatie diferentiala cu variabile separabile.

II1. ECUATII DIFERENTIALE LINIARE DE ORDINUL I
Forma generala este:
V'=P(x)y+Q0(x), P,Q:(a,b) > R continue.
Aceasta ecuatie se rezolva in doi pasi :

i) se determina solutia ecuatiei omogene atasate: y'= P(x)y,
care este o ecuatie diferentialad cu variabile separabile;

ii) se aplica metoda variatiei constantelor.

IV. ECUATII DIFERENTIALE DE TIP BERNOULLI
Forma generala este:

y'= P(x)y +Q(x)y*,a € R\{0,1}, P,Q:(a,b) — R continue.
Aceasta ecuatie se rezolva 1n doi pasi:

1) se imparte ecuatia prin y“ si rezulti:

Lay'+ ;_1 P(x)+Q(x)=0.
Y Y
2) se noteazd y' "% =z = (1-a)y %y'=z' si dupa inlocuire se

obtine o ecuatie diferentiald liniard de ordinul /.




PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale:

|

y'= 2x 24 si solutia particulara care trece prin punctul (O,l).
x“+1

Rezolvare:
Observam ca aceasta este o ecuatie diferentiald cu variabile
separabile.

1

N . - X
Se separa variabilele si rezulta: DA 5
Yoox®+1
Integrand in raport cu x, obtinem:

jly'dxzf 2x dx+c,ceR:>1n‘y‘=%ln(x2+1)+lnC,C>Oc>
Y x°+1

<:>1n|y|=ln(C x2+1):>|y|=C x2+1:>y=iC\/x2+l,

sau y=K+yx> +1,KeR.

Solutia generala sub forma explicita a ecuatiei diferentiale este:

yzy()c,K)zK\/x2 +1, K eR".

Inlocuind x =0 si y =1 in solutia generala se obtine K =1, deci

solutia particulara a ecuatiei diferentiale este: y = y(x) = x2+1.

2. Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale:
V(y+Dx+)=x(y+1)—x.

Rezolvare:
Ecuatia se mai poate scrie sub forma:
+1 X .
V(y+DhHx+)=xy < y—y': PR care este o ecuatie cu
y X+

variabile separabile. Integram In raport cu x si obtinem:



I%Hy'dx:fﬁdx+c,ceR:>y+1n|y|:x—1n|x+1|+1nC

|y(x+1)

= In|y(x+1)=x-y+InC, C>O:>lnT=x_y:>

p(x+1)=Ce™™, C>0= y(x+1)=xCe™™, C>0.
Rezulta ca solutia generala a ecuatiei diferentiale sub forma

implicitd este: y(x+1)=Ke ™, KeR .

3. Sa se integreze urmatoarea ecuatie diferentiala:

x? +2y2 =xyy'.

Rezolvare:
Ecuatia se mai poate scrie sub urmatoarea forma echivalenta:

_ X242 y2
xy o
Aceasta este o ecuatie diferentiala omogend. Folosim substitutia:

2= y =1zx, y'=z'x + z i se obtine ecuatia:
X

, x2 +22%x% \ 14222
Z+)CZ=—2:>Z+)CZ= =
zx z
, 1422 z 1
Z'x = ===
z z7+1 X

Integram aceasta ecuatie cu variabile separabile:

z 1 1 2
Z'dx = |—dx = —In(1+z")=Inlx|+ InC,C >0 =

—=Al+z2=C | x|. Revenind la substitutia z = Y , avem:
X



2
1}1 + y_2 =( |x| . Rezulta cd solutia generald a ecuatiei diferentiale
X

este: \/xz +y2 =Cx2,C>0.

4. Sa se rezolve urmatoarea ecuatie diferentiala:
y'cosx —2ysinx = cosx sisa se determine solutia particulara care

trece prin punctul §’£+l .
4’4 2

Rezolvare:
Impartim ecuatia prin cosx # 0 si obtinem:
y'=2ytgx—-1 (1), x#Qk+ l)%,k € Z , care este o ecuatie

diferentiald liniard de ordinul I.
i) Rezolvam ecuatia omogena atasata:

1 1
y'=2ytgx < — y'=21gx < [—y'dx = [2igxdx + ¢, c e R &
y y

<:>1n|y|=—21n|cosx|+an, K>0 :lnmzlnL2
cos” x
|y| 1 K + K
== =y = K>0=y= ,K>0,
K cos?x | | cos? x cos” x
sau y = C; , CeR".
cos” x

ii) Aplicam metoda variatiei constantelor si rezulta:

_ C(x) = )= C’(x)cos2 x +2sin xcos xC(x) _

COS2 X COS4 X

C'(x)cosx + 2sin xC(x)

COS3 X




Inlocuim y si y' in ecuatia (1) si obtinem:
C'(x)cosx+2sinxC(x) ) C(x)

3 gx+1=
cos” X cos“ x
sz)—l =0= C'(x) = cos’ x = C(x) = jcos2 xdx =
cos“ x
= jmdx +C) = g + lsin 2x + Cy; solutia generala a

ecuatiei diferentiale este:

x 1. 1
=y(x,C;)=|=+—sin2x+C; |-———, C; € R.
y=y(x0Cp) [2 2 1) > G

cos” x
A " r)_m 1 : .
Punand conditia ca y(z)— YRR obtinem:
z l_(z 1 . =
4+2_(8 +4+C1) 2=C;=0.
< . . . x 1. 1
Rezulta solutia particulard: y = y(x) =| —+—sin2x |- 5
2 4 cos” x

5. Sa se integreze urmatoarea ecuatie diferentiala:

y'+y~ctgx+y3 =0,x#kr,keZ.

Rezolvare:
Se observa ca aceasta este o ecuatie diferentiala de tip Bernoulli, cu
a=3.

1) impér[:im ecuatia prin y3 si rezulta: % yv+%clgx +1=0-.(1)

y y
2) Notam yl_3 =z<::>y_2 =Z:>_2y':Z':>L’:_£'.
»? w2

Prin inlocuire in (1) obtinem:
1

- % tzoctgx+1=0& z'=2z-ctgx+2  (2), care este o ecuatie

diferentiald liniard de ordinul I.



i) Rezolvam ecuatia omogena atasata:
1 1
z'=2z-ctgx & —z'=2ctgx = J—Z'dx = 2Jctgxdx+c, ceR=
z z

= ln|z| :21n|sinx|+lnC, C>0>

= Insin? x:>|z| Csin? x, C>0=>
. . *
= z=%xCsin x,C>0:>z:Ksm2x,KeR.
ii) Aplicam metoda variatiei constantelor:

z= K(x)sin2 x=>z'= K'(x)sin2 X+ 2sinxcos xK(x).
Inlocuind in (2), obtinem:
K'(x)sin2 x+2sinxcos xK(x) = 2K(x)sin2 xX-cigx+2 &

dx =

& K'(x)sin? x=2= K'(x) = — — = K(x0)=2]—

sin” x sin” x
= K(x)=—-2ctgx + Cy.
Solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare de ordinul / este:

2

z= K(x)sin2 x= (— 2ctgx + Cl)sin x =-2sinxcosx + C sin? x

sau z = —sin2x + C sin? x, CleR.

Revenind la substitutia z = obtinem solutia generald a ecuatiei

—

y

. 1 1

Bernoulli: y2 =—= G C; eR.
Z  —sin2x+Cysin” x




PROBLEME PROPUSE

Sa se determine solutia generala pentru urmatoarele ecuatii
diferentiale si solutia particulara care trece prin punctul indicat:

1. y'= x(22y D a.
(x“+1)
R: y(x,C)zC(x +1)+— CeR;yx)= l(x +1) %
2. 20'=GBx+2)(y° +4), (2, e2—4).
R: lln(yz+4) x2+x+C CeR; C=-4.

3. (3x—4)y2y'+(y2 +1)=0, (1,0).
R: y—arctgyz—%ln|3x—4|+C, CeR; C=0.

4. &V y2x—De* =0, (0,1).
W(x.C)=nle x(x_1)+C)CeR' C=e-1.

5. y'cosx+sinxsin’y =0, (” ”),

6. 2x’ yy'=y +1, (L,5).

Sé se determine solutia generald a urmatoarelor ecuatii
diferentiale:

7. x2+2y2=xyy' R: a) yz(x,C)=Cx4—x2,CeR
2x

8. x2(2y'+1)+y2=0 R: x=Ce™™, CeR,;

3x+4y

4x+3y

'—

R: x+y=C(y—x)7, CeR.



Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale si s se afle
solutia particulara care trece prin punctul indicat:

x4
10.'+42%y =23, (0.5 R: y(x,0)= 142 cepic=3
X
e

' _ 1 = T T l)
11.y'cosx —2ysinx = cosx, (4,4+2 .

12. y'+3y = 6xe”*,(0,3);
2\, X —3x
R: y(x.C)= (6x—3)e 2+2Ce CeR: C=
13. y'2xy = 2xe ™ ,(0,]) ;

R:y(x,C)= 2 +Cle " ,cer; C=1.

0o [\o

Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

14. 6y2y'+xy3 =2x; R: y()c,C)=3\/e_%x2 +2,CeR.
o

15. xy‘—4y=)c2 y; Rix=Ce”,CeR.
16. y'+xy_y2X:0; R: y(x’C):+,CER.
Ce?™ +1

1

17. xy'+2y =x>p°e*; R: yz(x,C)z 7 ,CeR.
X (C—2exi
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