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Prefata

Mecanica clasica este una din primele ramuri ale fizicii, atdt in sens istoric, céit si ca
importanta stiintificd. Ea a fost fundamentatd ca gtiintd de cétre Galileo Galilei si Isaac
Newton in sec. XVII, prin formularea unui set redus de principii ale dinamicii corpurilor.
Principiile sunt adevéruri unanim recunoscute, verificabile prin consecinte intr-o multitudine
de situatii din viata reald. Impreuni cu observatia si experimentul, ele servesc la formularea
legilor fizice, care reprezinta legdturi cantitative de tip cauza-efect intre méarimile relevante
intr-un proces fizic. Structura matematica a mecanicii clasice a fost intregita ulterior prin
lucrarile lui Lagrange, in secolul al XVIII-le si Hamilton in sec. al XIX-lea.

Considerata, timp de peste 200 de ani, ca o stiinta "inchisd", mecanica clasica a revenit in
atentia fizicienilor in ultimele decenii, pe masura ce matematica i-a furnizat un set de instru-
mente noi pentru analiza dinamicii sistemelor a caror evolutie este descrisa de ecuatii neliniare,
iar tehnica de calcul i-a pus la dispozitie mijloace tot mai performante. Nu este intamplator
ca un numar in crestere de colective de cercetare din universitati isi focalizeaza astazi chiar in
domeniul mecanicii interesul pentru studierea unor aspecte calitative de dinamica neliniara,
cum ar fi, de exemplu, tranzitia de la comportamentul liniar la cel turbulent sau haotic.

Atat prin obiectul de studiu (abordat in primele semestre ale programei universitare), cat
si metodele de abordare, cursul de Mecanica fizica il introduce pe proaspatul student intr-
un domeniu fundamental al cunoagterii intuitive si rationale. Cunostintele acumulate la curs,
aplicatiile dezvoltate la seminar gi experimentele din laborator, coroborate cu studiul individual,
ii ofera studentului un set de principii si legi fizice, precum si instrumentele de studiu, bazate
pe calculul diferential si integral. Cunostintele acumulate in cadrul acestei discipline vor
servi ca punct de plecare pentru abordarea Mecanicii analitice, Teoriei relativitatii, Mecanicii
cuantice etc. Pe langa rolul informativ, aceste cunostinte au impact formativ esential, intrucat
ele servesc la intelegerea lumii inconjuratoare, fiind instrumente necesare pentru rezolvarea a
nenumarate probleme din viata reala.

Cartea de fata reprezintd un manual destinat studentilor de la facultatile tehnice si de
fizicad, in care Mecanica fizica este prezentad in planul de invatamant al anului I, fie sub acest
nume, fie ca o parte a unui curs de Fizica generald. Ea poate fi utila, in egala masura, elevilor
din cursul superior al liceului, cat si profesorilor de fizicd, pentru pregatirea examenelor de
definitivat, gradul II si gradul I, sau oricdrei persoane interesate in domeniu.

Avand in vedere cé, de reguld, cursul de mecanica se audiaza in semestrul I, in paralel



cu cursul de analiza matematica, iar cel de algebra apare in semestrul al II-lea, am recurs la
un bagaj minimal de cunostinte din domeniul calculului vectorial si al analizei matematice.
In aceeagi idee, am introdus, pe langa Anexa I, dedicata calculului vectorial, o a Il-a Anexa
cuprinzand céteva informatii succinte despre ecuatii diferentiale de tipul celor intalnite in carte,
insotite de exemple si, in unele cazuri, de probleme.

Am incercat, din modul de prezentare, si nu facem si se inteleagd ci mecanica fizica este
doar matematica aplicatd. Studentul este invitat sa inteleaga foarte de timpuriu ca o atitudine
pasiva, bazatd pe simpla memorare a unor formule si demonstratii, conduce - pe termen lung
- la insucces. Ca si in celelalte stiinte ale naturii, intelegerea fenomenelor analizate, bazata pe
atitudinea activa gi criticd a celor studiate gi pe capacitatea de a stabili corelatii intre fenomene
aparent disparate constituie cheia succesului.

Am evitat folosirea unui material discursiv sau cu caracter istoric; acolo unde am considerat
necesare astfel de informatii, ele au fost mentionate ca note de subsol, impreuna cu trimiteri la
adrese de internet pentru documentare suplimentara. Fiecare capitol este impartit in sectiuni
si se incheie cu un numéar de probleme aferente acestor sectiuni. Este indicat ca, inainte de a
se trece la capitolul urmator, sa se rezolve problemele capitolului curent.

In Capitolul 1, dedicat cinematicii punctului material, dupa introducerea notiunilor funda-
mentale (modelul de punct material, migcare, sistem de referinté, traiectorie) sunt prezentate
marimile principale (viteza medie, viteza instantanee, acceleratie instantanee). Am acordat un
spatiu important prezentarii sistemelor de coordonate (carteziene, cilindrice, sferice, naturale),
precum gi calculului vitezei si acceleratiei in raport cu aceste sisteme de coordonate.

Capitolul 2, dedicat dinamicii punctului material constituie centrul de greutate al cartii,
avand in vedere ca aici sunt introduse principiile dinamicii, precum si o serie de marimi fizice
importante pentru mecanica (impuls, moment cinetic, lucru mecanic, energie). Tot aici se
studiaza migcarea punctului material sub actiunea unor tipuri diferite de forte, se introduce
notiunea de cAmp conservativ si se demonstreaza legea conservirii energiei in cazul fortelor
dependente de pozitie. In ultima parte este prezentata succint integrarea numerica a ecuatiei
diferentiale, in cazul unor forte cu expresii complicate.

Capitolul 3 este dedicat migcarii sub actiunea unei forte centrale. Acesta este un subiect
esential pentru intreaga fizica, avand in vedere ca toate fortele fundamentale sunt de tip central.
Accentul este pus aici pe efectul fortelor de natura gravitationald, facAndu-se legatura cu legile
lui Kepler din astronomie si cu rationamentele lui I. Newton, privitoare la legea atractiei
universale. Se discuta apoi problema celor doud corpuri, iar in final, se face o prezentare de
principiu a problemei celor trei corpuri. Problemele de la sfargitul capitolului sunt destinate
aprofundarii temei.

Capitolul 4, dedicat sistemelor discrete de puncte materiale, este introdus in ideea pregatirii
abordarii mecanicii corpurilor cu distributie continua de masa, subiectul central al partii a II-a
a cursului de Mecanica fizica. In acest capitol se indicd modul de calcul al méarimilor specifice
sistemelor discrete, plecindu-se e la cele introduse in modelul de punct material. De asemenea,
se discuta legile de conservare a impulsului, energiei si momentului unghiular, valabile in cazul
sistemelor izolate. Sunt prezentate fenomenele de ciocnire, prin contact si prin intermediul
campului, in sistemul laboratorului si al centrului de masa.

in Capitolul 5 sunt trecute in revistd marimile specifice sistemelor fizice cu distributie
continud de masa/sarcind, precum gi tehnici de calcul ale expresiilor unor astfel de marimi



iii

(masa, impuls, forte interne/externe, intensitate a campului, moment cinetic etc.). Prezentarea
acestor subiecte va permite studentului extrapolarea si generalizarea rezultatelor pentru diverse
alte sisteme intalnite in alte domenii ale fizicii gi/sau tehnicii.

Principalele modele idealizate cu care se opereaza in acest context, solidul rigid si fluidul
ideal, sunt prezentate in Capitolele 6, respectiv 8. Extensii ale acestor modele sunt prezentate
in Capitolul 7, solidul deformabil, respectiv in ultima parte a Capitolului 8, dedicatd unei
scurte analize a curgerii fluidelor viscoase.

Notiunile acumulate prin studiul mecanicii mediilor continue, alaturi de aplicatiile dez-
voltate la seminar si experimentele de laborator consolideaza cunostintele studentului care se
initiaza in tainele fizicii. Aceste cunogtinte au un evident caracter fundamental, ele oferind
mijloace si cai pentru intelegerea naturii. Ele ofera, de asemenea, instrumente de lucru pentru
abordarea celorlalte domenii ale fizicii (electricitate si electrodinamica, mecanicd analitica si
mecanicd cuanticd, fizica atomului i moleculei).

Abordarea newtoniani in mecanica clasica este legatd, in anumite cazuri, de o serie de di-
ficultiti matematice importante, care pot fi ocolite prin utilizarea a doua tehnici de abordare
noi — ecuatiile lui Lagrange, respectiv ecuatiile lui Hamilton. Acestea pleacd de la dinamica
newtoniand, insa folosesc ca notiune cheie energia, recurgand la aga-numitele coordonate ge-
neralizate, respectiv impulsuri generalizate. Folosind ecuatiile lui Lagrange sau Hamilton, aga
cum este prezentat in Capitolul 9, putem gasi mai rapid ecuatiile de migcare, precum si valorile
si orientarea fortelor de reactiune sau de legdatura, prin integrarea unor ecuatii diferentiale de
ordinul L.

Capitolul 10 este dedicat prezentarii principalelor notiuni care permit trecerea de la meca-
nica clasica la mecanica relativista. Dupa cum se stie, rezultatele prezise de mecanica clasica
in cazul migcarii cu viteze comparabile cu viteza luminii sunt contrazise de realitate.

Mecanica relativista, ale carei baze au fost puse de catre Albert Einstein in anul 1905,
reprezinti, de fapt, o extensie a mecanicii clasice. In asa numita teorte a relativitatii restranse,
care este partial acoperita in Capitolul 2, se studiaza migcarea corpurilor in raport cu sisteme de
referinta inertiale. Relativitatea restransa se bazeaza pe dou postulate introduse de Einstein:
(a) echivalenta tuturor sistemelor de referinta inertiale si (b) constanta vitezei luminii in raport
cu orice sistem de referinta inertial. O abordare a problemei intr-un cadru mai larg o reprezinta
teoria a relativitatii generale, in care miscarea este analizata in raport cu sisteme de referinta
neinertiale.

Am considerat necesar, in cadrul spatiului limitat al acestui volum, s& introducem cateva
aspectele de interes din teoria relativitatii restranse, ca un minim necesar pentru studiul me-
canicii clasice. Urmeaza ca o analizd mai detaliata a teoriei relativitatii restranse, impreuna
cu problematica relativitatii generale sa fie studiate mai in detaliu in cadrul disciplinei Teoria
relativitatii.

Desi fizica clasica foloseste modele liniare, lumea fizicd inconjuratoare este in mod prepon-
derent neliniard. In acest sens am prezentat succint, in Capitolul 11, ideile fundamentale si
tehnicile de abordare moderna a evolutiei unor sisteme mecanice descrise de dinamici neliniare,
aga cum apar ele in teoria haosului. Sunt trecute in revistd notiuni in legaturd cu sistemele
disipative, atractori, analiza in spatiul fazelor, bifurcatii, coeficienti Lyapunov, analiza frac-
tald, etc. Aceste instrumente descriu comportarea haotica a sistemelor fizice guvernate de
legi deterministe, pentru care ecuatiile de miscare si conditiile initiale permit, in principiu,



determinarea evolutiei sistemului la orice moment de timp. Notiunile sunt aici exemplificate
folosind un model de oscilator neliniar.

In functie de valoarea neliniaritatii sistemelor, dinamica acestora este foarte variati, ea
aparand nu doar sub forma unor evolutii simple, previzibile, ci — uneori — in forme deosebit de
complicate, chiar haotice. Cu titlu de exemplu, extinderea analizei curgerii turbulente a unui
fluid, care fusese partial prezentatd in volumul de Mecanica mediilor continui, este prezentata
aici din punct de vedere al teoriei haosului. In finalul Capitolului 3 se prezinti citeva notiuni
esentiale legate de aparitia haosului in sistemele hamiltoniene, caracterizate de sensibilitate
ridicata la conditiile initiale.

In Anexa I se face o trecere in revistd a modurilor de reprezentare a vectorilor si a operatiilor
cu acestia. Operatiile algebrice cu vectori sunt cunoscute din materia de liceu, insa elementele
de analiza vectoriala si, in special, partea dedicata operatorilor vectoriali diferentiali constituie
un subiect ceva mai dificil pentru studenti. Din experienta noastra, acegtia intdmpina aici
probleme nu numai din cauza dificultitii subiectului in sine, ci mai ales deoarece la cursul de
analizd matematica, introducerea operatorilor diferentiali se face adesea in mod formal, fara
un suport fizic intuitiv. Am afectat, de aceea, un spatiu mai larg acestui subiect, comparativ
cu cel dedicat algebrei vectoriale.

In Anexa II sunt prezentate succint principalele tipuri de ecuatii diferentiale de ordinul I
si II, intalnite in cuprinsul cartii. In cele mai multe cazuri, consideratiile privind integrarea
acestor ecuatii diferentiale sunt insotite de exemple ilustrative.

Suntem recunoscatori referentilor stiintifici, Prof. dr. loan Merches, de la Facultatea
de Fizica a Universitatii "Alexandru loan Cuza" din lasi i Prof. dr. Radu Chigleag, de
la Departamentul de Fizica a Universitatii Politehnica Bucuregti, pentru discutiile avute cu
ocazia redactarii manuscrisului si pentru sugestiile ficute cu ocazia citirii acestuia.

Ne exprimam, de asemenea, gratitudinea tuturor celor care, prin observatii si sugestii, ne
vor putea ajuta la imbunatatirea si completarea acestui manual, intr-o editie viitoare.

Tasi, Bucuresti, decembrie 2003.
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Capitolul

Cinematica punctulul material

1.1 Obiectul cinematicii. Modelul de punct material

Miscarea este o proprietate intrinsecd a materiei, in sensul cd nu exista materie in repaus
absolut, dupd cum nu poate fi conceputa miscare fara suportul material. Modificarea starii
de migcare a unui sistem fizic este, de reguld, studiatd ca o consecintd a actiunii corpurilor
inconjuratoare, sau ca rezultat al interactiunilor unor parti din interiorul sistemului. Modi-
ficarea starii de miscare poate fi studiata, pentru inceput, doar pur descriptiv, fard a lua in
considerare cauzele care o determind. O astfel de abordare geometrica a misgcarii este cunos-
cuta drept abordarea cinematicd, iar capitolul corespunzator din mecanica poarta numele de
Cinematica. Deoarece un astfel de demers este mai simplu, el este ales in prima instanta, atat
pe considerente didactice!, cat si in ideea introducerii unor notiuni si mérimi fizice strict ne-
cesare ulterior in studiul mecanicii. Cinematica precede, agadar, Dinamica — partea mecanicii
in care sunt luate in considerare efectele unor factori-cauza gi anume forfele cu care corpurile
exterioare sau interioare actioneaza asupra sistemului studiat.

Descrierea completa a miscarii unui sistem fizic real este adesea o problema fie prea com-
plexd, fie nerelevanti. In practicd, intr-un anumit context, se pot ignora anumite amanunte,
ne-esentiale pentru problema studiata. O reprezentare simplificatd a unui sistem sau a unui
proces fizic se numegte model fizic. Modelele fizice gi modelarea sunt instrumente esentiale, nu
numai in fizica, ci in intreg procesul cunoagterii lumii inconjuratoare.

Descrierea matematica asociatd unui model fizic simplu este, de asemenea, simpla. Din
pacate, cu cat recurgem la modele tot mai simple, cu atat ne indepartam mai mult de realitate.
Cum lumea reald este intotdeauna mult mai complicatd decat modelele cu care se opereaza in
fizicd, trebuie sa fim congtienti ca si rezultatele obtinute sunt, intr-un anume sens, incomplete.
Recurgerea la modele simple este necesard in faza incipienta a cunoasterii naturii, inclusiv
in gcoald. Pe masura luarii in considerare a aspectelor considerate initial ne-esentiale, ne
apropiem mai mult de realitate, cu pretul utilizarii unui instrument matematic mai sofisticat
si mai dificil.

n conditiile in care este necesara o abordare a unei teme de studiat, pornind de la simplu, spre complex
— gi complet!



2 Capitolul 1. Cinematica punctului material

In fizicd sunt cunoscute multe exemple de modele care au evoluat, in procesul cunoasterii,
intr-o succesiune cuprinzand mai multe etape. Exemplele cele mai cunoscute sunt modelul
atomului gi/sau al nucleului, modelul de fluid sau cel de solid rigid, diferite modele de unde
ete.

Cel mai simplu model din mecanici este cel al punctului material. El poate fi folosit ori de
cate ori se studiazd miscarea de translatie a unui obiect sau sistem de obiecte, de dimensiuni
mult mai mici decat distantele parcurse. Un corp este astfel asimilat unui punct material?,
in care se considerd a fi concentratd intreaga sa masa. Se intelege ca un corp nu trebuie sa
fie neaparat "mic” in acceptiunea proprie a cuvantului, pentru a fi tratat ca punct material.
In masura in care un astfel de punct material este in migcare, el se denumeste si mobil, adica
punct material in migcare.

Modelul punctului material se aplica cu acelasi succes, atat pentru studierea migcarii unor
corpuri de dimensiuni gi mase gigantice (cum ar fi corpurile din interiorul sistemului solar),
cat si unor corpuri de dimensiuni nanoscopice (atomi, nuclee, electroni, etc.).

Abordarea care pleacd de la modelul de punct material este utila in pasii ulteriori, cand
se trece la studiul mecanicii corpurilor de dimensiuni ce nu mai pot fi reduse la un punct.
Daca un corp este prea mare pentru a mai putea fi considerat particula, el poate fi gandit ca o
"colectie" (un sistem) de puncte materiale. Rezultatele gasite in mecanica punctului material
se extrapoleaza pentru sistemele de puncte, cu precautiile necesare unei astfel de operatii.

Marimile fizice cele mai importante in cinematica sunt viteza si acceleratia. Vom incepe prin
a defini aceste marimi, urménd a le gasi expresiile in raport cu diferite sisteme de coordonate.

1.2 Traiectoria si ecuatiile cinematice

Pentru a studia modul in care se modifica in timp pozitia unui punct material in raport cu
un altul, este nevoie de a defini un sistem de referintd (denumit adesea si reper), considerat
fix in contextul problemei de studiat. Pozitia in raport cu reperul a punctului material a
carui migcare o studiem este precizatd prin aga-numitul vector de pozitie. Acesta, notat cel
mai adesea cu 7, are originea in originea reperului, iar varful — in punctul material studiat.
Proiectiile lui 7 pe axele sistemului de referintd utilizat (notat prescurtat cu SR) determina,
de asemenea, in mod univoc, pozitia unui punct din spatiu.

Intr-un spatiu tridimensional, pozitia mobilului, notatd cu P in Fig.1.1, este determinata de
un triplet de numere, numite coordonate, care reprezintd distante si/sau unghiuri. Utilizarea
reprezentarii vectoriale are avantajul ca expresiile marimilor cinematice nu depind de tipul de
coordonate ales.

Distanta dintre doua puncte din spatiu se numeste metricd. Mecanica newtoniana foloseste
metrica euclidiani, denumita adesea si metrica galileeand, in memoria lui Galileo Galilei®. Dis-

2Uneori, un punct material se denumeste si particuld.

3Galileo Galilei (1564-1642), fizician italian, este considerat primul om de stiint# al epocii moderne. Prin-
cipalele sale contributii in fizicd sunt legate de descoperirea legilor misgcarii pendulului, ale cdderii libere a
corpurilor, precum si unele dispozitive tehnice (luneta astronomica, un nou model de pompa hidraulica, ba-
lanta hidrostatici). A sustinut ipoteza heliocentricd a lui Copernicus. Cartea sa cea mai importantd este
Dialoguri despre principalele doua sisteme ale lumii, publicata la Florenta in 1632 si dedicata analizei critice
a sistemului geocentric al lui Ptolemeu si, respectiv, heliocentric al lui Copernicus. Printr-o coincidenta, 1642
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7(t)
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X

Figura 1.1: Reprezentarea traiectoriei unui punct material. La momentul ¢ punctul mobil se afla in
P, descris de vectorul de pozitie 7.

tanta dintre doud puncte Py (z1,y1, 21) si Pa(22, Y2, 22), exprimata intr-un sistem de coordonate
carteziene?, este data de relatia:

d=[(ra — 21)% + (y2 — y1)? + (22 — 21)}/2 (1.1)

Traiectoria unui corp este curba descrisa de acesta in decursul miscarii, adica locul geo-
metric al pozitiilor succesive ocupate de mobil in decursul miscarii. In mecanica clasici se
considerd ca traiectoria corpului este bine determinata®, iar multimea pozitiilor succesive ocu-
pate de acesta in decursul misgcarii este continud.

Sa descriem, agadar, pozitia unui punct material care se deplaseaza pe o curba oarecare, cu
ajutorul unui vector de pozitie, notat 7 (Fig.1.1). Legea de migcare a mobilului este exprimata
generic prin ecuatia vectoriala:

7= 7(t), (1.2)

care este echivalentd cu trei ecuatii scalare, ce descriu variatiile in timp ale coordonatelor
mobilului. De exemplu, in cazul unui sistem de coordonate cartezian tridimensional:

x = xz(t), (1.3)
y = y(t), (1.4)
z = z(t). (1.5)

Ecuatiile (1.3), (1.4), (1.5) se numesc ecuatii parametrice ale migcérii (parametrul este tim-
pul ¢). Prin eliminarea timpului din ecuatiile parametrice sus-mentionate, se obtine ecuatia
traiectoriei.

este anul mortii lui Galilei gi nagterii lui Newton. Informatii suplimentare despre viata si opera lui Galilei pot
fi gasite si la adresa de web: http://galileo.imss.firenze.it /museo/b/egalilg.html

4Asa cum vom vedea in continuare, in functie de simetria problemei de studiat, pot fi folosite si repere de
tip sferic sau cilindric.

5In mecanica cuanticd, specifici sistemelor microscopice, se considerd ca pozitia unei micro-particule (si
deci gi traiectoria acesteia) nu pot fi determinate cu orice precizie, de aceea se vorbeste doar de o anumitd
probabilitate ca particula si se gaseasca, la un moment dat, intr-o anumita zona din spatiu. Particula insigi este
"de-localizatd", iar traiectoria ei se specificd print-un nor de probabilitate, care, in anumite cazuri se numeste
si orbital.
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Figura 1.2: Vectorul deplasare, in intervalul o — ¢1, notat cu A7, reprezinta diferenta vectorilor de

pozitie ai punctelor Py gi Py: AF =7, — 7,

1.3 Vectorul deplasare, viteza si acceleratia

Sa consideram ca, in decursul miscarii sale, un mobil se afla la momentul ¢, intr-un punct
Py, descris de vectorul de pozitie 7} si ca la momentul ¢, el a ajuns in punctul Py, descris
de vectorul de porzitie 7,, situatie reprezentata in Fig.1.2. Distanta dintre punctele P si P»
intre care s-a deplasat mobilul poate fi interpretata ca fiind modulul unui vector, A7, denumit
vector deplasare:

ArF =T, —T,. (1.6)

1.3.1 Viteza medie si viteza instantanee
Se defineste viteza medie pe o portiune As de traiectorie ca fiind raportul:

As
Um = E, (17)
unde s este coordonata curbilinie, masurata de-a lungul traiectories.

Intrucat masurarea distantelor de-a lungul traiectoriei este mai putin convenabild, se pre-
fera exprimarea vitezei mobilului in functie de coordonate sau de vectorii de pozitie ale acestuia.
Dupéa cum rezulta din Fig.1.3, lungimea traiectoriei As parcursa de mobil intr-un interval de
timp finit, At, difera semnificativ de marimea vectorului deplasare, Ar. Aga cum vom vedea
imediat, A7 ar fi o marime mult mai convenabil de folosit pentru calcularea vitezei punctului
material. Daca consideram ¢, =t si t, =t + At, atunci, in conditiile in care At — 0, vectorul
deplasare Ar devine, la limitd, egal cu distanta curbilinie As. In plus, Ar devine tangent la
curba-traiectorie (Fig.1.3).

In aceste circumstante, se poate defini viteza instantanee a mobilului:

AT . TF(t+ At) — 7(t)

e A AT A 1

Constatam, pe de altd parte, cd viteza instantanee (sau momentand) este chiar derivata vec-
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SR

4

Figura 1.3: Pe masura ce scade intervalul At, punctul Ps se apropie din ce in ce mai mult de Py, iar
vectorul deplasare tinde sa ajunga pe directia tangentei la traiectorie.

torului de pozitie in raport cu timpul:

dr

bt 4 1.
prikl (1.9)

U=
Ca urmare, viteza instantanee (momentand), adica viteza mobilului intr-un punct este un
vector tangent la traiectorie; marimea sa este datd de derivata in raport cu timpul a vectorului
sau de pozitie. Vectorul viteza instantanee este tangent la traiectorie, in timp ce vectorul
viteza medie are directia secantei.
Pe de alta parte, pentru a calcula viteza medie a mobilului intr-un interval de timp At,
acesta se lmparte in n subintervale Aty, Ato, ..., At, atdt de mici, incat pe durata fiecarui
subinterval viteza instantanee si raméana practic constanta®. Viteza medie se defineste ca:

(1.10)

Um —

V1At + 1Aty + ... + v, Aty _ L zn:v'At‘
Aty + Aty + ... + Aty At &

Daca aceste intervale de timp devin din ce in ce mai mici, vitezele medii pe fiecare interval
de timp At; se apropie de valorile instantanee si, ca urmare, suma din relatia anterioara devine
o integrala:

> viAt; 1 t+At
. =1
Uy = lim ——— = — vdt. (1.11)
At;—0 S At At /
i=1

5Prin urmare, viteza instantanee poate si varieze prin salt doar la trecerea intre intervalele At; si Atiq1,
i1=1.n
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vV A

Vi

0 t 1+ At t
Figura 1.4: Pe durata fiecarui subinterval At;, viteza raméane practic constanta, v;

. Distanta parcursa
in subintervalul 7 este As=wv; At;

v A

As=aria(ABCD)

D e >
0 t + At t

Figura 1.5: Spatiul total parcurs de mobil in intervalul de timp specificat reprezinta suma ariilor
dreptunghiurilor elementare.

Avand in vedere cele doud definitii ale vitezei medii, date de (1.10) si (1.11), rezulta:

t+At

As = v, At = / v dt = aria(ABCD). (1.12)
t

Ca urmare, spatiul parcurs de mobil intr-un interval oarecare de timp reprezinta, din
punct de vedere geometric, aria de sub curba vitezei, delimitata de dreptele t = const. si
t + At = const.

Considerand momentul initial ¢ = 0, spatiul parcurs devine:

s(t) = s + /v(t)dt, (1.13)
0

unde sg este coordonata curbilinie initiala a corpului.
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ZA

(1)
V(t+dt)

F(t+dt)

Figura 1.6: Determinarea variatiei vitezei AU = ¢(t 4+ dt) — ¢(t) in intervalul de timp dt.
In termeni vectoriali, se poate scrie pentru vectorul de pozitie la momentul ¢:
¢
(1) = 7o+ / F(t)dt, (1.14)
0

unde 7 reprezinta vectorul de pozitie la momentul initial.
Dimensiunea si unitatea de masura a vitezei sunt, respectiv:

[v] = = LT (1.15)
(g =1m-s7 . (1.16)

1.3.2 Acceleratia medie si acceleratia instantanee

Pentru a caracteriza variatia in timp a vectorului viteza, se defineste o noua marime fizici,
denumita acceleratie. Ca gi in cazul vitezei, se poate defini o acceleratie medie si o acceleratie
instantanee. Acceleratia medie este definitd prin relatia:

AU
am = —.
At
Marimea acceleratiei medii a unui mobil care se deplaseaza intre doua puncte, de exemplu,
Py si Py (Fig.1.6) depinde de variatia netd a vitezei in intervalul considerat.

Pentru precizarea ratei de variatie in timp a vitezei instantanee se introduce notiunea de
acceleratia instantanee, definita prin relatia:

(1.17)

. AT dU
im — = —
At—0 At dt

d (di\ &F
-4 <%> - (1.19)

i = (1.18)
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Av=a;At,
AN

~Y

O t t+ At

Figura 1.7: Variatia vitezei in subintervalul i este Av; = a;At;, adicd aria unui dreptunghi.

a A

Av =aria(ABCD)

D C _
O t t+ At t

Figura 1.8: Sumarea dupa toate dreptunghiurile elementare determina aria de sub curba acceleratiei

Acceleratia este un vector care are orientarea lui Av. Ea reprezinta derivata de ordinul intai
a vitezei in raport cu timpul, prin urmare, derivata de ordinul doi a vectorului de pozitie, 7(t)
in raport cu acelagi parametru.

Avand in vedere definitiile acceleratiei medii si ale acceleratiei instantanee, (1.17) si (1.20),
se poate exprima acceleratia medie si sub forma:

. > a; Aty t+At
= AY . i=1 1 o
Gy, = in lim ——— = A / adt. (1.20)
At;—0 Z Atz )
=1

Se poate introduce, ca gi in cazul vitezei, o interpretare grafici. Pentru a determina variatia
de viteza a mobilului, in conditiile in care acceleratia nu este constanta, impartim intervalul
de timp in subintervale pe care acceleratia igi pastreaza valoarea constantd. Aria fiecarui
dreptunghi cu inaltimea a si latimea At; reprezintd chiar variatia de viteza mobilului in acest
interval de timp.

Suménd acum ariile tuturor dreptunghiurilor elementare, se obtine aria de sub curba vitezei
(analog cu situatia prezentata in Fig.1.5).
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t+AL
Av = / adt = aria(ABCD). (1.21)
t

Ca urmare, variatia de vitezda are semnificatia ariei de sub curba a = a(t), in intervalul
de timp finit considerat. Considerand momentul initial ¢ = 0, la un moment final oarecare,
relatia de mai sus se poate scrie, in cazul general:

Ft) = T + / a(t)dt, (1.22)
0

unde 7y reprezintd viteza initiald a corpului. In cazul particular, in care acceleratia este
constanta, iar migcarea - unidimensionald, relatia (1.22) devine:

v(t) = vy + at, (1.23)
iar (1.14):
s(t) = so + vot + sat’. (1.24)
Dimensiunea gi unitatea de masura pentru acceleratie sunt, respectiv:
[a] = % = LT (1.25)
(a)g; = 1m-s2. (1.26)

1.4 Coordonate carteziene

In sistemul de coordonate carteziene, vectorul de pozitie al unui , P, este descris prin
coordonatele sale x, y, z, obtinute prin proiectia lui P pe cele trei plane reciproc perpendiculare:

7=y, 2). (1.27)

Denumirea de coordonate carteziene vine de la numele lui René Descartes”.

In Fig.1.9, punctul P se giseste la intersectia a trei plane imaginare, reciproc perpendicu-
lare, © = x1,y = y1,2 = z1. Fiecare dintre acestea sunt paralele cu planele triedrului drept
Ozxyz. Vom atribui apoi fiecareia din axele triedrului Ozyz cite un vector-unitate, orientat
in sensul cresterii lui x, ¥, si, respectiv, z. Acesti vectori-unitate, pe care noi ii vom nota cu
(2,7, 2)8, se numesc versori (Fig.1.9).

"René Descartes (1595-1650), matematician, fizician si filosof francez, cunoscut si sub numele siu latinizat
— Cartesius. Dintre contibutiile sale cel mai importante in domeniul cunoagterii, pot fi amintite introducerea
sistemului de coordonate carteziene si a geometriei analitice. Ca filosof, a marcat ruperea de scolastici, intro-
ducand principiile cunoasterii rationale. In dou# din cele mai importante cirti ale sale, Discurs asupra metodei
(1637) si Meditatii (1641), a incercat sa extindd metodele cunoagterii matematice in toate domeniile cunoaste-
rii. Este autorul celebrei asertiuni Cogito, ergo sum (Cuget, deci exist). O scurtd biografie a lui R. Descartes
poate fi gisitd la adresa de web: http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Descartes.html.

8Uneori ei se noteazi cu 2, si lAc, sau €z, €y si
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Deoarece orice vector poate fi exprimat ca o combinatie liniara de acesti trei versori, ei
formeaza baza sistemului. Baza sistemului respecta regula burghiului drept, adica:

TXy=2%. (1.28)
De exemplu, vectorul de pozitie se poate exprima prin relatia:

P = xd + yij + 25. (1.29)

N

%V

Figura 1.9: Sistemul de coordonate cartezian (Oxyz) si versorii (Z, 9, 2)

Vom gasi expresiile vitezei gi acceleratiei, pornind de la expresia unei deplasari elementare,

AT
AF=7, -7 = (@ —21) T+ (y2—y1)J+ (22 —21)2=Az- 2+ Ay g+ Az- 2.  (1.30)

Aceastd expresie se poate gisi pe cale geometrica, considerand ca orice deplasare reald
reprezintd suma a trei deplasari succesive independente, in decursul carora se modificd doar
una din coordonate. Conform (Fig.1.10), se observa ca:

AT = ATy + A7, + AT, (1.31)

unde A7y, A7y, A7, reprezinta deplasari "virtuale", efectuate pe directiile x, y, si z. Trecand

la limita timpilor de observatie foarte mici, At — 0, expresia devine:
dr =dx -2 +dy-9+dz- 2. (1.32)

Facand raportul dintre elementul de deplasare infinitezimala si intervalul de timp corespunza-
tor acesteia, se obtine expresia vitezei:

di  dr. dy. d
o e Y T — hh g+ 22 = vad 4 vyl + 0.4 (1.33)

T T T AT
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z A
AF 7 -
AK, y Ary .
Py /
" Aty
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A n
- >
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y y

Figura 1.10: Descompunerea vectorului deplasare A7 = 7, — 7, dupa cele trei directii independente

Marimea vectorulul viteza este:

v =/v2 + vl + V2. (1.34)

In mod similar se pocedeazi pentru acceleratie:
a - @ttt alta
= ITH Py +E2 = a2 + ayy + a2, (1.36)

i = 2= 0yl + Oy0 + 0.2 (1.35)

Marimea vectorului acceleratie este:

a=/a2 + a2 + a?. (1.37)

Un volum elementar dV in coordonate carteziene poate fi scris ca un produs de trei deplasari
infinitezimale reciproc perpendiculare (Fig.1.10):

AV =dz - dy - dz, (1.38)
iar un element de suprafata in coordonate carteziene va avea expresia:
dA, =dz -dy; dA; = dy - dz; dAy = dz - dz. (1.39)

Folosirea coordonatelor carteziene este preferatd din motive de simplitate matematica.
Aceasta se datoreaza si faptului ca, fiind mereu orientati de-a lungul axelor triedrului drept,
versorii , ¢y si Z raméan constanti in orientare si, ca urmare, derivatele lor in raport cu timpul
sunt nule. In functie de simetria migcarii si de datele concrete ale problemei de studiat, putem
recurge si la alte tipuri de sisteme de coordonate. Dintre acestea, in cele ce urmeaza, ne vom
referi la coordonatele legate de mobilul in miscare.
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X

Figura 1.11: Sistemul de coordonate polare plane

1.5 Coordonate polare plane

Variabilele care descriu pozitia mobilului in sistemul de coordonate polare plane sunt dis-
tanta pana la origine, notata p gi unghiul ¢, masurat in raport cu o axa de referinta arbitrar
aleasd (in cazul nostru Ox - Fig.1.11).

Legatura dintre coordonatele polare plane si cele carteziene se exprima sub forma:

T = pCosy; (1.40)
= psine.

Versorii sistemului de coordonate polare plane sunt €, si €.

Sa consideram, in cele ce urmeaza, o deplasare infinitezimala a mobilului din punctul Py
in punctul P, (Fig.1.12). Vectorul deplasare corespunzitor intervalului de timp dt este notat
in cu dr = O—Pg> — O—Pl> . Aceastd deplasare infinitezimala realé dr poate fi considerata ca o
rezultanta unei succesiuni de deplasari virtuale dupa doua directii perpendiculare, an si cfrp,
in decursul cirora variaza, pe rand, doar una dintre coordonate. Ca urmare, vectorul deplasare

A e
P
Vv A %
)
dr, /%
Ny dr
P
\ P
7€
d}"q, ® R
d(P N
P \
O P

=V

Figura 1.12: Vectorului deplasare infinitezimala dr se obtine, aplicand regula triunghiului, ca o suma
de deplasari infinitezimale, in care variaza mai intai ¢, apoi p.

infinitezimald poate fi scris sub forma:

i’ = dFp + dF, (1.41)
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in care:

e dr, (p constant, ¢—variabil) reprezinta o deplasare infinitezimala de unghi dy, pe un
arc de cerc de raza p;

e di, (¢ constant, p—variabil) reprezinta o deplasare infinitezimald de-a lungul lui p(t+At)
(translatie de lungime dp).

Ca urmare, tindnd cont de versorii directiilor de deplasare, se obtine:
dr' = pdpé, + dpé,,. (1.42)
Prin impértirea la intervalul de timp infinitezimal, dt, se obtine:

L dFr de.  dp. . C . .
U= =P + =i 60 = PPEo + pep = Vpy + Vpep. (1.43)

S-au obtinut doud componente ale vitezei:

e o componentda azimutald, v,, determinata de variatia vectorului de pozitie doar ca orien-
tare;

e o componenta radiald, v,, determinata de variatia vectorului de pozitie doar ca marime.

v = pp, (1.44)
v, = p (1.45)

Sa calculam, in continuare, expresia acceleratiei in coordonate polare plane. Spre deosebire
de coordonatele carteziene, aici versorii €, si €, isi schimba orientarea odata cu deplasarea
punctului material pe traiectorie (Fig.1.12). Prin urmare:

@ _ d(ppé, + Pep)
dt dt

= — Pl + pPly + pp b +PEp+ p ey - (1.46)

Vom calcula derivata versorilor apeland din nou la considerente geometrice (Fig.1.13).

Figura 1.13: Determinarea geometrica a versorilor deplasare infinitezimala

Urmarind modul in care se schimba directia celor doi versori pentru o deplasare infinitezi-
mala a particulei, se constata ca:

dé, = |é,|dpéy; (1.47)
diy = [ég]dp(~2,) (1.45)
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Y A N
dp ", dd
pdq;\\. ‘
¢ do P
0 >

Figura 1.14: Un element de suprafatd in coordonate polare plane.

Derivata fiecarui versor se obtine prin simpla impartire la intervalul de timp, dt :

ey [eldge, _dp,

“ dt dt dt ¢ e (1.49)
. de |é,| dp(—é,) do . s

Dupa cum se observa, derivata fiecarui versor este un vector de marime egald cu viteza de
variatie a coordonatei unghiulare si este orientata perpendicular fata de directia celuilalt versor
(Fig.1.13).

Revenind la formula acceleratiei se obtine, dupa aranjarea termenilor, expresia finala:

= (j— pp*)ep + (209 + pf)éy. (1.51)

Ca si viteza, acceleratia are doud componente, radiald si azimutald (sau transversald). Fiecare
dintre termenii care apar in expresia acceleratiei sunt determinati de o anumita variatie a
vectorului viteza. De exemplu:

termenul pé, - datorat variatiei vitezei in marime;

termenul 2ppé, (numit acceleratie Coriolis) - datorat deplasarii neuniforme a corpului
pe o traiectorie curbilinie, de raza variabila;

termenul pgé,— datorat variatiei in timp a vitezei unghiulare (vezi sectiunea urmatoare
a acestui capitol);

termenul pngép— (acceleratie centripetd) - datorat variatiei vitezei ca orientare.

Un element de suprafatid (o suprafatd infinitezimald) are, in coordonate polare plane,
(Fig.1.14) expresia:

dA = dp - pdep. (1.52)
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=

F(t+dt)

O

Figura 1.15: Reprezentarea vectorului viteza unghiulara.

1.5.1 Viteza unghiulara

Variatia in unitatea de timp a unghiului descris de vectorul de pozitie reprezintd o noua
méarime fizicd, numita viteza unghiulara. Viteza unghiulard instantanee este limita acestui
raport atunci cand intervalul de timp tinde cétre zero.

. Ap dp
= dhar T 199

Se poate defini viteza unghiulard ca ”spatiul unghiular” (prescurtat — unghiul) parcurs de
mobil in unitatea de timp. Viteza unghiulara este asociata intotdeauna miscarii de rotatie.
Directia vectorului viteza unghiulara este perpendiculara pe planul de rotatie a mobilului, iar
sensul este dat de regula burghiului drept sau a miinii drepte (Fig.1.15):

Daca asezam degetele impreunate in sensul de rotatie, atunci, degetul mare orientat de-a
lungul azxei de rotatie indicd sensul vitezei unghiulare.

Viteza tangentiala intr-o migcarea circulara este legata de viteza unghiulara prin relatia:

U=04d X T (1.54)
Daca proiectam vectorul & pe axele unui sistem de referintd cartezian, atunci:
0 = weZ + wyl + w2, (1.55)

unde w;, wy, w, sunt componentele corespunzatoare pe axele Ox, Oy si Oz. Folosind expri-
marea sub forma unui determinant a produsului vectorial, ecuatia (1.54) se poate scrie sub
forma:

T g z

T = |wy wy w; (1.56)
x Yy oz

= (wyz —w.y) T+ (W — wp2) J + (Way — wy) 2. (1.57)

Deoarece vectorul de pozitie poate fi scris ca o matrice cu o singura linie,

x
=1 vy |, (1.58)
z
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Figura 1.16: Ilustrarea operatiei de oglindire.

conform regulilor de inmultire matriceala, vectorul o' poate fi exprimat ca rezultatul Inmultirii
a doua matrice:

0 —Ww, Wy T -
v=| —w., 0 —w, y | =Qr. (1.59)
Wy We 0 Z

Ca urmare, viteza unghiulara constituie un tensor. Acesta se caracterizeazd printr-o ma-
trice cu trei linii gi trei coloane:

. 0 —Ww, Wy
Wy Wy 0

Spre deosebire de viteza si acceleratie care sunt vectori polari (au punctul de aplicatie in
punctul material), viteza unghiulara este un vector azial. Un wvector azial nu are punctul de
aplicatie fixat intr-un punct ci poate ”aluneca” liber de-a lungul unei axe (perpendiculara pe
traiectorie). Vectorii axiali, spre deosebire de cei polari, nu igi schimba sensul la operatia de
oglindire (atunci cind * — —z, y — —y, 2 — —2). In cazul lor, regula burghiului drept devine
regula burghiului stdng adica & xy = —Z (vezi Fig.1.16).

1.6 Coordonate naturale

Deplasarea unui mobil poate fi masurata si cu ajutorul coordonatei curbilinii s, masurata
de-a lungul traiectoriei. In aceste conditii viteza este:

ds
= —. 1.61
v= (1.61)
Se poate defini un versor, é;, tangent la traiectorie (Fig.1.17):
. 0 1 df ds 1 dr  dr (1.62)
Gy T v ds dt v ds U ds '

in legdtura cu care viteza instantanee se poate exprima prin relatia:
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F(t+dt)

Figura 1.17: Versorii coordonatelor naturale plane (é;,é,,).

Derivand in raport cu timpul expresia vitezei, rezulta expresia acceleratiei:

O portiune infinitezimala de traiectorie curbilinie, ds, poate fi considerata ca un arc de cerc de
razd R, cu centrul in regiunea concava a curbei. Se poate introduce apoi un al doilea versor,
én, perpendicular pe é; si indreptat spre centrul de curburd a traiectoriei. Folosind acelasi
tip de rationament de calcul al derivatei unui versor ca si in cazul coordonatelor polare plane
(Fig.1.17), se poate exprima derivata in raport cu timpul a lui é;.

déy  degds  dey  |eg|dpe,  dy
dt  dsdt ds | ds  ds ™
Gradul de abatere a traiectoriei de la linia dreapta se mésoara prin marimea numita curbura. Se
definegte curbura traiectoriei intr-un punct ca inversul razei de curburd, R. Expresia curburii
traiectoriei rezulta din relatia:

€t (1.65)

1 As  ds
R=— — i e 1.66
C " a0 dp (1.66)
Asadar, acceleratia are expresia:
02

Termenul d; - se numeste acceleratie tangentiald iar d, - acceleratie normald. Informatiile
despre curbura traiectoriei sunt incluse in valoarea acceleratiei normale (d,), determinata de
variatia vitezei doar ca orientare.

1.7 Coordonate cilindrice

In sistemul de coordonate cilindrice, pozitia mobilului este precizata in orice moment de
coordonatele:

e p — distanta de la punctul P la axa Oz;
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z A

2

P=pP

Figura 1.18: Sistemul de coordonate cilindrice (p, ¢, 2).

e ¢ — unghiul dintre directia lui p si axa Oz, denumit si unghi azimutal,;
e > — distanta de la punctul P la planul orizontal, 2Oy, denumita si cota®.

Denumirea acestui tip de coordonate provine de la forma locului geometric a punctelor
pentru care (Fig.1.18):

e p = p; = const., care este suprafata unui cilindru cu generatoarea paralela cu axa Oz;
e z = 21 = const., care este un plan de cot#;

e = 1 = const., care este un plan vertical, ce contine axa de simetrie Oz a cilindrului.

Limitele in care pot varia cele trei coordonate cilindrice sunt: 0 - oo pentru p, 0 - 27 pentru
@ si 0 - oo pentru z.

Vom nota cu €, é,, €, (Fig.1.18) versorii corespunzatori directiilor specificate de cele trei
coordonate cilindrice. Si in acest caz, cei trei versori formeazi o bazd ortonormata. Sensul
acestor versori va fi sensul cregterii lui p, si z. Sistemul constituie un triedru orientat, in
sensul ca se respectd si in acest caz regula burghiului drept (sau a mainii drepte):

Ep X by =t (1.68)

S& determinam, in cele ce urmeaza, vectorul deplasare infinitezimald intre punctele P; gi
P, (Fig.1.19) de pe traiectorie, ca o compunere de trei deplasari independente, dupa directiile
date de versorii sistemului de coordonate cilindrice:

i = dFty + dF, + dF,. (1.69)

9De fapt coordonatele cilindrice sunt o generalizare a coordonatelor polare plane, obtinutd prin adiugarea
celei de-a treia dimensiuni, z.
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Figura 1.19: Descompunerea vectorului deplasare infinitezimald dupa trei directii independente, dr,,
dry,, dr,.

Marimile fiecdrei deplasari infinitezimale pot fi aproximate direct din Fig.1.19, ceea ce
inseamna:

dr' = dpé, + pdpé, + dze.. (1.70)
Impartind la intervalul de timp infinitezimal, obtinem expresia vitezei in coordonate cilindrice:

ar_dp, | Ao, &

at - ar P +

U= —Lé
dt ¥ dt

&2 = pé, + ppé, + 6. (1.71)

Derivand relatia vitezei si tinand seama ca é, este singurul versor care isi pastreaza orientarea
neschimbata in timp, é,= 0, si cd derivatele celorlalti doi versori au fost deja determinate
(1.49), (1.50), se obtine ugor expresia acceleratiei in coordonate cilindrice:

i@ = (p— pp?)ey + (2 + pp)e, + Ze.. (1.72)

In aceastd expresie, identificim cu usurintd primii doi termeni care apareau i in expresiei
acceleratiei in coordonate polare plane. La acestea se adauga termenul datorat deplasarii de-a
lungul axei Oz.

Elementul de suprafatd in coordonate cilindrice are una din expresiile:

dA, = pdypdz; dA, = dp dz; dA. = p dp dp, (1.73)
iar cel de volum este:

dV = dAdp = pdpdedz. (1.74)

1.8 Coordonate sferice

In sistemul de coordonate sferice, pozitia unui punct, P, (vezi Fig. 1.21) este descrisa de
coordonatele:

e 1 - distanta de la polul O la punctul P;
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zZ A

Figura 1.20: Un element de suprafata si un element de volum in coordonate cilindrice.

e - unghiul masurat intre axa Oz si proiectia lui OP din planul orizontal, denumit si
unght azimutal;

e 0 - unghiul masurat in plan vertical, intre OP gi axa verticala Oz, denumit gi colatitu-
dine.

Facem precizarea ca in geografie se foloseste un sistem de coordonate inrudit, in care planul
ecuatorial Oy se caracterizeaza prin latitudine zero. Complementul unghiului 6 se numeste,
in termeni geografici, latitudine nordicd, iar suplementul lui 6 se numeste latitudine sudica. In
aceiagi termeni, ¢ se numeste longitudine estica, respectiv vesticd.

Dupa cum se observa in Fig.1.21, locul geometric al punctelor pentru care r = r; (const.)
este o sferdd; ¢ = ¢1(const.) este un plan, iar 6 = 0;(const.) este un con. Ca urmare, limitele
de variatie pentru cele trei coordonate sunt: 0 - co pentru r; 0 - 2 ™ pentru ; 0 - 7 pentru 6.

Pozitiei unui punct P i se ataseaza, in acest caz, un ansamblu de trei versori reciproc
perpendiculari, (é,, ég, é,) indreptati in directia de crestere a coordonatelor r, 6, si ¢. Sistemul
celor trei versori, ce formeaza, de asemenea, o bazd ortonormata, este orientat respectand
regula burghiului drept, astfel ca:

ér X €9 = €. (1.75)

Legatura dintre coordonatele sferice si cele carteziene este exprimata prin relatiile:

x = rsinfcos p; (1.76)
= rsinfsiny;
z = rcosf.

In conformitate cu Fig.1.22, se poate exprima legitura dintre versorii celor doud sisteme
de coordonate. Se observa ca doar versorul é, este situat intr-un plan orizontal (paralel cu
planul ecuatorial xOy) ceilalti versori aflandu-se in plan vertical.
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Figura 1.21: Sistemul de coordonate sferice ( 7, 0 si ) si versorii corespunzitori.

\<V

X

Figura 1.22: Orientarea versorilor sistemului de coordonate sferice, in raport cu un sistem de coor-
donate cartezian.
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Vom nota cu Op dreapta ce se obtine prin intersectia planului ecuatorial cu un plan meri-
dional ¢ = const si cu p versorul acestei directii. Expresia lui p se va scrie ca:

p = cos pT + sin py. (1.77)

Ca urmare, vom putea scrie expresiile versorilor coordonatelor sferice, in functie de proiectiile
lor pe axele unui sisteme de coordonate cartezian sub forma:

ér = sinfp+ coshz = sinb cos px + sin O sin py + cos 6z; (1.78)
g = cosbp—sinfz = cosbcospz + cosfsin ey — sin6z; (1.79)
é, = —sinpd + cosyy. (1.80)

Asa cum vom vedea in continuare, aceste ultime ecuatii pot fi folosite in mod convenabil
pentru calculul derivatelor versorilor in raport cu timpul.

In coordonatele sferice, pozitia mobilului este descrisd in orice moment de vectorul de
pozitie 7, orientat de-a lungul versorului é,.. Acest versor isi schimba orientarea odatd cu
deplasarea punctului material, fiind dependent de celelalte coordonate unghiulare, 0 si o,
dupé cum indica si relatia matematica gasita mai sus. Ca urmare:

7 =ré.(0,p). (1.81)

Determinam viteza si apoi acceleratia folosind relatiile de definitie:

d .
U= —(réy)=rér+ré. (1.82)
dt
Pentru calculul derivatei in raport cu timpul a versorului €, putem recurge, fie la considerente
de natura geometrica, aga cum am procedat in cazul celorlalte sisteme de coordonate analizate
pana in prezent, fie la calculul diferential. Sa alegem, in continuare, aceastd a doua varianta.
Observam ca dependenta de timp a versorului é, nu este explicita, ci rezulta implicit din faptul
ca variabilele 0 si ¢ sunt functii de timp. Ca urmare, vom exprima derivata in raport cu timpul
prin intermediul acestor doua functii compuse 0 = 0(t) si ¢ = p(t):
. de,  .de. . de,

2 = . 1
€= 0d9 —dego (1.83)

Se observa ca avem nevoie si de derivatele versorului in raport cu celelalte variabile. Le
vom calcula folosind relatiile (1.78), (1.79), (1.80):

dé

di@r = cosf cos T + cos @ sinpy — sinfz = ép; (1.84)

dé

der = —sinfsin T + sin 6 cos ¢y = sin Oé,,. (1.85)
P

Inlocuind, obtinem:
ér=0¢g + psinhé,. (1.86)
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Figura 1.23: Elementul de suprafati si elementul de volum in coordonate sferice.

Folosind acest rezultat, putem scrie expresia finald a vitezei in coordonate sferice:
T = 7é, + rég + rsin é,. (1.87)

Asa cum am vazut in toate cazurile anterioare, derivand in raport cu timpul expresia vitezei
si tindnd cont de expresiile derivatelor versorilor, gasim:

dé
% = —sinfcos pz — sinfsin py — cos 02 = —é,; (1.88)
dég A . .
@ = — cos 0sin pT + cos 0 cos 7 = cos 0é,; (1.89)
deé,
— =0 1.90
=0, (1.90)
de, L . P .
) = —Cos T —sinpy = —p = —sinhé, — cos Oéy. (1.91)
Cu aceste rezultate se poate scrie expresia finala a acceleratiei in coordonate sferice:
a = (7“ — rsin? (9(,'02) ér + (7“«9 + 270 — 1 sin 0 cos (9(,'02) ép + (1.92)
+ (rsin 0@ + 2/ sin 0 + 2rf¢ cos 0) é,. (1.93)

Elementele de suprafata si de volum este sunt aratate in Fig.1.23. Expresiile lor matematice
se obtin prin inmultirea a doua si, respectiv, trei laturi infinitezimale reciproc perpendiculare,
indreptate de-a lungul directiilor versorilor €,,ép si é,. Suprafata elementara, considerata
in prima aproximatie dreptunghi, este cuprinsd intre doua meridiane ce diferd intre ele prin
unghiul dp si doua paralele ce diferd prin unghiul df. Expresia elementului de suprafati este
datd de una din relatiile:

dA, =rdf -rsind - dp; dA, = rdf - dr; dAg = rsind - dy - dr. (1.94)
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v(m/s)

7 3 T «(s)

Figura 1.24

X X X

\,\

t 7 0 0
Figura 1.25
Elementul de volum (Fig.1.23) va avea expresia:
dV =dA - dr = r*sin6 dr df dp (1.95)

1.9 Probleme

1.

(a) Poate avea un corp viteza zero si totusi s fie accelerat?

(b) Poate varia directia vitezei unui corp dacé acceleratia este constanti?

. Viteza unui obiect in functie de timp este data in graficul din Fig.1.24. Gasit:

(a) Acceleratia medie a obiectului in intervalele de timp: (i) 0 - 1s; (ii) 1s - 3; (iii) 3 s
- 4s;

(b) Acceleratia instantanee la momentul ¢ = 2s.
(c) Care este distanta strabatuta in primele doud secunde de migcare?

Descrieti migcarile reprezentate prin graficele din Fig.1.25, in termeni de viteza. Care
dintre urmatoarele reprezentiri nu pot descrie miscarea reald a unui corp si de ce?

Ecuatia de miscare a unui tren este data de expresia: z(t) = 27.0 — 15 % t2 + ¢3. Care
sunt momentele de timp la care el s-a oprit?

Un mobil parcurge jumatate dintr-o anumita distantd cu viteza vg. Restul distantei il
parcurge astfel: o jumatate din timp cu viteza vy, cealalta - cu viteza vs. Calculati viteza
medie pe durata intregii deplasari.
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10.

11.

12.

13.

o . o 2v0(v1+1}2)
Raspuns. Um — 1+02+200

Ecuatiile migcarii unui mobil sunt: z = Acoswt,y = Bsinwt,z = ¢t - unde A, B, ¢ sunt
constante pozitive. Sa se afle ecuatiile:

(a) vitezei;

(b) acceleratiei;

(c) traiectoriei;

(d) razei de curbura a traiectoriei.

Un mobil pornegte cu viteza initiald vp=20 m/s si se opregte dupa un timp ¢,, = 20 s.
Dependenta de timp a vitezei este datd de un grafic de forma unui sfert de elipsa cu
semiaxele vg si t,,,. Determinati spatiul total parcurs de mobil.

Raspuns: s = % =314 m.

. Acceleratia normald a unui corp care se deplaseaza pe un cerc de raza R este a,, = at+f,

cu « gi B - constante pozitive. Sa se determine acceleratia tangentiala gi spatiul parcurs
de mobil. Se considera ci lat=0,s = 0.

Raspuns: a; = \2/0%, s = %@(at—i—ﬁ)gﬂ
[e%

. Un mobil se migci pe o traiectorie circulara dupa legea s = ct® unde ¢ = 0.1 em/s®. Sa

se afle acceleratia tangentiald in momentul cand viteza este v=0.3 m/s.

Un punct material se misca pe o hiperbolad echilatera xy = k? pastrandu-si in fiecare
moment modulul vitezei constant. S se determine:

(a) componentele vitezei pe axele Ox si Oy;

(b) acceleratia;

(c) raza de curbura.
3/2

g , — cu — . o 20%k? . — 1 (.2 2
Raspuns: (a) vy = — 1:)—%’%_ 1:%,(b)a—m,(c)}z—m(ﬂz +y)

Un mobil descrie o traiectorie plané, astfel incat v, = ¢ = const. Sa se arate ca acceleratia
o 3 . IR

se poate scrie in acest caz sub forma a = &, unde v este viteza mobilului si R raza de

curbura.

Sa se calculeze in coordonate polare plane expresia ¢ X @ gi apoi si se deduca raza de
curbura a traiectoriei. In particular se va considera unghiul polar ¢ ca masura a timpului.
y L 23 . . . . o
Rdaspuns: U X @ = “zép,, unde ¢, este cel de-al treilea versor, denumit al binormalei, si
N o ~ A o . . . . UXa
care, inpreund cu é; gi é, formeaza un triedru drept (numit triedru Frénet). R = h}v—ga‘
_r2—rr’ 4 2rr/2 420"

N o C . .
(R unde (’) inseamna aici derivata in raport cu variabila .

Determinati, folosind argumente de natura geometrica si trigonometrica, expresiile vite-
zei si acceleratiei in coordonate sferice.
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14.

15.

16.

Un punct material se migca uniform pe o sfera, astfel incat traiectoria sa face un unghi
constant, «, cu meridianele pe care le intersecteaza. Sa se afle:

(a) ecuatia traiectoriei;

(b) ecuatiile parametrice ale migcarii;

(c) expresia razei de curbura a traiectoriei.

Raspuns:(a). tg g = e¥ 9% (b). r =const; § = %t cosa; o = tga - In [tg (%tco%)] ‘R =
%\/1 + sin® o - tg26

Gasiti componentele vitezei unei particule care se migca pe o spirald descrisa de coordo-
natele: p=a,p = bt,z = —ct unde t este timpul, iar a,b si ¢ sunt constante pozitive.

Raspuns: v = abé, — cé.;d = —ab2ép

Un satelit se misca pe o orbita circulara in jurul Paméantului, la altitudinea de 509 km
(6880 km fatd de centrul Paméantului) si traverseazda Polul Nord la fiecare 94 minute
si 35 secunde. Relativ la SR legat de satelit, Paméantul executa o rotatie completd in
jurul axei sale polare, la fiecare 23,934 ore. Gasiti viteza si acceleratia satelitului fatd de
Paméant in pozitia corespunzatoare latitudinii ¢ = 45°.

Raspuns: v = 7.626 km/s; a — 8.848 m/s?



Capitolul

Dinamica punctuluil material

Miscarea corpurilor avand: (a) viteze mult inferioare vitezei luminii i (b) loc in domenii
spatiale macroscopice este studiata de mecanica newtoniand. Denumirea a fost atribuita in
onoarea fizicianului I. Newton!.

Miscarea corpurilor cu viteze comparabile cu viteza luminii constituie obiectul de studiu
al mecanicii relativiste, in timp ce migcarea unor corpuri (particule) in interiorul unor domenii
microscopice (cum este, de exemplu, in interiorul atomilor) constituie obiect de studiu pentru
mecanica cuanticd. Obiectul de studiu al mecanicii newtoniene il constituie, agsadar, sisteme
fizice ce pot fi considerate cazuri limita ale celor doua domenii sus-mentionate. De altfel, atat
mecanica relativista, cat si cea cuanticd au aparut mult mai tarziu, la inceputul secolului XX.

Asga cum am aratat si in capitolul anterior, partea mecanicii care studiazi migcarea cor-
purilor, in contextul cauza-efect, este Dinamica. Dinamica newtonianid se fundamenteaza pe
trei principii, care constituie adevaruri ce nu trebuie demonstrate, ci verificate prin consecinte.
Inceputurile dinamicii sunt legate de contributiile lui Galileo Galilei in secolele XVI-XVII.

2.1 Principiile dinamicii newtoniene

2.1.1 Notiuni introductive

Corpurile din lumea reala se afla in permanenta in interactiune, chiar daca, uneori, efectele
acestel interactiuni sunt dificil de pus in evidenta. Intensitatea interactiunii dintre corpuri este
exprimata prin notiunea de for{d, o notiune introdusa in fizica pe baza experientei noastre
senzoriale, mai precis a efortului depus pentru accelerarea unor corpuri sau pentru mentinerea
lor intr-o anumita stare de echilibru mecanic.

Tsaac Newton (1642-1727) fizician englez este considerat fondatorul stiintelor naturii in epoca moderni.
Printre cele mai importante contributii stiintifice ale lui I. Newton amintim: introducerea calculului diferential,
formularea principiilor mecanicii clasice, studii asupra naturii luminii si a unor instrumente optice, descoperirea
legii atractiei universale. Principala sa lucrare, Principiile matematice ale filosofiei naturale, este gi astazi
consideratd una din cele mai valoroase carti de stiintd publicate de-a lungul anilor. Informatii suplimentare
despre viata si opera stiintificd a lui Newton pot fi giisite la adresa de web: http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~
history /Mathematicians/Newton.html.

27
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Studiind miscarea oricarui corp din jurul nostru, este imposibil s& ignoram, de exemplu,
efectul uriag al celui mai important corp din imediata vecindtate - Pamantul. Acesta atrage
toate corpurile cu forte a caror intensitate este, cu foarte putine exceptii, foarte importanta.
Se intelege ca, pentru a studia doar migcarea unor corpuri, ca efect al altor forte decat cea de
greutate, este necesar sa compensam in efect fortele lor de greutate. Cum, in general, efectul
fortelor exterioare nu se poate elimina in totalitate niciodati, se poate imagina, ca model de
studiu, un punct material liber, sau izolat, ca fiind un corp de dimensiuni neglijabile, care se
afla sub efectul unei forte exterioare rezultante de valoare nuli?.

Asa cum am amintit in capitolul anterior, miscarea corpurilor poate fi studiata doar prin
raportare la un reper exterior. De aceea, caracteristicile migcarii depind de proprietatile repe-
rului utilizat. In mecanici este convenabil, de cele mai multe ori, ca migcarea corpurilor sa fie
raportata la un tip particular de reper, asa-numitul reper spatio-temporal inertial, sau mai pe
scurt, reper inertial. Reperul fatd de care un punct material liber se deplaseaza rectiliniu se
numeste reper spatial inertial. Reperul fata de care un punct material liber se migcd uniform
se numeste temporal inertial. In concluzie, un sistem de referinti se va numi inertial, daca
in raport cu acesta, un punct material liber se deplaseaza rectiliniu si uniform, deci cu viteza
constanta in modul si orientare.

O marime fizicd importanta in studiul dinamicii punctului material este aceea de impuls
mecanic sau cantitate de miscare. Notiunea de cantitate de migcare a fost introdusd de R.
Descartes in 1645 gi a fost utilizatd de Newton in 1686 in formularea principiilor dinamicii.

Prin definitie, cantitatea de migcare sau impulsul unui punct material este:

p=mu. (2.1)

Cum v este definit intotdeauna in raport cu un referential anume, impulsul p’al unui corp
va avea valori diferite in raport cu referentiale diferite.

In fizicd, notiunea de cantitate de miscare se mai denumeste si moment liniar sau mo-
mentum (in cartile de limba englezid). De fapt, denumirea vine din latina, momentum fiind o
prescurtare a cuvantului movimentum, adicd migcare. Aceastd marime se numeste impuls, din
cauza rolului sau esential in analiza problemelor de ciocnire (de care ne vom ocupa in unul din
capitolele urméatoare). Impulsul se mai numegte si moment liniar, pentru a-1 deosebi de o alta
marime fizicd importanta in studiul miscarii de rotatie, care se numeste moment unghiular
(sau moment cinetic).

Dimensiunea impulsului si unitatea sa de masura in SI sunt:

p] = [m][v] = MLT™; (2.2)
P)g; = 1Kg-m-s=1N"-s

2.1.2 Enuntul principiilor dinamicii

1. Principiul I, cunoscut si ca principiul inertiei: Un punct material tinde sd-gi mentina
starea de repaus relativ sau de migcare rectilinie si uniforma, atat timp cat nu se afla
sub actiunea unor forte exterioare.

2Asa cum vom vedea ulterior, conditia de punct material liber este satisficutd uneori doar partial. De
exemplu, ea poate fi valabila doar de-a lungul unei singure directii, alteori doar pe durata unui interval de timp
extrem de scurt, in aga fel, incat fortele externe sa nu produca efecte detectabile.
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2. Principiul 11, cunoscut si ca principiul fundamental al dinamicii: Rata de variatie in
timp a impulsului unui punct material este egala cu forta rezultanta ce actioneazi asupra
acestuia:

b _ g (2.4)

dt

3. Principiul 111, cunoscut si ca principiul actiunii si reactiunii: Dacd doud corpuri se afla
in interactiune, fortele "resimtite" de fiecare in parte sunt egale ca méarime, dar opuse ca
sens. Aceste forte perechi, numite actiune si, respectiv, reactiune se manifesta asupra a
doud corpuri diferite.

Sa discutam, in continuare, cateva dintre implicatiile acestor principii.

e O prima observatie, de ordin general: cele trei principii ale dinamicii sunt adevaruri
valabile doar in raport cu un sistem de referinta inertial, SRI. In practici, cel mai
utilizat SRI este asa-numitul sistem al laboratorului, prescurtat SL. Trebuie precizat
ca denumirea de sistem al laboratorului nu trebuie luata ad literam, in sensul ca ea nu
presupune ca studiul miscarii sa se faca exclusiv intr-un laborator. Din modul in care
a fost definit un SRI, rezulta cd un sistem de referinta care se deplaseaza accelerat in
raport cu un SRI este neinertial®.

e Interactiunile dintre corpuri se realizeaza, fie direct (prin contact fizic), fie la distanta,
prin intermediul cAmpului (gravitational, electromagnetic, etc.).

e Tendinta corpurilor de a-gi pastra starea de migcare sau de repaus relativ se numeste
inertie. In termeni cantitativi, masura inertiei este exprimatd de marimea fizicid denu-
mitd masa inertd sau masa inertiald si a fost notatd cu m in ecuatia (2.4). Se intelege
cd, cu cat este mai mare masa inerta a punctului material, cu atat mai mare este inertia
acestuia la modificarea starii de miscare.

e Avand in vedere ci, in mecanica newtoniand, masa inertd este o méarime independenti
de timp, ecuatia principiului II al dinamicii se poate scrie gi sub forma:

di .
”;tv —md=F (2.5)

Aceasta este o formulare mai putin generald decat ecuatia (2.4). Conform ecuatiei (2.5)
o aceeasi forta F va produce acceleratii diferite, cdnd actioneaza asupra unor corpuri
de masa diferita, insd va produce intotdeauna o aceeasi variatie de impuls oricdrui corp,
indiferent de masa inertd a acestuia.

Formularea (2.4) este valabild chiar si in mecanica relativistd, caz in care multe dintre
adevarurile mecanici clasice nu mai sunt valabile. De exemplu, dacd in mecanica clasica
acceleratia, conform ecuatiei (2.5), este direct proportionald cu forta, iar vectorii forta

3Deoarece sistemul laboratorului este legat de Pamant si executd o migcare de rotatie, impreuns cu acesta,
nici macar SL nu este in mod riguros un reper inertial, decat intr-o prima aproximatie.
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si acceleratie au aceeasi orientare, in mecanica relativista se demonstreaza ca acesti doi

vectori nu mai sunt paraleli intre ei?.

Ecuatia (2.5) este esentiald in mecanicd, deoarece ea exprima o legaturd directd intre
factorul cauza (forta) si factorul efect acesteia (acceleratia).

Ecuatia vectoriala (2.5) este echivalentd, intr-un spatiu tridimensional, cu trei ecuatii
scalare. De exemplu, intr-un sistem de coordonate carteziene, acestea sunt:

d’x
d?y

Fy = m@, (27)
d’z

Toate fortele intalnite in fizicd expriméa intensitatea unor interactiuni, reductibile la
patru tipuri fundamentale: (a) gravitationale; (b) electromagnetice; (c) nucleare tari si
(d) nucleare slabe. Cele mai multe dintre interactiunile dinafara celor fundamentale sunt
reductibile la forte de natura electromagnetica.

Conform principiului IIT al dinamicii, in cazul unui sistem izolat de doua puncte mate-
riale, acceleratiile pe care fiecare corp din pereche le capidta sub influenta celuilalt, sunt
orientate pe aceeasi directie, sunt opuse ca sens si invers proportionale cu masele lor.
Fortele nu existd in afara interactiunii dintre perechi de corpuri. Este foarte important
de mentionat ca perechile actiune-reactiune actioneazd asupra unor corpuri diferite.

Pe baza principiului III al dinamicii se poate imagina un procedeu de comparare a
maselor. Daca doud puncte materiale sunt supuse doar actiunii celor doud forte - perechi,
Fi 981 Fo oy, cu:

— dﬁQ . — dﬁl
Fil_o=—= si Fy_1=—, 2.9
1—2 dt St 2—1 dt ( )
rezulta ca: p
7 (p1 +p2) =0, deci py + pa = const. (2.10)

Asadar, impulsul unui sistem de doud puncte materiale izolate este o constanta vecto-
riala. In raport cu un referential dat, R, intre impulsurile unui punct material la doua
momente ¢ si t’ diferite se poate scrie relatia:

ﬁl +ﬁ2 = ]5’1 +]5I2 sau MU + moly = mlz_f’l + mzl_}é. (211)

Prin urmare:
mq (?71 - ’l_)’i) = —1m2 (?72 — ’l_)‘é) (2.12)

4In mecanica relativisti se consider# ci masa depinde de vitezi, conform unei relatii de forma: m = —=o_

)
/ 2
122
2

unde mo este masa de repaus a corpului, v - viteza acestuia, iar ¢— viteza luminii.
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si deci:
my  |Uy — v
_—= = 2.13
R T (2.13)

e Ori de cate ori studiul experimental al migcarii nu concordd aparent cu previziunile
teoretice ale principiilor dinamicii, este nevoie de verificat daca:

1. am definit corect sistemul de studiat si dacd nu am uitat sa ludm in considerare o
anumita interactiune;

2. reperul utilizat aproximeaza intr-o masura adecvata conditia de reper galilean;
3. scara de timp este suficient de precisa;

4. expresiile concrete ale fortelor sunt corecte.

Dintre acestea, conditia (2) pune probleme in mod frecvent, aga cum am mentionat
anterior. De exemplu, o analizad riguroasd a miscarii corpurilor la suprafata Paméantului
implica recurgerea la un sistem de referinta inertial galilean legat nu de Paméant, ci de un
sistem stelar. In acest context au putut fi explicate efectele deplasirii spre est, existenta
a doud maree pe zi, comportamentul pendulului Foucault, etc.

Alaturi de cele trei principii ale dinamicii enumerate mai sus, se mai mentioneaza (uneori
chiar ca un al patrulea principiu) si aga-numitul principiu al independentei actiunii fortelor,
sau principiul superpozitiei:

In cazul in care asupra unui corp (punct material) actioneaza mai multe forte, acceleratia
imprimatd corpulut este egald cu rezultanta fortelor impartita la masa acestuia:

a= %Z : (2.14)

i=1

1

=

Evident, rapoartele F;/m = @, reprezinta, fiecare in parte, acceleratia pe care fiecare forta F;
ar imprima-o punctului material, daca ar actiona singurda, independent de prezenta celorlalte
forte. Prin urmare am putea scrie relatia anterioara si sub forma:

=Y a. (2.15)

=1

2.2 Integrarea ecuatiei diferentiale a miscarii

Una dintre sarcinile cele mai importante ale mecanicii este determinarea ecuatiei de migcare
a corpurilor si/sau ecuatia traiectoriei. In acest scop, in mecanica newtonianid se pleaca de
la ecuatia principiului fundamental al dinamicii, care permite scrierea ecuatie:r diferentiale a
miscarii. O astfel de ecuatie diferentiald este de ordinul II gi, in unele cazuri, ea poate avea
o solutie analitici. In cazul in care existd o solutie analiticii, aceasta se afli prin integrare

succesiva®. Asga cum vom vedea in continuare, pentru a gisi o solutie 7(¢) unicii, pe langa

SExista clase de ecuatii diferentiale de ordinul II care nu au o solutie analitici. In acest caz se folosesc o
serie de tehnici (cum ar fi cele grafice sau numerice) de calcul al unor solutii aproximative.
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cunoagterea expresiei fortei in ecuatia (2.5), sunt necesare informatii suplimentare privind
valorile vitezei si coordonatei la momentul initial al migcarii.
In majoritatea cazurilor, fortele sunt functii de pozitia relativa a corpurilor, de viteza, sau
de timp:
F = F(F,0,1). (2.16)

Valoarea acceleratiei se afla din ecuatia principiului IT al dinamicii. In coordonate carte-
ziene, de exemplu, cele trei componente ale acceleratiei se vor scrie sub forma:

. 1 L.

T = EFx(x,y,z,x,y,z,t), (2.17)
1

y = _Fy(xuyuzaj:uyvzvt)’ (218)
m
1

z = _FZ(%%Z@;Z),?J)- (219)
m

Fiecare din aceste ecuatii admit o infinitate de solutii. Gasirea unei solutii unice presupune
cunoasterea valorilor x,¥, z, &, ¥, 2, la un anumit moment specificat. De obicei se precizeaza
valorile acestor marimi la momentul initial, de aceea ansamblul acestor valori se numeste setul
de conditii initiale:

o = U(to). (2.21)

Integrarea ecuatiilor diferentiale ale migcarii se poate face in functie de timp sau de-a lungul

traiectoriei. Se pot gasi astfel o serie de méarimi fizice (impuls, moment unghiular si energie)
care, in anumite conditii, sunt constante ale migcarii.

2.2.1 Impulsul. Conservarea impulsului.
Relatia fundamentala (2.5) se poate scrie sub forma:
dp = Fdt. (2.22)

Acest lucru inseamna cé variatia infinitezimald a impulsului punctului material in intervalul
de timp dt este determinata de actiunea fortei F'. Integrand intre doua momente oarecare de
timp, notate t1 si tg, se obtine:

to
P2 —p1 = /ﬁdt, (2.23)
t1
care constituie formularea matematica a teoremei variatiei impulsului. Procedand intr-o ma-

niera similara aceleia folosite in cazul vitezei si acceleratiei medii, cu referire la definirea si
interpretarea geometrica a acestora, putem defini forta medie ca:

to
N 1 N
F,=— [ Fdt. 2.24
L =
1
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IFly
A |Apl =IFlar
-
O ¢ t+ At t

Figura 2.1: Variatia impulsului are semnificatia ariei de sub graficul F' = F(t). Ea se obtine prin
sumarea ariilor dreptunghiurilor elementare: Ap = aria(ABCD). Pe durata fiecirui interval dt, forta
are o valoare constanta.

Ultimele doud relatii permit interpretarea geometrica a impulsului ca aria de sub graficul
F=F (t)) (vezi Fig.2.1). In situatia in care forta variaza in timp dupé o lege oarecare, variatia
infinitezimala a impulsului (dp) este numeric egald cu aria elementard a dreptunghiului (F'dt)
obtinut prin divizarea curbei in portiuni pe care forta se poate considera constantd. Adunand
aria tuturor acestor fasii se obtine aria regiunii ABCD care este numeric egald cu variatia
totala a impulsului.

Asga cum am gasit si in sectiunea anterioars, in cazul unui punct material izolat (F = 0),
relatia (2.23) devine:

pts) = pltr) = const. (2.25)

Impulsul punctului material izolat raméne constant in timp, atat ca orientare cat si ca marime®.

Sa analizam ce se intAmpla cu un sistem izolat de doud corpuri aflate in interactiune.

In Fig.2.2 ele sunt reprezentate ca puncte materiale, notate A si B, avand impulsurile, la
un anumit moment dat, p4 si pp. Forta cu care fiecare corp actioneazi asupra celuilalt intr-un
interval infinitezimal de timp produce variatiile infinitezimale de impuls:

Fug-dt = dpy; (2.26)
Fga-dt = dpp. (2.27)

Adunéand cele dou relatii rezulta:

(Fap + Fpa) - dt = d(Fa + Dp). (2.28)

Conform principiului al treilea al lui Newton, cele doua forte formeaza o pereche actiune -
reactiune:
Fap=—Fpa. (2.29)

5Tn mecanica cuantici, valorile impulsului sunt cuantificate.
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F
i BA B
Py
Ds
AT
Fu
Figura 2.2: Sistem izolat de doua corpuri aflate in interactiune: ﬁAB = fF"BA

Ca urmare, legea conservirii impulsului unui sistem izolat de dous corpuri’:

— — — —
P = pa + pp = const. (2.30)
In concluzie:

Impulsul total al unui sistem de doua puncte materiale izolate se conservd.

2.2.2 Momentul unghiular. Conservarea momentului unghiular.

Sa inmultim vectorial relatia (2.4) la stanga, cu 7 :

di  d
U= 27 x mo). (2.31)

FxF=Fxmd=7%xm—
dt ~ dt

Aici am tinut cont de faptul cd masa inertd este independenta de timp si ca:
X m— = —(F" X m¥) — — x md. (2.32)

Ultimul termen al ecuatiei precedente este zero deoarece dif/dt = ¥, iar vectorii ¥ i m¥ sunt
coliniari, produsul lor vectorial fiind, de aceea, nul.

Putem acum defini momentul fortei si momentul unghiular (sau momentul impulsului) in
raport cu un punct, conform ecuatiilor:

M=7xF, (2.33)

-

J

7 X p. (2.34)
Folosind aceste marimi, relatia (2.31) devine:
L dJ
M=-—= 2.35
-, (235)

care reprezinta formularea matematica a teoremei variatiei momentului unghiular:
In raport cu un punct de referinta dat, momentul fortei ce actioneazd asupra unui corp este
egal cu rata de variafie in timp a momentului unghiular al acelui corp.

"Dup# cum vom constata ulterior, aceastd lege este valabild si pentru sistemele izolate de puncte materiale
cu mai mult de doud componente.
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Integrand ecuatia precedenta intre doud momente de timp t; si to, se obtine relatia:
to
J(ta) — J(t1) = /Mdt. (2.36)
t1

Dimensiunile momentului fortei si ale momentului unghiular gi unitatile de masura cores-
punzatoare sunt:

[M] = [r][F] = ML*T" (2.37)
(M)g; = 1Kg-m?-s2=1N-m; (2.38)
[J] = [r]lp) = ML*T™; (2.39)
(NNg; = 1Kg-m?>-s'=1N-m-s" . (2.40)

In cazul unui punct material izolat, din (2.36) se obtine:

-

J(ts) = J(t1) = const. (2.41)

adica, in cazul unui sistem izolat de corpuri este valabild legea conservarii momentului unghiu-
lar.

Sa analizim ce se Intdmpld in cazul unui sistem izolat de doua corpuri, A si B, aflate
in interactiune. In Fig.2.3 vectorii de pozitie corespunzitori sunt notati 74 si ¥. Aplicand

Figura 2.3: Un sistem izolat de corpuri in interactiune

relatia (2.35) fiecarui corp, se obtine:

. , dJ,
My = TaxFap= d—:; (2.42)

- q dJ;
Mp = 7pxFpa=—2, (2.43)

dt

unde:

jA = A Xpa, (2.44)
jB = 7B X DB (2.45)

sunt momentele unghiulare corespunzitoare ale celor doua puncte materiale.
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Suméand cele doua momente gi tindnd cont de principiul al treilea al dinamicii (ﬁ wB =
—Fp4), se obtine:

M = My+ Mp= (74 —7p) x Fap (2.46)
d , - -
- = (Ja+ JB). (2.47)

Deoarece vectorul diferenta:
TBA =TA—TB (2.48)

este coliniar cu fortele de interactiune, rezulta ca:

Ppa X Fap = 0. (2.49)
De aici:
- s s
J =Ja+ Jp = const. (2.50)
adica:

Momentul unghiular al unui sistem de doud corpuri izolate este o constantd a miscarii,
pastrandu-si orientarea $1 marimea constante in timp.

2.2.3 Lucrul mecanic si puterea

S& inmultim scalar relatia fundamentald (2.4), cu vectorul deplasare infinitezimala dr.

= dv dr 1
Fodi=m®  ai = mdi- % = . di — <_ 2)_ 2.51
dr=m o dr = mdv o = M dv =d 5T (2.51)
Marimea:
dL =F-dr=F -dr-cosgp (2.52)

reprezinta lucrul mecanic elementar efectuat de forta Fla deplasarea pe distanta infinitezimala
dr®. Dupa cum este definit (ca produs scalar), lucrul mecanic depinde de unghiul dintre directia
fortei si cea a vectorului deplasare, putand fi zero, pozitiv sau negativ.

Lucrul mecanic total efectuat la deplasarea intre punctele A si B pe traiectoria marcati in
Fig.2.4 se afla integrand relatia (2.52) intre cele doua puncte:

B
Lap = /F-dﬁ (2.53)
A

Lucrul mecanic are semnificatia ariei de sub curba F(r).
Impartind relatia (2.52) la dt, putem defini 0 noud marime, numita putere mecanica, P:
_dL

P="2—F.% 2.54
7 U (2.54)

8 A nu se se confunda notatia dL cu variatia lucrului mecanic, care ar fi o marime fard sens. Lucrul mecanic
este o marime de proces gi nu una de stare, ca urmare dL nu este o variatie a lui L, ci un L infinit mic. Uneori,
pentru a elimina o posibild confuzie, lucrul mecanic elementar, ca gi o cantitate infinitezimald de cdldura se
noteaza cu 0L, respectiv, Q).
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Figura 2.4: Lucrul mecanic elementar la o deplasare infinitezimalad pe o traiectorie oarecare depinde
de unghiul ¢ dintre vectorii forta gi deplasare.

Puterea mecanica este egald cu lucrul mecanic produs in unitatea de timp. Asadar, puterea
este o marime de stare gi ea are valori instantanee care se pot modifica de la moment la moment.
Fa este o marime scalara. Dimensiunile lucrului mecanic gi ale puterii sunt, respectiv:

[L] = [F][d =ML*T2, (2.55)
]

[P] = === ML*T3, (2.56)

iar unitatile de masurad corespunzatoare:

(Lysi = IN-m=1J, (2.57)
(P)s; = IN-m-s'=1J-s1=1W. (2.58)

Un Joule (1.J) este lucrul mecanic efectuat de o fortd de 1N la deplasarea unui punct material
pe distanta de 1m. Unitatea de masura a puterii, in Sistemul International, este Watt-ul,
prescurtat W7,

2.2.4 Energia cinetica

Cantitatea %mv2 din relatia (2.51) se numeste energie cinetica i se noteaza cu E.. Reve-
nind la aceasta relatie si tinand cont de notatiile facute, rezulta ca:

dL = dE,. (2.59)

Integrand ecuatia anterioara intre doua puncte de pe traiectorie, gasim:

B
L= /ﬁ L7 = E.(B) — E.(A). (2.60)
A

Relatia (2.60) reprezintd expresia matematicd a teoremei de variatie a energiei cinetice:

“Denumirea a fost data in onoarea fizicianului James Watt (1736-1819) fizician si inginer scotian, inventatorul
maginii moderne cu abur. Informatii despre contributiile sale la dezvoltarea gtiintei si tehnicii pot fi gasite la
adresa de web: http://www.history.rochester.edu/steam/marshall/.
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Figura 2.5: Descompunerea unei deplasari infinitezimale de-a lungul si, respectiv, perpendicular pe
directia fortei. Lucrul mecanic total nu depinde de deplasarea dupa directia perpendiculara pe directia
fortei.

Variatia energiei cinetice a unui punct material, intre doud stari in decursul miscarii, este
egala cu lucrul mecanic efectuat de forta rezultantd ce actioneazda asupra punctului material,
pe durata miscarii intre aceste stari.

Relatia (2.60) ne permite definirea energiei cinetice a punctului material, daci consideram
ca la momentul initial acesta era in repaus:

E. = / Fdr (2.61)
A(v=0)
Energia cinetica reprezinta, agadar, lucrul mecanic necesar pentru a aduce un corp, aflat
initial in repaus, la o viteza v.

2.2.5 Energia potentiala. Forte conservative

Sa calculdm lucrul mecanic efectuat la deplasarea unui punct material intre punctele Agi
B. Consideram ca misgcarea mobilului se datoreaza existentei unei forte de interactiune F din
partea unui alt corp, situat undeva in vecinatate. Vom considera, in continuare, ci forta I
este dependenta doar de distanta dintre corpul de studiat si un alt corp din vecinatatea lui'®.
Lucrul mecanic elementar, efectuat impotriva fortei de interactiune, este:

dL = —F - dF. (2.62)

O deplasare elementara, d_{", se poate descompune in doud componente, di; si drs, dupa
directia fortei si, respectiv, perpendiculara pe aceasta (vezi Fig.2.5). In acest fel, vom putea
scrie:

dL = —F -df, — F - diy = —F - dF}. (2.63)

Dupd cum se constata, lucrul mecanic total al fortei F', atunci cand aceasta igi schimba
punctul de aplicatie intre doua puncte de pe traiectorie, are valoarea:

B
Lap = /ﬁ-dﬁ, (2.64)
A

0Proprietatile unei astfel de forte vor fi discutate mai in detaliu intr-o sectiune urmitoare, dedicati studiului
fortelor dependente de pozitie.
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(M

@)
A

Figura 2.6: Lucrul mecanic nu depinde de drumul urmat: LS])B, = Lf)B.

independent de lungimea deplasarii dupa directia perpendiculara pe directia forteil!. O astfel
de forta este denumita conservativd. Lucrul mecanic al unei forte conservative este independent
de forma traiectoriei, el fiind functie doar de pozitia punctelor intre care are loc deplasarea.

Ca urmare, indiferent de drumul urmat de punctul material intre cele doud puncte (dru-
murile (1) sau (2) in Fig.2.6), lucrul mecanic are aceeasi valoare.

1 2
L =@, (2.65)
adica:
B B
—/ﬁ-dF = - [ F-ar) . (2.66)
A (1) A (2)

Trecand totul intr-un singur membru gi inversand limitele integralei, rezulta:
B A
—/ﬁ~dF + —/ﬁ~dF —0, (2.67)
A (1) B 2

ceea ce inseamnd conditia integrald ca o forta sa fie conservativd: integrala pe un contur inchis
a fortei (denumita si circulatia vectorului forta pe un contur inchis) trebuie sa fie zero:

—fﬁ -di = 0. (2.68)
Avand in vedere teorema lui Stokes-Ampére, se poate scrie:
?{ﬁ -dr = /(rot F)y, - ds (2.69)
Conditia diferentiala de forta conservativa este:

rot F = 0. (2.70)

! Analiza se poate face si invers, considerand descompunerea vectorului fortd dup# directiile vectorului
deplasre si, respectiv, perpendiculara pe aceasta. Lucrul mecanic total va depinde doar de componenta fortei
de-a lungul deplasarii.
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Conditiile (2.68) si (2.70) permit definirea unei marimi fizice scalare, numita energie poten-
tiald, E,. Ea descrie capacitatea unui sistem de a efectua lucru mecanic. Cu ajutorul relatiei
(2.70) se poate scrie:

F = —grad E,=—-VE,. (2.71)
In coordonate carteziene:
P _8Epj B 8Epy) _0E,
ox ox ox
Asadar, vectorul forta este orientat pe directia celei mai rapide cresteri a functiei energie
potentiala. Pe de alta parte:

. (2.72)

dE, = —F - dr. (2.73)

Integrand aceasta relatie rezulta:
B
E,(B) — E,(A) = —/ﬁ - dF. (2.74)
A

Dupa cum se observa, nu energia potentiala, ci variatia acesteia poate fi precizata in mod
exact. Pentru a defini energia potentiald a sistemului intr-o anumita stare (precizata prin
distanta dintre corpuri, in acest caz), ar trebui definita o stare a sistemului, in care energia
potentiala a acestuia si fie considerata zero. In cazul fortelor de tip F' ~ 1/r2, aceasta se
intampla atunci cand corpurile se afli la o distanta relativd infinit-mare. In termeni practici,
aceasta presupune ca distanta dintre corpuri este atat de mare, incat fortele de interactiune
nu mai produc efecte detectabile!?. Ca urmare:

B
E,(B) = —/ﬁ-dﬁ (2.75)

Energia potentiald a unui sistem este egald cu lucrul mecanic necesar "desfacerii” sistemulu,
initial legat, in partile sale componente (care nu mai interactioneazd in urma separarii).

2.2.6 Legea conservarii energiei mecanice. Forte conservative
Din relatiile (2.60) si (2.74) rezulta:
Ec(B) - EC(A) = _[EP(B) - Ep(A)]v (2-76)
adica:
E.(A)+ E,(A) = E.(B) + E,(B) = E = const. (2.77)

Asadar, in cazul in care caracteristicile migcarii mecanice a unui sistem sunt determinate

doar de prezenta unor forte conservative, energia mecanica totald, E, este o constanta a

miscariil3.

1211 cazul fortelor de naturd gravitationals, aceste distante sunt de ordinul miilor sau milicanelor de km, in
schimb in cazul fortelor electrice dintre particulele componente ale nucleului atomic, distantele "infinite" sunt
de ordinul catorva nanometri.

13Legea conservirii energiei mecanice nu se respectd decat in cazul fortelor conservative. Cand caracteristicile
migcarii sunt determinate de alte tipuri de forte, se vorbegte despre legea conservirii energiei, in sens general,
in sensul ca se includ si efectele disipative, radiative, etc.
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Maérimile pe care le-am obtinut prin integrarea ecuatiei diferentiale a miscarii sunt numite
integrale prime ale migcarii. Ele permit simplificarea calculelor matematice necesare rezolvarii
unor probleme de mecanica, in sensul ca, in locul integrarii unor ecuatii diferentiale de ordinul
I1, care se obtin folosind principiul I al dinamicii, se pleaca de la ecuatii diferentiale de ordinul
I. Din pécate, rezolvarea problemelor de mecanica plecand de la legile de conservare (acolo
unde legile de conservare sunt respectate!) este lipsitd de posibilitatea de a descrie starile
intermediare ale sistemului si deci de a urmari "filmul" evolutiei acestuia intre starile initiala
si finala.

2.3 Miscarea punctului material sub actiunea a diferite tipuri
de forte

S& analizam, in continuare, migcarea unui punct material sub actiunea unor tipuri simple
de forte. Ne vom limita, pentru inceput, la studiul migcarii uni-dimensionale. Vom examina
cateva cazuri semnificative, intr-o ordine de la simplu la complex.

2.3.1 Forta constanta, F' = Fj

Cel mai simplu exemplu de integrare a ecuatiei diferentiale a migcarii este acela in care
forta este constantd (un astfel de caz este intalnit, de exemplu, in studiul caderii libere a
corpurilor in cAmpul gravitational din imediata vecinitate a Pamantului)'.

F = Fy = const. (2.78)

Folosind definitia acceleratiei gi principiul fundamental al mecanicii si tindnd cont de con-
ditiile la limita, se gaseste prin integrare:

i(t) = /a'c'(t)dx S /th — %t +#(0), (2.79)
0

in care constanta de integrare este valoarea vitezei la momentul initial. Se observa ca viteza
creste liniar cu timpul.
Integrand din nou, avand in vedere definitia vitezei, obtinem ecuatia de migcare:

2m

o) = [0 = Fo 2 50yt + 2(0). (2.80)
0

Trebuie facuta precizarea ca alegerea momentului ¢ty = 0, considerat ca initial, este arbitrara.
Obtinem, in final:

ot —to) = % (t — t0)? + @(to)(t — to) + z(to).- (2.81)

Expresia obtinuta reprezinta ecuatia unei parabole.

111 aceste conditii se neglijeazi variatia acceleratiei gravitationale cu altitudinea.
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2.3.2 Forta dependenta de timp F = F(t)

Daci forta depinde de timp!®, atunci F' nu mai poate fi scos factor comun in integrala din
(2.79). De aceea expresia vitezei va fi:

o(t) = % / Ft)dt + v(to). (2.82)

to

Integrand inca o dati, se gaseste ecuatia de miscare:
t 1 ¢
o(t) = —/dt —/F(t)dt +ulto)(t — to) + z(to)- (2.83)
m
to to

Desi aceasta expresie pare complicata la prima vedere, termenii ei pot fi interpretati usor.
Ultimul termen descrie pozitia de start (coordonata z la momentul initial, ). Penultimul
termen descrie migcarea cu viteza constanta, cu care mobilul s-ar deplasa in absenta oricarei
forte. Primul termen reflecta efectul fortei F.

2.3.3 Forta dependenta de viteza F = F(v)

Fortele dependente de viteza fac parte, de reguld, din categoria fortelor de contact. Astfel
de forte sunt cele determinate, de exemplu, de fenomenul de curgere vascoasa. Principiul al
doilea al dinamicii conduce, in acest caz, la relatia:

dv
m— = F(v). (2.84)

Ecuatia diferentiald se integreaza usor daca se separa variabilele in cei doi termeni, sub forma:

m

dt = F(v)dv' (2.85)
Ca urmare:
u(t) m
ot — _ 2.
t—to / oyt (2.86)
v(to)

de unde, cunoscand conditiile initiale, se poate obtine legea vitezei si apoi printr-o noua inte-
grare, legea de migcare. In functie de forma concreta a dependentei de viteza a fortei, se pot
gasi cazuri particulare de migcare, pe care le vom prezenta, pe scurt, in cele ce urmeaza.

1 o . . o A N o . e . . N o

50 astfel de fortd este implicatd in fenomenele de impristiere a radiatiei electromagnetice in ionosfers de
catre electronii liberi. Acest fenomen se produce prin absorbtia de energie electromagnetica de cétre electroni
si reemisia acesteia in toate directiile.
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Figura 2.7: Dependenta de timp a vitezei, v = er_%t, pentru trei valori diferite ale coeficientului
de rezistenta: k1 > ko > k3.

Forta de tipul F = —kv

O astfel de forta apare in cazul deplasarii cu viteze mici a unui corp intr-un fluid (gaz sau
lichid). Forta de vascozitate actioneaza in sens invers vitezei, tinzand sa incetineasca migcarea.
Coeficientul k din expresia vitezei se numeste coeficient de rezistentd. Inlocuind expresia fortei
in (2.86) rezulta:

u(t)

t—toz—% / ‘i—v. (2.87)
v(to)

In urma efectuarii integralei gi dupa rearanjarea termenilor rezulta:

k
— (t —tp) =lnvy — Inw. (2.88)
m
Considerand cad tg = 0 i ca v(ty) = wvo, dupd aplicarea functiei inverse logaritmului se
obtine expresia vitezei:
L. _t
m' =qpe T, (2.89)
unde:
T=— (2.90)

se numeste ttmp de relaxare al miscarii. Timpul de relaxare reprezinta intervalul dupa care
viteza scade de e ori.
Vo
P} (2.91)
e
O reprezentare grafica a dependentei vitezei de timp este data in Fig.2.7. Se observa ca,
pe masura ce scade valoarea lui k rata de descrestere a vitezei se reduce iar timpii de relaxare
cresc.

Pentru a gasi legea miscarii, integram din nou relatia (2.89):

t
x(t) = o + /voe_%dt, (2.92)
0
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X 4\
k>k>k,
ks
k,
: ki
T >,

Figura 2.8: Reprezentarea spatiului parcurs, pentru diferite valori ale coeficientului de frecare, pentru
cazul zg = 0.

unde x este pozitia corespunzatoare momentului gy = 0. Efectuénd calculele, se obtine, in
final, legea miscérii, sub forma:

x(t) = xg + voT (1 - efé) . (2.93)

Conform relatiilor (2.89) si (2.93), viteza si coordonata tind asimptotic la zero, cu alte
cuvinte, ar insemna cd, un corp actionat de o astfel de forta nu se va opri niciodata. O analiza
experimentala mai atenta a miscarii arata ca, in realitate, corpul se opreste in final. Explicatia
constd in aceea ci, atunci cand viteza atinge valori foarte mici (aga numita faza terminald a
miscirii), dependenta F' ~ v! nu se mai respecti. Se trece, in aceste conditii, la o dependents
de tipul F ~ v°, deci forta devine constanti.

Asa cum am vazut in sectiunea anterioard, in cazul migcarii sub efectul unei forte (de
rezistentd) constante, viteza descreste liniar la zero.

Folosind dezvoltarea in serie Taylor a functiei exponentiale:

22 28
e N -
=14zt gt gt (2.94)
putem scrie ecuatia (2.89) sub forma:
k k
v = Vg <1— —t—i—...) ~ vy — ﬂt:vo—aot, (2.95)
m m
unde:
Fo
= = 2.96
agp m) ( )
FO = —k"UO (297)

reprezinta valorile acceleratiei si, respectiv, fortei la momentul in care forta de rezistentd devine
constanta.
Similar, pentru ecuatia spatiului:

VoM k 1 k2
1 vk 1
~ x9+ vot — S0y xo + vot + =apt?. (2.99)

2 m 2
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Se constata ca s-au regasit ecuatiile migcarii sub actiunea unei forte constante.

Forta de tipul F = —kv?

In cazul in care viteza de deplasare a unui corp in raport cu fluidul inconjuritor depageste
o valoare critica, pe langa forta de rezistentd datorata véscozitatii, apare o forta de rezistenta
suplimentara, de valoare considerabila, datoratd antrenarii fluidului o data cu corpul in mig-
care. Aceastd fortd noud este proportionald cu patratul vitezei, F = —kv?. Un astfel de tip
de dependenta apare deoarece punerea in migcare a particulelor de fluid are loc prin procese
de ciocnire, in urma carora acestora li se transferd impuls. Perechea fortei care accelereaza
fluidul (si care este proportionald, prin urmare, cu v) este o fortd egala si de semn contrar,
care se manifesta asupra corpului, ca o forta de rezistentd. Cum particulele cu care corpul in-
teractioneaza in unitatea de timp sunt cuprinse intr-un cilindru cu generatoarea proportionala
cu distanta parcursa (vdt), in expresia fortei rezultante de rezistentd apare un nou factor, pro-
portional cu v. De aici rezulta proportionalitatea fortei cu péatratul vitezei. Energia cinetica
a fluidului pus in migcare de trecerea mobilului se transforma, in final, in cdldura, intrucat,
datoritd vascozitatii, particulele de fluid ajung din nou in starea pe care o avusesera inainte
de a fi fost puse in migcare.

Inlocuind expresia fortei in formula generald dati de (2.86), gdsim:

rd
t—toz—%/v—;}, (2.100)
Vo

ceea ce conduce, tindnd cont de conditiile initiale, la expresia vitezei:

vo
1+ By

o(t) = (2.101)

Legea spatiului o gasim printr-o noua integrare, cu respectarea conditiei ca, la momentul
initial, ¢ = 0, z(0) = zo:

dr = 7dt. 2.102
/x 1+’“’0t ( )

Integrala din membrul al doilea se rezolvd usor daca se face substitutia: u = 1 + k—r?t. Se
obtine:

k
x:xo+%ln<%t+1>. (2.103)

2.3.4 Forta dependenta de pozitie

Exemple de forte care depind de pozitie sunt: fortele gravitationale, fortele elastice, fortele
electrice etc. Ecuatia de miscare rezulta din aplicarea principiului fundamental al dinamicii:

— = F(x). (2.104)
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Inmultind ambii termeni ai acestei ecuatii cu dz si folosind relatia de definitie a vitezei (v=

dx/dt), obtinem:

dv dx
— = F(x)—. 2.1
mo— (x) g (2.105)
Deoarece: p i /1
@ _ a1 2)
Ve T g (21) , (2.106)
se obtine:
1
d <§m02> = F(x)dx. (2.107)

Termenul din dreapta in relatia (2.107) este lucrul mecanic elementar pentru deplasarea
pe distanta dx:

dL = F(x)dx. (2.108)
Integrarea relatiei (2.107) conduce la:
L oo 1 95 r
Sy — Gmu” = /F(x)dm, (2.109)
o
sau: N
E.— Ey= / Flz)dz. (2.110)
Zo

Integrala din membrul doi reprezinta lucrul mecanic efectuat de forta F' la deplasarea intre
doua puncte de coordonate xg si x.

Relatia (2.110) a fost deja discutata intr-un paragraf anterior, ea exprimand legea de va-
riatie a energiei cinetice in cazul uni-dimensional. Lucrul mecanic efectuat de o forta pentru
deplasarea punctului material intre doua pozitii este egal cu variatia energiei cinetice. De-a
lungul unei traiectorii inchise, lucrul mecanic efectuat de o forta dependenta de pozitie va fi
ZEero.

In cazul unei traiectorii deschise, valoarea lucrului mecanic, definit de relatia (2.53), nu
depinde de drumul urmat, ci doar de pozitiile intre care are loc miscarea. In aceste conditii se
poate defini in fiecare punct in care este localizat corpul, energia potentiald, astfel:

dEp(x)
F(z) = R — (2.111)
sau:
dE,(z) = —F(z)dx = —dL. (2.112)

Integrand relatia (2.112) intre doud puncte oarecare, se obtine:
T
E,— Ey = — / F(z)dz. (2.113)
o

Din relatiile (2.110) si (2.113) se obseva ca pentru orice fortd dependenta de pozitie este
valabila relatia:
E.—Eyn=—(E,— Ey), (2.114)
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X

Figura 2.9: Dependenta energiei potentiale, £,, de distantd. Linia orizontald reprezinta valoarea
energiei totale F.

sau:
E + Ep = E. + E,, = constant = E. (2.115)

Relatia (2.115) reprezintd legea de conservare a energiei totale a unei perechi de corpuri
izolate. In cazul fortelor dependente de pozitie, energia totald se conserva.

Dacé dependenta explicitd a energiei potentiale E,(x) este cunoscutd si dacd avem in
vedere cé, in conditiile in care energia cineticid este nula energia totald F devine egalda cu
energia potentiala maxima, putem deduce ecuatia de miscare plecand de la legea de conservare
a energiet:

2\ 2
%m (Ccll_t> = E—E,(x); (2.116)
dx 2
n + p— [E — Ep(z)]

Separand variabilele si integrand, rezulta:

(2.117)

r: dx
t(x) =ty + .
W= /m [E — Ey(z)]

Ecuatia de miscare z(t) se obtine dupa calcularea integralei din membrul al doilea i rearanjarea
termenilor.

Interpretare calitativa

In cele ce urmeazi, vom interpreta in mod calitativ natura miscarii unei particule sub ac-
tiunea unei forte dependente de pozitie. Pentru aceasta, s consideram o dependenta oarecare
E,(x), de exemplu de forma celei din Fig.2.9, cu un maxim in punctul B, un minim in punctul
D si o valoare constanta incepand din punctul F. Daca pe acelasi grafic marcam printr-o
linie orizontala graficul energiei totale, F, atunci diferenta £ — Ep(z), corespunzatoare fiecarei
pozitii z, reprezinta energia cinetica, F., pe care o are corpul in fiecare punct considerat.

Deoarece energia cinetica este proportionald cu patratul vitezei, ea va trebui sa fie in-
totdeauna o cantitate pozitivd. Ca urmare, pozitiile z permise (adica acelea care descriu o
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migcare reald) vor fi doar cele pentru care linia energiei totale se afli deasupra curbei ener-
giei potentiale. Orice alta regiune, care nu corespunde acestei condittii, spunem ci este fizic
inaccesibila.

In cazul reprezentat in Fig 2.9, regiunile dintre punctele x; si @2 (regiunea I) ca si cele
dintre 3 si 24 (regiunea IV), si de dupa x5 (regiunea V) sunt inaccesibile. In schimb, celelalte
regiuni pot fi accesibile din punct de vedere energetic.

De cele mai multe ori, punctul material raméane in regiunea in care este initial localizat.
Spre exemplu, daca este initial in punctul A, regiunea I si se migca spre directia pozitiva a
coordonatei x, deplasarea continua pana in punctul x1, acolo unde energia cinetica devine zero
(particula se opreste). La momentul imediat urméator, punctul material se va migca inapoi in
directia din care a venit. Acest lucru este usor de intuit mai ales ca, in punctul x; panta
curbei potentialului este pozitivd. Dacad ne reamintim legatura dintre energia potentiala si
forta (2.111), rezulta ca forta este negativa, deci se comporta ca o forta de revenire, orientata
in sens invers deplasarii. Din aceste considerente, punctul x = z1, in care E = Ey(z1) se
numeste punct de intoarcere. La fel sunt gi punctele © = x9 gi x = x3.

Punctul material localizat in regiunea I are un singur punct de intoarcere, de unde se poate
deplasa la infinit. O astfel de stare se numegte stare liberd.. Regiunea III are doua puncte de
intoarcere, fapt care face ca mobilul sa se deplaseze intotdeauna in aceasta vecinatate finita.
Astfel, migcarea este limitata in aceastd regiune.

Sa discutam in cele ce urmeazi comportarea particulei in regiunea V. In toate punctele
acestei zone:

dE,
— = 2.11
2 =0, (2.118)

ceea ce Inseamnd cd punctul material riméne in repaus (forta care actioneaza asupra lui este
nuld). Se spune cd un punct material este in echilibru atunci cand forta care actioneaza asupra
lui este zero. Trebuie insa diferentiate starile de echilibru din punctele din regiunea V de cele
din punctele B sau D. Valorile potentialului difera. Astfel, exista puncte in care corpul se afla
in stare de:

(a) echilibru instabil (punctul B);
(b) echilibru stabil (punctul D);

(c) echilicru indiferent (punctul F gi regiunea care urmeaza).

Forta de tip elastic F' = —kx

Vom particulariza relatia generald (2.117) pentru cazul fortelor de tip elastic. Conform de-
finitiei (2.75), energia potentiala are valoarea zero in conditiile in care resortul este nedeformat,
z = 0. Avem atunci:

r 1
E,(z) = /k:xd:c = 5]{:3:2. (2.119)
0

Aplicand legea conservarii energiei, in starea in care resortul este nedeformat (z = 0), vom
avea:

E(0) = E.,. (2.120)
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Energia totala are, deci, valoarea:
L o
E=FE.= 5!@4 . (2.121)

A este distanta maxima pana la care poate ajunge punctul material si se numeste amplitudine.
Inlocuind pe E in (2.117) se obtjine:

x
d
t—m::/ ° - (2.122)
[ZE A2 — 2]
o m 2
arcsin z/A
A cos 0db
= — — = (2.123)
arcsin zg/A \/EA [1 — s 9]
arcsin z/A A 0d0
cos
_ 1eosvav 2.124
/ wAcost ( )
arcsinzo/A
1
= — (arcsinz/A — arcsinxg/A), (2.125)
wo
unde s-a facut schimbarea de variabild x = Asin @ si s-a notat % = W3.
Considerand ca tg = 0 gi afland pe x in functie de t rezulta:
wot + arcsin % = arcsin %, (2.126)
adica: .
x = Asin(wpt 4 arcsin ZO) (2.127)

Maérimea wq se numeste frecventd unghiularda proprie sau pulsatia proprie a oscilatiilor iar
o = arcsin @ — faza initiald a miscarii. Dupd cum este definita, pulsatia miscarii este o
mérime constantd, specifica corpului gi independenta de conditiile initiale.

In Fig.2.10 este reprezentarea grafici a unei misciri oscilatorii cu vizualizarea principalelor
marimi caracteristice.

2.3.5 Forte cu expresii complicate. Integrare numerica

In cazurile in care expresia fortei este complicatd, nu se poate gisi o solutie analitic.
Intotdeauna este posibild insi o rezolvare numerici. Cea mai simpld cale de a realiza acest
lucru este data de dezvoltarea in serie Taylor.

S& presupunem ca sunt cunoscute conditiile initiale z(¢g) si @(¢p). Valorile lui x(t) si ale
lui 4(t) la momentul ulterior, se obtin prin dezvoltarea functiilor in jurul valorilor initiale:

Pl + A1) = alto) + 1ri(to) (M) + (i) (AH2 + . (2.128)

ﬂm+M):;w@+%w@@@+%i%ﬂmF+m (2.129)
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T=2mw,
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t

Figura 2.10: Reprezentarea graficd a unei miscari oscilatorii

F m ‘mz

Figura 2.11: Pentru problema 2

Termenii cu puteri de ordin superior lui 2 ai lui At au fost neglijati deoarece ei tind la zero
dacd At este suficient de mic. Toti termenii acestei dezvoltari sunt cunoscuti avand in vedere
cd, in afard de conditiile initiale (z(to) si 4(t9)), este cunoscutd si valoarea acceleratiei #(to)
din ecuatia fundamentald a mecanicii.

(to) = - F(a(to), #(to), o). (2.130)

In acest moment cunoagtem deci, prin dezvoltarea Taylor, pe z si pe # la momentul de
timp tg + At. Procedura iterativa poate continua in pasi At. Astfel, se pot determina x si
4 la momentele ty + 2At, to + 3At, ..., cu precizie cu atadt mai buni cu cat pasul de timp se
alege mai mic. Prin acest procedeu numeric, ecuatia de miscare si, eventual, traiectoria sunt
determinata in mod aproximativ, indiferent de cat de complicata este expresia fortei.

2.4 Probleme

1. Desenati toate fortele care actioneaza asupra unei carti agezate pe masa de lucru. Care
sunt perechile actiune-reactiune? Care este reactiunea greutatii cartii?

2. (a) Cate perechi de forte actiune-reactiune apar in sistemul de corpuri din Fig.2.11? (b)
Daca cele doua corpuri au masele mq = 4 kg, mo = 2 kg, iar forta de impingere este
F—6 N, care este forta de contact dintre corpurile 1 si 27 (c) Aratati ca, daca sistemul
se Impinge dinspre dreapta (de la 2 spre 1), valoarea fortei de contact nu mai este 4N.
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10.

. Cu ce acceleratie trebuie sa coboare un mobil de masa M deasupra unei scanduri de

masa m agezate pe un plan inclinat de unghi «, pentru ca scandura sa alunece uniform
in sus pe planul inclinat? Se gtie coeficientul de frecare la alunecare pu.

1+m/M

Raspuns: a = 9307 cosa

.- O minge de tenis cu masa m = 50 g cade pe podea, atingand-o cu viteza v=30 m/s, dupa

care ricogeazd cu viteza initiala de 20 m/s. (a) Care este valoarea momentului fortei care
actioneaza asupra bilei in timpul contactului? (b) Cat este forta medie exercitata asupra
podelei dacd mingea este in contact cu podeaua un timp de 1 s?

Raspuns: (a) FAt = —2,5 N -s; (b) F,, =2,5N.

. Un baston de dimensiuni foarte mici, legat de o sfoard de lungime [ fixata intr-un un

punct, este rotit uniform, cu turatia n pe o suprafatd orizontald, fard frecari. (a) De
cate ori cregte turatia bastonului, daca firul se scurteaza la juméatate? (b) Ce valoare are
lucrul mecanic efectuat de forta care a scurtat firul?

Raspuns: (a) de 4 ori; (b) L = 6mm?n?I2.

. Gasiti viteza gi acceleratia unui punct material de masa m ce pornegte din repaus din

pozitia x = 0 la momentul ¢ = 0, daca este supusa actiunii fortei:
(a) F=Fy+ct;
(b) F = Fysin(ct);

(c) F = Fye unde c si Fy sunt constante pozitive.

Folosind considerente legate de conservarea energiei, regasiti legea de migcare a unui corp
sub actiunea unei forte constante.

. Un punct material de masd m se migca intr-un cAmp de energie potentiald E,(z) =

alnx+ x% , unde x reprezinta distanta fata de origine iar @ si b sunt constante pozitive.
Gasiti expresia fortei in functie de pozitie. Care sunt punctele de echilibru si ce fel de
ecilibru are punctul material in aceste pozitii?

Raspuns: F(x) = —a/x + 2b/x%; 2 = (2b/a)'/?; echilibru stabil

. Calculati lucrul mecanic efectuat de forta F = 1] (xy% + xQ@), cu = const. la depla-

sarea pe traiectoria y = 2% din punctul A(0,0) in B(2,2).
Raspuns: L = 873

Energia potentiatd a unui sistem de doi atomi ce formeaza o molecula biatomica are
expresia: By = 17 — x% unde a gi b sunt constante pozitive. (a) Gasiti expresia fortei
si porzitiile punctelor de echilibru; (b) Care este valoarea energiei necesare pentru a
rupe molecula (prin separarea celor doi atomi)? Aceastd energie se numeste energie de

disociere.

Raspuns: (a) F = 120 ﬁ—’%;xmm =/ %GQ (b) Ep(o0) — Ep(@min) = %'

xT
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11. Un punct material se migca pe o traiectorie circulard de raza R, sub actiunea unei forte
centrale F' = —T%, unde k este o constantd pozitiva. Sa se calculeze:

(a) energia cinetici;

(b) energia potentiala,

(c) energia totala,

(d) momentul unghiular.
Raspuns: (a) E. = #5; (b) E, = —%; (¢) E = —%; (d) J = VEkmR.

12. Calculati perioada micilor oscilatii executate de un punct material sub actiunea greutatii,
in vecindtatea minimului unei curbe netede de raza R, situata in plan vertical.
Raspuns: T = 27,/ g.

13. Studiati migcarea unui corp de masa m, aflat initial in repaus, daca alunecid din varful
unui plan inclinat de unghi «, in prezenta unei forte de frecare la alunecare avand avand
coeficientul p.

Raspuns: v = g(sina — pcosa)t; x = 1/2g(sina — pcosa)t?.

14. Un proiectil reactiv este aruncat orizontal cu viteza initiala vg. Presupunénd ca sistemul
de propulsie al acestuia se defecteaza si este franat de o fortd F' = —Ae®” unde A si «
sunt constante pozitive, si se determine:

(a) legea vitezei proiectilului;

(b) timpul,

(c) distanta parcursa pana la cddere.
Raspuns: (a) v(t) = vo—1In (1 + %ateo‘m); ()T =(1—-e ) s (c)d= 75 [1 — (1 + avg) e” ]

15. Sa se determine legea vitezei si legea de migcare a unui corp in camp gravitational,
in prezenta unei forte de frecare din partea aerului proportionald cu viteza, daci la
momentul initial viteza corpului este vy. Se cunoagte viteza limita c.

Raspuns: v = —c+ (c+wp)e0/E10): o — g0 — c(t —tg) — (mk—zg + 1) [e_%(t_to) —1f.

16. (a) O bild este aruncatd pe o masa orizontala cu viteza vg. Stiind cad valoarea fortei de

frecare este proportionald cu patratul vitezei, si se giseasca legea vitezei si a spatiului.
(b) Daca bila ar fi aruncatd vertical in jos, care ar fi dependenta vitezei de spatiul
parcurs? Se da viteza limita v = /72,

y 2 2
Raspuns: (a) v(t) = vy — %\/v—ot + fwtz; x(t) = xo — %%\/%tz + %%t:”; (b) v(z) =
\/Ul2 (1 o e—2ga}/v?> + U%e_ng/UlQ.




Capitolul

Forte de tip central

Exista situatii in care dreapta suport a fortei ce actioneazid asupra unui corp aflat in mi-
scare trece in permanentd printr-un punct fix. O astfel de fortd se numeste de tip central.
Exemple reprezentative in acest sens sunt fortele fundamentale (gravitationale, electromagne-
tice, nucleare), dar si multe din de fortele ne-fundamentale (fortele intermoleculare van der
Waals, fortele de tip elastic etc.).

In Fig.3.1 este prezentat un exemplu in care forta de tip central se manifestd asupra
punctului material P, de masa m, ca urmare a atractiei exercitate de un alt corp, de masa
foarte mare (M > > m), plasat in originea O. Perechea de corpuri M + m poate fi Soarele
+ Pamantul (intre care se manifestd forte de atractie gravitationald), nucleul + un electron
(intre care se manifesta forte de atractie electrostatica)!, sau proton + proton (caz in care
forta de tip central este de respingere electrostatica, din cauza semnului sarcinilor electrice).

Fortele de tip central sunt proportionale cu distanta dintre corpurile aflate in interactiune.

F (1)

F(r)

S 4

O 4
/ '

X

Figura 3.1: Un punct material migcandu-se sub actiunea unei forte de tip central.

'Fortele de atractie gravitationals dintre nucleu si electron sunt neglijabile in comparatie cu fortele coulom-
biene de atractie.

53
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Expresia generala a unei forte de tip central este de forma:
F= F(r)é, = =VE,(r), (3.1)

unde energia potentiala, F,, este o functie doar de distanta 7 dintre corpuri.

Fortele de tip central au o serie de caracteristici exclusive, de care ne vom ocupa in cele
ce urmeaza. Ulterior, vom deduce ecuatia traiectoriei unui corp aflat sub actiunea unei forte
centrale gi vom analiza factorii care determina forma acestei traiectorii.

3.1 Conservarea momentului unghiular

Sa calculam momentul unei forte de tip central, F , exercitata asupra unui corp de masa
m, in raport cu un punct O (Fig.3.1):
dp  d

M=7xF=7x— —(Fx mv) =

dt  dt

dJ
. 2
ar =0 (3.2)

ar
dt

si vectorul de pozitie 7 au aceeasi dreaptd suport, produsul vectorial 7 x F' este zero. Asgadar,
momentul cinetic (unghiular) al corpului atras, in raport cu O, raméane constant (se conserva)
pe durata miscarii:

In relatia (3.2) s-a tinut cont de faptul ci % x m#/ = @ x m# = 0 si cd, deoarece forta F

J =7 X mv = const. (3.3)

Conservarea momentului unghiular ca vector inseamna: (1) "inghetarea" orientarii lui J;
(2) conservarea modulului acestui vector pe toatd durata miscarii>. Sa vedem in continuare
care sunt consecintele conservarii momentului unghiular.

1. Conservarea orientarii lui J.

Vectorul J are dreapta suport perpendiculard pe planul vectorilor 7si p. Sensul lui J este
dat de regula burghiului drept. Intrucat dreapta suport a lui J rimane fixa in spatiu,
planul perpendicular pe aceasta dreapta (ce contine vectorii 7 si ¥) trebuie sd raméana,
de asemenea, fix. Ca urmare:

Traiectoria unui corp aflat sub actiunea unei forte de tip central este intotdeauna pland.
Este firesc, in aceste conditii, sd folosim pentru deducerea ecuatiei traiectoriei, coordo-
nate polare plane.

2. Conservarea marimii lui J.
S& examinam o deplasare infinitezimald a unui corp punctiform pe traiectoria sa, asa

cum este prezentata in Fig.3.2. Momentul cinetic va avea méarimea:

dr] si d
| r’;tm@ = rmrdf = rimw. (3.4)

J = |F'x mv| = rmusing = rm

2 e . e A . . o . o N . O ee .

Exista situatii in care concluzia anterioarad trebuie nuantata. De exemplu, in cazul miscérii unui electron
in cAmpul coulombian de forte al nucleului, momentul cinetic, ca si proiectiile sale, pot lua doar anumite valori:
se spune ca aceste marimi sunt cuantificate.
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Figura 3.2: O deplasare infinitezimala a corpului pe o traiectorie oarecare.

In relatia anterioard am tinut cont ci rdy este cateta opusi unghiului ¢ = Q/P\A in
triunghiul APQA, iar PQ = |dF] este ipotenuzia. Am notat, de asemenea, ¢ = w. Ca

urmare:

r?w = — = const. (3.5)

m
Miscarea are loc in conditiile in care produsul 7%w raméane constant in timp. Se poate da
o interpretare geometrica directa acestei ultime relatii, dacd vom calcula aria "méaturata"
de vectorul de pozitie in intervalul de timp dt:

ool : 1
dA = AI%IBO[QT(t) -r(t 4+ At) sin Ag| ~ 5" dep. (3.6)

Raportul dA/dt se numeste viteza areolara. Expresia vitezei areolare va fi:

Q —%zlr
2

d 1
== 289 C2, S const. (3.7)

dt 2 2m

Constanta vitezei areolare in cazul migcarii planetelor sistemului solar a fost descoperita
de Kepler® si publicata in 1509 in cartea sa Astronomia Nova (Noua astronomie). In
concluzie, conservarea modulului momentului unghiular este echivalenta cu legea ariilor
a lui Kepler.

3.2 Ecuatia lui Binet

Avand in vedere caracterul plan al traiectoriei unui corp aflat sub actiunea unei forte
centrale, pentru a gasi ecuatia traiectoriei vom recurge la folosirea coordonatelor polare plane.

3Johannes Kepler (1571-1630), astronom si matematician german, adeptul sistemului heliocentric a lui
Copernic. Kepler a fost primul om de stiintd care a intuit ci studiul migcarii astrelor nu trebuie abor-
dat doar din perspectiva cinematicii. El este intiatorul introducerii considerentelor de dinamica in meca-
nica cereascd gi primul astronom care a ardtat ca migcarea corpurilor ceregti este un subiect de fizicd. A
descoperit cd planetele sistemului solar se rotesc pe traiectorii eliptice, avind Soarele intr-unul din focare.
Prezentarea celor trei legi ale lui Kepler, privitoare la sistemul solar, va fi facutd mai in detaliu intr-o sec-
tiune urmatoare a acestui capitol. Informatii suplimentare despre J. Kepler se pot gisi la adresa de web
http://es.rice.edu/ES /humsoc/Galileo/People /kepler.html
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Vom pleca de la ecuatia principiului al II-lea al dinamicii:
m{(F —r¢%)er + (219 + rP)é,] = —Fé,. (3.8)

Avand in vedere ca forta F' are doar componenta radiald, ecuatia vectoriald anterioara este
echivalenta cu ecuatiile scalare:
m(i — r?) = F; (3.9)

m(2r¢p +rg) = 0. (3.10)
Ecuatia (3.10) se poate rescrie sub forma:

! mi(TQQb) = 0= mr’p = J = const., (3.11)
rodt
care reprezinta legea de conservare a momentului unghiular, demonstrata anterior.

Ecuatia (3.9) poate servi la deducerea ecuatiei diferentiale a traiectoriei. Asa cum vom
vedea in continuare, acest lucru este posibil prin combinarea rezultatelor obtinute plecand de
la aplicarea principiului al II-lea al dinamicii, cu cateva considerente de naturad energetica.

Pentru a gisi ecuatia traiectoriei este necesar si eliminadm timpul in ecuatia (3.8). Vom
substitui derivata in raport cu timpul prin derivata in raport cu variabila ¢:

f_ﬁ_ﬁdﬁ_ﬁi__iiG). (3.12)

Cdt dpdt  demr?  mde \r/’ '
dr dr J\?1 & /1

P — =) — = [Z]). 3.13

T d(p(P (m) r2 dp? (r) (3.13)

Inlocuind ecuatia (3.13) in (3.8), se obtine aga-numita ecuatie a lui Binet:

2 /1 1 Fmr?
- 3.14
472 () + r 2 (3:14)

r

Observam ca membrul doi al ecuatiei lui Binet este neliniar.

3.3 Forte de tipul 1/r?

Integrarea ecuatiei diferentiale (3.14) este simpld dacd méarimea fortei F' este invers pro-
portionala cu patratul distantei. O astfel de conditie este satisfacuta in cazul fortelor de tip
gravitational sau coulombian?. Este simplu de observat ci, in cazul unor forte de tipul:

1

F =k, (3.15)

membrul al doilea al ecuatiei (3.14) devine independent de r, iar ecuatia lui Binet devine una
de tip oscilator armonic, cu variabilele 1/r si ¢.

4Faptul cd forta de atractie dintre planete era invers proportionald cu patratul distantei era un lucru
cunoscut inca inaintea lui Newton.
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Sa precizam ci, in cazul interactiunilor de tip gravitational, constanta k din ecuatia (3.15)
este:
k = ymimao, (3.16)

unde ~ reprezinta constanta atractiei universale. Valoarea lui v a fost determinata printr-un
experiment riamas celebru in fizica, de fizicianul englez Cavendish®. O descriere a experi-
mentului lui Cavendish va fi prezentatii in sectiunea urmitoare a acestui capitol. In cazul
interactiunilor electrostatice:

1
k=— 3.17
47T€Q1QQ7 ( )

unde ¢ este permitivitatea electricd a mediului in care sunt plasate corpurile aflate in interac-
tiune. De mentionat ca fortele electrice (coulombiene) pot fi de atractie sau de respingere, in
functie de semnul sarcinilor electrice ale corpurilor. Fortele de tip gravitational sunt doar de
atractie (F = —Fé,).

Inlocuind (3.15) in ecuatia lui Binet (3.14), se obtjine:

? 1y 1
S (e S 1
dp? (’I“) + r b (3.18)
unde am facut notatia:
mk
ki = 2= const. (3.19)
Daca se face substitutia:
1 1
—=—-—k 2
z r 1, (3 O)
se obtine ecuatia diferentiala omogena:
d—2<1>+1—0 (3.21)
dp? \z r '

Aceasta este o ecuatie diferentiala de tip oscilator armonic liniar, cu variabila dependenta 1/x
si independenta, . Ea admite o solutie forma:

1
e Acos(p — ¢p). (3.22)

Ca urmare:
= Acos(p — o) + k1. (3.23)

S

Constantele A gi ¢ se afla plecand de la conditiile initiale ale migcarii:
t=0:r=ry, r=rq, J=Jy=const. (3.24)
Derivand relatia (3.23) obtinem:

7 ..
—a = —Apsin(p — o). (3.25)

SHenry Cavendish (1731-1810) chimist si fizician englez. A descoperit hidrogenul si argonul. A efectuat
experimente de electricitate si a prezis o serie de rezultate, re-descoperite ulterior de Maxwell. Principala sa
contributie in domeniul fizicii este legatd de méasurarea constantei atractiei universale, .
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Folosind (3.5) si formula fundamentalad a trigonometriei:

sin®( — o) + cos®(p — pg) = 1, (3.26)

se giseste valoarea constantei A:

A= G’ wr

Inlocuind (3.27) in (3.23) se obtine ecuatia traiectoriei in variabilele 7 si ¢. (Fig.3.3(a)):

p
1+ ecos(e — o) (3:28)
Aceasta este ecuatia unei curbe conice, cu parametrul:
1
= — 3.29
P=1 (3.29)

si excentricitatea:

mio \ 2
() () a0

Relatia (3.30) se poate rescrie tindnd cont de valoarea energiei totale la momentul initial:

)
1 k
E = E.+E,= 5m(r3+r§gb?))+ (—/ <—ﬁ> dr) (3.31)

o0

1 k

[ 272
=1\/—5F+1. 3.33

In functie de valoarea excentricitétii, &, conica poate fi:

sub forma:

2

e (a) un cerc derazd r =p = %, (vezi Fig.3.3a) dacd ¢ = 0. Aceasta se intAmpla cand:

mk?
F=———--. 3.34
2J¢8 (3:34)

o (b) o elipsa (vezi Fig.3.3b) dacd ¢ < 0, ceea ce presupune ca:
E=FE.+E, <0, adicd E. < |E,|. (3.35)
Prin urmare, conditia ca ansamblul celor doua corpuri intre care se manifesta forte de

atractie gravitationald sa ramana legat este ca energia cinetica initiala a corpului m sa
fie este mai mica decat modulul energiei potentiale a ansamblului (energia potentialad
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Figura 3.3: Traiectorii conice cu diferite excentricitati.
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a unui sistem legat este negativa)®. Traiectorii eliptice au planetele sistemului solar,
satelitii Pamantului, sau electronii in jurul nucleului’.

Valorile semiaxelor unei astfel de traiectorii eliptice se obtin prin inlocuirile corespunza-
toare:
D k
— - . 3.36
“ 1-e2 2B (3:36)
N (3.37)
= Jap=——. .
2m|E)|
(3.38)
e (c) o parabola (Fig.3.3c), dacd ¢ = 1. Aceasta se Intampla atunci cand:
E =0 adica E. = |E|. (3.39)
e (d) o hiperbola (Fig.3.3d), daca € > 0, ceea ce se intampla atunci cand:
E > 0 adicaE. > |Ep|. (3.40)

Traiectoria este, in acest caz, deschisa, energia cinetici a corpului de masa m fiind
suficient de mare pentru a invinge "bariera energetica" creatd de forta de atractie. O
valoare pozitiva a energiei totale a sistemului conduce, asadar, la existenta unei stari
nelegate (libere). Un exemplu in acest sens il constituie migcarea in interiorul sistemului
solar a unei comete provenind din afara acestuia.

3.4 Legile lui Kepler si atractia universala

Legea atractiei universale a fost formulata de Isaac Newton, plecand de la principiul funda-
mental al dinamicii si de la rezultatele anterioare ale lui Galilei si Kepler, in cadrul modelului
heliocentric al lui N. Copernic.

Cele trei legi ale lui Kepler, privitoare la migcarea planetelor sistemului solar, sunt:

1.

Legea orbitelor eliptice: Planetele se migca in jurul Soarelui pe traiectorii eliptice, Soarele
fiind intr-unul din focare.

. Legea aruilor: Viteza areolard a oricarei planete din sistemul solar este o constanta a

miscarii.

. Legea perioadelor: Raportul dintre patratul perioadei migcarii si cubul semiaxei mari are

o valoare constantd pentru toate planetele sistemului solar.

5Tn cazul interactiunilor electrostatice, in functie de semnul sarcinilor electrice, energia potentiala poate fi
negativi sau pozitiva. Fortele de interactiune electrostatica sunt de tip repulsiv (deci energia potentiald este
pozitivd) dacd sarcinile electrice au acelagi semn si invers.

"Daci se admite modelul planetar al atomului
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Primele doua legi sunt consecinte directe ale conservarii momentului unghiular al unui corp
sub actiunea unei forte de tip central, aga cum a fost demonstrat anterior.

S& demonstram acum cea de-a treia lege a lui Kepler. Pentru aceasta, vom evalua perioada
miscarii pe orbita eliptica:

A Tab
T=-"= 3.41
Q, J/(2m) (341)
Tinand cont ca:
b=ay\1—¢e2 (3.42)
si folosind prima relatie din sistemul de ecuatii (3.36) se gaseste:
T?  4n?
- (3.43)

a3 k

Inlocuind acum constanta & din (3.15), constatam ci, intr-adevar acest raport este independent

de masa planetei:
T  4nm?
— = —. (3.44)
a yM
In tabelul urmétor sunt prezentate cateva date referitoare la sistemul planetar al Soarelu,
unele exprimate in unitdti de masura specifice Paméantului.

Planeta Raza (Rpam) | T(ani) 5 Masa (Mpanm,)
Mercur 0,387 0,241 | 0,206 0,055
Venus 0,723 0,615 | 0,007 0,815
Pamant 1,000 1,000 | 0,017 1,000
Marte 1,624 1,881 | 0,093 0,107
Jupiter 5,203 11,862 | 0,048 317,04
Saturn 9,539 29,460 | 0,056 95,18

Uranus (1781) 19,191 84,020 | 0,046 14,53
Neptun (1846) 30,061 164,77 | 0,010 17,13
Pluto (1930) 39,529 247,68 | 0,248 0,0022

Forta de atractie gravitationald dintre doua corpuri purtatoare de sarcind (masi) gravi-
tationala este direct proportionala cu produsul maselor gravitationale ale corpurilor si invers
proportionald cu patratul distantei dintre ele:

—6,. (3.45)

Constanta atractiei universale, v, care intervine in ecuatia (3.45) este numeric egald cu
forta de interactiune dintre doua corpuri cu masa de 1 kg, aflate in vid, la distanta de 1m unul
de celalalt. Valoarea sa a fost masurata de Cavendish cu ajutorul unui instrument de mare
sensibilitate pentru méasurarea fortelor - balan{a de torsiune, prezentata schematic in Fig.3.4.

Doua sfere din plumb cu diametrul de 5 cm sunt fixate la capetele unei bare cu lungimea
de 1,8 m, suspendata la mijlocul ei de un fir de torsiune din cuart. De acesta este prinsa
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Figura 3.4: Schema dispozitivului experimental pentru masurarea constantei atractiei gravitationale.

oglinda O. Aducénd in apropierea sferelor mici alte doua sfere, tot din plumb, dar de diametru
mai mare (31 cm), s-a constatat o deviere a barei citre pozitia marcata cu linie punctata, ca
urmare a atractiei sferelor de masa my de catre sferele de masd ms. Deviatia barei a putut
fi masurata cu ajutorul unghiului de deviere a unui fascicul luminos provenit de la o sursa de
lumina, reflectat de oglinda O si proiectat apoi pe un ecran®. Etalonand firul din cuart; astfel
incat sd se cunoasca valoarea fortei ce produce torsiunea firului pentru un unghi de deviatie
dat, s-a putut calcula valoarea fortei de interactiune dintre corpuri si astfel valoarea constantei
gravitationale. Experimentul lui Cavendish a fost primul care a permis o evaluare numerica
a constantei v si de asemenea, a masei Paméantului. Valoarea acceptata in prezent pentru ~
este:

v = 6.67 x 107" Nm? /kg. (3.46)

3.5 Problema celor doua corpuri

In sectiunea anterioars am considerat doar migcarea unui corp sub actiunea fortei deter-
minata de prezenta altui corp de masd mult mai mare, aflat in repaus in originea sistemului
de referinta. In conditiile in care M >> m, acceleratia produsi de forta de atractie asupra
corpului atractor (Soare, nucleu etc.) este practic neglijabild, comparativ cu efectul aceleiagi
forte asupra corpului atras, m. Deoarece o miscare accelerata este, in aceste conditii, executata
doar de corpul m, studiul prezentat in sectiunea anterioara este cunoscut gi sub denumirea de
problema unui singur corp.

Avand in vedere cé, de fapt, ambele corpuri sunt in acelasi timp atractor si atras, la
o examinare mai detaliata ar trebui sa evaluam efectele fortei de atractie asupra ambelor
corpurt, deci sa formuldm si sa studiem o problemd a celor doud corpuri. De altfel, in multe
alte cazuri intalnite in situatii reale, este necesar sa studiem migcarea unor corpuri de mase
comparabile, aflate in interactiune gravitationald sau coulombiana. Evident, intr-un asemenea
caz si acceleratiile ambelor corpuri sunt comparabile.

Cunoscand expresia fortei de interactiune gravitationald dintre corpurile de mase m; si

8Dupi cum este cunoscut din cursul elementar de fizics, daci o oglindd pland se roteste cu un anume unghi,
o fatd de directia (fixd) a fascicolului incident, fascicolul reflectat se roteste cu un unghi 2a.
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Figura 3.5: Un sistem izolat format din doua corpuri de mase mq si mao.

msy, pe care le consideram ca ca forménd un sistem izolat de exterior, sa aflam care sunt
traiectoriile pe care se vor migca acestea.
Aplicidm principiul fundamental al dinamicii, pentru fiecare din cele dou& corpuri:

d*r =
— = Flo; 3.47
ms 12; ( )
d*ry 4
mgm == F21. (348)
Ecuatiile sunt cuplate prin termenul fortd, care depinde de distanta r19 = |2 — 7| dintre
corpuri. Deoarece:
F12 = —Fgl, (349)
prin scaderea celor doud relatii (3.47) si (3.48) se obtine:
= mimg  d*Fio
Fyy = —=— , 3.50
21 mi + mo dt? ( )
sau:
= d*79
Fo = 3.51
Marimea p = % se numeste masa redusd’® a sistemului. Relatia (3.51) reprezinta

ecuatia diferentiald de migcare a unui corp generic, de masa pu, aflat sub actiunea unei forte
egala cu cea de interactiune dintre corpurile ce formeaza sistemul. Ca urmare, problema celor
doud corpuri se reduce astfel la cea a unui singur corp aflat sub actiunea unei forte de tip
central.

Dupa rezolvarea ecuatiei (3.50) se giseste legea de miscare:

12 = T12(t). (3.52)

9Conceptul de masi reduss a fost folosit pentru introducerea corectiei de masa in calculul energiei electro-
nului pe orbitd in modelul Bohr, deoarece electronul gi nucleul executda impreuna o rotatie in jurul unei axe ce
trece prin centrul de masa al sistemului.
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Legile de miscare ale fiecarui corp se afla usor prin recurgerea la notiunea de centru de
masd al sistemului. Pozitia acestuia se definegte in functie de pozitiile corpurilor componente
ale sistemului (exprimate prin 7,75 si 712) conform relatiei:

. my71 + Mot
= = 3.53
ToM pe——— (3.53)

Mutéand originea O a sistemului de referinta in CM, obtinem, pentru vectorul de pozitie al
centrului de masa (CM) in raport chiar cu sistemul centrului de masa (SCM), expresia:

(rem)scom =0, (3.54)
sau, echivalent:
m1(71)som + ma()scar = 0. (3.55)

Folosind (3.55) si reprezentarea din Fig.3.5, se obtin, pentru vectorii de pozitie ai celor doua
corpuri in sistemul SCM, relatiile:

ma

B = ———72; 3.56
("1)scm T 12 (3.56)
- mp
= 3.57
(T2)scm ea—_l (3.57)
iar in sistemul laboratorului (SL):
m
Fo= oM+ ————T12; (3.58)
my + me

" " mp
= - —72. 3.59
7 oM = T (3.59)

Legile de migcare ale lui mq si mo pot fi scrise daci este cunoscuta valoarea lui 7opy.

In sistemul laboratorului, cele dou# corpuri se migca impreund, ca o pereche, unul in jurul
celuilalt, in timp ce, concomitent, are loc o miscare de drift a centrului de masa. De fapt,
centrul de masa se depaseazid cu vitezd constantd, astfel ci, pentru un observator care s-ar
misca odata cu el, orbitele corpurilor sunt simple elipse.

In Fig.3.6 sunt reprezentate in sistemul centrului de masa (SCM) traiectoriile corpurilor
de masa mq,my si a celui de masa redusa pentru exemplul numeric: mq/mg = 10/7 si conditii
initiale: (1; 0) respectiv (0; 0,6).

Dupéa cum indica si relatiile (3.56), (3.57), cele doud corpuri se migcd pe traiectorii ase-
menea, astfel incat raportul vectorilor de pozitie este invers proportional cu raportul maselor.
Pentru conditiile initiale alese, traiectoriile sunt eliptice, cu un focar comun situat in CM,
corpurile fiind in permanentd diametral opuse.

Traiectoria corpului sub actiunea fortei de tip central depinde de valoarea energiei cinetice si
potentiale a corpului. lata, spre exemplu, in Fig.3.7 cum se modifica forma traiectoriei corpului
generic de masa p sub actiunea unei forte de atractie, pentru diferite valori ale raportului vitezei
initiale fatd de viteza corespunzitoare unei orbite circulare (k =0,3;0,7;1,1;1,5).

M
k=2 = v/ [y—. (3.60)
T

[
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Figura 3.6: Traiectoriile in SCM ale corpurilor de masa mj, mo si g pentru exemplul numeric:

my/me = 10/7 si conditii initiale: (1; 0) respectiv (0; 0,6).

Figura 3.7: Traiectoria corpului generic de masa redusa p pentru diferite valori ale coeficientului k.
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Figura 3.8: Un sistem izolat de trei corpuri, intre care se manifestad doar forte de interactiune
gravitationala.

In mod evident, daci unul dintre corpuri are masa mult mai mare decat celdlat, se poate
considera ci el se afld chiar in pozitia CM a sistemului. In aceasti aproximatie corpul "greu",
M, ramane imobil (de exemplu Soarele, a cirui masa este M = 1.99 x 10%° kg), in jurul lui
gravitand corpul "ugor" (de exemplu Pamantul, cu masa m = 5.97 x 10%* kg).

3.6 Problema celor trei corpuri

Problema interactiunii dintre corpuri devine foarte complexd daca se méireste numarul
corpurilor aflate in interactiune. S& consideram trei corpuri ce formeaza un sistem izolat, intre
care se manifestd doar forte de interactiune gravitationald (Fig.3.8).

Ecuatiile care le descriu miscarea sunt:

*r mamg mims _,
My = Y 5 T2 =Y 513 (3.61)
D) T3
d*ry  mgmy moms ,
My = TV 3 T2l T 3 T2 (3.62)
21 r23
d?7s msmy m3ma
M3—5 = —y—3—731 —Y—5—732. (3.63)
dt T3 T39

Acesta este un sistem de trei ecuatii diferentiale de ordin doi, neliniare, cuplate, care sunt
echivalente cu un sistem de sase ecuatii scalare. Rezolvarea ar conduce, cunoscand conditiile
initiale referitoare la pozitia si viteza fiecarui corp, la determinarea legilor de migcare si apoi,
prin eliminarea corespunzitoare a timpului, la ecuatiile traiectoriilor. Din pacate, nu se pot
gasi solutii analitice ale ecuatiilor diferentiale precedente, ci doar solutii aproximative, gésite
folosind tehnici numerice.

Studiul problemei in sistemul centrului de masa (SCM) simplifica si in aceste conditii
calculele, deoarece cunoasterea miscarii permite, prin legatura dintre vectorii de pozitie ai
fiecarui corp in SL gi in SCM, determinarea migcarii exacte a fiecirui corp.

In Fig.3.9 este redati forma traiectoriei obtinuti prin rezolvarea numerici a sistemului
ecuatiilor scalare, surprinsa la patru momente de timp diferite, pentru trei corpuri de mase
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Figura 3.9: Traiectoriile obtinute prin rezolvare numerici, pentru trei corpuri de mase egale (linie
groasi, subtire si punctatd), surprinsd dupd patru intervale de timp diferite (¢*), notate pe fiecare
reprezentare.

egale. Pentru eliminarea parametrilor care nu sunt absolut necesari in calculele numerice s-a
procedat la adimensionalizarea sistemului de ecuatii, prin introducerea coordonatelor reduse:

F__ _* 0 A A p— = - 3.64
M= T T djve =N (3:64)

unde d este o distanta caracteristicd iar M - o masa caracteristica. Avantajul pe care il ofera
aceasta adimensionalizare este acela cd elimina constanta ~. Conditiile initiale pentru cele trei
corpuri (m4 = mj = mj = 0,5) sunt: (-0,1; 0,8), (0,5; 0), (-0,3; 0) pentru pozitiile (zo;yo)
si respectiv (0; -0,4), (0; 0,3),(-0,3; -0,4) pentru vitezele initiale (io;90)'. Se observa modul
in care se complicd traiectoria corpurilor pe masura ce se micgoreaza distanta dintre corpuri,
datoritd cresterii puternice a fortei de interactiune gravitationala.

O problema deosebit de interesanta gi utila totodatd din punct de vedere al aplicatiilor
practice, este aceea in care mg este neglijabila in comparatie cu celelalte mase.

Forma traiectoriei unui satelit (mj = 0,0005) lansat in spatiul in care exista un sistem de
doud corpuri ceresti cu mase egale (mj = mj = 0,5) este redatd in Fig.3.10. Pozitiile initiale
(mqy: (-0,5; 0), ma: (0,5; 0)) au fost alese astfel incat centrul de masa al celor doud corpuri

1 . o . I 2 o e o

9 Alegerea acestora depinde de problema concret# care se studiazi. In conditiile de fatd ele corespund: d -
distanta initiald dintre corpurile 1 ¢i 2 gsi M - masa totala a celor doua corpuri. Pentru simplificarea notatiilor
vom folosi in cele ce urmeaza scrierea fara asterisc pentru marimile adimensionalizate.
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Figura 3.10: Traiectoriile unui satelit (ms = 0,0005, dupa ¢t* = 100 - linie subtire) ce pornegte din
conditii initiale diferite, in jurul a doua corpuri de mase egale (m; = mg = 0,5 - linie groasa).

sa se afle chiar in originea sistemului de axe. Valorile vitezelor initiale (m: (0; -0,5) si ma:
(0; 0,5)) corespund miscarii corpurilor my,ms pe traiectorii circulare cu originea in centrul de
masa. Cel de-al treilea corp, de masa neglijabila, va executa miscari periodice sau haotice, in
functie de conditiile lui initiale.

In Fig.3.10 sunt surprinse, dupd un timp t* = 100, traiectoriile celor trei corpuri. Se
observid cum modificarea conditiilor initiale ale corpului 3 (linie subtire) schimba puternic
traiectoria acestuia. De la o traiectorie periodicd (corpul 3 executd trei bucle inchise pe
timpul unei perioade ale corpului 1 gi 2) se trece spre o traiectorie cu bucle inegale gi apoi in
ultimele doua cazuri spre o traiectorie haotica. Figura 3.11 ilustreazd migcarea unui satelit
(m% = 0,0005) in cazul perechii Pamant-Luna, pentru care: mj = 81/82;m4 = 1/82, pentru
doud conditii initiale diferite ale corpului mj} (marcate pe desen), pentru aceleasi conditii
initiale ale corpurilor 1 si 2 considerate in figura anterioara.

3.7 Probleme

1. O particula se migca pe o traiectorie circulard sub actiunea unei forte de tip central, cu
centrul intr-un punct de pe cerc. Aratati cd modulul fortei este invers proportional cu
puterea a 5H-a a distantei.

2. Un satelit cu masa m, neglijabild comparativ cu masa Paméantului, este lansat cu viteza
v paraleld cu suprafata solului, la indltimea de 320 km. Se dau: masa Pamantului
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Figura 3.11: Miscarea unui satelit (ms = 0.0005) in cazul perechii de corpuri Pamant-Luni; s-a
considerat: mj = 81/82;m% = 1/82 gi conditiile initiale: ((-1; 0), (0; 0,506)) - stanga si ((-2; 0), (0;
0,7)) - dreapta.

M = 5.98 x 10** Kg, raza Pamantului R = 6.38 x 10% m si constanta y—6.67 x 10~!!
Nm?Kg~!.
(a) Calculati valoarea vitezei necesare pentru a aduce satelitul pe orbita circulari;

(b) Care este viteza de "evadare" a satelitului in spatiu?

(c) Considerand ca satelitul este observat la un moment ulterior lansarii, la o distanta
de 1000 Km de suprafata Pamantului, calculati:
(c1) excentricitatea orbitei;
(c2) viteza;

(c3) energia totald pe orbita eliptica.
Raspuns: (a)v = \/%; (b) v = \/%; (cl) e = %(Tmax — T'min)

M max .« — M
(€2) vo = /By ey (e3) B = —I5%.

3. O particula de masd m se misca pe un cerc de raza rg sub actiunea unei forte atractive
F(r)= %2 exp(—%); a > 0. Aratati ca migcarea circulara este stabila doar daca ro < a.

4. Un corp se misci pe o orbita spirala r = rgef? cu rg, k - constante. Aritati ca forta

ce determini o astfel de miscare este de tip central, invers proportionald cu 73 si ca @
variaza in timp dupé o lege logaritmica.






Capitolul

Dinamica sistemelor discrete de particule

In capitolele anterioare am recurs, din motive de simplitate, la modelul punctului material.
Corpurile din viata reald pot fi aproximate, intr-o masura mai mare sau mai micd, ca fiind
puncte materiale. Modele mai apropiate de realitate ar fi acelea in care corpurile reale sunt
aproximate prin sisteme de puncte materiale. Acestea pot fi formate dintr-un numar finit de
puncte - asa-numitele sisteme discrete de puncte - sau pot contine, chiar in orice volum ele-
mentar, un numar enorm de particule - agsa-numite sisteme cu distributie continud de masa, pe
scurt, medit continue. Din categoria sistemelor discrete de puncte, putem aminti, ca exemple,
atomii sau moleculele unui gaz, electronii din interiorul atomului', sau planetele sistemului
solar. Dintre exemplele cele mai cunoscute de sisteme continue, vom aminti modelul de fluid,
sau cel de corp solid. Pentru a se mentine ca o entitate stabild, intre constituentii unui astfel
de sistem, sau intre acestia si corpurile exterioare, trebuie sa se exercite forte de atractie sau
forte de legatura.

Deoarece, intr-un fel sau altul, orice sistem este alcatuit dintr-un ansamblu de corpuri ce
pot fi considerate puncte materiale, méarimile caracteristice sistemelor de particule se exprima
ca o suma de marimi specifice punctului material. Evident, aceastd sumd va fi una algebricd,
in cazul marimilor scalare si una vectoriald, in cazul marimilor vectoriale. Trebuie mentionat
cé, in cazul sistemelor de puncte materiale, apar si o serie de marimi noi, care nu se pot defini
in cazul unui punct material (cum ar fi temperatura, densitatea, concentratia, etc.).

In acest capitol vom studia legile mecanicii sistemelor discrete de puncte materiale, pe baza
cunogtintelor acumulate in studiul migcarii punctului material.

4.1 Marimi caracteristice sistemelor de particule

S& consideram un sistem alcdtuit dintr-un numér N de particule de mase m; (Fig.4.1).
Intrucat masa este o marime scalard, masa sistemului va fi egald cu suma (algebrica) a maselor

Y4n limitele modelului planetar al atomului

71
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@)

Figura 4.1: Sistem de puncte materiale

particulelor sistemului:
N

m = Z m;. (4.1)
i=1
Daca notam cu v; vitezele fiecarui punct material constituent al sistemului, se poate defini
impulsul sistemului ca suma (vectoriald) a impulsurilor fiecarui punct material:

N N
p=Y_ mit; =Y pi (4.2)
i=1 i=1

In cazul sistemelor de puncte materiale, existd doud categorii distincte de forte: forte
interne si forte externe. Fortele de interactiune dintre perechile de particulele constituente ale
sistemului se numesc forte interne. Fortele de interactiune dintre particulele sistemului si alte
corpuri din exteriorul acestuia se numesc forte externe. Rezultanta fortelor interne este nula:

N . N N - 1 N N - N —int
OV DD S D I MR AR (13
=1 =1 j=1 =1 j=1

J#i i#i

intrucat, conform principiului actiunii gi reactiunii, actiunea exercitatd de punctul material ¢
asupra punctului j din sistem este egald in modul si opusa ca sens cu reactiunea exercitata de
punctul j asupra lui i:

Fij = —Fji. (4.4)

Asadar:

Rezultanta fortelor interne unui sistem de puncte materiale este nuld.

Sa consideram, in cele ce urmeaza, cd asupra sistemului actioneaza un alt sistem (exterior),
format din N’ corpuri. Forta totald (externd) ce actioneaza asupra sistemului de N particule
va fi:

et as e oeet
Rty S A= (15)
i=1 i=1 k=1

Avand in vedere si ecuatia (4.3), rezulta ca:
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Figura 4.2: Doua sisteme de puncte materiale aflate in interactiune.

Forta rezultanta ce actioneazd asupra unui sistem de puncte materiale este egald cu suma
fortelor de interactiune dintre componentele sistemului $i corpurile exterioare acestuia.

!
—int _ext N N

F=YF=F +F =YY Fg (4.6)

1=1 1=1 k=1

4.2 Centrul de masa. Legi de conservare

Notiunea de centru de masd a fost deja introdusa la studiul problemei celor doud corpuri.
Vom generaliza aceasta definitie pentru cazul unui sistem de N particule caracterizate de
vectorii de pozitie 77;.

Centrul de masi al unui sistem de puncte materiale este un punct geometric reprezentativ
pentru sistem, definit prin vectorul de pozitie:

N
> miTi | N
— =1 N
Fom = S = — Y mifi, (4.7)
m
> my =1
i=1

unde m reprezintd masa sistemului.
Derivand relatia (4.7) in raport cu timpul, se obtine viteza centrului de masa:

N
mgr; 1 N
S 5 i—1 S
Tom = Tom = = > m;d;. (4.8)
> mi =1
i=1
Se observa cd produsul:
N
m’l_)bM = Z mZUZ (4.9)
i=1

reprezinta impulsul sistemului. Prin urmare, impulsul centrulut de masa este egal cu impulsul
sistemului, centrul de masd fiind un punct reprezentativ al acestuia.
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Derivand inca o data in raport cu timpul relatia (4.7) se obtine acceleratia centrului de
masa:

n
. Z mz_; 1 N
doyn = Von = = = S wi. (4.10)
S my i=1
i=1
Relatia poate fi rescrisa sub forma:
N A5, N
N 7 = Hext
ma = — = F;, = ", 4.11
CM v dt ; 7 ( )

Deci, acceleratia pe care o are centrul de masa este aceeasi cu acceleratia pe care ar
capata-o un corp punctiform, de masa egald cu masa sistemului, sub actiunea unei forte egala
cu Fert. Aceasta observatie permite simplificarea studiului dinamicii unui sistem de corpuri,
in sensul ca, mai intai se determina caracteristicile migcarii centrului de masa sub actiunea
fortel rezultante si ulterior se determina migcarea fiecarei componente a sistemului in raport
cu centrul de masa.

4.3 Legea conservarii impulsului

Ecuatia (4.11) conduce direct la legea conservarii impulsului unui sistem de puncte izolate
de exterior. Intrucat, in cazul unui sistem izolat, F** = 0:

N
oy =0=p= Zﬁi = const., (4.12)
i=1

ceea ce reprezinta formularea matematica a legii conservarii impulsului sistemului:

Impulsul unui sistem izolat de puncte materiale se conservd.

Asa cum s-a constatat in cazul problemei celor doué corpuri, uneori este mai simpla analiza
migcarii sistemelor de puncte materiale in raport cu sistemul centrului de masa (SCM), ur-
méand ca revenirea la sistemul laboratorului (SL) sd se facd doar in final, pentru a se compara
rezultatele obtinute cu experimentul.

In cazul in care asupra sistemului nu actioneazi forte exterioare, SCM este inertial. Vec-
torul de pozitie al unui corp oarecare din sistem poate fi scris ca:

7 = Tom + (75)scm- (4.13)

Derivand relatia in raport cu timpul, rezultd ca viteza fiecarui corp depinde de sistemul de
referinta in care aceasta a fost definita:

U; = vom + (%) scm- (4.14)
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4.4 Legea conservarii energiei

Sa calculam lucrul mecanic efectuat de fortele interne si externe care actioneazi asupra
particule ¢ a sistemului, pentru a o deplasa intre punctele caracterizate de vectorii de pozitie
71 si 73.

72 T2
. - = dp;
L;nt +Ll¢g;t _ /(Fimt + Ffmt)df} — %dﬁ = (4.15)
71 1
Fdl 5\ 1,1,
01
adica: _
L™+ L = E.(t) — E.(0), (4.17)
unde:
Lint ZLlint; Lewt — ZLSxt; (418)
i=1 i=1
N 1 N 1
E.(t) = Z Eml-v?(t), E.(0) = Z §mzvl2(0) (4.19)
i=1 i=1

Se observa ca la variatia energiei cinetice a sistemului contribuie atat fortele interne cat si cele
externe. In cazul in care fortele care actioneazi asupra sistemului sunt conservative, atunci se
pot defini energiile potentiale corespunzitoare acestora.

L L = —(E(t) — EM(0)) — (ES™H(t) — ES™4(0)). (4.20)

Folosind ecuatiile (4.17) si (4.20) se ajunge la legea conservarii energiei totale:

Ec(t) + EXU(t) + ES*(t) = E.(0) + E*(0) + E5*(0) = const. (4.21)

In cazul unui sistem izolat, L.,+ = 0 si ca urmare se obtine legea conservarii energiei
mecanice: _ _

E(t) + EX(t) = E(0) + EX*(0) = const. (4.22)

Energia potentiald, in cazul unui sistem de corpuri intre care se manifesta forte de interac-
tiune gravitationala, depinde doar de distanta relativa dintre corpuri si nu depinde de sistemul
de referinta ales pentru studiul migcarii:

in 1 & il =
Byt =5 3 EJ(F — 7). (4.23)
ij=1
i

Factorul 1/2 este necesar pentru a elimina sumarea de doud ori a aceluiagi termen, iar:

Bl =y T 4.24
8 |7i = 75| 2
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Singurul termen care depinde de sistemul de referinta ales pentru studiul migcarii este
energia cineticd. Avand in vedere relatia (4.14), energia cinetica definitd in SL este:

N

1 . S -
B = 3 > mil(@)ecom + 2(0:) sombom + vEa] (4.25)
i=1
| N N 1 N
= 3 mi(ﬁi)%CM + Uom Zmz‘(ﬁi)scM + 5’[701\/1 Zmz (4.26)
i=1 i—1 i—1

2 1
m;(Vi)sonr + 5mueM

I
'MZ
N | —

1

I
= (Ec)SCM+§mUCM- (4.27)

s
I

Deoarece impulsul centrului de masa méasurat in raport cu centrul de masa este nul, rezulta:

N

> mi(@)scm = m(Tom)sem = 0. (4.28)
i=1

In concluzie, energia cinetici a unui sistem, masurata in raport cu SL, este egald cu energia
cineticad masuratd in SCM (numita energie cinetica internd) la care se adaugd energia cinetica
de translatie a CM (numita energie cinetica orbitala).

Energia interna este:

Eine = (E.)som + EX*. (4.29)

Deoarece pentru fortele de tip atractiv energia potentiala este negativa, energia interna a unui
sistem poate avea atat valori pozitive cat si valori negative, dupa cum energia cinetica interna
este mai mica sau mai mare decat energia potentiald interna.

Un sistem se numeste legat daca fortele interne il mentin localizat intr-o regiune finita din
spatiu (exemplu sistemul planetar, sistemul atomic, sistemul nuclear etc.). Sistemele legate au
energie interna negativa.

Sistemul este stabil atunci cand:

Eiye = 0. (4.30)

Pentru a desface sistemul in partile componente si a elibera astfel particulele din sistem,
trebuie sa furnizam acestuia o energie pozitiva de valoare:

Eleg = —FEin. (431)

4.5 Legea conservarii momentului unghiular

Sa calculam momentul fortei care actioneaza asupra punctului material ¢ din sistem, in
raport cu originea O:

—

Mi:ﬁx

!

(4.32)

.
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Asupra punctului ¢ actioneaza atat forte din partea celorlalte puncte din sistem cat si forte

din exterior:
N

Fy =Y Fnt 4 Feet, (4.33)
i=1

Momentul total al fortelor care actioneaza asupra sistemului este dat de suma vectoriald a
momentelor individuale:
N N
V=YW= 33 (5 F) 4 3 (7 Fe). (430
i=1 i=1j=1 i=1
Suma dubla contine termeni de tipul:

(5 Bt + (55 ¢ i), (439

care, datorita faptului ca:

Fj't = —Fj", (4.36)

se anuleaza, intrucat contine produse vectoriale de vectori coliniari:
= = int = int __
(i = 75) x Fjj" =75 x Fi" = 0. (4.37)

Momentul unghiular total va fi determinat doar de fortele exterioare:

N
M =" (7 =< Fe™'). (4.38)
i=1
Pe de alta parte:
M—NF-X@—ii(F-xﬁ) (4.39)
- (2 - 7 1) .
i=1 dt dt i3
din cauza coliniaritatii vectorilor v si p; (¥; X p; = 0). Se obtine:
- d . dT
M=SJ =% 4.40
dt ; ot (4.40)

unde:
J=3"17 (4.41)

este momentul unghiular total al sistemului de puncte materiale. Aceastd méarime se conserva,
adica 1si pastreazd neschimbate marimea, directia si sensul:
> —

J = const. (4.42)

atunci cand:

N
(a) sistemul este izolat adica, Y. Ff* = 0;
i=1

(b) cand asupra sistemului actioneaza forte de tip central, adica 7; x F’Z-e“”t = 0.
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4.6 Ciocniri. Definitii si clasificari

Procesul de interactiune de scurta durati dintre doud sau mai multe corpuri? se numeste
crocnire. Forta de interactiune care apare in momentul ciocnirii este mult mai mare decat
orice altd fortd exterioard, de aceea, pe durata ciocnirii, sistemul se considera izolat. In aceste
circumstante sunt valabile legile de conservare ale impulsului si energiei totale:

—

5= 5 (4.43)
E.+E,, = E' +E/,. (4.44)

unde s-au notat cu "’ ", marimile dupa ciocnire.

Existda doua modalitati de producere a ciocnirii:

e (a) prin contact direct (de exemplu ciocnirile dintre bile la jocul de biliard, coliziunile
directe, etc.)

e (b) prin intermediul actiunii la distantd mijlocite de prezenta cdmpului (de exemplu
ciocniri cometa-Soare; ciocniri intre particule incarcate, etc.).

In general, numarul de particule dinainte de ciocnire poate si fie diferit de numarul de
particule dupa ciocnire.

Clasificarea ciocnirilor se poate face in functie de diverse criterii. Unul dintre acestea
foloseste notiunea denumita energie de reactie, ), definitd ca diferenta dintre energia interna
a sistemului in starile initiala si finala:

Q= E; — E/ (4.45)

int-

1. Daca Q = 0, avem de a face cu o ciocnire elastica®. In acest caz, se conservi nu numai
impulsul sistemului, ci si energia sa cinetica:

p =7, (4.46)
E. = E/. (4.47)
2. Daca @ # 0 ciocnirea este neelastica
(a) Q <0 ciocnire endoenergetica (de speta I-a):
E.<E/. (4.48)

Cregterea energiei interne se face pe seama diminuarii energiei cinetice. In aceasta
categorie intrd marea majoritate a ciocnirilor inelastice. Procesele de excitare si
ionizare sunt ciocniri inelastice de speta I-a.

2duratd mult mai micd decat cea in care acestea nu interactioneaz
3 Astfel de ciocniri se intalnesc, de exemplu, in cazul imprastierii elastice a particulelor o pe nuclee grele
(impragtiere Rutherford), la ciocnirea foton-electron (efect Compton), ete.
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(b) @ > 0 ciocnire exoenergetica (de speta a 1I-a)
E.>E/. (4.49)

Scaderea energiei interne se face pe seama cresterii energiei cinetice dupa ciocnire.
In aceasta categorie intra si procesele atomice de dezexcitare, recombinare, reactiile
nucleare de fisiune si fuziune, etc.

Un alt criteriu clasifica ciocnirile in: a) directe; b) inverse. Un exemplu de ciocnire inversa
il constituie o explozie. Un film al unui astfel de eveniment, proiectat invers, ne va arita o
ciocnire plastica, care este o ciocnire directa.

De asemenea, in functie de orientarea vitezelor particulelor, ciocnirile se pot clasifica in:

a) uni-dimensionale; dacd vitezele particulelor inainte i dupd ciocnire ramén pe aceeasi
dreaptd suport (putand avea un sens sau altul, pe aceasta dreaptd),

b) oblice; daca aceste viteze fac unghiuri diferite de 0 sau 180°.

Exista doud metode de studiu a ciocnirilor. Prima dintre ele foloseste asa numitul model
astmptotic, conform caruia traiectoriile particulelor inainte si dupé ciocnire sunt rectilinii si nu
se tine cont de ceea ce se intAmpla cu corpurile in zona de ciocnire. Intr-o a doua abordare, se
foloseste modelul dinamicii ciocnirilor. Acest model detaliaza traiectoria particulelor in zona
de ciocnire si tine cont de toate cauzele ce influenteaza migcarea corpurilor pe durata ciocnirii.

4.6.1 Impulsul fortei si variatia impulsului in decursul ciocnirii

Se admite drept moment de "start” (¢) al unei ciocniri, acela in care fortele nou-aparute
datorita interactiunii dintre corpuri produc efecte miasurabile, iar momentul de "stop”, (),
acela in care aceste forte devin neglijabile.

In Fig.4.3 este reprezentati o posibild variatie temporald a fortelor - perechi exercitate
asupra a doud bile elastice care se ciocnesc intre ele. Intr-un interval de timp infinitezimal, pe
durata ciocnirii, forta F' (t) va determina o variatie infinitezimald a impulsului fiecarui corp.
Conform principiului al Il-lea al dinamicii:

—
—

. d
F= d—fz = dp=F(t)-dt. (4.50)

Marimea dp reprezinta variatia elementard a impulsului, iar produsul F - dt se numeste
impulsul elementar al fortei. Integrand ecuatia (4.50) intre momentele ¢ gi ¢/, vom gasi:

t
§ 5= Fa)-d. (4.51)
sau, pentru primul corp:
Aﬁl =< Fi9 > -At, (4.52)

in care < Fjy > reprezinta valoarea medie a fortei pe durata At. Agadar, variatia impulsului
unui corp, determinata de procesul de ciocnire, este egala cu impulsul fortei ftt Fio (t) - dt.
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Figura 4.3: Variatia in timp a fortelor de actiune si reactiune pe durata ciocnirii a doua corpuri.

Impulsul fortei (denumit uneori si percufie) este numeric egal cu aria haguratd de sub curba

F =F(t).
Din Fig.4.3 se observa ci aria dreptunghiului < Fi5 > -At este egald cu aria de sub curba
Fip = Fia (t).
O relatia analoaga cu (4.52) se poate scrie gi pentru corpul 2:
t .
Aﬁz = Fy (t) ~dt =< Fy1 > -At. (4.53)
t
Daca presupunem ca cele doua corpuri care se ciocnesc constituie un sistem izolat si daci,
in plus, tinem cont de principiul actiunii si reactiunii (Fja = —F»; in orice moment), atunci
ariile de sub cele doud curbe Fys (t) si Fo (t) sunt egale, astfel incat:
Apy = —Aps, (4.54)
sau:
P{ — P = =Py + P (4.55)

Am regasit astfel legea conservarii impulsului sistemului de particule:
Impulsul sistemulut dupd ciocnire este egal cu impulsul acestuia inainte de ciocnire.
Observatie:

1. Legea conservérii impulsului raméne valabila chiar si atunci cand cele doud corpuri ce
se ciocnesc se afla in campul unui al 3-lea corp (de cele mai multe ori - Paméantul), in
masura in care durata At a ciocnirii este foarte mica, astfel incat impulsul fortelor de
greutate Gr - At si Go - At 4 fie neglijabil in comparatie cu impulsurile < Fio > At si
< Fy > At ale fortelor impulsive?.

4 . .. . o “ . <o
Pe durata ciocnirilor corpurile reale suferd procese de deformare in care apar forte importante ca marime

(aproape intotdeauna, mult mai mari decat fortele de interactiune din afara ciocnirii) si a ciror variagie in timp

este destul de complicat de determinat in practicd. Aceste forte de scurtd durata se numesc forte impulsive.
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2. Legea conservarii impulsului isi pastreaza valabilitatea in multe cazuri doar dupd o anu-

mita directie, dupa care forta de greutate este compensata in efect de forte de legitura
(reactiunea normald verticala la o suprafatd, tensiunea dintr-un fir, etc.). De exemplu,
ciocnirea elasticd sau plasticd, in punctul O, a doud pendule formate din doud corpuri
de mase m si mo, suspendate de doud fire sau tije, ca in Fig. 4.4. se face cu respectarea
legii conservarii impulsului dupd directia verticald Oy, dupa care él,gAt = —T)LgAt

y
A

m,

=Y

Gy
G,

Figura 4.4: Ciocnirea a doua pendule se face cu respectarea legii conservarii impulsului dupa
directia Oy; dupa care, pentru fiecare corp, greutatea este egalatd de tensiunea din firul de

suspensie.

3. Legea conservirii impulsului permite gasirea relatiilor de legatura intre impulsurile celor

dou& corpuri fara a fi necesara cunoasterea explicita a dependentei F (t) a celor doud
forte de percutie®. Acest lucru este esential in privinta consecintelor, avand in vedere
cd aga cum am mentionat si anterior, este foarte dificil de gésit expresia analitica a
dependentei de timp a celor doua forte.

Legea conservarii impulsului este singura lege generald care leagd intre ele mérimile
initiale $i finale ale componentelor sistemului, avand in vedere ca - in cazul ciocnirii
plastice - energia mecanicd nu se conservd, fortele implicate in acest proces fiind ne-
conservative.

Graficul - oglinda din Fig. 4.3 corespunde unei ciocniri uni-dimensionale intre obiecte
obisnuite, care ajung in contact. Existd, insa, situatii in care fortele de percutie sunt
de raza lungd (forte gravitationale sau electrice) in care afirmatiile precedente pot sa nu
fie riguros adevarate. Acest lucru se datoregte faptului ca interactiunile reciproce nu se
transmit instantaneu si, in méasura in care timpul necesar transmiterii actiunii la distanta
este comparabil cu durata ciocnirii, notiunile de actiune sau reactiune instantanee nu mai
pot fi folosite. O astfel de situatie apare in electromagnetism, in care sunt numeroase
exemple de interactiuni intdrziate. Aici, interactiunile dintre sarcinile electrice au loc

51n principiu, nu este necesar ca fortele deformatoare care se manifesta asupra celor dous corpuri sa fie core-
late la orice moment, atata vreme cat integralele mentionate sunt egale. Nu exista, insa, dovezi experimentale

ca ele ar fi diferite, de aceea noi presupunem ci ele sunt egale in orice moment.
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prin intermediul cAmpului electromagnetic, iar intarzierea este datorata vitezei finite a
propagarii campului. Transferul de impuls intre doud sarcini (care ar putea si apara
prin intermediul cdmpului, de exemplu, ca urmare a unei miscari bruste a uneia dintre
sarcini) se va face cu o intarziere egala cu raportul dintre distanta dintre cele doua
sarcini gi viteza luminii, ¢ (daca cele doud sarcini se afla in vid). Asadar, dacd examinam
fiecare particuld separat, una dintre acestea poate si-gi varieze impulsul cu o cantitate
Ap1, care sa nu fie egald si de semn contrar cu variatia impulsului celeilalte particule, la
acelagi moment. Aparent, conservarea impulsului nu este respectata in acest caz! Asa
cum vom vedea in cadrul disciplinii Fectrodinamicd, este doar o incalcare aparenta a legii
conservarii impulsului deoarece, la randul sau, caAmpul electromagnetic care mijloceste
transportul de impuls are asociat un impuls. Tabloul devine mai putin "obscur", daca
se are in vedere ca transferul energiei electromagnetice se face prin intermediul fotonilor.
In acest sens, se admite ci interactiunea staticd dintre doud sarcini electrice are loc prin
intermediul unui schimb continuu de "fotoni virtuali”.

4.6.2 Ciocniri uni-dimensionale

Ciocnirea plastica (total neelasticd) unidimensionala

Sa consideram procesul de ciocnire plastica dintre doud corpuri de mase mqsi ms care se
deplaseazd pe o aceeagi dreaptd si in acelasi sens, cu vitezele 07 si v (Fig.4.5). Pentru ca
ciocnirea sa se produca trebuie ca U7 > vs.

Figura 4.5: Secventele unui proces de ciocnire plasticad unidimensionald intre doud corpuri.

Dupa ciocnire cele doud corpuri se lipesc, deplasandu-se ca unul singur cu masa (mq +ms).
Viteza corpurilor dupa ciocnire se gaseste aplicand legea conservarii impulsului sistemului:

mi01 + matly = (m1 + mg)ﬁl (456)
. m1U1 + mats (4.57)
my+mg '
Aceastd viteza, dupa cum era de asteptat, este:
vy > v > v (4.58)
Variatiile de viteza ale fiecarui corp in parte, in urma ciocnirii, sunt:
meo (V] — U-
AY, = -0 = 2(17"’); (4.59)
mi + mg
m1 (U] — U
Aty = b gy =) (4.60)

mi + mso
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Energia de reactie (caldura) degajata in timpul procesului are expresia:

1 1 1
Q = E! —(Eq+Ex2)= 3 (m1 +ma)v'? — §m1?)f - §m2v§
_ = _ — 4.61
2my + mo (Ul ’Ug) 9 HUrels ( )

unde u este masa redusa a sistemului, iar v,..; este viteza relativa a corpurilor.

Exemplu

O arma trimite o rafald de n gloante de masa m cu viteza v, pe directie orizontala, asupra
unui bloc din lemn cu masa M aflat initial in repaus pe o suprafata orizontala. Presupunand
ca nu exista frecare, sd determinam viteza pe care o va avea blocul de lemn dupé ce "absoarbe"
toate gloantele.

Sistemul format din cele n gloante (care ajung practic in acelagi timp) si blocul din lemn
este un sistem izolat. Ca urmare, impulsul total al sistemului pe directia x se conservib.

La momentul initial, sistemul consta din n gloante ce se misca fiecare cu viteza v si blocul

din lemn aflat in repaus. Impulsul total pe directia x, la momentul initial, este:
Py =nmv+ M -0 =nmu. (4.62)

Dupa ce gloantele s-au oprit in blocul de lemn, masa acestuia creste la valoarea M + nm.
Sa notam cu V viteza pe care o obtine blocul, exact dupd oprirea gloantelor. Impulsul total
pe directia z, la momentul considerat, este:

P,(t) = (nm+ M)V. (4.63)

Avand in vedere conservarea impulsului, rezultd ca viteza pe care o capata blocul din lemn va

fi:

nm
nmt+ M
Indiferent de numarul gloantelor trase, viteza pe care o capata blocul din lemn este intotdeauna
mai mica decat viteza gloantelor.

(4.64)

Ciocnirea centrala elastica uni-dimensionala

Vom studia ciocnirea elasticd centrald dintre doua corpuri, folosind rezultatele gasite in
cazul ciocnirii plastice centrale. Astfel, dupa ce corpurile ajung in contact, se poate considera
cé ciocnirea elastica se desfagoard in doua etape:

1. etapa I, de deformare plastica a corpurilor, care se termind atunci cand acestea ajung sa
aiba aceeasi viteza;

2. etapa a Il-a, in urma careia corpurile revin la forma initiala, dupa care se separa din
nou.

Sdeoarece singurele forte care actioneazi (greutatea si normala) sunt pe directia verticald (y)
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Prima etapa este similara unei ciocniri plastice directe, avand in vedere ca, la sfarsitul ei,
corpurile ajung sa aiba aceeagi viteza. A doua etapi este similara unei ciocniri plastice inverse,
in sensul ca "filmul" ei este imaginea proiectata in sens invers a filmului etapei I. De aceea,
variatiile de viteza a celor doua corpuri in urma ciocnirii sunt:

AT = ¥ —2AF; (4.65)
AT, = ¥+ 2AW. (4.66)

unde ¥ este viteza comund a corpurilor la sfargitul etapei I.
S-a considerat |07| > |vh], astfel ca |U1| > |v] > |v|. Inlocuind expresia (4.57) se obtine:

myvU] + mats

7/ —
v = 2 — U1; 4.67
1 mi + me 15 ( )
myv + Mot
g = otitmaty o (4.68)
mi + ms
Exista urméatoarele cazuri particulare:
1. ¥, = 0; Vitezele dupéa ciocnirea elasticd vor fi:
— mip —ma
v, = —, 4.69
! my + ma ! ( )
le
— 1/ —
= —— 7, 4.70
E mi + me v ( )
iar energiile cinetice pentru fiecare corp:
2
mi — My
B = (7) o 471
cl my + mo cl ( )
4m1m2
/
“ (m1 + m2)2 ‘
2. mi1 = ma, 172 = 0;
Vitezele dupa ciocnirea elastica vor fi:
171/ - 0, (473)
Ty = (4.74)
iar energia cinetica a fiecarui corp:
L= (4.75)
0/2 = FEq. (476)

Intr-un astfel de caz particular, corpurile isi “schimba” intre ele viteza. Particula aflata
initial in migcare isi pierde toata energia cinetica. O aplicatie practica a unui astfel de
rezultat este folosirea apei grele ca moderator in reactorii nucleari cu fisiune, pentru
incetinirea neutronilor.
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3. mg >> my;
Acest caz corespunde ciocnirii de un perete. Se obtine:

=/

7 = -, (4.77)

ceea ce inseamnd ci particula este "reflectatd” de perete.
4. mo << my;
Acest caz corespunde unui perete in migcare, care ciocneste o particula. Se obtine:
—/ —
vy = 2w, (4.80)

ceea ce inseamna ca peretele isi continua migcarea fara a fi in nici un fel perturbat, in
timp ce particula capata o viteza de doua ori mai mare decat cea a particulei incidente.

Coeficienti de restituire

O marime de interes in cazul ciocnirilor frontale unidimensionale este coeficientul de resti-
tuire, k. Intr-o ciocnire perfect elastica, uni-dimensionala, legea conservarii impulsului si legea
conservarii energiei conduc la ecuatiile binecunoscute:

mivy +movy = mav{ + Mmavg ; (4.81)
2 2 12 /2
mlvl m2'U2 _ mlvl + m2'U2 ] (482)
2 2 2 2

Rearanjand termenii intre aceste doud ecuatii, gasim:

my (vl — vll) = m (’02 — 1)2/) : (4.83)

my (v% - v1’2) m (v% - v2'2) . (4.84)

Impartind termen cu termen ultimele doua ecuatii, vom obtine:

v vy _ v2 — v (4.85)
(v1 —vf ) (vi+v))  (va—vy)(v2+wy)
adica:
v1+v =vg + o (4.86)
Cu alte cuvinte:
V] — Uy = — (v{ - v2') . (4.87)

Asadar viteza relativi initiald (v,¢) = v1 — v si viteza relativa finald (v,e)’ = v{ —vg sunt
in relatia:

(Urel) = (Urel) 5 (488)
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adica viteza de apropiere a celor douad corpuri inainte de ciocnire este egald cu viteza de
indepartare a lor, dupa ciocnire.
Se numeste coeficient de restituire, raportul:
/ /
Vg — U
k=21 (4.89)
V2 — V2
Rezulta ca, intr-o ciocnire perfect elastica unidimensionala, £ = 1. Intr-o ciocnire perfect
inelastica (plastica), in conditiile in care intotdeauna vy —v{ =0 =k =0.
Ciocnirile uni-dimensionale reale se caracterizeaza prin coeficienti de restituire cupringi
intre O si 1.

4.6.3 Ciocniri oblice (bi-dimensionale)

In cele mai multe din cazuri, directiile impulsurilor initiale ale corpurilor care se ciocnesc
fac intre ele un unghi diferit de 0 sau 180°. Studiul ciocnirii presupune determinarea parame-
trilor corpurilor (viteze si directii de migcare) dupa ciocnire. Chiar cunoscand vitezele initiale
(v1, v2) si unghiul dintre acestea, numéarul de necunoscute este mai mare decat numéarul de
ecuatii pe care le putem scrie folosindu-ne de legea conservarii impulsului si a energiei mecanice
(aceasta din urma pentru cazul ciocnirilor elastice). O exceptie ar constitui-o, aga cum vom
vedea in continuare, ciocnirea oblica plastica.

Ciocnirea elastica oblica

In cazul unei ciocniri elastice bi-dimensionale avem 4 necunoscute (cele doud componente
ale vitezelor v/ i Uy ) si doar 3 ecuatii: una care exprima legea conservirii energiei si alte
doud - legea conservarii impulsului proiectati pe directiile axelor de coordonate. In acest caz,
este necesard cunoasterea fortei de interactiune (sau a potentialului de interactiune) dintre
corpuri. Exista o multitudine de potentiale de interactiune, in functie de natura proceselor ce
au loc pe durata ciocnirii si de exigentele modelului fizic ales. In practica, informatii despre
natura potentialului de interactiune se obtin din analiza distributiei unghiulare a particulei
tinta ricogata in urma ciocnirii gi a celei proiectil care sufera un proces de impragtiere. Pentru
rezolvarea problemei, din punctul de vedere al mecanicii, este necesard, in plus, cunoasterea
unghiului facut de cele doua viteze finale.

Sa examinam, in continuare, ciocnirea dintre o particuld-proiectil de masa m; si o alta -
tinta, aflatd in repaus. Desgi acest caz pare unul particular, nu este, deoarece se poate alege
intotdeauna un referential legat de particula tinta si reduce orice problemi la una de acest tip
“particular”. Un astfel de caz apare frecvent in fizica nucleara, fizica atomica sau fizica plasmei.
Interactiunea, pe durata ciocnirii, poate sa fie de naturad gravitationald (cum se intampla de
exemplu, in cazul ciocnirii dintre cometa gi Soare), electromagneticd sau nucleard (cum se
intampla, de exemplu in experientele de difuzie a particulelor o pe nuclee de Au, efectuate de
Rutherford).

Sa consideram particula 2 plasata in originea referentialului R si particula 1 care se apropie
de aceasta dupa o traiectorie initiala rectilinie. Distanta dintre Ox si dreapta traiectorie a
particulei 1, notata cu b se numeste parametru de ciocnire. In cazul in care b = 0, regasim
cazul particular al ciocnirii unidimensionale (frontale).
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Din momentul in care cele doud corpuri ajung la o distanta rg, fortele-perechi, pe care le
vom presupune, de exemplu, de respingere, vor determina curbarea traiectoriei particulei 1.
Aceasta va lua forma unui arc de hiperbola (aga cum am aratat in Cap. 5) daca potentialul
de interactiune este unul de forma V = —i—%. Particula 2 va pleca intr-o miscare accelerata
(Fig.4.6).

y 2
zona de R m,
interactiune TN
//’ \\
’ "o \\ ez
) O \
! ' >
T T >
\ m, 1 X
m, Ib \ o
. /
T T v
e|
s
m, Ny

Figura 4.6: Un exemplu de ciocnire oblica bi-dimensionala.

Ciocnirile fiind elastice, se respecta legea conservarii energiei:

1 1 1
gL = §m101'2 + §m202'2 (4.90)
si a impulsului:
mivy = myv; cos By + maovy cosly ( dupa Oz); (4.91)
0 = —myvy sinfy +mavg sinfy (dupd Oy). (4.92)

Asadar, avem 4 necunoscute (v{ , vy , 61 si 02) si doar 3 ecuatii. De aceea, ceea ce vom putea
scrie in final va fi o relatie intre v{ ¢i v5 ca functii de o altd marime méasurabild experimental,
de exemplu 6.

Vom rescrie ecuatiile (4.91) si (4.92), trecaAnd in membrul intdi marimile ce se refera la
particula 1 gi in membrul al doilea - cele referitoare la particula 2:

mivy —mqv{ cosf; = maovy cosby; (4.93)

myv{ sinfy = mavy sinby. (4.94)

Impartind prin m; ambele ecuatii si ridicandu-le apoi la pitrat vom obtine:

2
v? 4+ v ?cos?0; — 2u1v] cosf = (Z—i) vy 2 cos? 6 (4.95)
v/ ?sin?0 = <@> vy 2 sin? 0y, (4.96)
mi
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Adunand membru cu membru aceste ultime doud ecuatii gisim:

2
v? 4+ v{ % — 2u1v] cosh = (@> vy 2. (4.97)
m1
Din ecuatia (4.90) avem:
12 M1 oo ’2
= — — . 4.98
Vg o (Ul Uy ) ( )

Inlocuind relatia (4.98) in (4.97) gasim:

2 2
v m mi—m
21 (cos == \/0082 01 — 1722> . (4.99)
v mp+ma my
Cazuri particulare
(a) 01 = 0. Acesta este cazul deja analizat, al ciocnirii uni-dimensionale. Intr-adevar,

in conditiile in care consideram semnul (+) si, respectiv semnul (-) in paranteza din
membrul drept al ecuatiei (4.99), vom gasi cé:

v =v1, vy =0 (4.100)
si, respectiv:
o = L2, (4.101)

mi + mg

Relatiile (4.100) arata ci in acest caz nu existd ciocnire. In cazul al 2-lea, valoarea lui
vy va fi:
2m
v = ——1 4 (4.102)
mi1+ mo
mi > mg. Pentru ca marimea de sub radical in ecuatia (4.99) sa fie pozitiva (ceea ce
corespunde unei valori reale a lui v{ , cazul contrar fiind lipsit de sens) este nevoie ca:

2 2
mi—m
cos? 0; > % (4.103)
my
Va exista un unghi maxim de impragtiere, 6,,, in conditiile in care:
2 2 2
mi—m m m

cos? Oy = ——5—2=1— (—2> , 0 < by < = (4.104)

Asadar unghiul 601,, este cuprins intre 0 si §; unghiul 6; nu poate fi mai mare decét 3.

Obervam ca, dacad m; >> meo, unghiul de impragtiere 01 tinde la zero. In conditiile
/

N . w o . .U .

in care 01 < 01, existd doud valori ale raportului o prima valoare corespunde asa-

numitei ciocniri razante, cea de-a 2-a, mai mica, ciocnirii frontale.

m1 < me. In acest caz nu mai exista restrictii asupra valorii lui 0, acesta putand lua
orice valoare intre 0 si 7 radiani.

In cazul in care 01 > 7, procesul se numeste retro-imprastiere.
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(d) m; = my. Inmultind relatia (4.91) cu cos 6 si relatia (4.92) cu sin 6 si apoi adunandu-le
gasim:
vy cos B = v + vy cos (0 +6). (4.105)
Deoarece m; = ma, relatia (4.99) devine:

/

U cos 0. (4.106)
U1
Inlocuind (4.106) in (4.105) gasim:
v1 cosf = vy cosfy + vy cos (01 + 6), (4.107)
adica:
cos (01 + 62) =0, (4.108)
sau: -
01402 = 3. (4.109)

Asadar, in acest caz, dupa iegirea din sfera de interactiune, cele doud particule se inde-
parteaza una de cealalta, dupa doud directii care fac intre ele un unghi de 90°.

Ciocnirea neelastica oblica. Calculul energiei de reactie

Sa consideram procesul de ciocnire plasticad dintre un corp cu masa mq si viteza initiala
U1 $i un corp cu masa me, aflat initial in repaus. Dupa ciocnire, vitezele celor doua corpuri
sunt 0 > ¥y , directia de deplasare fiind oarecare. S& notdm cu @ unghiul pe care il face
directia de migcare a primului corp dupa ciocnire cu cea de dinainte de ciocnire (Fig.4.7). S&

Figura 4.7: Ciocnire neelastica necentrala

consideram situatia generald, in care masele corpurilor se modifica in timpul ciocnirii (m{ , mg
sunt masele corpurilor dupa ciocnire).
Legea conservarii impulsului conduce la egalitatea:

Pi+p2=pf +P. (4.110)
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Avand in vedere ca py = 0, relatia dintre modulele impulsurilor corpurilor, inainte gi dupa
ciocnire este:
py 2 =p/?+p? —2p{ picosh. (4.111)

Energia de reactie capata expresia:

/2 /2 2

Py P2 P1
= — 4.112
@ 2my +2m2’ 2my’ ( )

care, folosind (4.111), se transforma in:

12 192 ) / 2
Py Dy i 2pi ;1 P1
_ _ _ 4113
@ 2m{ + 2mg + 2mg 2mg 2mq ( )
12 !/ 2 ) /
CEE) () e
2m mq 2my \my 2my
/ 2\/m
= E/ <1+—m1,>+Ec1 (m—}_:l)_ < Cll = cos).
2 my Mo

Aceasta relatie este folosita in special in fizica atomica si nucleard fiind cunoscuta sub
numele de ” formula Q).

4.7 Analiza proceselor de ciocnire in sistemul centrului de masa

Asa cum am vazut in capitolele anterioare, raportarea migcarii oricdrui corp se poate face,
fie la un referential extern, denumit sistemul laboratorului (notat SL sau R), fie la acela
al centrului de masd (notat SCM sau R*). Fiecare din aceste variante prezinta o serie de
avantaje si inconveniente. SL ne oferd o cale intuitiva si frecvent utilizatd in viata cotidiana
de a observa migcarea unor corpuri. De multe ori, insa, calculele matematice necesare pentru
a gasi, in final, rezultatul cautat, sunt foarte laborioase, iar relatiile matematice - foarte lungi
si complicate. Tabloul se simplificd in mod considerabil in SCM, insa un astfel de sistem de
referintd pare mai “nesigur”, cel putin pentru cel care nu este familiarizat cu acesta, intr-o
prima etapa de utilizare.

Pentru simplificarea calculelor, este convenabil sd plecam de la SL, si exprimam apoi
marimile de interes in SCM si sd revenim, in final la SL, "ocolind” astfel inconvenientele
utilizarii sistemului laboratorului.

Sa ilustram studiul ciocnirilor in sistemul centrului de masa. Observatiile sunt facute din
originea O/ a lui R* care se misca, deci, in raport cu un eventual SL, cu viteza centrului de
masa.

Vom pleca de la un exemplu de migcare uni-dimensionald. O particuld de masa mq se migca
cu viteza v; apropiindu-se de o altd particuld de masd mo, aflatd in repaus, in zo (Fig.4.8).
Centrul de masa se afla la o distantd xcps de originea O, astfel incat:

(mq 4+ me) xopr = mixy + maozo. (4.115)
Derivand relatia (4.115) obtinem:

(mq 4+ mao) voy = myvy + mavs. (4.116)
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m R
! v, m, X

s You >
>

0=CM v,=0 "

Figura 4.8: Un sistem de particule si centrul lor de masa.

Tinand cont ca, in cazul nostru, vo = 0, vom obtine:
VoM = —————— = —q, (4.117)

in care am notat cu g masa redusa a sistemului.
Un observator plasat in O’ va constata ci particula 1 are o viteza:

m2 I
v = —vopy = ————v] = —y, 4.118
1 Lo voM = L= T ( )
iar particula 2 — viteza v3:
vy =wv9s —voy =0 —von = —ivl. (4.119)
ma

Particulele 1 si 2 se apropie de O’ , aga cum rezulta si din Fig.4.9.

y
A
\

Figura 4.9: Cele doud particule se apropie de O’, unde se va produce ciocnirea.

Impulsul celor doud particule, calculate in SCM vor fi:

mimsa

P W= U= ( )
* * mimsa

= Moty = ————V] = —UVq. 4.121
D3 2V e pv ( )

Impulsul total initial al sistemului de particule in raport cu R*:
p"=pi+ps=0. (4.122)

In conformitate cu legea conservarii impulsului, si impulsul final, imediat dupi ciocnire,
va trebui sa fie nul. Considerand o ciocnire elasticd unidimensionald, inainte de ciocnire,
particulele 1 si 2 se apropie de O cu vitezele v} si, respectiv, v3; in urma ciocnirii ele se
vor deplasa, de asemenea dupi aceeasi directie (care poate face orice unghi € cu cea initiald),
indepartandu-se de O’ cu vitezele, v{ * si vq *.

Sa incercam sa trecem de la SCM la SL si sa aflam, in plus, unghiurile facute de vitezele

aduna la acestea, folosind regula triunghiului, viteza vcys (Fig.4.10).
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Figura 4.10: Relatiile dintre vitezele particulelor 1 si 2 in SCM si in SL.

Vitezele finale vor fi:

U1 = 171/ * + 170M7

7)2 = '172/ * + ﬁCM
proiectand pe cele doud axe relatia (4.123) vom putea scrie:

v{ cosfy = v *cosOcnr +vou;

v{ sinf; = wv/*sinfc.

Impértind cele doud relatii precedente, vom obtine:

v{ *sinf¢c _ sinfc
v{*cosbc +voy  cosOc+

tg@l =

(4.123)
(4.124)

(4.125)
(4.126)

(4.127)

in care am notat cu v raportul dintre viteza centrului de masa in raport cu sistemul laborato-

rului si viteza finald a corpului 1, in raport cu SCM.
Tinand cont de ecuatia (4.117), avem:

no mo — W,

Uq = V1 —VoM =V — U1 = V13
ma ma
- ro,
'Ul — — V1.
mi

Folosind relatiile (4.129) si (4.117), raportul ~ ia forma:

_vem B i
v * mo [ V1

i, ca urmare:
sin ¢

Sa examindm acum cateva cazuri particulare:

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)
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(a) Cazul ciocnirii proton-proton, sau proton-neutron (m; = mg). In conformitate cu relatia

(4.131):
sin 0¢ 2sin % cos % Oc
tgl) = = 2 = tg— 4.132
gu1 1+COSQC QCOSQGTC g2a ( )
adica p
0, = 70 (4.133)

Deoarece in SCM, ¢ poate avea orice valoare cuprinsa intre 0 si 7w, 61 poate fi maximum
s

R

(b) Cazul ciocnirii unei particule-proiectil cu o tinta de masa mult mai mare (mg >> my).
In acest caz, ecuatia (4.131) va conduce la relatia:

=tgbo = 01 ~ O¢, (4.134)

adicd unghiul de impragtiere are aceeagi valoare, atat in SCM, cat si in SL.

(c) Cazul ciocnirii cu o tinta de masd mai mica decat masa particulei — proiectil (m; > mg).
Din relatia (4.131) rezulta cd unghiul de impragtiere, 01, raméne mic, indiferent de
valoarea lui 0¢.

4.7.1 Un exemplu de ciocnire elastica intermediata de camp: imprastierea
Rutherford

Asa cum am constatat in capitolul dedicat migcarii punctului material intr-un cAmp central
de forte, daci forta de interactiune este una de tip repulsiv, excentricitatea traiectoriei este
intotdeauna pozitivd, iar traiectoria, in SL, este o hiperbolda. Sa examinam, in continuare,
migcarea unei particule de masa m; in cAmpul repulsiv al unei particule tinta de masa mo >>
myq, aflatd in repaus. O astfel de experientd (ramasa celebra in fizica) a fost efectuata in 1909
- 1910 de catre Rutherford si studentii sai Geiger si Mardsen, folosind ca particule proiectil,
particule a, iar ca particule tintd - initial nuclee de Fe, apoi nuclee de Au’. Experimentele
lui Rutherford au demonstrat cd masa nucleului este concentrata intr-o regiune spatiala cu
dimensiuni mai mici de 10~m (in timp ce dimensiunile atomului sunt de cel putin 10000 ori
mai mari). Aga cum vom vedea ulterior, experientele lui Rutherford au demonstrat ca sarcina
pozitiva a nucleului este concentrata intr-un corp cu masa considerabild (practic intreaga masa
a atomului), purtdtor al unei sarcini pozitive importante.

In experientele lui Rutherford, intr-o incinta vidata s-a introdus o sursi radioactivi plasata
intr-o incinta absorbantd, care ldsa si iasd particule a printr-un canal ingust (vezi Fig.4.11)
sub forma unui fascicul incident pe o foitd din Au. Particulele difuzate erau detectate folosind
un detector cu scintilatie, care era reprezentat de o placuta dintr-un material ce emite un mic
impuls luminos atunci cand este lovit de o particula rapida incarcata electric.

"Aurul a fost utilizat datoritd maleabilitatii si ductilitatii sale exceptionale; el poate fi tras in foite cu o
grosime foarte mica, comparabild cu cateva diametre atomice.
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Figura 4.11: a) Schita dispozitivului experimental al lui Rutherford; b) Dependenta numéarului de
particule difuzate de unghiul de difuzie 6.

Asga cum rezulta sgi din graficul din Fig.4.11b, cea mai mare parte dintre particulele «
proiectil trec prin foitd practic nedeviate, dar o mica fractiune din ele sunt imprastiate la
unghiuri de 90° sau chiar mai mari. Faptul ca cea mai mare fractiune din fluxul de particule
« proiectil trec nedeviate prin foita de Au si c cele difuzate sunt imprastiate la unghiuri mari
aratd ca particulele « au fost imprigtiate, de fapt, pe centre de difuzie de mici dimensiuni, in
care este concentratd sarcina pozitivd a atomului. De fapt, aceste experimente au condus la
propunerea de catre Rutherford, in 1911, a modelului planetar al atomului.

Sa analizam din punct de vedere teoretic, acest proces de ciocnire prin intermediul cam-
pului. Consideram ca nucleul difuzant se afla in repaus, in originea unui sistem de axe xQy
(Fig.4.12) si ca o particuld-proiectil, «, se apropie de acesta cu o viteza ¥ i un impuls initial
po = muy. Daca intre tintd si proiectil nu ar exista interactiune, traiectoria particulei a ar
ramane o dreapta, la distanta b fata de centrul difuzant (ms). Marimea b este, dupa cum deja
cunoastem, parametrul de ciocnire. Pe durata ciocnirii, fortele-perechi de interactiune sunt de
naturad coulombiana, fiind de forma:

1 Q1Q2

= 4.135
ey 12 ( )

unde @)1 = 2e este sarcina electrica a particulei «v iar Q2 = Ze este sarcina nucleului de Au (e
fiind sarcina elementari: e = 1,609 x 10~1°C).

Venind de la o distantd mare, acolo unde nu exista practic efecte méasurabile ale fortelor
coulombiene, particula « se deplaseaza rectiliniu si uniform, cu viteza vy. Pe masura apropierii
de un nucleu de Au, particula « isi reduce viteza, traiectoria sa devenind un arc de hiperbola.
In punctul de apropiere maximi de mo, particula are viteza minima (vezi Fig.4.12), urméand
apoi sa fie acceleratd de aceeasi fortd coulombiand, intr-o manierd simetricd cu ceea ce se
intamplase anterior.

Deoarece unghiul méturat de 7" in unitatea de timp depinde doar de modulul lui 7, traiec-
toria lui my in SL va fi simetrica in raport cu Ox.

In concluzie, rezultatul net al procesului de ciocnire, mijlocit de fortele coulombiene, consta
doar in modificarea directiei de miscare a particulei «, viteza acesteia raméanénd constanta ca
valoare, dupa ciocnire®. Evident, forta ce actioneazi asupra particulei « fiind de tip central,

8 Aceasti afirmatie este corectd in masura in care ms >> mi, nucleul de Au raméanand in permanenta in O
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\/
=

(b)

Figura 4.12: a) Imprastierea unei particule o pe un nucleu difuzant de Au in repaus in SL; b)
orientarea vectorilor py, p'si Ap.



96 Capitolul 4. Dinamica sistemelor discrete de particule

momentul cinetic al lui m; in raport cu O se conserva:

do
J = mugb = mrza = const. (4.136)
Asa cum rezultd din Fig.4.12b, variatia Ap a impulsului particulei v in urma ciocnirii va
fi:
A (m?) = 7 fi, (4.137)
méarimea lui Ap fiind:
Ap = 2mup sin g. (4.138)

Conform teoremei variatiei impulsului, aceastd variatie a impulsului particulei « trebuie
atribuitd impulsului fortei coulombiene. Vom descompune aceastd forta in doud componente,
una paraleld cu Oz, alta cu Oy, astfel incat:

Ap = /ﬁdt = /ﬁxdt+/ﬁydt. (4.139)

Deoarece hiperbola traiectorie este simetrica in raport cu Ox, impulsul fortei Fy, in prima
parte a ciocnirii (pand cand mq ajunge in punctul A), este egal si de semn opus cu impulsul
fortei in cea de-a doua parte a ciocnirii, astfel incét

/ Fydt = 0. (4.140)
Ca urmare
Ap = /det = /Fcos@ - dt, (4.141)
adica: ) 9
P cos
Ap = 2mug sin 5= leQg/ 2 dt. (4.142)
Inlocuind pe 2 din relatia (4.136) vom avea:
Q1Q2 [
Ap = ——— 0do = 4.143
P 47T€0?)0b 01 o8 ( )
Q1Q2 . .
= — — 4.144
pE— (sinfy —sinby), ( )

in care 01 = (m — ) /21 03 = ™ — /2 reprezinta valorile lui 0 inainte, respectiv dupa ciocnire.
Cum:

: (T <P> ®
4.14
sin 0y sin ( 55 cos 3, (4.145)
: (T <P> ®
4.14
sin 0, sin ( 55 cos 7, (4.146)
rezulta ca:
1942 o5 2. (4.147)

(adicd nu existd un recul al acestuia).
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Asadar:
2muyg sin L %ﬁzb cos g (4.148)
i, ca urmare:
g8 - e (4.149)

2 2meguobm’

Ecuatia (4.149) exprima dependenta unghiului de imprastiere ¢ de energia cinetica initiala
vg, b fiind considerat parametru. Daca fluxul de particule a este monoenergetic, putem gasi,
de asemenea, dependenta numéarului de particule difuzate in functie de unghiul «. Aceasta
presupune aflarea numérului de particule care au parametrul de ciocnire cuprins intre b si
b+ db, difuzate intre unghiurile ¢ si ¢ + dp. Rezultatele experimentale ale lui Rutherford l-au
condus pe acesta sa evalueze dimensiunile nucleului ca fiind atat de mici - la scara atomului -
incat acesta sa fie considerat punctiform.

4.8 Probleme

1. S& se gaseascd, la momentele de timp t = 0s gi ¢ = 10s, pentru sistemul de puncte
materiale avand urmatoarele caracteristici:

my = lkg, 71 = 2t2& + 3t§ + 42;
my = 3kg, 7 = (14 t2)& + (2 + 5t)3);
ms = bkg, 73 = (1 + 2t3)% 4 4t22.

(a) pozitia centrului de masa; (b) viteza centrului de masa; (c) impulsul sistemului; (d)
energia cinetica.

2. O particuld cu masa mi=1g si viteza v; = 3% — 2y ciocnegte plastic o particuld cu masa
mgo = 1g si viteza Uy = 4y — 62. Calculati vectorul viteza a particulei nou formate si
marimea acestuia, considerand ca migcarea are loc intr-un sistem de referinta inertial.

Raspuns: U= 1% + 2y — 42; v = 4,6m/s.

3. O particula de masa m; ciocneste elastic, cu viteza initiald vg, o particuld de masa mo
aflata in repaus. Pentru ce unghi de imprastiere impulsul particulei de masa mq se
injumatateste?

4. Un obuz care se deplaseaza cu viteza v = 500 m/s se dezintegreaza in trei fragmente
identice, astfel ca energia cinetica a sistemului cregte de n = 1.5 ori. Care este viteza
maxima Uy, & unui fragment?

Raspuns: vmaz = v(1+4/2(n —1)) = lkm/s.






Capitolul

Modelul de mediu continuu

In capitolul anterior am trecut in revistd proprietitile fizice ale sistemelor de particule
cu un numar finit de componente. Desi un astfel de model reprezintid un pas inainte in
intelegerea miscarii unor corpuri cu proprietati mai apropiate de ale celor din lumea reala, in
marea majoritate doar modelul de mediu continuu poate da un raspuns satisfacator privind
proprietatile unor astfel de corpuri.

Dupa cum este cunoscut, materia se prezinta sub doua forme, substanta si cdmpul. Dintre
acestea, doar caAmpul reprezinta forma strict continua, substanta avand intotdeauna o anumita
structurd. Substanta reprezinta o formd discretd de existentd a materiei.

In ciuda structurii discrete, intr-o multitudine de situatii, substanta poate fi aproximata
foarte bine ca un mediu continuu. Este cazul mediilor condensate (lichide si solide), dar si, in
anumite circumstante, al gazelor. Pentru a intelege criteriile care ne permit sa atribuim unei
substante calificativul de mediu continuu, sa examindm cateva exemple:

Numarul de molecule dintr-un cm? de aer, in conditii normale de presiune si temperatura,
este de aproximativ 3 x 101, Admitand ca diametrul unei molecule de Ny sau Oy din aer este
de 3 Angstr"om, rezultid ci, cu moleculele dintr-un e¢m? de aer, am putea construi un "lant"
cu lungimea de 3 x 10" x 3 x 1071% m= 9 x 10°m= 9 milioane de km!!! Chiar si cu moleculele
dintr-un mm?® am putea construi un "lant" continuu pe distanta Bucuresti-Pekin!

In cazul corpurilor solide sau lichide, intr-un mm?® de substantd sunt aproximativ 102
atomi. De aceea, intr-un volum pe care noi il privim ca fiind infinitezimal din considerente
practice exista, de fapt, un numar enorm de particule. Toate aceste particule sunt indiscerna-
bile intre ele: au aceleagi coordonate spatiale, se situeaza la aceeasi distanta fatd de o axi in
timpul rotatiei etc.

In masura in care un corp poate fi considerat o distributie practic continud de substanta si
putem admite continuitatea in sens matematic a marimilor fizice ce caracterizeaza proprietatile
fizice, sumele care apdreau in Cap. 7 vor fi inlocuite aici prin integrale.

Asa cum am vazut in Sectiunea 5.2 a Partii I a acestui manual, centrul de masa al unui
sistem de puncte materiale este un punct reprezentativ al unui sistem discret (in cazul nostru
— continuu) de puncte materiale.

In cazul unui corp cu distributie continui sumele care apar in relatia (5.7) din sectiunea

99
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sus-amintitéa:

N - N
— > im1 MT; 1 .
Fou = S = =Y miT

d.m;

se vor inlocui prin integrale, cu alte cuvinte, pozitia centrului de masa va fi descrisa de vectorul:

Fom = 7%7?7: - %/// FpdV (5.1)

Ecuatia (5.1) este echivalenta cu 3 ecuatii scalare:

xCM:%///xpdV
YoM = %/// ypdV (5.2)
ZCM:%///zpdV

in care p este densitatea volumica de masd a sistemului. In unele cazuri, masa poate fi
distribuita intr-un strat subtire pe o suprafati. In acest caz folosim densitatea superficiala de
masa, definita ca:

dm
o= 7S = dm = odS, (5.3)

In acest caz relatia (5.1) se inlocuieste cu:

Foar = %Tj; — / / / Fods (5.4)

In mod similar, in situatiile in care masa este distribuita pe o singura dimensiune, sub forma
unui fir subtire i lung, relatia de definitie a lui ¥ops va contine densitatea liniard de masa, \:

dm
si:
)\dl
Fonr = / adl (5.5)

Derivand in raport cu timpul relatiile (5.1), (5.4) sau (5.5) se obtine expresia vitezei centrului
de masa. De exemplu, in cazul ecuatiei (5.1):

Tont = %/// dm (5.6)
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Cum integrala din membrul drept al ecuatiei precedente reprezintd impulsul total al sistemului,
deducem si in acest caz ca:

mﬁCM = ﬁsist. (57)

Aceasta inseamni cd impulsul sistemului poate fi inlocuit cu impulsul centrului de masa.
Derivand apoi relatia (5.7) in raport cu timpul, vom obtine:

. R R Sext
micym = maoym = Peist = F°°°. (5.8)

Acesta inseamna ci si in cazul sistemelor continui, migcarea de translatie a acestora poate fi
descrisa de migcarea centrului de masa, asupra caruia se considera ca actioneaza rezultanta
Feat g fortelor exterioare (rezultanta fortelor interioare sistemului este — si aici — nula).

In continuare, vom trece in revisti aceleasi mérimi fizice care au fost prezentate in capitolul
dedicat sistemelor discrete de puncte materiale. Vom incerca sa gasim expresiile marimilor
fizice specifice sistemelor cu distributie continud de masa.

5.1 Masa unui sistem continuu

Masa unui sistem cu distributie continua este egald cu suma maselor elementare, dm, din
care este constituit corpul:

m:Adm:K/p(x,y,z)dV (5.9)

Marimea fizicad p = dm/dV reprezintd densitatea volumica de masd. In general, densitatea
p poate fi aceeagi in orice punct al mediului continuu (caz in care se spune ca corpul este
omogen), sau poate avea valori diferite in zone diferite ale corpului, caz in care corpul este
denumit neomogen din punctul de vedere al masei. In cazul unui corp omogen:

m = pAdV =pV, (5.10)

V fiind volumul total al corpului.

5.2 Impulsul unui sistem continuu

Impulsul este o marime fizicd vectoriald, ca urmare, impulsul sistemului se va calcula ca
suma vectoriald a impulsurilor maselor elementare:

ﬁ:/ dm-U:/{;’pdV. (5.11)
.,

Este momentul acum s raspundem la intrebarea: ce dimensiuni si ce formd trebuie sa
aiba un astfel de volum elementar dV'?

Raspunsul este: dV trebuie sa fie atat de mic, incat toate particulele din interiorul volumulus
elementar dV sd aiba aceleasi coordonate si aceeasi viteza instantanee, ¥. In migcarea de
translatie a unui corp real, toate particulele constituente au a priori aceeasi vitezi. In miscarea
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de rotatie, insa - asa cum vom vedea ulterior - particulele de la periferia corpului au o viteza
mai mare, iar cele mai apropiate de axa de rotatie - una mai mica (particulele de pe axa de
rotatie se afla chiar in repaus!).

In ceea ce priveste forma unui astfel de volum elementar, trebuie avut in vedere ci un
volum dV constituie o “caramida” din "constructia” corpului, ca urmare simetria gi forma lui
dV trebuie si fie in concordanta cu simetria si forma corpului macroscopic.

Daca, de exemplu, dorim sd exprimam impulsul unui corp cu simetrie sferica pentru ex-
primarea lui dV ne vom folosi de coordonatele sferice:

dV = r%sin Odrdfdy (5.12)
Daca corpul de studiat are o simetrie cilindrica, vom exprima pe dV in coordonate cilindrice
AV = pdpdpdz (5.13)

si, In sfarsit, pentru un corp cu simetrie rectangulara, vom folosi coordonate carteziene:

dV = dxdydz (5.14)

5.3 Campul gravitational si potentialul gravitational creat de o
distributie continua de masa

Ca gi impulsul, campul gravitational (sau electric) creat de un sistem de puncte materiale
(sau de sarcini electrice) se obtine prin insumare vectoriala a campurilor elementare create de
fiecare sarcina elementard gravitationala (sau electricd) continutd in volumul elementar dV.
Intrucat sumarea vectoriald este o operatie mult mai dificila decét cea scalara, nu existd o
"retetd”’ generald de calcul, de aceea vom ilustra aceste operatii recurgand la cateva exemple.

5.3.1 Campul si potentialul gravitational pe axa unui inel

Sa consideram un inel omogen construit din sarma subtire, avind masa m si raza R
(Fig. 5.1).

Figura 5.1: Un model pentru calculul campului gravitational I' creat intr-un punct A pe axa unui
inel.

Densitatea liniara de masa a inelului, A, este o marime constanta:

_dm

P
ds’

(5.15)
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unde ds = Rdyp este un element de lungime (de arc) a inelului.
Un astfel de element din vecinatatea punctului P (Fig. 5.1), de masa dm = Adl se com-
portd practic, ca si un punct material: campul gravitational creat de el in punctul A va avea

intensitatea:
dm

Vectorul dI' are originea in A si este indreptat spre P. Pentru calculul lui T total va trebui sd
adunam wvectorial caAmpurile elementare create in A de toate masele elementare de pe circum-
ferinta inelului. De fapt, vectorii dr’ creati de aceste mase elementare de pe inel se "ageazd” pe
generatoarele unui con cu varful in A. Intrucat avem o infinitate de vectori (infinitezimali) dT,
pentru a calcula campul gravitational rezultant, trebuie sd recurgem la metoda analitica. Vom
descompune pe dI' intr-o componenta paraleld cu axa inelului, dI'ye;+ si una perpendiculara
pe axi, dI' | :

d
dl' = dl'cosa = 'yl—gn COs & (5.17)
s
dl') = dl'sina = ’ydl_zn sin a. (5.18)

Avand in vedere ca inelul circular este compus din perechi diametral opuse de elemente de
masa, dm si dm’, suma perechilor dI"; de componente ale cAmpului va fi 0. Ca urmare:

'y = /dI‘H = %/dmcosa (5.19)

Cum dm = Ads = ARdyp, cosa = x/l, | = Va2 + R?, iar A = m/2rw R, rezulta ca:

27
Ty = an/ dp (5.20)
(2 + R?%)2 JO
adica:
y=~n—r (5.21)
(22 4+ R?)2

Se constata ca:

e pentru x = 0, I' = 0, deci intensitatea campului gravitational in centrul inelului este
ZEr0;

e pentru x — oo, I' — 0;

e va exista, prin urmare, un maxim al intensitatii cAmpului gravitational intr-un punct x
in care:

dr’
_A:0:>x0:£
dx

V2

Graficul functiei I' (x) este prezent in Fig. 5.2.
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v, )

v

V(0)

Figura 5.2: Dependenta de distanta a intensitatii cAmpului, I'(x) gi a potentialului gravitatio-
nal, V;(z) create de un inel circular de masd m si raza R, in puncte de pe axul acestuia.

Potentialul gravitational creat in A de acelagi element de masa dm al inelului este:

dm Ads mRdp
Vo= =7 =5
sau: R
dv, e

R

Potentialul gravitational total in punctul A va fi:

mR

V, (A) = — miR/%d o
g 727r\/R2—|—x2 0 7 7\/R2—|—x2

iar in centrul inelului:

m

Vg(o) = —’Yﬁ

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

Constatdm, asadar, cd potentialul gravitational are valoarea maxima in centrul inelului si

descreste monoton de-a lungul axei acestuia.

5.3.2 Calculul campului si al potentialului gravitational create de o distri-

butie sferica de masa

(a) Cazul sferei goale

Sa consideram acum o masa m distribuita pe o suprafata sferica (sferd goald) de razi R.
Sa calculam intensitatea cAmpului gravitational creat de aceastd masa intr-un punct exterior,
A al acesteia, situatd distanta r de centrul sferei (Fig. 5.3). Pentru aceasta, vom impéarti
suprafata sfericd in “inele” cu centrul pe dreapta OA, de latime Rdf si de razd Rsin@. Cum

suprafata unui astfel de "inel” este:

dS = 2rRsin Rd0 = 27 R? sin 0d0,

(5.26)
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______Q_II________

Figura 5.3: Un model pentru calculul cAmpului creat de o distributie sferici de masa m, in exteriorul

acesteia.

iar densitatea superficiala de masa pe suprafata sferei:

B M
7T IR

masa elementard a unui "inel” va fi:

dm; = odS =

AT R2

Masa unui element de inel va fi o fractiune dp/27 din dm;:
dp M M
dm = 2. 2 6in0df = = sin 0dfdyp
2t 2 4

Valoarea campului creat de un element de inel in punctul A va fi:

dm M sin 0dOdy
A= =7~

M
.27 R% sin 0d6 = ) sin 0d6.

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

Procedand la fel ca si in cazul inelului din sectiunea precedentd, vom proiecta pe dT 4 dupa

directia OA si, respectiv, perpendicular pe OA :

M
dl'y = dl'acosa = ——sinfcosadfdy,
472
dl'y, = dl'ysina = ——= sinfsin adfdyp.
472
Cum:
[dras=o.
rezulta ca:

YM [ sin 6 cos adfdp
47 12

IV /dFAH =

(5.31)
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Aplicand de doui ori teorema cosinusului in triunghiul OPA, putem scrie:

212 _ R2
cosa = AR (5.32)
2rl
r?+ 12 — R?
b = ——. 5.33
o8 2rl (5:33)
Derivand relatia (5.33)obtinem:
de 21 ldl
—sinf— = ———_ i = — .34
sm@dl 2rR:>8m0d0 B (5.34)
deoarece r gi R sunt constante, indiferent de pozitia elementului de masa pe sfera.
Tinand cont de relatiile (5.32) si (5.34), relatia (5.31) devine:
yM R Idl r? 412 — R?
Fy=-— ———d .
4 A7 l,R rR 2rl3 ¥ (5-35)
Deci: TR 2R ) )
yM o rrE et f — R T
y= ——dl d 5.36
A7 Sm2R r—R [2 0 & ( )
deoarece insumarea dupa ¢ este independenta de cea dupd [. Asadar:
yM [rtR (2 — R? ~yM
'a= ———dl+1)dl = 4R 5.37
AT 1R Jron < zo 4r?R (5:37)

Prin urmare, intensitatea campului creat de masa M plasata pe suprafata sferica, in punc-
tul A, plasat in exteriorul sferei goale, este:

M
Ta=773 (5.38)

Acesta reprezinta un rezultat cu totul remarcabil, intrucat acelasi rezultat s-ar obtine dacd
intreaga masd a sferei ar fi concentrata in centrul O al acesteia. Cu alte cuvinte, pentru
toate punctele din interiorul unei astfel de mase distribuite pe o suprafata sferica (indiferent
de raza acesteial), campul gravitational are aceeasi valoare ca si cand intreaga masa a sferei
ar fi concentrata in centrul acesteia. Acest rezultat ii apartine lui Newton si a constituit unul
din primele sale succese in constructia teoriei gravitatiei clasice.

S& calculam acum intensitatea cAmpului gravitational intr-un punct din interiorul sferei
goale. Notand acest punct cu B, intensitatea campului gravitational, I' g, va putea fi calculata
folosind un rationament similar cu cel precedent, care a condus la relatia (5.36). Vom schimba
doar limitele de integrare: cel mai indepartat "inel” in raport cu punctul B se afla la distanta
lpr = R+ r, iar cel mai apropiat - la distanta [,,, = R — r. Agadar:

M r+R p2 4 2 R2 2

B = Snr2R Jry 12 0 v

Prima dintre cele doua integrale din relatia de mai sus este zero, agadar:

Ip=0 (5.39)
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yM/R’

0 R '

Figura 5.4: Dependenta I'(r) pentru cazul unei mase M, distribuite uniform pe o suprafata sferica
de raza R. A se nota discontinuitatea functiei I'(r) in punctul » = R.

Prin urmare, intensitatea caAmpului gravitational in interiorul unei sfere goale este nul. Graficul
care exprimi dependenta I' (1) este prezentat in Fig. 5.4.

Sa calculam, in continuare, potentialul gravitational creat de aceeagi masa elementara,
in puncte din exteriorul sferei. Potentialul creat de masa elementard dm in punctul A din
exteriorul sferei va fi:

dM M .
dVy = — = TV sin 0dOdy (5.40)
sau, tindnd cont de ecuatia (5.34):
M 1dl

Potentialul creat in A de masa de pe intreaga sfera va fi:

M r+R 2 M
A) = — dl dp = —yv—— _
V,(A) WWRLR [ dp= 5 m R4 )

deci:
M

VA = —1—- (5.42)

Am obtinut si in acest caz un rezultat la fel de interesant:

Ca gi intensitatea campului gravitational, potentialul gravitational creat de o suprafatd sfe-
ricd in exteriorul sferei are aceeasi valoare ca si cel creat de o masd punctiforma, M, plasatd
in centrul acesteia.

In ceea ce priveste punctele din interiorul sferei:

M r+R 2 M

Ve (B) =15 di | dp=-p

5.43
47TR r—R ( )

adica in orice punct interior, B, potentialul gravitational V; are aceeasi valoare cu potentialul
pe suprafata sferei.
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MR

Figura 5.5: Dependenta V,(r) pentru cazul unei mase M distribuite uniform pe o suprafata sferica
de razi R.

Graficul dependentei V (r) este reprezentat in Fig. 5.5.
Observatie: Relatiile (5.38) si (5.42), respectiv (5.39) si (5.43) sunt legate prin relatia de
legatura dintre camp si potential:

[ = —gradV, = —VV,, (5.44)

care, in coordonate sferice se reduce la:

dV,
r=-—4 5.45
dr’ ( )
Rezulta ca:
%:—/Fdﬁ (5.46)

Aceasta inseamni cd, dacd se cunoagte dependenta I'(r), se poate afla direct dependenta
Vg (r), folosind relatia (5.46). Daca, dimpotriva, se cunoaste dependenta Vj (r), folosind
relatia (5.46) se poate afla T" (r).

Asga cum am constatat in aceastd sectiune, calculul dependentei I' (r) este ceva mai dificil
(datorita necesitatii sumarii vectoriale). De aceea, de multe ori se prefera ca, mai intai sa se
calculeze Vj (r), care este o marime scalara, iar I' se afla in pasul al doilea, folosind relatia

(5.45).

(b) Cazul sferei pline

Vom analiza, in continuare, dependentele I' (1) si V, (r) vom considera sfera plina, avand
o distributie omogena de masa (densitatea volumica de masa este aceeasi in orice punct din
volumul sferet).

Ca o prim& modalitate de abordare a problemei, vom considera sfera formatd dintr-o
infinitate de paturi sferice de grosime infinitezimala dR, fiecare din aceste paturi comportandu-
se ca o suprafata sferica, la care ne-am referit in sectiunea (a). Intrucat fiecare astfel de patura
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sferica creaza intr-un punct din exteriorul sferei cdmpul gravitational de intensitate:

dM
dl' = Y5
,

(dm fiind masa paturii sferice), cAmpul creat in A de intreaga sfera de masa M va fi:

0% M
r:ﬂﬂr:ﬁ/mn:ﬁE (5.47)

In relatia anterioard am tinut cont ci r = OA este constant pentru toate paturile sferice,
de aceea a fost scoasa factor comun de sub semnul integralei. Agadar si in cazul unei sfere
pline, cAmpul creat intr-un punct din exteriorul acesteia este egal cu caAmpul pe care l-ar crea
intreaga masa M a sferei, dacd ar fi concentrata in centrul acesteia.

Evident, urménd un rationament similar, vom gasi ca si potentialul gravitational creat de
sfera plina intr-un punct oarecare din exteriorul sferei va avea aceeasi valoare ca si cAmpul
creat de aceeagi masa M, daca ar fi plasata in centrul sferei:

V=7 (5.48)

S& analizédm, in continuare, cAmpul si potentialul gravitational in interiorul sferei pline.
S& presupunem o suprafata sfericd de raza arbitrard rp (0 < rp < R) ca in Fig. 5.6, care trece
prin punctul B, acolo unde dorim sa calculam intensitatea campului.

M

Figura 5.6: Un model pentru calculul intensititii cAmpului gravitational in interiorul unei sfere de
raza R.

Toate paturile sferice din exteriorul sferei de raza r (r > rp) vor crea in B un camp nul,
deoarece punctul B, ca gi toate punctele din zona nehagurata in Fig. 5.6 se afld in interiorul
acestor paturi. Ori, aga cum am aratat in sectiunea (a), (vezi Fig. 5.4) campul T" in interiorul
unei paturi sferice este nul. Campul gravitational creat in B este, de fapt, datorat tuturor
paturilor sferice de raza 0 < r < rg, adicid de masa m; din interiorul sferei de raza rpg.

Cum p este constant, putem scrie relatia:

m 3m m; 3M;
_m oo mi _ 3Mi 5.49
P=V = R Vi Amry) (5-49)
ca urmare:
T3
m; = Lm. (5.50)
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Agadar:
3
m; mry m
s — — L N 5.51
B 77“129 VTBR3 7R3TB ( )

Constatam, prin urmare, ca, in interiorul sferei pline, intensitatea campului gravitational
creste liniar de la zero (in centrul sferei) la valoarea I's = fy%, atunci cand rp = R, deci pe
suprafata sferei. Graficul functiei I" (r) este prezentat in Fig. 5.7.

YM/R}---

17

o R

Figura 5.7: Dependenta I'(r) pentru cazul unei mase M, distribuite in volumul unei sfere de razi R.

Pentru calculul dependentei Vj (r) in interiorul sferei pline ne vom folosi de definitia poten-
tialului. Aga cum cunoagtem deja, potentialul gravitational reprezinta lucrul mecanic efectuat
impotriva fortelor de atractie gravitationald, pentru a deplasa o sarcind gravitationala (masa)
dintr-un punct (in care se evalueaza V) pana la infinit.

Referindu-ne la Fig. 5.6, pentru a calcula V, (B), va trebui s calculam:

(i) lucrul mecanic necesar pentru a transporta o sarcind unitate din punctul B panid pe
suprafata exterioari a sferei, la care sa addugam:

(i) lucrul mecanic pentru deplasarea aceluiagi corp de proba de masa unitate de la suprafata
sferei pana la infinit.

Agadar:
R teri R teri
_ interior exterior
LB = —/ F -dr—/ Ferterior . dp., (5.52)
r r
in care:
Finterior _ M- mOT
g - R3 )
iar:
Fe:):terior o M - mo
9 T2

myp fiind masa corpului de proba.
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Prima integrald din relatia (5.51) va avea valoarea:

L =—v 3 ﬁ rdr = VY ops (R —r ) (5.53)
iar a 2-a integrala, Io, va fi:
© d M
I, = —'meo/ —g = —y o (5.54)
R T r
Cu aceste rezultate putem sa scriem expresia lui V, (B):
vy =t M ey M
M 2.2
V,(B) = — >H3 (3R —r?) (5.55)
Conform relatiei (5.55), potentialul in centrul sferei pline va fi:
3 M
Vo (0) =~y = 1,5V, (4) (5.56)

Intre O si A, conform relatiei (5.56) potentialul variazi dupa o lege parabolica, ecuatia ngt (r)
fiind de gradul II. Cu aceste concluzii putem reprezenta graficul Vj (1), acesta aratand ca in
Fig. 5.8.

yM/R-------- punct de inflexiune

-1,5:M/IR
Figura 5.8: Dependenta potentialului Vy(r) creat de o sferd plind de masa M si raza R.

Observatie: Calculul intensitatii campului gravitational si al fortei gravitationale resim-
titd de un corp plasat in exteriorul sferei la distanta r a fost facut pentru prima oara de I.
Newton. Explicatia faptului ca un corp, aflat in imediata vecinatate a suprafata Paméantului,
cade dupi o dreapta care trece prin centrul Pamantului (cu alte cuvinte cad Pamantul se com-
porta in astfel de cazuri ca gi un punct material plasat in centrul siu) a fost doar intuit de
Newton in momentul cand a construit teoria gravitatiei, dar nu demonstrat riguros. Pentru a
produce o demonstratie riguroasa, asa cum am facut-o pe parcursul acestei sectiuni, Newton
a trebuit sa-gi construiasca inclusiv “instrumentele” de lucru - calculul diferential gi integral.
Ca orice fizician riguros, Newton a agteptat 18 ani pentru a verifica rezultatele teoriei sale,
inainte de a le publica in cartea sa Principiile.
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5.4 Legea (teorema) lui Gauss

O a doua abordare a problemei examinate in sectiunea anterioara se bazeazd pe legea
(sau teorema, cum este adeseori numitd) lui Gauss. De fapt, aceasta lege este valabild in
toate cazurile in care forta de interactiune este invers proportionals cu 72 (aga cum este cazul
cu fortele de naturd gravitationald sau coulombiand). Teorema lui Gauss este utila in toate
situatiile legate de calculul intensitatii cAmpului gravitational (sau electric), iar utilizarea ei
conduce la simplificarea calculelor, aga cum vom vedea in cele ce urmeaza.

Dupa cum este cunoscut, intensitatea campului creat intr-un punct situat la o distanta r
de o masid m, sau de o sarcina ¢ este dat de relatia:

- m .
L'(r)= —V g6, (5.57)
respectiv,
_ 1 q
=———=¢é 5.58
4meg 12 “r (5.58)

Ne vom limita discutia, in cele ce urmeaza, la cazul cAmpului gravitational.

Sa consideram o masa m plasatad in interiorul unei suprafete inchise de forma arbitrara care
inconjoard aceastd masa — sursd de cAmp. Aceastd suprafatd (Fig. 5.9) se numeste suprafata
gaussiand.

@ % ®)

Figura 5.9: (a) o suprafatd gaussiand ), ce inconjoard o masi m; (b) un detaliu (bi-dimensional) al
zonei din jurul punctului P.

S& consideram, pe aceastd suprafatd (3) un element de suprafatd dS. Daca atribuim
suprafetei elementare dS un versor al normalei, n, orientat spre exterior, se spune cd am
vectorizat suprafata dS. Ca marime vectoriald, aceasta poate fi scrisa sub forma:

dS =dS - n (5.59)

Intensitatea cAmpului gravitational din orice punct P de pe suprafata dS are expresia (5.58).
El se poate descompune in doua componente, T',, normali pe ds si, respectiv, fp, paralela cu
aceasta.

Fluxul vectorului I' prin suprafata dS este:

dp = (T, +T,) - dS =T, dS+T,-dS (5.60)
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Deoarece:
T, -dS=T,-dS cos(Tpn)=T, dS-cos90’ =0
rezulta ca:
dp=T,-dS =T, -dS-cos180° = —T,,dS

cul,, =T cos.
Asadar:
dp = —Tcosf-dS = -T'dS, (5.61)

sau:
dp =TdScosa (I',n) (5.62)

cu o = 180° — 4.

Avand in vedere (vezi Fig. 5.9) cd dScosf = dS,, unde dS, reprezinta proiectia lui dS
pe directia lui 7 (adicd suprafata efectivd "vazutd” de liniile de cAmp divergente din m), in
interiorul unghiului solid df2, d¢ poate fi scris si sub forma:

d¢ = TdS,, (5.63)
Inlocuind acum pe T in relatia (5.63) vom gsi:

mdS,,
)

d¢ = —fy;n—2dS cosf = —v = —ymdS) (5.64)

Fluxul prin intreaga suprafati gaussiand (>_) va fi obtinut prin integrarea ecuatiei (5.64):

gb:/dgb:—'ym/dQ:—llw'ym

Asadar, fluxul total al campului I' printr-o suprafata oarecare, creat de o sarcind punctiforma,
m, plasata in interiorul acestei suprafete este:

¢ = —dmym (5.65)

Un rezultat similar relatiei (5.65) se obtine folosind mai intai o suprafatd auxiliard sferica
(3>1), de raza 71, cu centrul in m, (Fig. 5.10) prin care fluxul lui I este:

b = _7% Amr? = —dxym (5.66)
1

Este evident ca, in cazul suprafetei sferice (3_;), normala la suprafata dS este coliniard cu
7 i dS = dS,,.
Similar, prin suprafata (3_,) fluxul total va fi:

b1 = _7% . 47-(7«% = —4dmym (567)
T3

Cu alte cuvinte, ¢1 = ¢po = ¢, In care ¢ reprezinta fluxul prin orice suprafatd (3>°) cuprinsa

intre (32;) si (325)-
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Figura 5.10: Dou# suprafete sferice (21) si (X2) aflate in interiorul, respectiv exteriorul suprafetei

(%)

Putem generaliza rezultatul anterior (ec. 5.65) pentru un numar N de mase (my, ma,...,my)
aflate in intervalul suprafetei arbitrare (3°).
Intrucat fluxul este o marime scalara, fluxul generat de cele N mase va fi:

¢:<751=¢2+...—|—¢n:—47r’y(m1—|—m2—|—...+mN.)

Cum
N
Mtotal = Z mg,
=1

atunci:
¢ = _47r7mtotal (568)

Ecuatia (5.68) se poate aplica in egald masurd dacd masa interioard mye nu este distri-
buita sub forma a N mase punctiforme discrete, ci este distribuitd continuu.

Cand masa m este plasatd in exteriorul suprafetei gaussiene (3°) (vezi Fig. 5.11), fluxul
elementar al lui I' prin suprafata dS; va fi, conform relatiei (5.64):

dS1n
A, = —'ygdSl cos 0y = —rymrzl — —ymdQ) (5.69)
1 1

in care r; = OP;. Fluxul d¢s prin dSy al aceleiagi marimi I’ (care in acest caz face un unghi
ascutit) cu ng va fi:

dSsn
dpy = ’y%dSQ cos by = ym=3" = ymds) (5.70)
2 2

Asadar dgpy = —dgpo, iar suma dp; + dps = 0.
Cum, in interiorul unghiului finit, €, sub care se vede suprafata (>°) din O, vom avea
perechi de suprafete de tip d.S7 gi dSs, din exemplul precedent, rezultd ci:

6= /<Z> dé =0 (5.71)
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Figura 5.11: Fluxul elementar d¢;, respectiv d¢o al lui r prin doud suprafete elementare dSy si dSs,
vazute in acelagi unghi solid df).

Asadar, fluxul cAmpului I', creat de o masi punctiforma sau o suméa de mase punctiforme, ori
distributie continué de masa printr-o suprafata inchisd, oarecare, care nu contine masa Myotql
este egal cu zero.

Sumarizand rezultatele exprimate prin ecuatiile (5.68) si (5.71) putem scrie ca:

6= — 4 yMyotar cAnd Mmyyeq este in interiorul suprafetei (3°)
- 0 cand myeq este in exteriorul suprafetei (3°)

Observatii:

1. In electrostatica, avind in vedere expresia fortei coulombiene de interactiune si expresia
corespunzitoare a intensitatii cAmpului electric, fluxul total se va scrie:

€0
0  cand gt este In interiorul lui ()

b= { 2ot cand Gopq este in interiorul lui (Y°) (5.72)

2. In electrostatica se analizeaza si un al 3-lea caz, frecvent intalnit in cazul sarcinilor
electrice de pe un conductor metalic si anume acela in care sarcina ¢ se gaseste pe
suprafata gaussiana (3). Se arata ca, in acel caz:

__ Giotal
b5 = 220

3. Folosindu-ne de legea lui Gauss, putem gisi cu ugurinta intensitatea campului gravitatio-
nal in interiorul unei sfere goale sau omogene pline, de razd R - caz studiat in sectiunile
precedente.

De exemplu, pentru cazul sferei pline (vezi Fig. 5.5), fluxul lui r prin sfera de raza r va

fi:

it - Amr? V; 4rr3
¢:_,Yﬂ%7“‘/7“72w:_,yp_;m.47rr2:_4wyp. 7;;
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Cum:
_m _ 3m

P=V = umR%
rezulta ca: ;

3m  A4nr r\3

¢ = —4dmy - R 3 —47ym (R) . (5.73)
Avand in vedere ci ¢ = I' - 4712, rezulta ca:
10} mr

adica am regasit, de fapt, formula (5.38). Acest din urma rezultat arata ca legea lui Gauss i
legea lui Newton a fortei gravitationale sunt echivalente: daca se pleaca de la expresia fortei,
respectiv a intensitatii caAmpului se regiseste legea lui Gauss si invers.

5.5 Momentul cinetic al unei distributii sferice de masa

(a) Cazul sferei goale

S& consideram, pentru inceput, o masa m, distribuitd pe o suprafatd sfericd de raza R
(Fig. 5.12).

Figura 5.12: O sferd de masi m si raza r, in rotatie in jurul axei (9).

Sé calculdim momentul cinetic al sferei, cand aceasta se roteste in jurul axei (§). Intrucat
elementul de suprafata dS in coordonate sferice are expresia:

dS = R%sin 0dfd, (5.75)

masa elementard continutd pe suprafata d.S va fi:

dm =0 -dS = - R?sin 0dfdep,

m
47 R?
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in care o este densitatea superficiala de masa de pe sferd. Momentul cinetic al lui dm in raport
cu axa d va fi:

dJ = ry x vdm (5.76)

Avéand in vedere orientarea vectorilor 7 si v dJ este paralel cu axa () si orientat spre in sus.
Modulul lui dJ este:
dJ = ryvdm - sin90° = ryvdm.

Intrucat ry = Rsinf , iar v = wr; = wRsin 0, rezulti ci:
dJ = Rsin6 - wRsin g, Sin 0dfdp.
T

Agadar:
2
4] — mR

7

sin® 0dfdyp - w (5.77)

Avéand in vedere ca w este acelagi pentru toate elementele dm de pe sfera si ca toti vectorii d.J,
corespunzatori acestor elementele de masa sunt paraleli intre ei, putem scrie:

2 T 27
J— /dJ _ mf “’/ sin? HdH/ dip (5.78)
0 0

7

Dar [ sin® 0df = %, iar 02” dp = 2w, astfel incat

2
J= ng% (5.79)

(b) Cazul sferei pline

Sa calculam acum momentul cinetic al unei sfere pline in raport cu un diametru, J, in
cazul unei sfere pline de masa m gi razd R, omogena. In acest caz:

dm = pdV

in care p = m/V = 3m/4rR3, iar dV = r?sin Odrdfdep.
Asgadar:
dm = %ﬂ sin §drdfdy
Prin urmare:
3m

ATR3

dJ = rivdm = rsinf - wrsinf - 2 - sin Odrdfdep.

Pe aceleasi considerente, ca si in cazul anterior:

3mw R 4 T 3 27
g = [a1 =25 [Trtar ["sintaod [

2
J= ng% (5.80)

Obtinem, in final:
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Din analiza relatiilor (5.79) si (5.80) constatam ca J se poate scrie ca un produs intre o méarime
scalara I si vectorul viteza unghiulara:

J =13 (5.81)

in care — in cazul sferei goale I = %mRQ, iar in cazul sferei pline, I = %mR2. Marimea [ se
numegte moment de inertie al sferei in raport cu axa (9) .

Despre momente de inertie in cazul diferitelor corpuri vom discuta in detaliu in capitolul
dedicat migcarii de rotatie a solidului. Pentru moment, anticipand rezultatele din acel capitol,
vom preciza doar cd momentul de inertie al unui corp in raport cu o axa exprima tendinta
de impotrivire a modificarii in timp (a cregterii sau scdderii) vitezei unghiulare, w. De fapt,
vom demonstra ca I este - pentru migcarea de rotatie - ceea ce este masa pentru miscarea de
translatie si anume o masura a inertiei mecanice la modificarea (aici) a vitezei unghiulare in
miscarea de rotatie.

5.6 Probleme

1. Un corp de masd m de forma unei bare subtiri, de lungime L, este agezat de-a lungul
axei Ox a unui sistem de referinta, cu capatul din stanga plasat la distanta d fata de
origine. Determinati intensitatea campului gravitational in originea O.

< . _am
Raspuns: AL+

2. Aflati intensitatea caAmpului gravitational creat de un plan infinit, caracterizat de o
densitate superficiala de masa, o, constanta, in regiunea din imediata sa vecinatate.
Raspuns: 2myo.

3. Determinati si apoi reprezentati grafic, intensitatea cAmpului gravitational creat de o
patura plana infinitd, de grosime d, caracterizata de densitatea volumica de masa, p,
constanta intr-un punct situat la distanta = de planul median.

Raspuns: (pd)/(2e0) daca x > d/2; (px)/(eo) dacd x < d/2.

4. Un balon sferic contine in centrul sau un mic obiect de masda m. Dacd se mareste
volumul balonului, corpul din interior raméanand in aceeasi pozitie, fluxul gravitational
prin suprafata balonului creste, descreste sau raméane constant? Ce se poate spune despre
intensitatea campului gravitational?

Raspuns: fluxul raméane constant iar intensitatea descreste.

5. Demonstrati ca potentialul gravitational creat de un disc de raza R gi masa m intr-un
punct situat la periferia discului este %.
6. O sfera de masa m si raza R are densitate variabild de la centru spre periferie, conform
relatiei p = po(1 — r/R). Demonstrati ca:
3
(&) p=fs

(b) intensitatea campului gravitational are expresia:

mr r
r=(1-30).
47T€0R3 R
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7. Calculati energia proprie, gravitationala a unei sfere de masa M i raza R.

< . _3qaM?
Raspuns: —s15—.






Capitolul

Solidul rigid

6.1 Modelul de solid rigid

Solidul rigid reprezinta un sistem continuu de puncte materiale aflate la distante fixe,
indiferent de intensitatea fortelor deformatoare. Solidul rigid reprezintad, prin urmare, un
model de corp absolut nedeformabil. Dintre exemplele de corpuri reale care se apropie mai
mult de conceptul de rigid amintim diamantul sau unele aliaje ale wolframului cu carbonul®.
In modelul de solid rigid se ignora, de asemenea, vibratiile atomilor in jurul pozitiilor de
echilibru.

Mecanica solidului rigid este una din partile cele mai dificile ale fizicii, datoritd complexi-
tatii descrierii migcarii i a aparatului matematic aferent. Pentru ilustrarea acestei afirmatii,
amintim, cu titlu de exemplu, ca doar migcarea giroscopului este tratata intr-o colectie de
patru volume apartinand autorilor F. Klein si A. Sommerfeld?.

O parte din rezultatele obtinute in cadrul studiului mecanicii corpului rigid se regasesc in
alte domenii ale fizicii, cum ar fi fizica atomului gi moleculei, spectroscopie etc. Aga cum vom
vedea in continuare, oricat de complicatd ar fi, migcarea unui solid rigid se poate descompune
intr-o miscare de translatie i una sau mai multe miscari de rotatie. Rotatia rigidului are loc,
fie in jurul unei axe, fie in jurul unui punct. In primul caz, axa de rotatie este fixd in spatiu,
in al doilea caz axa se poate reorienta in spatiu in timpul miscarii, singura conditie restrictiva
fiind ca ea sa treaca printr-un punct fix. O astfel de axd mobila in spatiu se numeste azd
instantanee de rotatie. Evident, rotatia in jurul unei axe fixe este cazul cel mai simplu al
rotatiei unui solid rigid.

Abordarea migcarii solidului rigid in acest capitol va urma calea de la simplu la complex,
incercand sa acoperim cateva aspecte esentiale. Vom utiliza in acest scop cateva rezultate
din capitolele anterioare cu privire la mecanica punctului material si a sistemelor de puncte
materiale.

Intrucat fortele interne care mentin constante distantele dintre perechi arbitrare de puncte

!Cum este aga numitul aliaj vidia — termen provenind din cuvantul german wie dia = ca si diamantul
2 Asupra teoriei giroscopului — "Uber die Theorie des Kreisels” 4 vol, Ed. Johnson, New York, 1965, Ed. I
aparuta in 1897

121
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din volumul rigidului (aga numitele forte de constrangere)sunt intotdeauna in perechi, ele
respectand principiul actiunii si reactiunii, in descrierea miscarii solidului rigid vom putea
aplica legile de conservare ale impulsului, momentului cinetic si energiei.

Numarul minim de coordonate independente care descriu in mod complet miscarea solidului
rigid se numeste numadarul gradelor de libertate ale rigidului. La prima vedere, daca un solid
rigid este format din N particule componente, iar pozitia fiecarei particule este descrisa de
3 coordonate, numarul total de coordonate necesare pentru descrierea miscarii in acest caz
ar trebui sa fie 3N. Aceasta asertiune ar fi adevarata dacad toate cele 3N coordonate ar fi
independente. Daca impunem conditia ca un singur punct, P, al solidului rigid sa raméana fix
in spatiu, atunci translatia devine blocata, insa rigidul se poate roti in jurul acelui punct fix.
Asa cum vom vedea in detaliu la momentul potrivit, pentru un interval temporal infinitezimal
dt, rigidul executd o rotatie in jurul unei axe "fixe" ce trece prin P. Este posibil ca, ulterior,
axa instantanee de rotatie sd se reorienteze in spatiu, ocupénd o altd pozitie ce trece prin
punctul fix P gi aga mai departe.

Dacad impunem acum conditia ca gi un al 2-lea punct, (@ in Fig. 6.1(a)) al rigidului sa
ramani fix, corpul se poate inca roti in jurul azei fite PQ. Daci, in sfargit, impunem conditia
ca gi un al 3-lea punct, R, situat in afara dreptei P@Q) sa raméana fix, atunci i rotatia devine
blocata, iar solidul rigid ramdne in repaus. Rezulta ca pozitia in spatiu a unui solid rigid poate
fi precizatd in mod univoc prin 9 coordonate spatiale (3 puncte x 3 coordonate)

X

Figura 6.1: (a) Pozitia unui SR in spatiu este fixatd de coordonatele a 3 puncte necoliniare P, Q si
R; (b) Rigidului i se asociazd un referential al centrului de masa R’.

O analiza mai atentd aratd ca, de fapt, numarul de coordonate spatiale care trebuie cu-
noscute este chiar mai mic decat 9. Intr-adevir, daca (zp,yp, 2p), (zQ,yq,2Q) si (TR, YR, 2R)
sunt coordonatele punctelor P, @, R intre acegti 9 parametri exista trei legaturi, exprimate
prin relatiile matematice care expriméa constanta distantelor PQ, PR si PQ. Prin urmare:

dpg = \/(xP —2Q)? + (yp —yq@)? + (2zp — 2g)? = constl;
dpr = \/(xP —xzr)%2+ (yp —yr)? + (zp — 2r)? = const2; (6.1)
drq = \/(xR —2Q)? + (yr — Y@)* + (2r — 2g)? = const3.

Asgadar, pozitia in spatiu a unui solid rigid este in intregime caracterizatd prin 9 — 3 = 6
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coordonate independente. Spunem ci un solid rigid are 6 grade de libertate. In rezolvarea unei
probleme de dinamica a rigidului alegerea celor 6 coordonate este la latitudinea noastra: in
general 3 dintre coordonate sunt "consumate" pentru precizarea pozitiei centrului de masa O’
a rigidului (zor, yor, zor) (Fig. 6.1(b)), iar celelalte 3 sunt unghiurile necesare pentru a descrie
rotatia corpului®.

Exista cazuri chiar mai simple decét cel precedent, cum este acela al miscaric plan-paralele,
in care solidul rigid se rostogoleste in jurul unei axe care transleaza mereu paralel cu ea insasi.
In acest caz sunt necesare doar doud coordonate, z si ¢, pentru descrierea miscarii. Este cazul,
de exemplu, al rostogolirii unui cilindru sau a unei sfere pe un plan inclinat.

O situatie si mai simpld o regdsim in cazul migcarii pendulelor (fizic sau de torsiune),
in care axa de rotatie raméane fixa. In aceste cazuri, pozitia corpului este precizata printr-o
singura coordonate unghiulara.

Vom examina in continuare migcarile simple executate de solidul rigid.

6.2 Miscarea de translatie a solidului rigid

Pentru a gasi ecuatia diferentiald a miscarii de translatie a unui rigid, vom pleca de la
constatarea ca, in decursul translatiei, toate punctele constituente ale acestuia se deplaseaza
pe traiectorii paralele intre ele. In plus, toate puncteleau aceeasi viteza instantanee. Mai
mult decat atat, variatia in timp a vitezei tuturor punctelor rigidului este similara, deci toate
punctele constituente ale rigidului acestea au aceeasi acceleratie a.

Figura 6.2: Pentru ca solidul rigid s& execute o migcare de translatie dupa directia Oz, e necesar ca
rezultanta R, = 0.

Acceleratia @ este, in general, efectul unor forte exterioare (Fig. 6.2). Aceste forte se
descompun in componente paralele cu Oz si, respectiv, perpendiculare pe Oz. Corpul rigid
va transla dupa directia Oz in masura in care rezultanta fortelor perpendiculare pe Ox este
nula:

ﬁ1y+ﬁ2y+ﬁ3y+...:0 (62)

3 Adesea, solidului rigid i se atageaza un sistem de referintd R’, solidar cu acesta, sistem care se roteste in
jurul axelor Oz, Oy si Oz ale reperului laboratorului R.
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In aceste conditii, rezultanta fortelor, pe care o scriem, in general, sub forma:

N —
=> F (6.3)

=1

ol

va avea, in acest caz, expresia:
N
= Fra, (6.4)
k=1

unde N este numérul total de forte exterioare ce actioneaza asupra rigidului. Relatia (6.4)
poate fi scrisid si sub forma scalara:

N

R =" Fjcos ¢ (6.5)
k=1

Studiul dinamicii solidului rigid se bazeaza pe rezultatele gasite in cazul migcarii punctului
material. Intr-adevir vom considera solidul rigid ca fiind format dintr-o infinitate de puncte,
fiecare de masa infinitezimald dm. Ne vom concentra atentia asupra miscarii unui punct
generic al rigidului, scotdndu-1 (ipotetic!) din ansamblul de puncte materiale ale rigidului.
Acest punct generic va executa o aceeasi m1§care ca gi intreg rlgldul daca va fi actionat de o
forta 5Fx, care ii revine din forta totala R. Cu alte cuvinte, 5F este de atatea ori mai mic
decat forta rezultanta care actioneaza asupra intregului rigid, R, de cate ori dm este mai mic
decat masa m a intregului corp:

0F, dm dm

Pentru un astfel de punct generic, legea a 2-a a dinamicii se va scrie sub forma:
dm - — = 6F,. (6.7)

Integrand acum ecuatia (6.7) pe intreg volumul V' al corpului, vom obtine:

/ dm - / SF,. (6.8)

/ rdm = mFO/, (69)
14

7o fiind vectorul de pozitie al centrului de maséa, avem, in continuare:

Intrucat:

/ dm = mig: / ddm = mi. (6.10)
1% 1%

Pe de alta parte, [, 515’; = E, ca urmare, ecuatia (6.8) se poate sub forma:

dQ'I?O/ — = —
mw = R < macy = R, (611)
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in care dops = d@ este acceleratia centrului de masi a rigidului. Acceleratia centrului de masi
a rigidului este egala cu acceleratia de translatie a oricarui punct al acestuia.

Prin urmare, migcarea de translatie a intregului rigid este in intregime caracterizata de
migcarea centrului de masa al acestuia, in care se considera aplicata rezultanta R a fortelor
exterioare. Din aceastd cauza, tratarea problemei translatiei solidului rigid este identica cu
cea a translatiei punctului material. In functie de tipul de fortd exterioare, ecuatia diferentiali
a migcarii de translatie se integreaza aga cum am amintit in Capitolul 3 al Partii I, gdsindu-se
succesiv dependentele U(t), 7(t) si apoi ecuatia traiectoriei.

6.3 Rotatia rigidului in jurul unei axe fixe

In afara miscarii de translatie, rotatia in jurul unei aze fize reprezinta un al doilea tip de
migcare simpla a rigidului. S& consideram un solid rigid care executd o migcare de rotatie in
jurul axei fixe Oz (Fig. 6.3).

(b)

Figura 6.3: Rotatia unui rigid in jurul unei axe fixe, Oz: a) vedere laterald; b) vedere de sus (in
planul 2z0y).

Axa poate fi men{inuta fixa (de exemplu fixdnd-o la capete prin lagire) sau poate sa rimana
in mod spontan fizd, in anumite conditii (vezi Sec. 2.5). S& consideram o particuld generica,
de masa my, plasata in punctul P, a carei pozitie in spatiu este specificata de vectorul de
pozitie 7. Traiectoria particulei Py, este un cerc de raza ri, cu centrul in punctul C' de pe
axa Oz. Avand in vedere ca C'Py || OPF;, rezultd cd OP), care este chiar proiectia lui 7 in
planul Oy, este egal cu 7 si egal (vezi Fig. 6.3b) cu:

TRl = 22 + Y2, (6.12)
Dacd ¢ este unghiul facut de OP), cu axa Oz, atunci viteza unghiulara de rotatie a rigidului
in jurul lui Oz va i w = p. De aceea, viteza instantanee a particulei Py va fi:

—

Uk:ﬁXTkl:ﬁX(Fk—Fk||):ﬁX k
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intrucat |& x 7| = wry) sin0° = 0.
Asadar:
ﬁk =W X Fk (6.13)

Componentele lui 0, intr-un sistem de referinta cartezian sunt:

T = —Usin;
Yk = Vg COSp; (6.14)
Zk = 0,

iar modulul vitezei punctului P este:

vk = a2 + 2. (6.15)

Energia cinetica a intregului corp va fi suma energiilor cinetice ale tuturor particulelor consti-
tuente ale rigidului:

1 2 1 2 w? 2
E.= —/ vpdmy, = —/ wridm = —/ ridm. (6.16)
2 Jv 2 Jv 2 Jv

Integrala din ultimul termen al ecuatiei (6.16) se numegte momentul de inertie al rigidului in
raport cu axa Oz. Fa se noteaza:

IZZ:/ ridm:/ r2pdV. (6.17)
\% 14

Cu aceasta notatie, energia cineticd de rotatie se poate scrie sub forma:

1
E.= > =1,u° (6.18)

Comparéand expresia energiei cinetice de rotatie (6.18), cu energia cineticd in migcarea de
translatie, E, = mwv?/2, constatam ci in locul masei din miscarea de translatie, aici apare
momentul de inertie in raport cu axa de rotatie?. In acelasi timp, rolul vitezei tangentiale, v
este acum jucat de viteza unghiulara, w.

S& gasim, in cele ce urmeaza, si echivalentul ecuatiei fundamentale a dinamicii pentru
migcarea de rotatie. Aga cum cunoagtem deja, o masura a efectului de rotagle indus de o forta
il reprezmta momentul fortei, M =7 x F. Am ardtat anterior ca intre M si momentul cinetic
al corpului J exista relatia: -

- dJ

M = T
Momentul cinetic total al corpului in cazul rotatiei in raport cu o axa (in cazul nostru Oz)
este:

(6.19)

j:/ dj:/Fx ﬁdm:/ riwr) sin90°dmz,
\%4 \%4

4 . o o o . . . . . . N
Spre deosebire de masa, care este o marime constanta, valoarea lui I depinde si de distributia masei in
raport cu axa de rotatie.
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iar modulul sau:

-

J=1J|= w/ r2dm = wl,.. (6.20)
v

Intrucat I,, este independent de timp, dat fiind cd axa Oz este solidard cu corpul vom
avea:

d dw
M, =—(wl,)=1,—=1,.w. 21

Ecuatia diferentiala (6.21)descrie migcarea de rotatie a rigidului, tot aga cum F, = mo deter-
mina translatia de-a lungul unei directii Ox. O paraleld intre marimile fizice specifice migcarii
de translatie gi celei de rotatie este prezentata in Tabelul 6.1.

Tabela 6.1: Analogia dintre méarimile specifice migcarii rectilinii si celei de rotatie in jurul unei axe.

‘ Miscarea rectilinie ‘ Miscarea de rotatie
Pozitia: x Pozitia unghiulara: 6
Viteza: v = fl—f Viteza unghiulara: w = %
Acceleratia: a = fl—;’ = C{%” Acceleratia unghiulara: ¢ = ‘é—“; = %
Ecuatiile migcarii uniform accelerate: | Ecuatiile miscarii uniform accelerate:
v =1+ at w=uwq + €t
xzvot—i—g H:wot—i—%
Masa: m Momentul de inertie: I = [r*dm
Impulsul: p =muv Momentul cinetic: J = [w
Forta: F' Momentul cuplului M = rF'sin 6
F = ma M — Ig
o dp o dJ
F=72 M=%
Energia cinetica de translatie Energia cinetica de rotatie:
E.= %va E.= %Ioﬂ
Energia potentiala: E,(x) Energia potentiala: E,(0)
0
Ep(r) = - ff?lEF((ﬂi)dx Ep(0) = — feodfg((f))d@
F(z) = —=2% M) = ——25

6.4 Cateva exemple de calcul al momentelor de inertie

Aga cum am aratat in Capitolul 5 al Partii I, momentul de inertie in cazul unui sistem
discret format din N puncte materiale care se rotesc in jurul axei (§) este dat de relatia:

N
Is =Y mr}. (6.22)
i=1
Relatia echivalenti in cazul sistemelor continue va fi:

I(;:/ 3 dm, (6.23)
\%4
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in care 1 este distanta dintre elementul de masa dm si axa de rotatie (§) in raport cu care se
calculeaza Is. In functie de modul cum este distribuitd masa, putem defini o densitate liniara
, 0 densitate superficiala, sau sau o densitate volumicd de masa:

Pentru cele 3 cazuri, momentul de inertie se va scrie sub forma:

Iy = ./7ﬁAdl:L/riAdh
L

Is = /rinS://rﬁ_adS; (6.24)
S

Is = /ripdV:///ripdV.
1%

Daca un corp se compune din mai multe parti, momentul de inertie al intregului corp in
raport cu o axid d este egal cu suma algebricd a momentelor de inertie ale partilor componente
in raport cu acea axa:

Is=5Ls+ s+ Iis+.... (6.25)

Cu alte cuvinte, momentul de inertie al unui corp in raport cu o axd fixd este o mdarime scalard.

6.4.1 Teorema axelor paralele

Pentru calculul momentelor de inertie in raport cu o axa oarecare, este foarte utila cunoas-
terea aga-numitei teoreme a lui Huygens-Steiner sau teorema axelor paralele.

Sa demonstram aceastd teoremd. Consideram ca un rigid executa o rotatie in jurul unei
axe exterioare (§). Sa alegem sistemul de referintd al laboratorului ca avand axa Oz identica
cu axa (0). Sa considerdm, de asemenea, un sistem de referinta (R’) legat de corp, cu originea

Figura 6.4: Rotatia unui rigid in jurul unei axe exterioare 9.

in centrul sdu de masa, care se roteste odata cu corpul rigid. Un element de masa dm, aflat la
distanta | de axa § va avea vectorul de pozitie 7 in raport cu (R) si (7) in raport cu (R’).
Relatia dintre 7 si 7 este:
F=R+7, (6.26)
m

unde F este vectorul de pozitie al centrului de masa, O’ in sistemul de referinta al laboratorului.
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Momentul de inertie al unei mase elementare, dm in raport cu axa () este:
dls = ridm,
in care:
ry =rsina=|FXa|. (6.27)

In relatia precedentd, & este versorul vitezei unghiulare &, care este coliniard cu axa (0),
conform definitiei. De fapt, relatia (6.27) poate fi scrisd, tinand cont de relatia (6.26) si sub
forma:
rL:‘Rx&J—i—f"xw‘.
Agadar:
. 2
dl; = ‘Rx@—i—?’xc&‘ dm.

Momentul de inertie al intregului corp, in raport cu axa ¢, va fi:

Iy = / dly — / (B x &)2dm + 2/ (B x &) (F x &)dm +/ (7 x&)%dm  (6.28)
1% 1% 1% 1%
Avand in vedere ca:
|IR x w| = R|w|sina(R,w) = Rsina = d, (6.29)
iar:
|7 x @] =7'|o|sin (7, &) =r'sin B =1/, (6.30)
rezulta ca:
/ (B x &)2dm = d2/ dm = md?. (6.31)
1% |4
De asemenea:
/ (7 x &)2dm = / 2dm = Ty, (6.32)
1% v

unde (0’) este o axd paralela cu axa (d), dar trecand prin centrul de masd O’ al corpului (de
aceea se numeste axd centrald).
Asadar:

L;:md2+2d</
y

r’dm) X &+ Iy, (6.33)
Avand in vedere ca [, r'dm = mronre, I care roy e este modulul vectorului de pozitie
al centrului de masa in sistemul (R’) al centrului de masa, care este, in mod evident, zero,
rezulta ca:

Is =1y + md?. (6.34)

Aceasta ecuatie servegte la formularea enuntului teoremei Huygens-Steiner:
Momentul de inertie al unui corp in raport cu o axa externd (J) este egal cu suma dintre
momentul de inertie al aceluiasi corp in raport cu aza centrald (8'), paralela cu aza externd,
si produsul dintre masa corpului gi patratul distantei dintre azele (6) si (&').

Sa calculam in continuare citeva momente de inertie ale unor corpuri frecvent intalnite in
practica:
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Figura 6.5: Un fir subtire care se roteste in diverse moduri in jurul citorva axe de rotatie
posibile.

(a) Distributie liniard de masa: fir subtire
Sa consideram un fir subtire de masa m si lungime [ (Fig. 6.5)
Daca firul se roteste in jurul unei axe (0) perpendiculara pe fir si trecand prin O (Fig. 6.5),
un element de masa dm, plasat la distanta | = x de axa (J) va avea momentul de inertie
in raport cu aceasta axa:

dls = r? dm = z?dm = z*\dz.

Momentul de inertie al intregului fir va fi:

Q_/ﬂk A/ 22dy —

Daca firul se rotegte in jurul unei axe centrale (¢') (Fig. 6.5), vom avea:

/2 m12
Is = A\ / = . 6.36
b /1/2 1/2 12 (6.36)

Din relatiile (6.35) si (6.36) rezulta si valabilitatea teoremei Huygens-Steiner:

= (6.35)

m
l

l2
Q—@+jr (6.37)

Daca firul se roteste in jurul unei axe (6”) ce coincide cu firul insugi, cum intreaga sa
masa se afla chiar pe axa de rotatie, (r, = 0) si, ca urmare, Iy» = 0.
Inainte de a calcula momentele de inertie ale unor corpuri cu distributie superficiald de masa,
sa demonstram enuntul unei alte teoreme importante.
6.4.2 Teorema axelor perpendiculare

S& consideram un corp de forma unei placi plane foarte subtiri, a cirei masa este continuta
in planul /Oy’ al sistemului de referin{a propriu (R’) cu originea in centrul de masa al corpului
(Fig. 6.6). Sa calculam momentul de inertie I,/ al placii. Pentru inceput, momentul de inertie
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Figura 6.6: O placd subtire de masi m si grosime d (mult mai micd decat celelalte dimensiuni ale
acesteia).

al unui element de masa dm care se roteste in raport cu axele Ox’, Oy’ si Oz’ va fi, respectiv:
Al = y?dm; dl, =2*dm; dI, =r"?dm. (6.38)
Intrucat 2 = 2/2 4+ y/2, rezultd ca:
dlr = dly + dly;

sau, dupa integrare pe intreaga suprafata a placii:
/d[zl = /dlx’ =+ /dIy/ < IZ/ =+ Im/ =+ Iy/. (639)

Asadar:

Momentul de inertie al unei placi plane in raport cu o axd centrald perpendiculard pe placa
este egal cu suma celorlalte doud momente centrale de inertie, calculate in raport cu celelalte
aze centrale, reciproc perpendiculare, din planul pldcii.

Aceasta este enuntul teoremei axelor perpendiculare.

(b) Inel

Sa calculam cateva momente principale de inertie in raport cu cateva axe de rotatie ale
unui inel (vezi Fig. 6.7). Daca rotatia inelului are loc in jurul axei () ce coincide cu axa
o'

Lo=1I;= /ridm - /R2dm — R? / dm = mRZ. (6.40)

Daca rotatia are loc in jurul axei (¢'), conform teoremei axelor paralele, vom putea scrie:
Iy = Iy + mR%? = mR? + mR? = 2mR2. (6.41)

Daca rotatia se produce in jurul axei (6”), momentul de inertie Is» poate fi calculat
apeland din nou la teorema axelor paralele:

Isn = 1 + mR2. (6.42)
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’

//(/SN)

Figura 6.7: Un inel din sarma subtire, de masa m si raza R si cAteva posibile axe de rotatie.

Este evident, din motive de simetrie, ca I,» = I,,. Conform teoremei axelor perpendicu-
lare:
Iz/ = Ix’ +Iy/ = 2Ix’ (643)

Din (6.40), (6.42) si (6.43) rezultd ca:

I, 3
I(;// = 72 —+ mR2 = EmRz (644)

(c) Disc

Sa calculam, pentru inceput, pe I, unde (J) este o axd perpendiculard pe planul discului,
trecand prin centrul de masi al acestuia. Vom considera un element de suprafati d.S

(3"

Figura 6.8: Un disc omogen, de masid m si raza R si cateva posibile axe de rotatie.

(pe care se va afla 0 masa dm = 0dS) delimitat de doud arce de cerc de raze r si r + dr
si care se vede din centrul discului sub un unghi elementar dp (Fig. 6.8). Momentul de
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inertie al acestui element de masa care se roteste in jurul axei () va fi:
dIs = r3 dm = r’cdS = r’ordedr. (6.45)

Cum ¢ = m/S = m/7R?, dupa integrarea ecuatiei (6.45) vom obtjine:

m (R 2m m R mR?
5 U/Sr drde pyel dr ; dp Rl 5 (6.46)

Folosindu-ne de teorema axelor paralele, gasim imediat:
3
Iy =I5+ mR* = §mR2, (6.47)

dupa cum, prin folosirea teoremei axelor perpendiculare:

mR?
4

1
Isn = 515 = (6.48)

Rezulta, in continuare, ci:
2 D 2
Lg/// = L;// +mR* = ZmR . (6.49)

(d) Cilindru gol, cilindru plin si patura cilindrica

”'_é_)\ RN ——

i I I i
! I I !
1 1
i I I i
i I I i
m i I m I i
! i ! Lo
I i I I i
I i I I i
1 1
I i I | H
s NS = Lod—o
:;” =l A7 SS /T,—Ji-\\l\\
\ i ) i i)
N L _=# i ===
i i i
iy iy

L) o) i®)
(a) (b) (©

Figura 6.9: (a) un cilindru gol de masd m si razi R; (b) un cilindru plin de masa m si raza
R; (¢) O patura cilindricd de masd m, raze R si Ra.

Sa consideram un cilindru de masa m, raza R gi inaltime h gi sd consideram, pentru
inceput, ca masa este in intregime distribuita pe suprafata sa exterioara (Fig. 6.9). Cum
o =m/(2rrh), iar dS = rdpdh, un element de masa dm va avea expresia:

m
dm = odS = Gy— -rdedh =

(6.50)
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dm va fi situat la distanta r; = R de axa de rotatie, astfel incat:

21 h
Iy = /dem - 32%/ dgo/ dh = mRZ. (6.51)
™ 0 0

In cazul unui cilindru plin, un element de volum dV (exprimat in coordonate cilindrice)
va contine masa:

dm = pdV = %rdgpdhdr. (6.52)

Momentul de inertie in raport cu axa (J) va fi, in acest caz:

9 9 m R3 2 h
Is = /Tj_dm:/rpdV:—/ rdr/ dgp/ dh;
V Jo 0 0

m R m  2rR*h  mR?
Is = — -—2th= . = . (6.53)
V 4 wR2h 4 2
Dupa o procedura similarda vom calcula momentul de inertie, in raport cu axa de simetrie,
al unei paturi cilindrice, de masa m, raza interioard R; si raza exterioard Rs (Fig. 6.9¢):

m Rz

Is = —=
5VR1

27 rh m
r3dr/ / dh = (R} + F3). (6.54)
0 0

(e) Sfera

@ () ' ©

Figura 6.10: (a) O distributie sferici superficiald de masa; (b) un element de suprafata dsS si
(c) un element de volum, dV in coordonate sferice.

Sa consideram in continuare o sfera goala, cu alte cuvinte masa ei m sa fie distribuita pe
o suprafata S = 47 R?. Densitatea superficiald de masi va fi ¢ = m /47 R%. Un element
de masa dm = odS se va afla la o distantd r; = rsin fatd de axa (§), astfel incat:

2

Is = /Srz sin? fodS = 57}22 /sin2 OR% dpdf =
mR? [T 2m mR? 4
= in“ 0df dyp = c= 27 =
47 [) St 0 v 4t 3 T
2

= ng2 (6.55)
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In cazul sferei pline, un element de masa va avea expresia:

dm = pdV = -2 sin Odrdfdep. (6.56)

3m
4T R3
Un astfel de element de masa se va afla in permanenta in decursul rotatiei, la distanta
r; =rsinf cu 0 <r < R, astfel incat:

3
Is = /7“2SIH 04 7}237“ sin Odrdfdy =

_ 4
= 47TR3/ dr/ sin Hde/ dp =

3m R 4 2
(f) Paralepiped dreptunghic
v4
| C~
! 77 S
| i VS
c 4 N _
’ E
R

Figura 6.11: Un paralelipiped de masa m si dimensiuni a,b si ¢, impreuna cu cele trei axe
centrale ale acestuia.

Fie un paralelipiped omogen de masi m si dimensiuni a,b si ¢ (Fig. 6.11). S& calculam
cele 3 momente principale centrale de inertie ale acestuia. Un element de masa dm va fi
exprimat in acest caz:

dm = pdV = ﬂdacdyd,z.
abc

Distanta de la dm la axa (9) este:

rL =y $2+y25

astfel incat:

abce
b c 3 b3
do [ 2dy [° de =2 —b )=
abc/7_ * 7%2/ 4 — °T 3abc c+a4c

= (a4 8). (6.58)

a b <
Iy = ﬁ/(x2+y2)dxdydz: mofe xde/2 dy/2 dz +
abc be J-a -b -
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In mod similar vom gasi:

Q:{%W+3%AM:%%¥+3) (6.59)

6.5 Rotatorul liniar

S& examindm in continuare migcarea unui sistem format din doué mase punctiforme, fiecare
de valoare m, montate la capetele unei tije de masa neglijabila si de lungime 2! (Fig. 6.12). Un

OF

Wl
)

S mim e

—~

)

Figura 6.12: (a) Migcarea de rotatie a unui rotator liniar; (b) Orientarea vectorilor momente cinetice
corespunzatori rotatiei date

astfel de sistem se numeste rotator liniar. S& consideram ca rotatorul liniar este constrins sa
efectueze o miscare de rotatie in jurul axei (9), care face cu tija un unghi arbitrar ¢. Notand
cu 7 sl 7y vectorii de pozitie ai celor doua mase (7 = OA §i Ty = O_B), momentele cinetice
ale celor dou& mase in raport cu punctul O vor fi:

_i = 7?1 X m_’l = 7?1 X m(u_} X 7?1); (6.60)
_é = ’FQ X m_‘g = ’FQ X m((IJ’ X ’FQ) (661)

Vectorii J; s Jo sunt perpendiculari pe tija, prin urmare, paraleli intre ei, astfel incat momentul
cinetic total al rotatorului in raport cu O va fi:

J =7 xm(@ X L) 47 x m(@ X 7). (6.62)
Din Fig. 6.12(a) rezulta ca vectorii j@i @ fac un unghi de (% — gp) radiani. Mai mult, din
Fig. 6.12(b) rezultd cd momentul cinetic total J al rotatorului are o componenta .J |» paraleld cu

@ i una, J) 1, perpendiculard pe acesta. Pentru a calcula modulul momentului cinetic orbital
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J sa observam ca:

WX 7 =d X (F +71L) =& X 7L
CZ)’X_’QZCA_J’X(F2||+F2J_):U_}XF2J_.

Cum & L 7 9 rezulta ca:
|0 x 71| =wriy = wlsinp;

lw X o | =wrey| = wlsinp.

Folosind aceste ultime dou relatii si ecuatia (6.62) rezultd cd modulul momentului cinetic
total are valoarea:

J = 2mwl?sin . (6.63)

Produsul 2ml? reprezinta momentul de inertie al rotatorului pentru rotatia in jurul unei axe
perpendiculare pe tija, trecand prin O. Agadar:

J = Iwsin p. (6.64)

Asa cum am mentionat anterior, o astfel de rotatie poate continua, in modul examinat aici,
numai daca rotatorul este constrans sa-gi pastreze unghiul ¢ constant. O astfel de constrangere
o putem realiza in practica dacd, de exemplu, sudam tija de un ax de rotatie (in O) iar axul
il fortam sa raméana fix cu ajutorul unor lagire sau rulmenti montati la cele doua capete ale
sale (vezi si Fig. 6.12(a)).

Pentru a intelege de ce miscarea rotatorului are loc in prezenta unor constrangeri exterioare,
sa examinam efectul fortelor centrifuge de inertie care se manifestd asupra celor doud mase
(Fig. 6.13). Fortele centrifuge de inertie actioneaza pe directia radiala (C1 A, respectiv CyB) si
creazd un cuplu de forte care tinde sa reorienteze axa (0) fortand-o si se roteascd spre pozitia
final ardtats in Fig. 6.13. Intrucat bratul fiecirei forte centrifuge este b = I cos ¢, momentul
cuplului de forte centrifuge are valoarea:

M = F, p1lcosp + Fepal cosp = mw?1 sin @l cos @ + mw?1 sin @l cos p,
sau:
M = 2mw?1? sin ¢ cos ¢ = mw?1% sin 2¢. (6.65)

Constatam, prin urmare, ca este nevoie de un cuplu de forte exterioare (de legdtura) care sa
compenseze in efect pe M. Cuplul de forte exterioare este asigurat de lagarele sau rulmentii
montati la capetele axului de rotatie. Trebuie remarcat cd, in acord cu relatia (6.65), M are
valoarea zero atunci cand ¢ = 90° sau ¢ = 0°. Aceasta inseamna ca rotatia rotatorului in
jurul unei axe, fie perpendiculari, fie paraleld cu tija este una stabild, in sensul ca in lagire
nu mai este necesar sa se dezvolte momente antagoniste cuplului de forte centrifuge. Cu alte
cuvinte, o astfel de axa de rotatie ca aceea din Fig. 6.13(c) nu mai necesita lagire, de aceea
ea se numeste si azxd liberd.
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| lagar/rulment

(a) (b) (©)

Figura 6.13: Fortele centrifuge ﬁcfl si F, r2 creazé un cuplu care tinde sa rearanjeze rotatorul, prin
cregterea valorii unghiului ¢.

@ (b)

Figura 6.14: Rotatorul liniar dublu. In acest caz, momentul cinetic total J devine paralel cu &.

In general, axele libere ale corpurilor omogene in rotatie sunt azele lor de simetrie. Conditia
M =0 apare nu numai atunci cind ¢ = 90°, ci gi atunci cind ¢ = 0 (conditie in care
Fop1 = Fepp =0). In general, in raport cu o axa libersi, momentele centrifugale se compenseaz
reciproc, iar migcarea este stabild (sau permanentd).

Un rotator liniar se poate roti in jurul axei (§) numai daca el este dublu (Fig. 6.14). In
acest caz fortele centrifuge si momentele lor se compenseaza reciproc, iar momentul cinetic
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total Jyyg devine paralel cu & (Fig. 6.14(b)), intrucit componentele perpendiculare, J. si

fj_ sunt egale si de sens opus. Constatarea ci migcarea de rotatie a unui solid rigid (iar

rotatorul liniar este exemplul cel mai simplu de solid rigid, fiind format din 2, respectiv 4

puncte) devine stabild in méasura in care vectorul J devine paralel cu . Aceastd concluzie

are o maxima importantd pentru a intelege caracteristicile unor migcari de rotatie mult mai

complicate. De altfel, agsa cum am mentionat anterior, miscarea devine stabila in cazul in care
s

axa de rotatie (0) face un unghi § cu tija rotatorului, situatie in care & devine paralel cu J.
In aceste circumstante produsul vectorial dintre cei doi vectori paraleli este:

&xJ=0. (6.66)

Corpurile reale asimilate solidului rigid vor prezenta o rotatie liberd in masura in care este
realizata conditia (6.66) . Operatia tehnicd pentru realizarea ei intr-un atelier de service
auto, in cazul unei roti de automobil, de exemplu, se numeste echilibrare dinamicd. Aceasta
presupune adaugarea pe janta rotii, a unor mici mase aditionale din plumb care ajusteaza
simetria rotii, pana cand momentul cinetic al rotii in timpul rotatiei devine paralel cu axa sa
de simetrie si, implicit cu . In absenta echilibrarii dinamice roata va solicita in mod intens
(si nedorit) rulmentii, ducand la uzura lor prematura si chiar uneori la accidente.

6.6 Rotatia rigidului in jurul unui punct fix

S& examindm acum migcarea de rotatie a unui solid rigid in jurul unei axe (0) care se poate
reorienta in spatiu. Singura constrangere impusa axei este aceea de a trece printr-un punct
fix O (Fig. 6.15). O astfel de migcare a rigidului se numegte rotatie in jurul unui punct fix.

Figura 6.15: Un corp solid aflat, la un moment dat, in rotatie in jurul axei instantanee (9) aflatd in
pozitia AA’.

S& presupunem ci, la un moment dat, axa de rotatie ocupa pozitia aratata in Fig. 6.15.
In acel moment, un element de masa dm descrie, pentru un interval de timp dt, un arc de cerc
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cu centrul in C, iar momentul sau cinetic in raport cu O are valoarea:
dJ =7 x Gdm = 7 x (& x 7)dm. (6.67)

Folosind identitatea dublului produs vectorial:

vom scrie pe dJ ca:

dJ = [r’& — 77 - &)]dm. (6.68)
Daca tinem cont ca:
7=zl +yg+ 2%
G = wed + wy + w.2; (6.69)
ecuatia (6.68) devine:
dJ = (2% + 9% + 22) (wed + Wyl + wz2) — (22 + yy + 22) (2w, + ywy + 2w;). (6.70)

Relatia (6.70) este echivalenta cu 3 ecuatii scalare:

% + 92 + Zz)wm — 22w, — TYWy — xrzw,]dm =

(
(y? + 2H)wy — TYwy — T2W,)dm;
(2% + y* + 22wy — Tyws — yiw, — yzw,]dm =

Al = |
|

= {—xywx + (2% + 22wy — yew,|dm;
[

dJ,

(6.71)

dJ, (2% +y? + 22w, — zyws, — yzw, — 22w, ]dm =

—zz2wy — yzwy + (22 + yHw,]dm.

Relatia (6.71) se poate scrie mai compact sub forma matriceala:

dJ, (y? + 22)dm —zydm —zzdm Wy
—yxdm (22 + 22)dm —yzdm wy |- (6.72)
dJ, —zxdm —zydm (22 4+ y?)dm w,

=y
-
I

In relatia (6.72) vom face notatiile:
dle = (y° + 22)dm = (r? — 22)dm;
dl,, = (22 + 2%)dm = (r? — y*)dm; (6.73)
dl.. = (2> + y»)dm = (r* — 2%)dm;
si:
dlyy = dl,; = —xydm;

dl,, = dl., = —xzdm; (6.74)
dl,, = dI., = —yzdm.
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Marimile dl,;, dl,, si dI.. reprezintd momentele principale de inertie ale elementului de masa
si au semnificatia momentelor de inertie ale masei dm, daca aceasta s-ar roti in jurul axelor
Oz, Oy sau Oz.. Marimile dI;;(i,j = x,y, 2,1 # j) se numesc momente centrifugale de inertie
si ele sunt asociate cu efectele fortelor centrifuge de inertie ce apar daca axa (4) nu este o axa
libera. Integrand ecuatiile (6.73) si (6.74) pe intregul volum al rigidului, vom gasi ca:

J=Ta, (6.75)
in care:

J = Joi 4 Jyi+ J.2, (6.76)

jar T este tensorul momentelor de inertie al rigidului:

= Iy Izy Iy,
T=| I, I, I, |. (6.77)
Iy Izy L.,

Se intelege ca:
o
Iy = / (r? — y*)dm; (6.78)
|4
i

si:

Iy = Iyy = — Axydm;

Ixz = Lzx

= —/ rzdm;
14

(6.79)

IZ:IZy:—Ayzdm.

Din ecuatia (6.75) rezultd ca, in general, daca axa (J) ocupa o pozitie arbitrara in spatiu in
raport cu solidul rigid, vectorii J si & nu sunt paraleli. Chiar in cazul simplu, in care axa (9)
este paralela cu Oz (prin urmare w, = w, = 0), momentul cinetic total va avea componentele
nenule:

Jp = zyWs Jy = Iyzw; J, = 1w,

cu alte cuvinte va exista o componenta a lui J paralela cu &: J| = [.,d. Va exista, de
asemenea, o componentd perpendiculara a lui J pe &, a carei modul este J, = /12, + Igzw.

Sa deducem acum expresia energiei cinetice de rotatie a rigidului cu punct fix. Energia
cineticd a unui element de masa dm va fi:

1
dE, = —dmv® =

R U
5 §dmv U= 2dm(u) X T) - 0. (6.80)
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In expresia 6.80, in care apare un produs mixt a 3 vectori, vom folosi posibilitatea de permutare
ciclicd permisa a termenilor, intrucéat:

Vom obtine:

sau
&-dJ. (6.81)

Integrand ecuatia (6.81) pe intreg volumul rigidului® vom gasi:

—

Eo=—@-J. (6.82)

DO |

Trebuie mentionat ca ecuatia (6.82) este analogul ecuatjiei:

1

E.= aﬁzym% (6.83)

DO | —

valabila in cazul migcarii de translatie.

6.7 Elipsoidul de inertie

S& presupunem ci axa instantanee de rotatie (6) face, la un moment dat, unghiurile o, o
si a, cu cele 3 axe ale unui referential Oxyz legat de corp. Vectorul viteza unghiulard & se
poate scrie sub forma & = ww.

In aceste conditjii, versorul & poate fi scris, in functie de cele trei unghiuri, ca:

W = €OS iz + COS (yY + COS O 2. (6.84)

Momentul de inertie I al rigidului in raport cu axa (4) va fi:

1= / 3 dm = / (12 — 2 cos® @) 2dm.
1% 1%
Observam, insa, ca produsul 7 cos ¢ (vezi Fig. 6.15) se poate scrie si sub forma:
reosp =7, (6.85)
astfel incat:

I— /V 2 — (7 &)2]dm. (6.86)

5Energia este o marime scalara.
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Avand in vedere ecuatia (6.84), precum si faptul ca 7= x& + yy + 22, ecuatia (6.86) devine:

I=1,, cos? oy + Iy cos? ay + 1., cos? o+

+ 21y cos vy €OS ayy + 21, cos aty, cOS vy + 21, COS Oy COS . (6.87)

Ecuatia (6.87) permite exprimarea momentului de inertie al rigidului in raport cu o axa in-
stantanee de rotatie arbitrard, ca o functie de 3 momente principale de inertie si de momentele
centrifugale date de ecuatiile (6.78) si (6.79).

Alegand un sistem de referinta convenabil legat de corp, in aga fel incat:

COS (g, COS CoS v,
X = ; = —; Z = ; 6.88
Vi Vi Vi (055
ecuatia (6.87) capitd o forma mai simpla:
1= I X2+ 1, Y? + 1, 2% + 21, XY +21,. X7 + 21,.Y Z. (6.89)

Ecuatia (6.89) se numeste a elipsoidului de inertie. Daca sistemul de axe legat de corp se
alege cu originea in centrul de masi a rigidului iar axele Ox, Oy si Oz sunt paralele cu axele
de simetrie ale rigidului, momentele centrifugale se anuleaza, iar ecuatia (6.89) capata o forma
i mai simpla (aga-numita forma canonica):

1=, X*+1,Y*+1,.7% (6.90)
sau, echivalent:

I=1,, cos? oy + Iy, cos? oy + 1, cos? Q.

Cu titlu de exemplu, dacé calculam momentul de inertie al unui paralelipiped dreptunghic de
laturi a, b si ¢, care se roteste in jurul unei diagonale de volum, se obtine expresia:

= Ima—l—Iyyb—i—Izzc. (6.91)

Va2 + b+ ¢?

Observatie. Ecuatia (6.89) poartd denumirea de ecuatia elipsoidului de inertie deoarece ea
reprezintd ecuatia unui elipsoid de rotatie cu axele OX,OY i OZ (Fig. 6.16). Un punct P de
pe suprafata acestui elipsoid, care are coordonatele Xp,Yp, Zp, va avea pozitia pe suprafata
elipsoidului, descrisa de un vector de pozitie pp(Xp,Yp, Zp). Putem scrie:

op = (pr( +YpY + ZpZ) = L(cosozxf( -+ cos ayf/ -+ cos aZZ) - Y

VI VI

Constatdm c& modulul vectorului pp este invers proportional cu radicalul momentului de

inertie corespunzitor rotatiei in jurul axei (4). Afirmatia anterioara poate fi reformulata in

sensul cad momentul de inertie in raport cu axa (J) este invers proportional cu puterea a 2-a a

lungimii segmentului OP.

Elipsoidul de inertie reprezinta o constructie imaginara care se asociaza unui solid rigid real

si care permite o reprezentare mai intuitiva a "imaginii" momentelor de inertie ale rigidului in
raport cu axe instantanee arbitrare.

(6.92)
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Figura 6.16: Elipsoidul de inertie asociat unui solid rigid aflat in rotatie in jurul unei axe instantanee
arbitrare.

6.8 Ecuatiile lui Euler

Asa cum am ardtat in Partea I cand am calculat derivatele versorilor unui sistem de
referinta mobil (atagat unui corp aflat in rotatie in raport cu sistemul laboratorului) am obtinut

relatia:
dé, dé, o
= - 6.93
<dt>SL (dt>sc+wxe (6:3)

Ecuatia (6.93) este, de fapt, mult mai generald, ea permitand exprimarea derivatelor oricarei
marimi vectoriale in raport cu cele doua referentiale. De exemplu, intre derivatele momentului
cinetic in raport cu sistemul laboratorului, respectiv sistemul de referinta legat de corp putem

scrie relatia:

dJ dJ -
() ~(¥) rons oo
SL sC
Avéand in vedere ca (‘fj—{) . M (momentul rezultant ce actioneaza asupra rigidului), ecuatia

(6.94) se va scrie sub forma a 3 ecuatii scalare plecand de la ecuatia vectoriala:

M = % 0 Iyy 0 U-)y + Wy wy Wz |,
O O IZZ (Uz J:L‘ Jy ‘]Z
adica:

d(I.w dw

M, = % Ty, —w.y = I”d—tz + wyw: (L2 — Iyy);
d(IL,,w dw

My = % +wydy —wid, = Iyyd—ty + wzwz(Izw - Izz)7 (695)
d(1,,w dw

M, = M + wedy — wyJy = sz—tz + wawy(Lyy — Ipz)-

dt
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Sistemul de ecuatii (6.95) reprezintd asa-numitele ecuafii ale lui Fuler i ele permit, prin
integrare, gasirea legii de miscare in cazul rotatiei oricarui rigid si analiza stabilititii acesteia.
Un exemplu in acest sens este prezentat in sectiunea urmatoare.

6.9 Stabilitatea rotatiei solidului rigid

Sa presupunem ca am adus, cu ajutorul unor forte externe, un solid rigid la o migcare de
rotatie in jurul unei axe libere a acestuia. Sa atasam solidului sistemul de referinta propriu
(SC), avand axa Ox paraleld cu (0). Dacd vom inlatura fortele exterioare, ne putem pune
problema daca rotatia in jurul axei (Oz = ¢) va continua in mod stabil sau nu. Natura stabi-
litatii rotatiei se poate afla analizdnd miscarea rigidului dupa aplicarea unei mici perturbatii
care modifica orientarea axei si, implicit a lui .

Intrucat, inainte se aplicarea perturbatiei, vectorul & are componentele w, = W,wy =
0,w, = 0, dupa aplicarea perturbatiei acestea vor fi:

/ / /
Wy = w + Awy, wy = Awy, w, = Aw,.

Ecuatiile lui Euler (6.95) se vor scrie, in aceste conditii:

d(w + Awy)
d(A
d(Aw,
0=L.=— ) 4 (@ + Aw)Aw,y(Iyy — Lua).

Deoarece Aw < w, wAw ~ w. In acelagi timp produsele AwyAw;, pot fi considerate egale cu
zero, fiecare din termenii din acest produs fiind foarte mic. Ca urmare, ecuatiile precedente

devin:
0— 1T d(Aw,) (6.96)
S :
d(A
0= Iyy ( d:)y) + w(IaCac - Izz)sz§ (697)
d(Aw,)
0=1,, 7 +w(l;; — Iyy)Aw,. (6.98)

intrucit d(w + Aw,)/dt = d(Aw,)/dt, w fiind independent de timp.

Conform ecuatiei (6.96), Aw, ramane constanta in timp. Ecuatiile diferentiale (6.97) si
(6.98) descriu evolutiile in timp ale perturbatiilor Aw, si Aw,. Substituind, de exemplu, pe
Aw, din ecuatia (6.97) in (6.98) vom obtine:

— d(Aw
Aw; = w(ImiIN)Iyy (dty) (6.99)

s
(Awy) | (Law = Lz) (Lax =

Lyy)
Aw, = 0. 6.100
at? Tyl “y (6.100)
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Ecuatia diferentiald de ordin II ((6.100)) este de tip oscilator armonic dacid fractia din
termenul al 2-lea (care are semnificatia pulsatiei proprii a oscilatorului) este in permanenta
pozitiva. Aceasta se intAmpla dacd simultan:

Iy > Iy, I,y > 1., (deci I, este maxim)
sau:

Iy — Iy <0, I, < I, (deci I, este minim) .

Cu alte cuvinte, o axa libera este stabild daci, in raport cu ea, momentul de inertie al rigidului
are o valoare extrema (minima sau maxima).

6.10 Giroscopul. Migcarea giroscopului in camp gravitational

Giroscopul reprezinta un solid rigid care poate efectua o migcare de rotatie in jurul unei
axe fixe sau a unui punct fix. Axa fixa este, in cazul giroscopului simetric (varianta cea mai
frecvent intalnita in practica) o axad de simetrie ce trece prin centrul de masa. Adesea aceasta
axd se fixeaza in doud lagdre care, la randul lor, se atageaza unei aga numite suspensii cardanice
(Fig. 6.17), care ii permite giroscopului si ia orice pozitie in spatiu, chiar daca el se afla in
campul gravitational al Pamantului. Aceastd configuratie se numegte giroscop liber .

Figura 6.17: O fotografie a unui giroscop montat intr-o suspensie cardanica.

Giroscopul executa in cele mai multe cazuri o miscare de rotatie cu punct fix, atunci cand se
rotegte in jurul unei axe instantanee de rotatie, in conditiile atractiei gravitationale (Fig. 6.18).

Sa consideram pentru inceput, cd axa de rotatie a unui giroscop simetric de forma unui
disc este coliniard cu directia fortei de greutate (Fig. 6.18a). In aceste conditii, rezultanta
fortelor este nula:

G+ N =0, (6.101)
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(©), !

(@) (b)

Figura 6.18: Un giroscop simetric in camp gravitational.

iar momentul rezultant este, de asemenea, nul, intrucéat:
Mg = My.

S& aplicdm o micd perturbatie care sa determine, de exemplu, inclinarea axei () cu un unghi
6 fata de verticala (Fig. 6.18b). In aceste conditii, relatia dintre forte se pastreaza (G =N )
insa acum apar doar My = 0, in timp ce Mg # 0. Notand cu C' centrul de masa si cu 77 = ocC,
vectorul de pozitie al centrului de masa al giroscopului, bratul fortei G este bg = rsin @, iar
momentul lui G in raport cu O este Mg = mgrsin 8. Ca vector:

Mg =7 x mg, (6.102)

MG este perpendlcular atat pe 7 cat si pe G. Cum atat 7, cat gi G sunt vectori intr-un plan
vertical, rezulta ca MG este un vector orizontal, deci MG(MGx, Mgy, 0).

Sa presupunem ca axa de rotatie a giroscopului este "inghetatd" la un moment dat in
planul foii, aga cum este prezentatd in Fig. 6.19. In aceste conditii & si J| (t) sunt paraleli

Figura 6.19: (a) Orientarea vectorilor 7, j§i M (b) Evolutia in timp a vectorului J.

cu axa de rotatie. Aceasta stare "inghetatd" nu se poate mentine, intrucdt momentul Mg
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determina variatia lui J in timp:

- AT J(t+dt) — J(t)
Mca 7 I (6.103)

Variatia lui J inseamna si reorientarea sa in spatiu, intrucét, conform (6.103):

J(t +dt) = J(t) + Mdt. (6.104)

Pe de altad parte, J(t) se considera a fi suma:

— — —

J(t) = Jy(t) + JL(t)
J(t +dt) = Jy(t) + Jo(t + dt).

Intrucat M, = 0, vectorul d.J are doar componente orizontale de aceea j|)| (t) = jh (t + dt),
astfel incat:
N — Ji(t+dt) — JL(t)'
dt

Prin urmare, efectul momentului fortei de greutate se traduce printr-o rotatie a varfului lui
f(t) printr-un unghi dy in timpul dt, pe un arc de cerc de raza J; = Jsinf. Acest efect se
continua in permanenti, de aceea varful lui J va descrie, de fapt un cerc in plan orizontal.

Efectul sus-mentionat, care se numeste precesie a axei giroscopului apare deoarece momen-
tul cinetic J al giroscopului are tendinta de a se "desprinde" de axa lui de rotatie, devansandu-i
miscarea de precesie, ca efect al momentului fortei de greutate. Asa cum am ardtat anterior,
in mésura in care J nu mai este paralel cu &, intrd in joc momentele fortelor centrifugale,
care tind sa readuca pe & peste J. Agadar intr-o descriere calitativa, precesia giroscopului (ca
urmare a atractiei gravitationale) are loc datorita desprinderii vectorului J de axa giroscopului
si datorita efectelor combinate ale fortelor centrifuge care "urmaresc" readucerea lui & peste
J.

Pentru a gasi o explicatie cantitativa a migcarii de precesie, vom pleca de la faptul ca
M, = 0. Ca urmare:

M, = = 0= J, = constant. (6.105)

In plus, deoarece vectorii MG si J sunt in permananta perpendiculari unul pe altul, produsul
lor scalar este zero:

L. dJ -
Mg~J:0:>E~J:0. (6.106)
Ecuatia precedenta se poate scrie si sub forma:
1d -
~—(J*) = 0= |J| = const. (6.107)

2dt
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Asadar, in timpul precesiei, atdt componenta J,, cat si J isi pastreaza modulul constant in
timp (de aceea spunem ca J descrie suprafata laterala a unui con cu axa de simetrie axa Oz).
Intrucat:

JP=J24 T+ J2, (6.108)
rezulta ca si:

J2 + Jy2 = ng = const. (6.109)

cu alte cuvinte, va exista un vector J,, = J al carui varf descrie un cerc in plan orizontal.
S& gasim, in continuare, expresia wvitezei unghiularede precesie. Produsul scalar din ecuatia
(6.106) se poate scrie, avand in vedere cd M, = 0, sub forma:

My + MyJ, =0, (6.110)
sau:
M, M,
= — =0 6.111
Jy !]gg ’ ( )

in care €) este o marime constanta, independenta de t. Semnificatia acesteia o vom descoperi
in cele ce urmeaza. Din (6.111) rezulta ca:

ddJy

Me = QJ, = —22 = QJ, (6.112)

i respectiv:
M, =—-QJ, = % = —QJ,. (6.113)
Derivand, in raport cu timpul, ecuatia (6.112) si introducand rezultatul in (6.113) vom gasi:
d;i“” +Q%J, =0; (6.114)
% +02J, = 0. (6.115)

Solutiile ecuatiilor diferentiale (de tip oscilator armonic) (6.114) si (6.115) se vor scrie, tinand
cont si de ecuatia (6.109) sub forma:

J, = Asin(Qt+ ¥);
Jy = Acos(Qt+ V). (6.116)
Asadar €) are semnificatia vitezei unghiulare de precesie a lui J si, implicit, a giroscopului.
Avand in vedere ca:

- 5 5 dJ,\ 2 dJy\?
Ma = /M2 + M2 = ) T (6.117)
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si tinAnd cont si de ecuatia (6.116), rezulta imediat:
mgrsinf = AQ. (6.118)

Pe de altd parte, folosind relatia (6.116), ecuatia (6.109) se va scrie, folosind formula funda-
mentala a trigonometriei:

Jo,=J7 = =A%

adicd A = (/J? — J2 (am ales, evident, doar solutia pozitivd, avind in vedere semnificatia
notiunii de amplitudine).
In aceste conditii, din ecuatia (6.118) rezulta expresia vitezei unghiulare de precesie:

mgr sin 6
Iz -2

Constatdm ca €2 este direct proportional cu momentul fortei de greutate, de aceea precesia va
fi lenta atunci cand inclinarea 6 a axei fata de verticald este mica si se va accelera odata cu
cregterea lui 6.

In experimentele de laborator este convenabil si se utilizeze un giroscop care evolueazi
in planul orizontal (6 = 7/2) , deoarece astfel este ugor de compensat momentul greutatii
motorului (M) ce antreneaza giroscopul, ca si al greutitii proprii a acestuia prin montarea
unei contragreutati (CG in Fig. 6.20). In aceste conditii, giroscopul este echilibrat in pozitie

0= (6.119)

L

Figura 6.20: Un giroscop orizontal CG=contragreutate, M=motor electric de antrenare D=disc-
giroscop, G=greutate externa.

orizontald. Aparitia precesiei poate fi provocatd de agitarea unei greutati suplimentare, G, al
cérei brat in raport cu O este b =r = OA. In acest caz ecuatia (6.119) se va scrie:

mgr
Q=— 6.120

- (6.120)

intrucat .J, = 0. In acest caz, panza de con descrisi de vectorul Jin exemplul analizat anterior

este degeneratd intr-un plan.
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Trebuie mentionat cd o astfel de tratare simplificatd a modelului de giroscop ignora o
altd migcare a giroscopului, anume aceea in care axa giroscopului executa gi o rotatie in plan
vertical, (0 = 6(t)), denumitd miscare de nutatie. Pentru a identifica cine determind nutatia si
mai examinam inca o data precesia. Caracteristica aparent stranie a giroscopului, aga-numitul
efect giroscopic, anume aparitia unei rotatii tn plan orizontal ca urmare al momentului unei
forte verticale, nu este, de fapt, stranie! Este normal, aga cum am vizut mai inainte ca variatia
lui j, adica d.J s apara intr-un plan orizontal, deoarece dJ si /\7(@ sunt legati prin relatia:

—

M = ﬂ, (6.121)
dt
Acest comportament apare straniu, daca for{dm o analogie cu miscarea de translatie, acolo
unde efectul (deplasarea acceleratd) apare ca fiind coliniara cu forta exterioard. Legea care
guverneaza acolo miscarea este insa F = md, si nu teorema variatiei momentului cinetic
(6.121).

Efectul giroscopic apare ca foarte important in situatiile in care in componenta unor masini
existd parti in rotatie care se comporta intocmai ca un giroscop. Un cuplu de forte externe care
apare, de exemplu, atunci cand se doreste virarea unui vapor intr-un plan directie orizontal
face ca axa elicei acestuia sa raspunda cu o rotatie in plan vertical, situatie care poate conduce
la efecte periculoase dacd nu este contrabalansatd. FEfectul de giroscop poate fi constatat
intuitiv daca luam in méaini "haltera" reprezentata de giroscopul din Fig. 6.20. Constatam ca,
daca incercam sa rotim axa giroscopului in plan orizontal, giroscopul ne roteste bratele in plan
vertical!

Revenind acum la migcarea de nutatie efectuata de giroscop in plan vertical, rezultd ci ea
apare atunci cand asupra giroscopului actioneaza un cuplu de forte, ambele plasate in plan
orizontal. De reguld, in experimentele de laborator, acestea sunt fortele de frecare la axul
giroscopului in dispozitivul de sustinere. Se poate usor constata ca, in prezenta frecarii, prin
addugarea greutitii G in A, giroscopul incepe migcarea de precesie, insotita de o inclinare lenta
a axului sau in plan vertical (0 # 0), adicd de nutatie.

In situatii mai generale, asupra cirora nu vom insista aici, e posibil ca si nutatia sa fie o
migcare periodicd. Un astfel de exemplu il constituie chiar PAmantul, care se comporta ca un
giroscop uriag. Precesia Pamantului, datoratd actiunii combinate a Soarelui si Lunii face ca
axa acestuia si se roteasca pe suprafata laterald a unui con cu deschiderea de 23,59, o rotatie
completa durand 26000 de ani. Acest fapt face ca, peste 14000 de ani, o noua stea (Vega) sa
devind "Steaua polard" in locul stelei Polaris.

6.11 Probleme

1. Se considera o molecula de oxigen ce se roteste in planul xOy in jurul axei perpendiculare
Oz, ce trece prin centrul siu. Masa atomului de oxigen este 2,66 x 10726kg iar, la
temperatura camerei, distanta dintre cei doi atomi, considerati punctiformi, este 1,21 x
10~ 19m.

(a) Calculati valoarea momentului de inertie al moleculei in raport cu axa de rotatie;
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(b) Considerand ci viteza de rotatie in jurul acestei axe este 4, 6-10'%rad /s, determinati
energia cinetica de rotatie a moleculei;

(c) Demonstrati cd, in cazul in care masele celor doi atomi nu ar fi egale, momentul
de inertie in raport cu aceastd axa are valoare maxima doar cand aceasta axa trece
prin centrul de masa.

Raspuns: (a) 1,95 x 10746 kgm?; (b) 2,06 x 1021].

2. Determinati momentul de inertie al unui ansamblu de 3 bare identice, de masa m si
lungime L, reciproc perpendiculare, care se rotesc in jurul unei axe paralele cu una din
bare situata la capatul alteia (Fig. 6.21).

Z A

Figura 6.21: Pentru problema 4

< . 1imL?
Raspuns: =55*.

3. Densitatea Pamantului variaza cu distanta pana la centrul sau conform relatiei:
P = po (14,2 - 11,6%) -103 kg/m®

unde R este raza Paméantului. Aratati cd momentul de inertie in cazul rotatiei in jurul
unei axe ce trece prin centru sau este I = 0,33M R?, M fiind masa Pamantului.

4. Doua corpuri de forma unui disc gi a unui inel, de aceeagi masa gi razd, sunt agezate unul
langa altul la indltimea h, in punctul de plecare din varful unui plan inclinat. Care dintre
aceste corpuri va ajunge primul la baza planului, presupunéand ci ele se rostogolesc fara
s& alunece?

Raspuns: discul.

5. Pe un plan inclinat de unghi « se rostogoleste in jos un cilindru de masa m, raza R si
moment de inertie I. S& se afle, in cazul rostogolirii fara alunecare, respectiv in cea cu
alunecare, urmatoarele marimi:

(a) forta de frecare si coeficientul de alunecare minim necesar ca alunecarea si nu aparé;
(b) acceleratia centrului de mass;

(c) acceleratia unghiulari;
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(d) distanta de la axa instantanee de rotatie pand la centrul de masa a corpului.
Raspuns: (a) p = #ﬁ‘g/[; (b) a = %;
a=g(sina —pcosa); (c) e = %, e = umgR/I cos ;
(d) d= & d=I(tge — p)/(pmR).

g’

6. Suprafata unei stele neutronice vibreaza usor, iar momentele de inertie principale sunt
functii armonice de timp, conform relatiei:

I, = gmrz(l + e cos wt)
2
I, = gmrz(l - %cos wt), exk1

Steaua se roteste cu viteza unghiulara Q(¢).

(a) Aratati ca proiectia pe axa Oz a lui Q(t), adica ,, rdméne constanta.

(b) Demonstrati ca €(t) executd o migcare de nutatie in jurul axei Oz. Determinati
frecventa unghiulard a acesteia (2, > w).

Qo2

Qo . _ 3
T+ecoswt ~ const.; (b) Wn = 25Qz cos wt.

Raspuns: (a) Q, =






Capitolul

Solidul deformabil

7.1 Introducere

Fortele de interactiune dintre particulele constituente ale unui mediu solid au, in realitate,
valori finite, in aga fel incat arareori corpurile solide pot fi considerate absolut rigide. Solidele
reale, in marea lor majoritate, sunt deformabile. Céand forte interne sau externe actioneaza
asupra particulelor componente ale corpului solid, apar astfel deformatii, corpul respectiv
aflandu-se intr-o stare de comprimare sau intindere. Daci, dupd inlaturarea actiunii fortelor
sus-mentionate, solidul revine la forma initiala, se spune ca acea deformatie a fost reversibila
sau elasticad.

7.2 Deformatia de alungire/compresiune

S& presupunem ca supunem un corp solid unei forte F (Fig. 7.1) orientatd arbitrar fata de

—

tg

(@) (b)

Figura 7.1: (a) O fortd externi F actioneazi asupra sectiunii transversale S, a epruvetei; (b) Un
detaliu, referitor la sectiunea dS

o sectiune transversald prin acestal

Raportul F/S se numeste efort unitar mediu, iar raportul dF/dS se numeste efort unitar

!Corpul de studiat se numeste, in acest caz, epruvetd.

155
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(sau stress).

AF dF
Y= lim 7.1
AS—0AS — dS (7.1)
Asa cum se constata si din Fig. 7.2, corespunzator celor doud componente ale fortei, vom avea
un efort unitar normal:
dF,

si un efort unitar tangential (sau de forfecare):

dFy,
T = —
dS
Referitor la definitia efortului unitar normal, sa amintim ca el este denumit tensiune, daca forta
dF este orientata in asa fel incat determina o deformatie de alungire?. Daca forta deformatoare

determind un efort de reducere a dimensiunilor corpului, ea se numeste compresiune. In Fig.
7.2 sunt prezentate cele 3 tipuri de efort unitar.

( sténga) (dreapta)

Figura 7.2: (a)O imagine a unei sectiuni intr-o epruveta paralepipedici (b) efort de tensiune; (c) efort
de compresiune; (d) efort de forfecare. Am notat cu Fy, si Fisq fortele ce actioneazi stanga-dreapta si
invers; Fjs si Fs; sunt fortele care ( pe desen) actioneaza sus-jos, respectiv jos-sus

Prezenta unei forte, respectiv a unui efort reprezinta o cauza. Efectul acesteia in terme-
nii deformarii se caracterizeaza cantitativ prin marimea fizicd denumitd alungire/comprimare
relativa. Daca efortul unitar este de alungire, o, atunci efectul siu:

Al
£=— (7.3)
lo

se numeste alungire relativd. Invers, daca efortul este de compresiune, vorbim despre o com-

primare relativd (evident, in acest caz, € < 0, deoarece [ < lp). In sfarsit, daci efortul este de
forfecare, vorbim despre o altd marime, notata cu ~:

Ad

Y=

0 (7.4)

3 ; . . e . < )
A nu se confunda tensiunea o care are semnificatia densitdtii superficiale de forta cu forta de tensiune,
= Iy
notatd cu F), in Fig. 7.1 sau cu 7' in multe cazuri.
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unde Ad este distanta pe care se produce alunecarea portiunii dintr-o parte a suprafetei de
forfecare, iar dy — o dimensiune caracteristica, despre care vom vorbi in detaliu mai jos.

Intr-o relatie matematica, efortul unitar gi alungirea/comprimarea relativa se exprima sub
forma:

o= FEe (7.5)

in care constanta de proportionalitate F se numeste modul de elasticitate sau modulul lus
Young. Intrucat e este o mirime adimensionali, unitatea de mésura in SI a lui E va fi aceeasi
cu cea a lui o gi anume N/m?. Relatia (7.5) exprima legea lui Hooke.

Observatie Relatia (7.5) este respectata doar in cazul micilor deformatii ale solidelor, mai
precis in situatia in care deformatia este reversibila®. Daci urmarim o situatie in care fortele
deformatoare depagesc limita de proportionalitate valabild in cazul relatiei (7.5), obtinem o
dependenti de forma prezentata in Fig. 7.3.

EA
E

[9) "o
Figura 7.3: Dependenta (o) pentru o epruveta metalica.

Intervalul BC' se numesgte regiune inmuiere sau de curgere intrucadt in aceasta regiune,
deformatia se produce printr-o curgere foarte vascoasd a unor straturi ale solidului pe langa
altele. Scaderea lui o in portiunea BC se datoregte, in principal, scidderii sectiunii transversale
a epruvetei. intervalul C'D se numeste regiune de ecruisaj si corespunde unui proces invers celui
petrecut in portiunea BC', mai precis unei intariri a materialului, care intr-o astfel de deformare
devine mult mai rigid decat in fazele initiale ale deformarii. Dupa depagirea punctului D, are
loc, din nou o alungire rapidd a materialului, care in final, se rupe (punctul E).

Observatii:

1. Graficul prezentat in Fig. 7.3 se intalnesgte, de regula, in cazul epruvetelor metalice.
In multe situatii, insa, el este mai simplu, anumite portiuni lipsind. Materialele casante sau
fragile ajung sa se rupa, inainte de a ajunge in regiunea de inmuiere.

2. Deformatiile plastice din intervalul BC sunt foarte importante in procesele de prelucrare
la rece din metalurgie (laminare, trefilare, extrudare, forjare etc.)

3. Odata cu cregterea lungimii, chiar in cazul deformatiilor elastice din zona OA, are loc o
modificare a sectiunii transversale a epruvetei. Sa consideram (Fig. 7.4) o epruveta cu sectiune
circulara de diametru initial by.

3Cu toate ci, aparent, legea lui Hooke este un caz foarte particular — fiind vorba doar de mici deformatii,
in realitate numarul situatiilor in care aceastd lege raméne valabild este foarte mare. Printre exemplele cele
mai importante putem aminti aici deformatiile din domeniul undelor elastice liniare in medii solide.
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LLLLL

1) b=h,- Ab

II “Al

L V

Figura 7.4: Modificarea sectiunii unei epruvete prin alungire

In urma alungirii cu cantitatea Al, diametrul epruvetei scade cu cantitatea Ab = b — by
(Ab < 0). Definim raportul %—Ob ca o modificare relativa a diametrului epruvetei. Acest raport
este direct proportional cu alungirea relativa:

Ab Al
—— = pi7— (7.6)
bo o

Constanta de proportionalitate, x din ecuatia (7.6) se numegte coeficientul lui Poisson si el are
o valoare practic constantd in cazul metalelor i aliajelor (u ~ 0,4).

Cu titlu de exercitiu, propunem cititorului sa verifice cd, in urma alungirii, volumul epru-
vetei cregte (vezi si problemele propuse la acest capitol).

7.3 Deformatia de forfecare

S& consideram un corp solid deformabil de forma paralepipedica (Fig. 7.5) fixat la partea

=

inferioara, AD de un suport rigid. S& aplicim o forta tangentiala, F' asupra suprafetei BC'.

BB Py C o
/// y ’/
%(/ B 7b

A

Figura 7.5: Deformatia de forfecare a unui corp paralepipedic

Ca urmare a deformarii (forfecarii), suprafata BC, asupra careia se manifestd forta F se va
deplasa, ocupand, in final, pozitia B'C’. Daca notdm AB = Iy, iar deformatia BB’ = CC’ cu
Al, pentru deformatii mici putem scrie:

Al

tg’y%’y:zzg (7.7)

Efortul unitar tangential este:

, (7.8)
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astfel incat, o relatie de tip Hooke intre efortul unitar gi deformatia relativa se va scrie sub
forma:

T =Ge (7.9)

In relatia anterioars, constanta de proportionalitate G' se numeste modul de forfecare al ma-
terialului. Evident, unitatea de masura a lui G in SI este N/m?, ca si in cazul modulului de
elasticitate a lui Young. De altfel, pentru marea majoritate a metalelor si aliajelor, modulul
de forfecare reprezintd aproximativ 40% din valoarea lui E:

G~ 0,4F

Observatie

1. Deformatia de forfecare liniara apare, aga cum vom vedea in capitolele urmatoare, in
mediile solide in care se propaga unde transversale. Ea apare, de asemenea in suruburi si nituri
care servesc ca dispozitive de asamblare a unor plici plane adiacente, atunci cand acestea tind
sa se deplaseazi in sensuri contrare, paralel unele fatd de altele. Deformatia de forfecare apare,
de asemenea, in cazul foarfecelor care obligd doua parti ale unei foi sa se deplaseze in sensuri
contrarii, fata de o suprafata de téiiere.

7.4 Deformatia de torsiune (rasucire)
Un caz particular al deformatiei de forfecare este cea de torsiune, in care alunecarea su-

prafetelor are loc in cadrul unei simetrii cilindrice. Sa consideram un egantion de forma unei
bare sau fir, de diametru AB (Fig. 7.6), fixata rigid de un suport la partea inferioara.

F'
D
D',\(/I
RA! das 7
’(3’A"l
|I4,‘|:
L Fogt
o1
I V!
11 !
C
B
(a) (b)

Figura 7.6: (a) Deformatia de torsiune a unei bare (fir) (b) Deformatia de torsiune a unei paturi
cilindrice.

Daca un cuplu de forte FF’ actioneaza la capéatul inferior al barei, aceasta va determina
o rotatie a capatului superior al acesteia, punctul A ajungand in A’, iar D in D’. Asadar, ca
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urmare a actiunii cuplului de forte deformatoare F'F’, diametrul AD se rotegte (ca si intreaga
sectiune superioard a firului) cu un unghi ¢:
_AA" DD’
"R TR

(7.10)

S& consideram acum o patura sferica de raza r (0 < r < R) si de grosime dr (Fig. 7.6b).
Asupra acesteia actioneaza un cuplu de forte §F si SF' car este de atatea ori mai mic decat
cuplul fortelor F—F , de cate ori suprafata dS = 27rdr este mai mica decat suprafata totala
S =R

Aplicand legea lui Hooke pentru deformatia de torsiune:

!
d
tga ~ a = o _ ey (7.11)
lo lo

In relatia anterioari am notat cu dy unghiul cu care se roteste fata superioara a firului Efortul
unitar tangential este:
20F oF

= = 12
T 2nrdr  wrdr (7.12)

Pe de altd parte, conform ecuatiei (7.9):

oF T
=G— 7.13
wrdr lo ( )
Ca urmare:
2
SF — Grrepdr
lo
Momentul cuplului de forte va fi:
3d
oM = Grdre (7.14)
lo
Momentul total al fortelor F—F ce actioneaza asupra barei va fi:
R
M = /6/\/1 = @/ r3dr (7.15)
lo Jo
adica
4
M=o (7.16)
lo 4

Din ecuatia (7.16) constatdm ca momentul de torsiune, M este direct proportional cu defor-
matia unghiulara, ¢, a barei sau firului:

M = Co. (7.17)
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Aici constanta de proportionalitate:

TGR*

C p—
4l,

(7.18)

se numegte constanta de torsiune a barei (sau firului).

Se constata ca constanta de torsiune este direct proportionala cu R* sl invers proportio-
nala cu lungimea [y a barei/firului de torsiune. Aga cum vom vedea ulterior in studiul fizicii,
existd un numar insemnat de dispozitive de masura a fortelor sau cuplurilor de forte, bazate pe
deformatia unor fire de torsiune. De altfel, balanta de torsiune, amintita in Partea I a prezen-
tului curs ca dinamometru pentru masurarea fortelor de atractie gravitationala de catre Henry
Cavendish este un bun exemplu in acest sens. Sensibilitatea unei balante de torsiune se re-
gleazi grosier prin modificarea diametrului firului®, iar fin prin ajustarea lungimii firului. Alte
aplicatii ale balantei de torsiune le vom regasi in electricitate (la constructia galvanometrelor)
magnetism (la constructia magnetometrelor de torsiune) g.a.m.d.

7.5 Deformatia de incovoiere (flexiune)

Acest tip de deformatie apare atunci cand un capit al unei bare este fixat rigid, iar asupra
celuilalt se actioneaza cu o fortd (Fig. 7.7) care actioneaza perpendicular pe aceasta.
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Figura 7.7: (a) deformatia de incovoiere; (b) un detaliu pentru calcul

Ca si in cazurile anterioare, deformarea barei inceteaza in momentul in care cuplul exercitat
de forta externa F (si de perechea ei F ', din zona de incastrare din stinga) este anulat in efect
de un cuplu elastic dezvoltat in bara insasi. Ne putem imagina ca bara este formaté, initial, din
straturi paralepipedice paralele suprapuse, de grosimi infinitizimale. Ca urmare a incovoierii,
deformatiile acestor straturi sunt diferentiate, in functie de locatia lor: straturile din interiorul
arcului de cerc AB’ astfel format vor fi comprimate, cele din exteriorul acestui arc de cerc

10 dublare a diametrului firului de torsiune determini o scidere a sensibilititii balantei de 2* = 16 ori!
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vor fi alungite, iar stratul AB’ va avea aceeasi lungime, ca si in starea nedeformati. De aceea
stratul AB sau AB’ se numeste si strat neutru al barei.
Alungirea stratului C'D aflat la distanta y de stratul neutru (Fig. 7.7b) va fi:

Al = (R+y)8 — RO
Al =0y

Alungirea relativa a aceluiagi strat va fi:

AL _ by _y
~ly RY R
Aplicand legea lui Hooke:
E
—Fe=—= 7.19
o e=3Y (7.19)

cu alte cuvinte, efortul de alungire/comprimare cregte direct proportional cu distanta pana la
stratul limita. Constatam, asadar, cd efortul unitar va fi maxim la periferia externa a barei,
zero la nivelul stratului neutru (y = 0) si negativ in zona cuprinsd intre stratul neutru si
periferia dinspre centrul de curbura, O.

Faptul ca efortul de compresiune, respectiv alungire, este minim in vecindtatea stratului
neutru permite ca, in cazul grinzilor de constructii sau ginelor de cale ferati, acolo unde apar
deformatii de incovoiere, sectiunea transversala in aceastd zona sa poata fi aleasa mai redusa,
asa cum este reprezentat in Fig. 7.8.

\(AA/AIY /P, // A, ///// /

2

Figura 7.8: Sectiuni transversale printr-o sind de cale ferata si printr-o grinda portanta folosita in
constructii.

Se realizeaza, prin folosirea unor astfel de grinzi, in structura celulara, elemente construc-
tive flexibile gi foarte rezistente (aripi de avion, macarale, poduri, hale, etc.)

7.6 Probleme

1. un baston din cauciuc cu lungimea L = 40 cm se roteste uniform in plan orizontal in
jurul unui capéit, cu viteza unghiulard w = 600rot/min. Densitatea cauciucului este
p = 1400Kg/m? iar modulul sau de elasticitate £ = 10°N/m?. Determinati alungirea
bastonului determinata de miscarea de rotatie neglijand efectele gravitatiei.
Raspuns: Al = BLEPWQL:S ~ 5, 6cm.

2. Un fir de lungime L, modul de elasticitate F si sectiune S, este alungit elastic cu AL.
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(a) determinati constanta elastica k;

(b) calculati lucrul mecanic necesar pentru o astfel de alungire.
Raspuns: (a) k = ETS; (b) L = %ESATLQ

3. Un cablu de otel (E = 2 x 10N /m?) cu sectiunea 3,00cm? are densitatea liniara de
masa 2,4 Kg/m. Daca se folosesc 500 m de cablu pentru o escaladd montana si cablul se
atarna vertical pe un perete de stanca, care este alungirea cablului sub actiunea propriei
greutati?

Raspuns: AL = %’\gf =4,9cm.

4. (a) Estimati forta cu care un maestru karate trebuie sa loveascd o masa de lemn, daca
viteza mainii in momentul impactului este de 10m/s i descreste pana la 1,00m/s in
intervalul de 0,002s cat dureaza impactul. Masa mainii se considera 1 Kg. (b) Cat este
tensiunea de forfecare ce apare in masa de lemn de pin ce are grosimea de 1,00cm si o
latime de 10cm. (c¢) Cunoscand cd tensiunea maximéa suportatd de masa de pin este de
3,60 x 10N /m2va avea lovitura efect de rupere?

Raspuns: (a) F'=m (52) = 4500N; (b) £ = 4,50 x 10°N/m?; (c) da.






Capitolul

Fluide

In capitolul 2 am examinat citeva dintre caracteristicile migcarii unui model idealizat de
corp cu distributie continué de masa — solidul rigid. In continuare, ne vom ocupa cu studiul
echilibrului mecanic si al migcarii unui alt sistem fizic — model idealizat cu distributie continua
— fluidul. Un fluid constituie extrema opusa solidului rigid, in sensul ca el este un corp absolut
deformabil. Daca, in cazul solidului rigid deformatiile determinate de forte interioare sau
exterioare sunt nule, indiferent de marimea acestor forte, in cazul corpurilor fluide (lichide sau
gaze), forte aparent neinsemnate pot produce deformatii considerabile. Acest comportament
este datorat unor interactiuni mult mai slabe intre atomii sau moleculele ce alcituiesc fluidul.

In cazul lichidelor, fortele intermoleculare sunt de raza scurtd, atractia manifestandu-se
doar intre moleculele vecine de ordinul I. In cazul gazelor, fortele intermoleculare sunt si
mai slabe, datorita distantelor mari dintre molecule sau atomi. Faptul cad intre moleculele
de gaz existd distante relativ mari (in comparatie cu mediile condensate — lichide si solide)
face ca studiul gazele sa fie abordat, pe de o parte sub forma de model de fluid (in cazul
macroscopic), pe de alta parte, sub forma de model cinetic (in cazul microscopic) in care o
particula generica este tratatd in mod individual, atribuindu-i-se caracteristici fizice statistice.
O astfel de abordare in cadrul teoriei cinetico-moleculare se intalnegte, de exemplu, in studiul
gazului ideal.

Criteriul dupa care un corp real poate fi tratat in modelul de fluid sau in modelul cinetic
il reprezintd relatia dintre dimensiunea caracteristici a volumului elementar al fluidului si
distanta medie parcursa intre doua ciocniri succesive. Evident, in modelul de fluid aceasta
distantd medie este mult mai mica decat orice dimensiune caracteristica a elementului de
volum.

Faptul c& un fluid reprezintd un corp absolut deformabil face ca acesta sa nu aiba forma
proprie (iar, in cazul gazului, nici volum propriu). In cadrul modelulului de fluid se opereazi
cu méarimi fizice macroscopice, cum sunt: temperatura, presiunea, concentratia de particule,
densitatea etc., marimi care depind, in general, de timp si de pozitia in spatiu (adica de
coordonatele z,y,z).

Fortele interne ditre particulele constituente ale fluidelor se numesc forte de coeziune.
Acestea au valori atat de mari incat, de exemplu, in cazul lichidelor, ele determiné o stare de

165



166 Capitolul 8. Fluide

comprimare permanentd. Presiunile interne pot avea valori de ordinul sutelor sau miilor de
atmosfere, astfel incat doar forte externe foarte mari pot produce efecte de comprimare /dilatare
comparabile. De aceea, lichidele sunt considerate, practic, incompresibile. In Fig. 8.1 sunt
reprezentate, (marite din motiv de vizibilitate) doud tipuri de molecule de lichid:

Figura 8.1: Fortele intermoleculare din interiorul lichidului (1) si din stratul superficial (2).

1. cele din volumul lichidului, care ramén in echilibru indiferent, deoarece rezultanta fortelor
de atractie exercitate de moleculele vecine este nula;

2. molecule din stratul superficial (reprezentate la scard mult mai mare), care sunt atrase
doar de moleculele din stratul inferior lor (concentratia moleculelor de gaz de deasupra
suprafetei libere este practic nuld, in comparatie cu moleculele din acel strat inferior).

Rezultanta fortelor de atractie “resimtitd” de fiecare molecula din stratul superficial va fi
indreptatd (din motive de simetrie) perpendicular pe suprafata libera a lichidului.

Fortele de interactiune dintre moleculele lichidului si peretii vasului in care acestea se gasesc
se numesc forte de adeziune. Ele sunt responsabile de modificarea suprafetei libere a lichidelor,
care — in regiunea de contact cu solidul — se abate de la forma plané, luand forma de menisc
(Fig. 8.2). Din compunerea fortelor de coeziune si adeziune ia nagtere o rezultanta, ﬁ, anulata

AT

(a) (b

Figura 8.2: (a) Menisc concav (forte de adeziune de naturd atractivda) (b) Menisc convex (forte de
adeziune de naturd repulsiva).

in efect de reactiunea normala, N , datorata lichidului. La echilibru,

R+ N =0, (8.1)
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iar forma meniscului este concava in cazul in care fortele de adeziune sunt de natura atractiva,
sau convexd in cazul in care fortele de adeziune sunt de natura repulsiva. In cazul (a), se spune
ci lichidul uda vasul, in cazul (b) ca acesta nu uda vasul®.

Vom examina pe scurt, citeva legi care guverneaza echilibrul si, respectiv, curgerea fluidelor
in cadrul a doua sectiuni: statica fluidelor (denumitd si hidrostaticd) si dinamica fluidelor
(denumita si hidrodinamica)?.

8.1 Statica fluidelor. Ecuatia fundamentala a hidrostaticii

Sa consideram (Fig.8.3) un volum elementar, dV', in coordonate carteziene, in interiorul
unui fluid aflat in repaus. Asupra acestuia actioneaza doua tipuri de forte:

dx
i dz
S - L/ Ny
SFy’() +dy)
z
(0) y

Figura 8.3: Fortele interne ce actioneaza asupra unui volum elementar dV = dzdydz.

e interne — datorate interactiunii unei particule de fluid cu restul fluidului ce inconjoara
pe dV;

e externe — datorate campului gravitational in care fluidul, inclusiv elementul de volum
dV se gasesc in permanen‘gé?’.

Notand cu §F® si, respectiv SF(© rezultantele fortelor interne si externe care actioneaza
asupra lui dV, conditia de echilibru a fluidului (si implicit a lui dV') se va scrie:

SFW 4 §F©) = . (8.2)

!Fenomenele la interfata lichid-solid au o importanti practic considerabild in naturd si tehnica, ele fiind
responsabile de ascensiunea capilard a apei in plante sau de trecerea lichidelor prin membrane, dar si in multe
alte exemple ale caror prezentare depageste spatiul ce poate fi alocat in aceastd carte.

2Prefixul hidro- din aceste denumiri nu trebuie inteles ad literam, teoria pe care o vom examina referindu-se
nu doar la cazul apei, ci a oricarui alt lichid.

3Tn unele cazuri, fluidele se pot giisi si sub actiunea unor forte externe, altele decat cele gravitationale.
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Daca tinem cont ca:

x z

SF©) = §F i+ 0F@ g+ 0F)z,

SFW = §FDi + 6F g+ 0FW z;

atunci relatia (8.2) este echivalenta cu trei ecuatii scalare:

SEW 4 6F) = 0
SES) +6F = 0
SFW 4 6F© = .

Sa examinam consecintele acestor relatii, ludnd ca exemplu directia Oy care este cea mai
vizibild in Fig. 8.3. Fata din stanga a lui dV are coordonata y, cea din dreapta (y + dy).
Fortele interne ce actioneaza in acest caz sunt 0Fy(y) si 0F,(y + dy). Notand cu p presiunea
exercitatd de o forta asupra unei suprafete date, atunci vom avea, de exemplu:

R y)

Ry (y + dy)

dxdz

si ply +dy) = (8.3)

Sa observam, pentru moment, ca presiunea este o mdarime scalard. Ca urmare, rezultanta
fortelor interne de-a lungul axei Oy va fi:

0Fy) = 81 (y) — 0F (y + dy) = [p(y) — ply + dy)] dadz. (8.4)

Dezvoltand in serie Taylor termenul p(y + dy) si neglijand termenii de ordin superior:

0
ply +dy) = p(y) + a—zdy+--- (8.5)
relatia (8.4) devine:
; Ip Ip
o — 22 = —Z24V. .
oF, aydydacdz 6de (8.6)

Relatii similare vom gasi gi pentru directiile Ox gi Oz:

SEW = —g—idv; SFW = —%dV. (8.7)

Introducand ecuatiile (8.6) si (8.7) in ecuatia (8.3) vom gési:

SE® — _ <% + g_z + %) dV = —gradp dV. (88)

Avand in vedere ca si forta exterioara, SF(©) ge poate scrie ca gradientul energiei potentiale
gravitationale:

SF©) = —grad (§E,,), (8.9)
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atunci ecuatia (8.2) se poate scrie gi sub forma:
—gradp dV — grad (0E,4) =0, (8.10)

sau:

1
grad p + Wgrad (0Epg) = 0. (8.11)

Cum potentialul gravitational, Vg, in locul in care se gaseste particula de fluid se poate exprima
in functie de E),, prin relatia:

é(Ep!]) 2
‘/ = 1
g s (8 )

rezultd ca, de fapt ecuatia (8.11) se poate scrie si sub forma:
grad p + pgrad V, = 0, (8.13)
sau:
Vp+pVV, =0. (8.14)

Ecuatiile (8.13) si (8.14) exprima conditia de echilibru static al fluidului. Ea se mai numegte
si ecuatia fundamentald a hidrostaticii.

In mod evident, elementul de volum poate avea o forma diferita decit cea paralelipipedica.
Sa ludm in considerare un element de volum delimitat de cinci suprafete dreptunghiulare, aga
cum este reprezentat intr-o imagine bidimensionala in Fig. 8.4. Daca tinem cont ca fortele de

i BF(2)
- A JE—
— — =)
SE((y+dy)
— Ksg0 | — | —
0 Y AN
— X

Figura 8.4: O imagine bidimensionala a unui element de volum impreuna cu fortele de presiune ce
se manifestd asupra fetelor acestuia.

natura gravitationala au doar componenta de-a lungul lui Oz, conditia de echilibru a lui dV/
in cAmpul extern este:

5Fy(Q sina — 5Fy(l) (y +dy) =0, (8.15)
—5Fy(’Z) cosa + 6F (z) — 6G = 0.
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Am avut in vedere ca rezultanta fortelor ce actioneazd dupa o directie Oz, perpendiculari pe
planul foii, este zero. In relatia (8.15b), greutatea elementului de volum dV' este:

1
0G = §pdydzdx g (8.16)

p fiind densitatea fluidului.

Intrucat marimile suprafetelor asupra cirora se exercita fortele 5}5;5?, SF. Z(Z)(z) si 5}@@ (y+
dz

sina?

dy) sunt, respectiv: dz dxdy i drdz, iar presiunile pe fetele pe care actioneazi 51*:’;(” si

515’;,(@') (y + dy) sunt p(z) si respectiv p(y + dy), ecuatiile (8.15) conduc la relatiile:

dxd
p(2) 19 Sina — p(y + dy)dzdz = 0;
sin «v
d 1
—Dzy S;; cos o + p(z)dxdy — ipgd:cdydz =0. (8.17)

Deoarece dupa simplificarea prin dz, ultimul termen din ecuatia (8.17b) contine un produs
de doua marimi infinitezimale, el poate fi neglijat in comparatie cu primii doi termeni, astfel
incat sistemul anterior devine:

p(z) = ply+dy);
Paydzctga = p(z)dy.

De aici rezulta:

p(z)dy
poy = Ft = (), (819)
intrucat ctga = dy/dz.

Aproximatia referitoare la ultimul termen din ecuatia (8.17) este cu atat mai justificata,
cu cat volumul prismei, dV', este mai mic. In aceste conditii obtinem ecuatia:

Pay = p(2) = p(y + dy). (8.19)

Ecuatia (8.19) reprezinta demonstratia legii lui Pascal* care se enunti astfel:

In orice punct din interiorul unui fluid, presiunea se transmite in toate directiile, cu aceeasi
tensitate.

Evident, presiunea este o marime scalara, insa produsul p dS reprezinta o forta elementara,
iar, din orice punct al fluidului, pleaca astfel de forte elementare divergente.

8.1.1 Presiunea hidrostatica

Ecuatia vectoriald (8.13) este echivalenta cu urméatoarele trei ecuatii scalare:

op vy

ox TP =V

op vy

a9y p oy 0; (8.20)
dp ovy

2: TP, =0

“In multe manuale de mecanici se vorbeste de principiul lui Pascal.
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Avéand in vedere ca, in vecindtatea suprafetei Pamantului, suprafetele echi-potentiale gravita-
tionale sunt plane orizontale, rezulta imediat ca:

oV, dV, 0 0

Oz dy dr Oy
Ca urmare, pe o suprafatd orizontald®, presiunea hidrostatici este constantd. In ceea ce
priveste directia verticala, este cunoscut ca:

——==I=gyg, 8.22
= g (8.22)

(T fiind intensitatea cAmpului gravitational). Ca urmare, a treia ecuatie din (8.20) se poate
scrie sub forma:

d

b _ pg = dp = pgdz. (8.23)

dz
Integrand ecuatia precedenta, cu conditia la limitd p(z = 0) = pg, valabild in planul suprafetei
libere a lichidului (adicd pe suprafata de contact cu aerul)(vezi si Fig.8.5), gasim:

Po 0
/ dp=pg | dz, (8.24)
P —z
adica:
Po—P = —pgz,
sau:
p(—2) = po + pgz. (8.25)

Aceasta inseamna cd, in interiorul lichidului (Fig.8.5), acolo unde z < 0, presiunea hidrostatica
+pgz se adauga, de fapt, la presiunea atmosferici, pg. In cazul apei (p = 1000 kg/m?3), la

z=0

Figura 8.5: Pentru calculul presiunii hidrostatice.

o adancime de aproximativ 10 m, presiunea totald, p are valoarea 2py = 2atm®. De multe

50 astfel de suprafati se numeste suprafata de nivel.
SEste cunoscut, de altfel, din manualul de liceu, ci presiunea de o atmosferd este echivalent cu o presiune
hidrostatica exercitata de o coloana de mercur de 0,76 m, sau de o coloana de apa de ~ 10 m
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ori, coordonata (—z) din ecuatia (8.25) se inlocuiegte cu adancimea, h, a coloanei de apa.
Presiunea hidrostatica are atunci valoarea:

pn = pgh, (8.26)

iar presiunea totala la o adancime h, sub nivelul apei este:
p = po + pgh. (8.27)

8.1.2 Formula barometrica

In ecuatia (8.24) am considerat ci densitatea fluidului este constant, de aceea a fost scoasa
factor comun, in fata integralei. Acest lucru este valabil doar in cazul lichidelor (care sunt
incompresibile). In cazul gazelor, densitatea se modifici cu presiunea. Folosindu-se de ecuatia
de stare a gazului ideal, pV = %RT, densitatea gazului se poate scrie:

m _ py

_m_ pi 8.28
Inlocuim valoarea lui p data de ecuatia (8.28) in ecuatia (8.23) vom obtjine:
pu
dp = ———gdz. 2
p=—pr9d (8.29)
Separand variabilele si integrand:
P dp g [*
_— = —— dZ’ 830
po P RT Jo ( )
vom gasi dependenta p(z):
p=poe ET, (8.31)

denumitd si formula barometrica. Conform ecuatiei (8.31), presiunea atmosfericd descregte
exponential cu inaltimea si temperatura.

8.1.3 Legea lui Arhimede

Ecuatia (8.27) servegte la deducerea expresiei fortei ascensionale ce actioneaza asupra unui
corp solid de o forma arbitrara, scufundat intr-un lichid. S& considerdm un astfel de corp
(Fig.8.6) si sa evaluam forta rezultantd exercitatd de lichidul inconjurdtor asupra sa. Asupra
oricarui element de volum dV al corpului, fortele de presiune ce actioneaza dupéa directiile Ox
si Oy se vor compensa in efect (conform legii lui Pascal, aplicatd oricarei suprafete de nivel).
Daca notam cu dS aria bazei unui paralelipiped elementar de volum dV, forta rezultanta ce
actioneaza asupra lui dV este:

dF = dFZ = (pg — pl)ds = pg(hg — hl)dS (8.32)
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Figura 8.6: Un corp solid scufundat intr-un fluid, divizat in volume elementare.

Forta rezultantd, ce se manifesta asupra intregului solid scufundat se obtine integrand ecuatia
(8.32) pe intreaga suprafata a corpului:

F =F, = pg(ha —h1)S = pgV =myg (8.33)

in care am notat cu m; = pV masa de lichid dezlocuit de corpul scufundat.

Ecuatia (8.33) exprima legea lui Arhimede, care se enunta astfel:

Un corp solid scufundat intr-un fluid este impins de jos in sus, pe verticald, de o fortd
ascensionald (denumita si forta arhimedica), egald cu greutatea fluidului dezlocuit de acel corp.

8.2 Dinamica fluidelor

Fiind sisteme cu distributie continua de masa, intocmai ca si in cazul solidului rigid fluidele
pot fi tratate ca ansambluri cu un numér infinit de componente. Se intelege ca pentru gasirea
ecuatiilor de migcare nu putem integra ecuatiile care rezultd din aplicare principiului II al
dinamicii, nici médcar pentru fiecare element de volum dV (care, agsa cum ardtam anterior,
contine un numar enorm de particule, atomi sau molecule).

In mecanica fluidelor, Euler” a aritat ci putem aborda studiul dinamicii fluidelor din doua
puncte de vedere distincte:

(a) Sa consideram o particula de fluid de volum infinitizimal dV si sd-i urméarim coordonatele
(de exemplu, x,y,z) ca functie de timp, plecand, evident, de la fortele ce actioneaza
asupra sa®, folosind principiul al II-lea al dinamicii. Aceastd abordare ce pleacid de la
legile mecanicii newtoniene a primit numele de abordare lagrangeana®.

(b) Sa ne prestabilim pozitii in spatiul ocupat de fluidul in migcare si sd “monitorizdm”
maérimile fizice de interes (densitatea fluidului, viteza, presiunea etc.) in timp. Aceastd

"Leonhard Euler (1707-1783) fizician elvetian, considerat cel mai mare matematician al secolului XVIII-lea.
Lucrarile sale ocupé circa 80 de volume (peste 886 de articole si carti), cele mai multe scrise in ultimele decenii
ale vietii, cand era complet orb. Cele mai cunoscute contributii ale lui L. Euler sunt in mecanica: unghiurile
Euler (ce specifica orientarea unui rigid), ecuatiile ce descriu migcarea fluidului, ecuatiile Euler-Lagrange din
mecanica analitica etc.

8 Aceast# abordare am urmat-o in cazul solidului rigid.

?Dupa numele lui Joseph Lagrange (1736-1813).
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a doua abordare a primit numele de abordarea euleriand. Asa cum vom vedea in cele ce
urmeaza, ea este mai convenabila in studiul miscarii fluidelor, in comparatie cu abordarea
lagrangeana.

Observatie Un exemplu care ilustreaza cele doua tipuri de abordari il avem daca ne
propunem si urmérim studiul curgerii apei dintr-un fluviu. In abordarea lagrangeani ar fi
nevoie si urmarim miscarea unei particule generice de fluid, de la izvor pana la varsarea in
mare. In abordarea culeriand, curgerea este studiatd monitorizand viteza fluidului, nivelul
apei etc. in punctele alese pe parcursul fluviului'®.

8.2.1 Derivata substantiala a unei marimi fizice

Asa cum vom vedea in continuare, existd doua tipuri de derivate ale méarimilor fizice ce
caracterizeaza curgerea fluidului. De exemplu, dacd monitorizam viteza in decursul miscarii
unei particule de fluid de-a lungul traiectoriei sale (denumita si linie de curent), variatia vitezei
in raport cu timpul reprezintd o derivata totald, d/dt. Componentele vitezei ¥ sunt, la randul
lor, functii de timp (vezi si Fig. 8.7). Variatia vitezei intr-un interval de timp dt este:

dv = Up — Vg = V(z + dx,y + dy, z + dz,t + dt) — ¥(z,y, 2,t). (8.34)

Dezvoltand pe @(z +dz, y + dy, z +dz) in serie Taylor!'! si neglijand termenii de ordin superior
vom avea:
ov ov ov ov
dv ~ —d —dy + —dz + —dt. 8.35
Y= b x—l—ay y+8z Z+8t ( )

Impartind ecuatia (8.35) prin dt vom obtine:

’. \V(t) linie de curent

X

Figura 8.7: O particuld de fluid are, la momentul ¢, coordonatele A(z,y, z), iar dupd un timp dt
ajunge in B(z + dr,y + dy, z + dz). Evident, distantele au fost reprezentate exagerat de mari, din
motiv de vizibilitate.

%Unele din datele culese de statiile de monitorizare ne sunt oferite prin statii de radiofuziune la emisiunea
”Cotele apelor Dunérii"
1 Aceasta dacd #(r,t) este o functie derivabila, iar derivata sa in vecinitatea lui B este definita.
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di _ovde  ovdy  07dz 0%

dt ~ Oz dt +8ydt+8zdt+8t’
ov ov ovr  ov
_+/UZ_

7 Uyt Es e (8.36)

:’U:)3

Constatdm ca, in ecuatia (8.36), a aparut si raportul 0v/0t, care exprima variatia vitezei in
timp intr-un loc fizat din volumul lichidului (abordarea euleriand). Ecuatia (8.36) poate fi
scrisa si sub o altd formé, dacd scoatem formal pe ¥ ca factor comun:

dv < 0 0 0 ) . 0v

Y (L b0, L 10,2 Gy 8.37
= v (%—i—vyay—i—v 5 v+ (8.37)

In parantezi, recunoagtem imediat un produs scalar intre un vector U(vg,vy,vz) si un altul
— 944 051 95 i ; : .
V=z51T+ ayd T 924 Ecuatia 8.37 se scrie, mai compact, sub forma:

dv . L o
Definim astfel operatorul:
d . 0

denumit derivata substantiald a unei marimi fizice. Acest operator se poate aplica nu numai
unei marimi vectoriale (viteza ¥, in exemplul anterior), ci si unor marimi scalare, ca, de
exemplu, presiunea:

Ip

(T Vip+ 5 (8.40)

dp _

dt
Ecuatia (8.40) ne va fi utild, in cele ce urmeaza, pentru stabilirea ecuatiei de curgere a unui
fluid.

8.2.2 Ecuatia de curgere a unui fluid

Vom recurge la acelagi exemplu de particuld de fluid, pe care l-am folosit pentru deducerea
ecuatiei fundamentale a hidrostaticii. Evident, pentru ca particula sa se miste accelerat, este
nevoie ca rezultanta fortelor de presiune (—gradp dV) si a fortelor externe SF© si fie diferita
de zero.

Aplicand legea a II-a a dinamicii pentru miscarea de-a lungul unei linii de curent:

dmd = —gradp dV + 6F©) (8.41)
si exprimand pe @ conform ecuatiei (8.38), vom gasi:

pdV [(17- V)7 + %] — —gradp dV + fdV (8.42)
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adica:

ov -
p {(U V)u+ a] =-Vp+ f. (8.43)
In ecuatiile (8.42) si (8.43) am introdus mirimea f = §F(©) /dV , avand semnificatia densitatii
volumice de forta exterioara ce actioneazi asupra fluidului.

Ecuatia (8.43), scrisd de obicei sub forma:

ov 1 i
S+ @)+ -Vp = L

; ; (8.44)

se numeste ecuatia lui Euler. Ea reprezinta ecuatia generald de curgere a unui fluid ideal (lipsit
de vascozitate).

Integrarea ecuatiei (8.44), in cazul general, este dificild. Ecuatia (8.44) este echivalentd cu
3 ecuatii scalare, insa aici avem 7 necunoscute: vy, vy, v., p,p, si fz, fy, f-. Dintre acestea, com-
ponentele fortelor externe sunt cunoscute, insd mai raméan inca 4 necunoscute. Aga cum vom
vedea in cele ce urmeaza, trei ecuatii scalare suplimentare pot fi deduse din legea conservarii
masei (exprimata sub forma aga-numitei ecuatii de continuitate). Cea de a T-a necunoscuta
din lista amintita mai sus trebuie aflata dintr-o alta lege fizica, de la caz la caz.

8.2.3 Ecuatia de continuitate

Ecuatia de continuitate reprezinta, in fapt, legea de conservare a masei, aplicata in cazul
curgerii unui fluid. S& consideram un punct P din interiorul fluidului, aflat in interiorul unui
volum elementar dV' = dzdydz (Fig. 8.8).

A B A B
N 7 N N
N ds \\\x\<> L —%& ds
Ny d g (yrdy)dy
C dy D C D
/ y J:’ y-:l—dy y
x (a) (b)

Figura 8.8: (a) Un volum elementar, dV, de fluid (b) O imagine bi-dimensionala a elementului de
volum, cu detalii privind curgerea dupa directia Oy.

Viteza particulelor continute in interiorul lui dV o vom considera reprezentatd in mod
complet de vectorul ¥p, viteza unui punct generic P, din interiorul lui dV:

P = U= 0,2+ vyy + v, 2. (8.45)

S& examinam, in continuare, curgerea fluidului de-a lungul unei directii date (de exemplu,
de-a lungul directiei Oy, care este convenabila din punct de vedere al vizibilitatii in Fig. 8.8).
La intrare, pe suprafata AC, componenta vitezei fluidului si densitatea sa au, respectiv, valorile
vy(y) si p(y), iar la iesire, pe suprafata BD, v,(y + dy), respectiv p(y + dy). Daca exista o
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masa neta “izvoratd” din dV, de-a lungul directiei Oy, atunci aceasta se va putea scrie sub
forma:

dm{" = dm(y +dy) — dm(y) =
= p(y +dy)dSvy(y + dy)dt — p(y)dSv,(y)dt. (8.46)

Rezultatul anterior se scrie sub acea formé, deoarece masa de fluid care iese din volumul
elementar fix, dV/, este continuta intr-un paralelipiped de arie a bazei dS = dxdz si de inaltime
egala cu spatiul parcurs de o particula intr-un timp dt, in miscare uniforma cu viteza v, (y+dy).
In mod similar, masa de fluid care intrd in volumul elementar fix prin suprafata din stanga
este continuta intr-un paralelipiped de arie dS = dxdz si inaltime vy (y)dt. Ecuatia (8.46) se
rescrie astfel:

dmi; = [p(y + dy)v,(y + dy) — p(y)vy(y)] dedzdt. (8.47)
Dezvoltand in serie Taylor pe p(y+ dy) si v, (y + dy) si retinand doar termenii de ordinul I din
dezvoltare, vom avea:
ov

0
ply = dy) = ply) + 5 odys vy + dy) = vyly) + 5 dy (8.48)

Introducénd ecuatiile (8.48) in (8.47) si efectuénd calculele in ecuatia (8.47), vom obtine:

dp v
+) _ y
dm{H) = vy(y)a—y + p(y)a—y} dvdt. (8.49)
Relatii similare vom gasi, de asemenea, pentru curgerea pe directiile Ox gi Oz:
0 v
() — IPr 9z :
dm, [vx(:ﬂ)ax + p(x) e ] dv dt; (8.50)
dm ) = [vz(z)@ +p(2) 802] dvdt. (8.51)
N 0z 0z

Ca urmare, masa totald "izvoratd” din dV in total, dupéa cele trei directii, Ox, Oy si Oz va fi,
conform ecuatiilor (8.49-8.51):

dm'™) = dm{H) + dm?(f) + dm(z+) =

op op op (8% ovy ~ Ov, )}
= — +v,— — dvdt
Y +vy8y+v 8z+p ox 8y+8z v

— (T V)p+ p(V - 7)] dVdt. (8.52)

Relatia (8.52) se poate scrie gi mai compact, sub forma:
dm™) = [V - (p0)] dVdt = div(p?)dV dt. (8.53)
Pe de alta parte, daca definim intensitatea curentului masic care trece printr-o suprafata

elementars dS ca:

dm

="
dt’
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atunci:

pudtdS
I = =
dt

pudS. (8.54)

Putem, de asemenea, defini densitatea de curent masic:

. dm
)= s’
j=pt. (8.55)
Atunci relatia (8.53) se poate scrie sub forma:
dm™) = divjdV dt. (8.56)

Ecuatia (8.56) permite sd definim operatorul divergenta:

di - dm(+)
Y= v

(8.57)

Divergenta vectorului densitate de curent masic j reprezinti cantitatea de fluid izvorita dintr-
un element de volum ales ca unitate, in unitatea de timp. Cu alte cuvinte, divergenta reprezinta
productivitatea de flux de curent masic al unititii de volum elementar de fluid. Acest lucru
este valabil si in concordantad cu teorema Gauss-Ostrogradski:

/ divj-dvz/ 7. ds. (8.58)
) ()

Mentiondm ci in ecuatia (8.58), cu (V) si (S) s-au notat volumul i respectiv suprafata ce
margineste un volum de fluid.

Va trebui si raspundem acum la intrebarea: de unde provine masa dm(H)? Daci masa
de fluid se conserva, masa izvorata nu poate proveni decat din scaderea densitatii fluidului in
interiorul volumului elementar considerat. Notand cu dm(~) masa care paraseste pe dV/, va fi:

am = [pft +dt) — p(t)] aV = Lav, (8:59)

Daca masa de fluid se conserva'?, legea conservarii masei, se va scrie sub forma:
dm™) +dm ) =0 (8.60)
adica, avand in vedere ecuatiile (8.53) si (8.59):

o _

d. =2 —
1] + ot

0. (8.61)

Ecuatia (8.61) constituie formularea locala (sau diferentiald) a ecuatiei de continuitate.
Observatii

121n sensul ci fluidul nu este creat prin procese fizice sau chimice in interiorul lui dV'.
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1. Daca fluidul este incompresibil (9p/0t = 0), atunci ecuatia (8.61) se reduce la:

divj = 0. (8.62)

2. Din ecuatia (8.61) se poate obtine, in cazul lichidelor, (considerate fluide practic incom-
presibile), prin integrare:

/ divjay = / 7.d5 = 0. (8.63)
) s

Integrala a 2-a din ecuatia (8.63) se poate scrie, de exemplu, in cazul curgerii unui lichid
printr-o conducta de forma celei din Fig. 8.9, sub forma:

/ ;-.diq:/ ;-.dtq+/ 7.d5 + 7.dS =0, (8.64)
(S) (S1) (S2) (Siat)

Figura 8.9: Curgerea fluidelor printr-o conducta ingustata

In ecuatia (8.64) am notat cu (S, ) suprafata laterald a conductei, prin care, evident, nu
iese/intra fluid, astfel incat fg, ) j-dS = 0. Ecuatia (8.64) se reduce la:

—

/ j-dé:/ jods+ [ j.ds=o (8.65)
() (s1) (52)

sau:
S Sa
Tin&nd cont de orientarea versorilor normali la suprafatd vom gési, in final:

—pu1S1 + pvaSy = 0 = S1vy = Sovs. (867)

Relatia (8.67) constituie formularea integrald a ecuatiei de continuitate, in cazul fluidului ideal
(lipsit de vascozitate) incompresibil. Aga cum vom discuta in Sectiunea 4.5, in cazul fluidelor
vascoase viteza unei particule din fluid nu mai are aceeasi valoare in orice punct al unei sectiuni
date (de exemplu, v; in orice punct din S respectiv ve in sectiunea Ss). Din cauza frecarii
interne, viteza particulelor de fluid este maxima la axul conductei si tinde la zero, pe méasura
apropierii de peretele conductei.
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8.2.4 Ecuatia (legea) lui Bernoulli

O alta lege de conservare din fizica, anume legea conservarii energiei mecanice are o expri-
mare concretd in dinamica fluidelor, denumita ecuatia lui Bernoulli'®. Ea este valabild, asa
cum vom constata in cele ce urmeazi, in cazul curgerii fluidelor ideale incompresibile, intr-un
camp de forte conservativ, in regim laminar.

Denumim curgere laminard a unui fluid, situatia in care liniile de curent nu se intersec-
teazd, iar paturi adiacente de fluid in miscare nu se intrepdatrund.

Pentru deducerea ecuatiei lui Bernoulli, vom pleca de la ecuatia generala de curgere a unui
fluid (8.44), pe care, pentru inceput, o vom inmulti scalar cu vectorul viteza:

p— - T+Vp-T=f-0 (8.68)

Primul termen din ecuatia anterioard poate fi scris si sub forma:

v 7= i(lﬁ)
Par " = Par \3
_d /1 2) 1 5dp
Tt (2‘"’ 2" dt (8.69)

Ce de al doilea termen poate fi scris, la randul sau, sub forma:

g, O O gy, 0P
Vp-v= 9" + ayvy + 5,V = (U-V)p = priee (8.70)

in care am folosit expresia derivatei substantiale (8.40). In cazul fluidului incompresibil,
Op/0t = 0, astfel incat:

dp
U= = 71
Vp- v o (8.71)
In consecinti, ecuatia (8.68) devine:
dp d (1 2) PN
— [z = f.7. 72
o T \grv [ (8.72)

Daca lichidul curge intr-un camp de forte externe cu caracter conservativ, (deci deriva dintr-un
potential scalar, Vj), atunci:

f=—grad Vg, (8.73)

in care Vp reprezintd energia potentiald a unitatii de volum. In aceste conditii, inmultind cu
dt ecuatia (8.72), vom gési:

1 .
dpﬁ-d(§pv?)::f.@dt (8.74)

3Daniel Bernoulli (1700 - 1782), nidscut intr-o familie de matematicieni elvetieni, este cunoscut pentru
contributiile sale la studiul proprietatilor fluidelor. Cea mai importanta lucrare, Hidrodinamica, aparuta in
1738, contine studii teoretice si practice legate de echilibrul, presiunea gi viteza fluidelor.
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Integrand ecuatia (8.74) de-a lungul unei linii de curent, intre doud puncte de pe traiectorie
si tinAnd cont c& vdt = dr, vom obtine:

AdeJrﬁd(%pv?):ﬁf-dﬁ (8.75)

sau:

1 1 27 dV
P2 —p1+ 5pvs — 5pvi = / (——0> dr = —Voo + Vo1. (8.76)
2 2 1 dr

Relatia anterioara o vom scrie sub forma:
1, 1,
P2+ 5pv3 + Vo2 = p1 + gPuL Vot (8.77)

In cazul in care forte externe sunt de tip gravitational:

mgh
Vo = = = pgh. (8.78)
iar relatia (8.77) se poate scrie sub forma:
L o
p+ 3P + pgh = const. (8.79)

Ecuatia (8.79) exprima legea lui Bernoulli. Aici:

e p reprezintd presiunea staticd din fluid. Aceasta este datoratd actiunii fortelor cu care
restul fluidului actioneaza asupra elementului de volum de fluid dV;

° % pv? se numeste presiune dinamicd si ea este asociata fortelor active, care pun fluidul in
migcare;

e pgh se numeste presiune de pozitie si ea este asociatd cu efectul fortelor conservative
externe fluidului®.

Trebuie neaparat subliniat cd, pe langd semnificatia presiunilor, fiecare termen din ecuatiile
(8.77) si (8.79) are si semnificatia energiei unitatii de volum:

e termenul p reprezinta, in acelasi timp si energia potentiald a unitatii de volum. Ea este
legata de actiunea campului fortelor interne din fluid;

e termenul pgh reprezinta, in acelagi timp i energia potentiald a unitatii de volum. Ea
este legata de actiunea campului de forte din exteriorul fluidului;

e termenul %pvz reprezinta, in acelagi timp si energia cinetica a unitdtii de volum a flui-
dului.



182 Capitolul 8. Fluide

Figura 8.10: Curgerea unui lichid printr-un orificiu lateral.

8.2.5 Aplicatiile legii lui Bernoulli

Existd un numar apreciabil de aplicatii tehnice ale legii lui Bernoulli, dintre care, in con-
tinuare, vom aminti doar cateva.

a) Formula lui Torricelli. Sa calculdm viteza de curgere a unui lichid printr-o deschidere
a vasului care il contine, ca in Fig. 8.10. Sectiunea vasului umplut cu lichid pana la cota zo
este Sy, iar a orificiului aflat la cota zo este Sj. Daca vasul este descoperit, suprafata libera
este in contact direct cu atmosfera care actioneaza asupra lichidului cu presiunea pg, la nivelul
ambelor deschideri. Desi forma liniilor de curent nu este simpla, chiar si in cazul vaselor cu
forma simetrica, totusi este suficient sa stim ca viteza particulelor de fluid raméane constanta
la nivelul fiecarei sectiuni (S7 si S2).

Daca scriem ecuatia Bernoulli:

1 1
po+ U5+ pgz = po + 5 pvt + pg1, (8.80)
rezulta ca:
v? = v3 +2g(22 — 21). (8.81)
Folosind si ecuatia de continuitate a curgerii:
S
S’Ul = SQ’UQ = Vg = 191
S

deducem ca:

(8.82)

In conditiile in care Sy > Si, raportul S?/82 — 0 si viteza de curgere devine:

v = +/2gh. (8.83)

Relatia (8.83) este cunoscutd sub numele de ecuatia lui Torricells.
b) Pulverizatorul (Fig.8.12a). Un jet de aer care iese din zona ingustatd a unei conducte
C', denumita i ajutaj, creaza in zona A o depresiune statica (pg < patm), care face ca lichidul

A nu se confunda presiunea de pozitie cu presiunea hidrostatics, desi ambele au aceeasi formula de calcul!
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(a) (b) (c)

Figura 8.11: (a) Pulverizatorul; (b) Tubul Pitot; (¢) Tubul Venturi.

din rezervorul R si urce in conducta verticala. La capatul superior al conductei, lichidul va fi
rupt in particule fine (aerosoli), care sunt antrenate, impreund cu aerul. Pe acest principiu se
obtin aerosoli in medicinad. Dispozitivul se utilizeaza si la pulverizarea benzinei in carburatorul
motoarelor Otto, a vopselei in procesul de acoperire protectoare etc.

¢) Tubul Pitot. Tubul Venturi. (Fig.8.12b,c). In cazul tubului Pitot, orificiul de
intrare, A, este expus jetului de fluid, in timp ce orificiul lateral B, nu. La nivelul orificiului
A se manifestd atat presiunea dinamica, cat si cea statica, in timp ce la nivelul orificiului B —
doar presiunea statica. Denivelarea h din manometrul cu lichid, M va masura doar presiunea
dinamica, pg = pv?/2. Cunoscand densitatea fluidului in conditiile curgerii, se poate determina
viteza fluidului. In cazul tubului Venturi (Fig.8.12c), denivelarea h este o misura a diferentei
dintre presiunile statice ale fluidului intre cele doua zone ale conductei. Evident, folosind
expresiile presiunii hidrostatice, cunoscand sectiunile conductei in cele doua zone si aplicand
ecuatia de continuitate, se poate determina, si in acest caz, viteza de curgere a fluidului.

() \|

A
\ aer a2 R
combustibil (comburant) A

(carburant) B ‘ \
"

(a) (b)

Figura 8.12: (a) Becul cu gaz, (b)Trompa de api.

—

d) Becul cu gaz. Trompa de apa. Deoarece obtinerea unei temperaturi cat mai ridicate
la arderea unui gaz combustibil presupune asigurarea unei cantitati adecvate de gaz care
intretine arderea (comburant), introducerea carburantului pe fluxul becului cu gaz se face aga
cum este aratat in Fig. 8.12(a). In zona ajutajului A se creazi o depresiune staticii, care
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antreneazd aerul inconjurator, odata cu gazul metan (sau butan) si face ca temperatura de
ardere sa creasca. Reglarea temperaturii de ardere se face prin reglarea largimii zonei de
admisie a aerului, A. Acelagi procedeu se foloseste la arzitoarele din laboratorul de chimie
(asa numitul bec Teclu)!'®, dar si la constructia arziatorului de aragaz etc. Un alt exemplu
interesant il oferd dispozitivul denumit trompa de apa (Fig. 8.12(b)), care este un exemplu de
pompd de vid: aici aerul din atmosfera ce inconjoara ajutajul A (inclusiv din rezervorul R ce
se doregte a fi vidat) este scos, prin antrenare odata cu apa in conducta inferioara, B. De fapt,
trompa de apd este un fel de bec de gaz cu functionare inversata.

I,

e) Forta portantd. Aripa oricirui avion dirijeazd spre "in jos” o anumita cantitate de
aer, creand prin aceasta, o anumitd for{d portanta, care impinge intreg avionul spre in sus.
Totusi, portanta este creatd intr-o masurd mult mai mare prin alegerea formei adecvate a
aripii. Vazuta in sectiune transversald, aripa de avion (sau elicea, care este in fond o aripa
rotitoare) arata ca in Fig.8.13.

Figura 8.13: Curgerea particulelor de aer in vecinatatea aripii de avion. Vezi si coperta.

In zona convexd, A, din cauza indesirii liniilor de curent, creste presiunea dinamica, deci
scade presiunea staticd. In zona B presiunea staticd este mare, datoritd vitezei mai mici
decat in zona A. Diferenta dintre presiunile statice ale zonelor B si A, inmultita cu suprafata
(orizontald) pe care se manifesta acestea, dau nagtere la o fortd portanta considerabild, care
poate ridica in aer avioane cu greutati de ordinul zecilor de tone. Cum valoarea diferentei de
presiune statica este egala cu diferenta de presiune dinamica (deci este proportionals cu v?),
decolarea si zborul avioanelor grele au loc la viteze de ordinul sutelor de m/s. Tot in scopul

cresterii portantei, suprafata aripilor se alege cat mai mare'6.

Fara sd constituie aplicatii, ci doar efecte ale legii lui Bernoulli, putem aminti aici fortele
de "atractie" laterald pe care le resimt vehiculele care se deplaseaza pe traiectorii paralele, la
distante relativ mici unul de celélalt (efect periculos mai ales in cazul remorcilor tractate) sau
a vapoarelor.

5 Dups numele chimistului roman Nicolae Teclu (1839-1916), academician, contributii in domeniul producerii
ozonului, al dioxidului de carbon solid.

1611 cazul avioanelor utilitare, care trebuie si zboare cu viteze relativ mici, cresterea portantei se realizeazi
prin folosirea aripilor duble.
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8.3 Fluide vascoase

8.3.1 Introducere

Fluidele reale sunt vascoase datorita frecarii interne: straturi adiacente de fluid se misgca
unele in raport cu altele, iar la interfata dintre ele apar forte de frecare si, ca urmare eforturi
tangentiale. Aceste forte de frecare tind si reduca viteza relativa dintre particule sau paturi
de fluid. Fara a intra in detaliu in fenomenele de transport ale impulsului care au loc la scara

microscopica!”, vom modela frecarea interni prin forte de frecare dintre paturi adiacente de

fluid.
Sa consideram un fluid care curge laminar de-a lungul axei Oz (Fig.8.14), de exemplu apa
dintr-un rdu. Vom imparti fluidul in paturi de grosime infinitezimali, aflate unele deasupra

. >y
: ———— —
> .
() o——» )
2) —p dy
X (1)”’ T
I

Figura 8.14: Profilul vitezei in cazul curgerii unui fluid véscos.

celorlalte. Patura (1) va avea vitezd apropiatd de zero, ea fiind in contact cu albia raului,
aflata in repaus si suferind actiunea frecarii cu aceasta. Patura (2) va avea o viteza mica dar
mai mare decat patura (1), patura (3) o vitezd mai mare decit a 2-a s.a.m.d. In Fig. 8.14 am
reprezentat un asa-numit profil al vitezelor, in care am figurat marimea vitezei fiecarui strat
de lichid, ca o functie de coordonata y.

Intr-un model simplificat (agsa-numita abordare newtoniand) se considera ca viteza cresgte
liniar cu coordonata y. Forta de frecare véscoasa se presupune a fi direct proportionald cu
suprafata paturilor in contact si cu rata de variatie a modulului vitezei dupé directia perpen-
diculara pe strat (in cazul nostru, Oy). O expresie matematicd a acestei forte se poate scrie
introducand un coeficient de proportionalitate, 1, denumit coeficient de viscozitate dinamica:

F. = nSd—v. (8.84)

dz
Curgerea in regimul mentionat aici, in prezenta fortei de frecare de tip (8.84), se numesgte
newtoniand iar fluidele care respectd o lege de tip (8.84) se numesc newtoniene. In cazul
lichidelor newtoniene, coeficientul de vascozitate dinamica, n este functie de natura fluidului

si de temperaturd. Unitatea de masurd a lui n in SI va fi:

1IN k
<?7>S[=—m=1 -
m

2m
s

=1 Poise.

m-s

Denumirea de Poise vine de la numele lui Poisseuille!® un fizician francez care s-a ocupat intens
de studiul curgerii fluidelor newtoniene véscoase.

17 Acest subiect este tratat in detaliu la disciplina de Fizica moleculard si termodinamica.
18 Jean Louis Marie Poiseuille (1799 - 1869), fizician francez, cunoscut pentru cercetirile legate de curgerea
fluidelor prin tuburi cilindrice.
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8.3.2 Curgerea fluidelor vascoase prin conducte cilindrice. Ecuatia lui
Poisseuille-Hagen

Sa considerdm, in cele ce urmeazi, curgerea stationard a unui fluid newtonian printr-
o conductd cilindricd de razda R (Fig. 8.15). Fiecare strat de fluid are forma unei paturi
cilindrice de raza r (r € [0,R]) si grosime dr, si este paraleld cu axul conductei. Toate
particulele dintr-o astfel de patura cilindricd au viteza v(r); la trecerea de la un strat la altul
(curgerea fiind laminari) vom avea un salt infinitezimal dv al vitezei. In interiorul paturii de

Figura 8.15: Profilul vitezei in cazul curgerii viscoase printr-o conducta orizontala.

fluid case se migcd cu viteza periferica v(r) se afld un cilindru de raza r care se migca cu viteza
U 4 d¥. Suprafata externa a cilindrului actioneazi cu o fortd F, asupra péaturii cilindrice care
il inconjoard antrenind-o in migcare cu viteza v(r). Forta F,. are expresia:

dv
Fo=n2mr LY .
n2mr - (8.85)

in conformitate cu legea lui Newton ((8.84)). Aici S = 2nrh, iar z este inlocuit aici de
coordonata r. Dacé miscarea cilindrului de razi r este uniforma (acceleratia este nuld) atunci
forta activa care determina curgerea este egald in modul si de sens contrar cu forta F,.. Forta
activa este datoratd diferentei de presiune de la capetele conductei:

d
ma = 7r?Ap + 27r7“77Ld—z =0. (8.86)
Rezulta:
dv

In ecuatia (8.87) vom separa variabilele gi vom obtine:
dv = ———rdr. (8.88)

Integrand ecuatia (8.88) intre 0 si r, dupa ce notam cu v(0) viteza fluidului la axul conductei
gasim:

u(r) r
/ dv = _Ap rdr, (8.89)
v(0) 2nL Jo



8.3. Fluide vascoase 187

adica:

7"2
o(r) = v(0) — iz ) (8.90)

Valoarea lui v(0) o putem afla integrand ecuatia (8.88) intre r = 0 (acolo unde v = v(0)) si R
(acolo unde v = 0) :

0 Ap (R
/ —— rdr =
(0) 2nL Jo
ApR?
= 91
o0) = (8.91)
Tinand seama de ecuatia (8.91) ecuatia (8.90) devine:
ApR? r?
= 1—-—). 92
o =5 (1- 52 592

Conform ecuatjiei (8.92), profilul vitezei este parabolic, intrucat v depinde patratic de r. Var-
furile vectorilor vitezei, intr-o sectiune oarecare a conductei, se situeaza pe un paraboloid de
rotatie (Fig.8.15).

Ecuatia (8.92) permite, de asemenea calculul debitului volumic de fluid prin intreaga con-
ducta. Printr-o patura cilindrica, debitul volumic (elementar) este:

2rApR? r?
dgy =————\(1——= | rdr. 8.93
d 4L < rR2 )" (8.93)

Prin integrare in raport cu r (adicd adunand volumele de fluid ce curg in unitatea de timp
printr-o sectiune transversala a conductei prin toate paturile cilindrice) obtinem:

7ApR* R r3 TR4
v = d v = — = d — A . . 4
Q.= [ da o ), ( 7z ) dr = A (8.94)

Ecuatia (8.94) se numeste ecuatia lui Poiseuille. Conform acesteia, @, este direct proportional
cu diferenta dintre presiunile statice de la capetele conductei si cu puterea a 4-a (!) a razei
conductei. Aceastd dependentd dramatica a debitului de diametrul conductei face ca variatii
relativ mici ale lui R s se reflecte in wvariatii foarte mari ale debitului de fluid, pentru o
diferentd de presiune constanta. Pe acest mecanism se bazeaza reglarea debitului de sange
din artere catre tesuturi. Se stie cd, la un moment dat, creierul sau alte organe ale corpului
consuma mai mult oxigen, in unitatea de timp in conditiile unui efort fizic intens'®.
O alta concluzie importanta legatd de legea lui Poiseuille rezultd dacd rescriem ecuatia
(8.94) sub forma:
A A
Q=51 =5t (8.95)
R? TR? R2 S

1984 mentionam, totusi, ci sangele nu este un lichid riguros newtonian decat intr-o prima aproximatie.
Vascozitatea acestuia depinde de mai multi parametri biofizici. Existd o ramura distinctd a mecanicii fluidelor,
numita reologie, care se ocupd de curgerea lichidelor non-newtoniene, asa cum este, in mod riguros vorbind,
sangele.
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Ecuatia (8.95) are o forma identica cu legea lui Ohm din electrocinetica:

_av_u

=27 =2 (8.96)
pg R
cu
AV = U, care se numeste tensiune electrica si R = rg (8.97)
In ecuatia (8.95) putem defini o rezistentd (mecanica) la curgere:
81 L L

unde rezistivitatea mecanica, p,,, este nu doar o constanta de material ca in electricitate, ci
depinde si de raza conductei. In rest, raportul L/S apare exact ca si in cazul legii lui Ohm, in
cazul curgerii curentului electric. Marimea echivalenta intensitatii curentului electric este aici
debitul de fluid, care conform ecuatiei (8.95), este direct proportional cu diferenta de presiune
de la capetele conductei, tot aga cum [ este proportional cu diferenta de potential AV = U
(AV fiind diferenta de potential la capetele unui conductor).

Avand in vedere profilul parabolic al vitezei, putem defini in cadrul acestui tip de curgere,
o viteza medie, T, a fluidului din conductd. Pentru aceasta vom exprima debitul volumic prin
relatia:

Qo = ST. (8.99)
Egaland pe @, din relatiile (8.94) si (8.99) vom gasi:

R? v(0)
vT=—Ap=—". 8.100
L= (8.100)
Asadar, in cazul curgerii vascoase prin conducte cilindrice, viteza medie a fluidului este de
doua ori mai mica decat viteza aceluiagi fluid la axul conductei.

8.3.3 Forte de frecare vascoasa la interfata solid-lichid. Legea lui Stokes

Sa examindm acum migcarea uniforma a unei sfere intr-un fluid vascos. Cum migcarea
este uniforma, acceleratia sferei este nula, adica fortele externe care pun sfera in migcare sunt
egale in modul cu rezultanta fortelor de frecare vascoasa. Vom deduce o expresie a fortelor de
frecare vascoasa pe baza unei analize dimensionale, un procedeu larg utilizat atunci cand un
model teoretic este dificil de construit pe baza unor legi fizice.

Pe baza celor discutate anterior, vom presupune ca forta de frecare vascoasid (forta de
rezistenta la inaintarea in fluid) dintre sferd si fluidul inconjurator depinde de viteza acesteia
in raport cu fluidul, de raza si de proprietatile de vascozitate ale fluidului, exprimate prin
coeficientul de véscozitate dinamica:

F, = kv®rPny, (8.101)
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in care k este o constantd adimensionald. Inlocuind in (8.101) dimensiunile méarimilor fizice
care intervin acolo, se obtine:

LMT™2 = (LT Y)*LP(ML™ T~ ). (8.102)
Egaland exponentii lui L, M si T din cei 2 membri vom géasi:
a=pF=~y=1 (8.103)
adica, de fapt, ecuatia (8.101) se scrie sub forma:
F, = kvrn. (8.104)

In urma unor masuratori riguroase, Stokes?? a descoperit ci, in cazul sferei, constanta k din
ecuatia precedenta are valoarea k = 67, aga incat:

F,. = 6mnor. (8.105)

Ecuatia (8.105) exprima cantitativ legea lui Stokes . Trebuie mentionat ca, in cazul unor
corpuri cu forme diferite de cea sfericd, ecuatia (8.104) isi pastreaza valabilitatea, cu observatia
ca valoarea lui k nu mai este 67, ci ea difera, in functie de forma corpului.

8.3.4 Efectul Magnus

In sectiunea precedentd am examinat migcarea printr-un fluid a unei sfere care executa
o miscare de translatie in raport cu fluidul. Daca, insa, simultan cu miscarea de translatie,
corpul executd gi o rotatie in jurul unei axe, atunci efectul interactiunii sferei cu fluidul devine
mai complex, datorita frecarii.

Sa consideram ca sfera se deplaseaza de-a lungul axei Ox intr-un fluid aflat in repaus.
Pentru simplificarea rationamentului, putem considera ci, invers, sfera se afla in repaus, iar
fluidul se deplaseaza in sens contrar axei Oz, cu viteza —9 (Fig.8.16). In regiuni din fluid
suficient de indepéartate de sfera, liniile de curent ramén rectilinii, neperturbate de prezenta
sferei. Pe masura ce ne apropiem de suprafata exterioara a sferei, forma liniilor de curent
se modifici din ce in ce mai mult, acestea fiind obligate si ocoleasca sfera. In zone din ce
in ce mai apropiate de sferd se manifestd din ce in ce mai pronuntat antrenarea aerului de
catre sfera in rotatie. Datorita acestei antrenari, de exemplu, in zona B din partea inferioara,
viteza de curgere a fluidului pe langa sferd este —(v — wR), R fiind raza sferei. In acelasi
timp, in zona A, viteza corespunzatoare a fluidului va fi —(v + wR). Presiunea dinamica in
zona A va fi deci mai mare decat in zona B. Daci sfera are dimensiuni mici (pentru a neglija
efectul presiunii de pozitie), conform legii lui Bernoulli, presiunea statica, ps4, din zona A va
fi mai micad decéit cea din zona B. Apare astfel o fortda F' = SAps = S(psp — psa) (S fiind
suprafata transversala pe care se manifesta diferenta de presiune indreptata perpendicular pe
directia fluxului de fluid, spre A. Aceasta va determina o migcare accelerata, cu o acceleratie
perpendiculara pe directia de migcare a fluidului.

208ir George Gabriel Stokes (1819-1903), matematician si fizician irlandez, recunoscut pentru contributiile
importante in dinamica fluidelor, optica si fizica matematica.
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F
/ﬁ/ traiectoria sferei
P - in fluid
. o
=
(a) (b)

Figura 8.16: Miscarea compusi (translatie-rotatie) a unei sfere intr-un fluid.

Asadar, o sferd care initial, in absenta rotatiei se deplaseaza rectiliniu cu viteza v, in
prezenta rotatiei va urma o traiectorie curbatd spre A (Fig. 8.16(b)). Pentru deplasarea in
acest regim, de exemplu, a unei mingi de fotbal, sau tenis, in aer?!
mingea in zona D.

este nevoie sa lovim "razant"

8.3.5 Formarea vartejurilor. Curgerea turbulenta

Efectul combinat al fortelor de frecare si fortelor de presiune din fluid face ca, in cele mai
multe cazuri, migcarea fluidului in vecindtatea unor obiecte sa piarda caracterul laminar, mai
ales daca viteza relativa a fluidului fata de acel obiect depaseste o anumita valoare critica.
Curgerea capita in acest caz un caracter turbulent. S& consideram din nou cazul unei sfere
aflata in repaus, intr-un fluid care se deplaseazd in raport cu sfera cu viteza ¥ (Fig. 8.17).
Regiunea in care liniile de curent sunt perturbate de la forma lor rectilinie de catre prezenta

strat limita

Figura 8.17: Formarea vartejurilor in spatele unei sfere. Stratul limita este marginit la exterior de
suprafata desenatd cu linie intrerupta.

corpului C' se numeste strat limitd.
O particula de fluid care se deplaseazi pe traiectoria OABC va avea o migcare complexa,
din urméatoarele motive. Din cauza aglomerarii de fluid in zona A, aici viteza particulelor

21 - VN R . . .
O astfel de executie, care presupune o anumita indeméanare a sportivului, se numegte "lovitura cu efect"
in fotbal, sau "taiata" in tenis.
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scade, iar presiunea statica in fluid cregte. Dimpotriva, in zona B, acolo unde liniile de curent
se indesesc (intocmai ca intr-o conductd care se ingusteazi) viteza particulelor si, implicit,
presiunea dinamica cresc substantial. Conform legii lui Bernoulli, in B apare o regiune de
depresiune statica, iar particula de curent ce urmeaza traiectoria AB va fi accelerata spre B,
intocmai ca in cazul "caderii intr-o groapa de potential". Efectul fortelor de presiune este, in
zona AB, mult mai important decat al fortelor de frecare fluid-solid.

Din motive de simetrie, ne-am astepta ca fenomenele sa se desfigoare in sens invers intre
regiunile B si A’, deci particula si ajungd in A’ cu aceeasi valoare ¥4 a vitezei. Lucrurile
nu stau in realitate asa, deoarece particula de fluid nu mai poate "urca" bariera de energie
potentiald determinatd de cresterea de presiune statica din zona BA’, din cauza pierderii de
energie mecanica determinata de frecare. Particula se va opri in zona C inainte de a fi ajuns
in A’ si va fi obligata s se intoarcs spre B?2.

Apare, datorita opririi "premature” a particulelor de fluid, tendinta de formare a varteju-
rilor in spatele unor astfel de obiecte. Aceasta determind transformarea unei parti insemnate
din energia cinetica asociatd miscarii dirijate a fluidului, in caldurd. Astfel de vartejuri care se
formeaza, de exemplu, in spatele vehiculelor care se deplaseaza in aer sau in api, determina
cresterea dramatica a fortelor de rezistenta la inaintarea in regiuni de viteza ridicata. Pe langa
lucrul mecanic cheltuit pentru invingerea frecarii cu aerul, un lucru mecanic suplimentar se
consuma pentru punerea in migcare turbulentd (care in final se stinge, dupa trecerea vehicu-
lului) a aerului sau a apei. Se intelege ca in urma stingerii migcarii turbulente a vartejurilor,
energia lor cinetica se transforma in caldura, daca din punctul de vedere al mecanicii, aceasta
este o energie pierdutd.

Exista, agadar, doud tipuri de forte de rezistenta la inaintarea intr-un fluid:

e Forte de frecare viscoasa (F,), proportionale cu viteza

F, = kv; (8.106)

e Forte de presiune (sau de antrenare), de naturd inertiald, legate de antrenarea fluidului
in migcare cu viteze considerabile, proportionale cu v?:

F, = K% (8.107)

Intrucat acest al doilea tip de forte este legat de aparitia si mentinerea unei diferente de
presiune intre partea frontald gi cea posterioara a obiectului mobil, astfel de forte vor depinde,
de asemenea de sectiunea obiectului, normala pe liniile de curent, precum si de densitatea
fluidului. De aceea este normal si recurgem din nou la o analizd dimensionald, incluzand
intr-o formula factorii sus-mentionati:

F, = bw*SPp". (8.108)
Inlocuind in ecuatia precedentd dimensiunile marimilor care intervin, vom avea:

LMT™% = (LT YL (ML™3)

22 v+ . .. o o e . N . N . . 1o
Situatia este similara aruncarii unui corp pe un plan inclinat, caz in care bariera de energie potentiald este
de natura gravitationala.
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obtinem: 1 =a+26—3y; 1 =~si —2 = —a. Caurmare: « =2; v =1, § = 1. In aceste
conditii expresia fortei de antrenare va fi:

F, = bpSv°. (8.109)

Constanta b depinde de forma corpului: ea are valori mici (= 0,01) in cazul corpurilor ae-
rodinamice (aga cum este forma de picaturd) si poate atinge valori mult mai mari in cazul
corpurilor concave (b = 0,4 in cazul paragutei desfacute.

Trebuie sa mentionam ca, la viteze mici de miscare in raport cu fluidul, forta de rezistenta
la inaintare este de natura predominant vascoasa F, =~ F,. Dimpotriva, la viteze mari, rolul
predominant il joaca fortele de antrenare care, conform ecuatiei (8.107) sunt proportionale cu
v?. Exista un regim intermediar al vitezelor, in care are loc trecerea de la curgerea laminara
la cea turbulenta, cand, practic, cele doua tipuri de forte, F), si Fy, au valori comparabile. Se
poate defini, in acest regim, o viteza criticd, de trecere de la regimul laminar la cel turbulent, v.
Procedeul pentru deducerea vitezei critice gi a regimului la care apare turbulenta a fost propusa
de O. Reynolds?3, pentru cazul curgerii unui fluid intr-o conducti. Reynolds a constatat, pe
cale empirica, cd aceasta viteza critica depinde de vascozitatea fluidului, de densitatea acestuia
si de diametrul conductei:

ve = Rp®nPd. (8.110)
Coeficientul de proportionalitate, R, din ecuatia (8.110) se numeste coeficientul sau numdarul
lui Reynolds. Aplicand, din nou, procedeul analizei dimensionale, vom gési ci o« = —1; f =1
si v = —1, cu alte cuvinte ca:
Rn
= —. 8.111
Ve pd ( )

Determinarea pe cale experimentala a numaéarului lui Reynolds presupune maéasurarea vitezei
critice v.. Aceasta reprezintd valoarea medie a curgerii fluidului prin conducta. Asga cum am
demonstrat anterior in ecuatia (8.100) viteza medie este jumétate din viteza fluidului la axul
conductei.

Reynolds a constatat ca, pentru majoritatea fluidelor vascoase, intervalul valorilor critice
a lui R la care apare turbulenta este cuprins intre R; = 2000 si Ry = 4000. Numarul lui
Reynolds are o relevanta importanta in aplicatiile tehnice ale aero si hidrodinamicii.

8.4 Probleme

1. S& se calculeze pozitia punctului de aplicatie al fortei rezultante ce actioneaza asupra
unui baraj din partea apei din lacul de acumulare care il acopera pana la inidltimea H.

Raspuns: H/3

#30sborne Reynolds (1842-1912), inginer si fizician englez, cu contributii importante |n studiul regimului de
curgere a fluidelor vascoase
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2. Sa se giseascd ecuatia matematica a suprafetei libere a unui lichid incompresibil, care
se roteste cu viteza unghiulara constantd w in jurul axei de rotatie verticald (Oz). Se
cunoaste acceleratia gravitationala g.

Raspuns: z(x,z) = g—;(xz +y?)

3. Pe o suprafata orizontald se afli un vas cilindric cu lichid de densitate si vascozitate
cunoscute (p,n). Nivelul lichidului este mentinut constant la indltimea h. Pe suprafata
laterala este montat un tub orizontal de lungime [ si raza interioara r la inaltimea h;
de baza. Sa se afle distanta pe orizontala, d, masurata de la capatul capilarului pana la
punctul in care lichidul cade pe plan.

y .7 _ r2pg(h—h1) [2hy
Raspuns:d = T VA

4. Intre doi cilindri coaxiali, verticali, de aceeasi iniltime h = 2,5 cm si diametre d; = 10
cm si dg = 10,4 cm se afla aer. Cilindrul exterior se rotegte cu turatia ¥ = 360 rot/min.
Pentru a fi mentinut fix, cilindrul interior este actionat cu forta tangentiala F = 1,38 -
1073 N. Si se afle valoarea coeficientului de vascozitate a aerului.

Raspuns: n = F(dy — dy)/27?vhdad;
5. Care este viteza minima de curgere turbulenta a fluidului in jurul unei bile cu raza Ra,
care cade intr-un lichid de densitate ps si vAscozitate 79, stiind ca, pentru o bila cu raza

Ry, curgerea laminara intr-un lichid de densitate p; si vascozitate 1; are loc pentru viteze

mai mici decat vy.

Raspuns: vg > vi1p1Rim2/paRan:.
6. Raza sectiunii unei conducte se micsoreaza conform legii r = rge”**, unde a = 0, 50m iar
x - distanta masurata de la capatul conductei. Determinati raportul numerelor Reynolds
intre sectiunile aflate la distanta Az = 3, 2m.

Raspuns:e®?* = 5,
7. Un cilindru de razd R si lungime [ este traversat de un fluid in curgere stationara.
Densitatea fluidului este p iar coeficientul de vascozitate 7. Stiind ci viteza de curgere

depinde de distanta pana la axa principala a tubului conform relatiei v = vg(1 — 12/ R?),
determinati:

(a) volumul de fluid ce traverseaza sectiunea tubului in unitatea de timp;
(b) energia cinetica a fluidului continut in tub;
(c) forta de frecare exercitatd de fluid asupra tubului;

(d) diferenta de presiune la extremititile tubului.
Raspuns:(a) Q = 3mvoR?; (b) E. = ;wlR*pvd; (¢) Fyy = dmnlug; (d) Ap = 4nlvg/R?.

8. Un vas cilindric cu sectiunea S contine un anumit volum de lichid. La baza acestuia
existd un mic orificiu de curgere, de sectiune s(s < ). Sa se afle raportul dintre timpul
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10.

11.

de curgere a primei jumatati si timpul de curgere a celei de a doua jumatati a lichidului
din vas.

Raspuns: /2 — 1.

. Sa se calculeze timpul necesar unei sfere de raza r si densitatea p si atingd viteza

limita cand cade intr-un lichid cu véscozitatea dinamica 7. Sfera pleaci din repaus de la
suprafata lichidului iar viteza limita se considera ca fiind un procent din valoarea exacta.

o o Apr?
Raspuns:t = g—; In 10.

Un balon umplut cu heliu este legat de un fir cu lungimea L = 2 m si masa my = 0.05 Kg.
Balonul are o formé sferici R = 4 m. Atunci cand este eliberat, el ridica lungimea h din
fir i apoi raméne in echilibru. Stiind ca masa anvelopei balonului este m; = 0,25 Kg,
determinati valoarea h a portiunii din fir ridicat de balon.

= P — (PaeT*P e)V*m _
Raspuns:h = *L =1.91 m.

Un disc subtire, orizontal, de razda R = 10cm, se rotegte uniform cu viteza unghiulara
w = 60 s7!, intr-o cavitate cilindrica plind cu ulei avand coeficientul de véscozitate
n = 0,08 Poise. Distanta dintre disc si baza orizontald a cavitatii este h = 1,0mm.
Determinati puterea dezvoltatd de fortele vascoase. Se neglijeaza efectele de margine.

Raspuns:P = ﬂ]ﬁ = 9W.



Capitolul

Flemente de mecanica analitica

Mecanica clasica permite analiza problemelor de migcare a corpurilor reale folosind modele
de tip punct material, sisteme de puncte materiale, solid rigid ori deformabil, fluid etc., prin
integrarea ecuatiilor diferentiale ale miscarii. Asa cum s-a discutat in capitolele din cuprinsul
volumelor I gi II, dacd se cunosc fortele ce actioneaza asupra sistemului si conditiile la limita
(caracterizatd de ansamblul (79, 7)) se poate determina starea sistemului la orice moment
ulterior. Pentru descrierea migcarii este nevoie, de obicei, de un numar de desene care sa
precizeze orientarea fortelor, a momentelor acestora, directia de miscare etc.

O abordare alternativi celei newtoniene este cea propusa de mecanica analiticd, dezvoltata
de catre Lagrange! si Hamilton?. Mecanica analiticd ofera solutii mai rapide decéit cea new-
toniana, mai ales atunci cand sistemul analizat contine un numar mare de componente, iar
evolutia lui este afectata de restrictii ale miscarii, datorate unor constrangeri mecanice. Asa
cum afirma Lagrange in introducerea lucrarii sale La méchanique analytique (1788), mecanica
analiticd nu mai are neaparata nevoie de reprezentari grafice, ea folosind doar relatii analitice
si calcul algebric in care sunt implicate viteze, coordonate si energii.

Vom prezenta, in cele ce urmeaza doud formalisme specifice mecanicii analitice pentru
studiul sistemelor mecanice:

1. formalismul Lagrange - in spatiul coordonate generalizate-timp: {g;,t};

2. formalismul Hamilton - in spatiul coordonate generalizate-impulsuri generalizate: {q;, p;}.

Aceste metode permit atat determinarea legilor de miscare, prin rezolvarea unor ecuatii
diferentiale de ordinul doi (metoda Lagrange) sau de ordinul intai (metoda Hamilton), cat si
calcularea fortelor de reactie care produc restrictii in miscarea sistemelor.

!Joseph Louis Lagrange (1736-1813) este cunoscut ca fondator al mecanicii analitice datoritd lucririi La
méchanique analytique (1788). Printre contributiile sale gtiintifice se numéard fundamentarea calculului varia-
tional cu aplicatii in dinamicd (1760), studii legate de problema celor trei corpuri (1772), o serie de rezultate
in teoria numerelor etc.

2Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) matematician irlandez. Hamilton si-a inceput studiile in 1824,
iar in 1827, inainte de a si le termina devine profesor de astronomie gi astronomul regelui Irlandei. Contributiile
sale in optica geometrica gi in mecanica clasica sunt de o importanta remarcabila.

195
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9.1 Marimi caracteristice

S& examinam un sistem de N particule care se migca intr-un spatiu 3-dimensional. Conform
mecanicii clasice newtoniene, fiecare particula, j (cu j = 1...N), este descrisa de 3 coordonate
carteziene (z;,y;, 2;) astfel ca, in total, numarul de coordonate care descriu sistemul este 3N.
Cunoscand toate fortele care actioneaza gi toate conditiile initiale:

e 3N pentru pozitiile initiale (o, yj0, 2j0);
e 3N pentru vitezele initiale (o, ¥j0, Zj0);

se poate cunoaste in orice moment pozitia fiecarei particule si implicit a sistemului ca intreg.
Punctul de pornire il reprezinta aplicarea ecuatiei fundamentale a dinamicii newtoniene:

myr; = Fj, (9.1)
unde, vectorul de pozitie al particulei j (7), intr-un sistem de coordonate carteziene este:
T = ;& + y;9 + 25 2. (9.2)

Rezolvarea sistemului (9.1), constituit din 3N ecuatii diferentiale de ordinul doi, este posibila
in practica pentru un numar N de particule finit si suficient de mic.

9.1.1 Legaturi

In cazul unui sistem liber (pentru care nu exista nici un fel de restrictii asupra coordonatelor
gi vitezelor particulelor), numarul coordonatelor carteziene care descriu sistemul este 3N.
Daci existi restrictii care restrang domeniul valorilor posibile ale coordonatelor?, se spune ci
sistemul este legat. Restrictiile se exprima prin anumite relatii matematice (k = 1,1), care pot
avea fie forma unor egalitati?, fie cea a unor inegalitati®:

il 75,8) = 0; (9-3)
fu(7,75,t) > 0. (9.4)
Leggturile pot fi clasificate dupd tipul dependentelor pe care le implica:

e daca depind de timp ca functie explicita, se numesc reonome; in cazul in care nu depind
de timp, se numesc scleronome;

e daca depind de coordonate gi de timp sau de componentele integrabile ale vitezei, se
numesc olonome; in caz contrar se numesc neolonome. Ca urmare, legaturile neolonome
sunt descrise de coordonate care nu pot varia independent una de cealalta.

3De exemplu, miscarea bilelor pe o masi de biliard este restransa la o miscare intr-un plan.

4Un solid rigid este un sistem caracterizat de valoarea constanta a distantei intre oricare doua puncte din
interiorul sau, deci de restrictia (7 — ;)% — ¢j; = 0.

5De exemplu, miscarea moleculelor de gaz dintr-un recipient sferic de razi R este restrictionati de conditia:
ri < R,i=1,N.




9.1. Marimi caracteristice 197

O constrangere reonomd este, de exemplu, atunci cand o particuld se deplaseazd de-a lungul
unei curbe care se deformeaza in timp sau in cazul moleculelor de gaz inchise intr-o sfera cu
raza variabild in timp. Migcarea unei sfere mici pe suprafata unei sfere de razid mai mare
este supusa unei restrictii care nu poate fi definitd decdt pana in momentul in care particula
paraseste sfera mare, deci migcarea este supusid unei legdaturi neolonome. Deoarece timpul nu
apare explicit in relatia de legatura, aceasta este si scleronomd.

Sa luam, spre exemplu, o legatura care depinde doar de coordonate gi de timp:

fk(:cj,t) =0. (95)
Prin derivarea sa in raport cu timpul rezulta:

dfi _ 5~ Ok, Ok
dt —Zale“]+ ot’ (9:6)

=1

adicd o expresie care include si vitezele ;. Aceasta relatie permite o noud modalitate de definire
a legaturilor. Daca toate relatiile care contin vitezele se pot obtine prin derivarea in raport cu
timpul a unor ecuatii in care apar numai coordonatele de pozitie (si eventual timpul) se spune
ci sistemul este supus unor legaturi olonome. In caz contrar, se spune ci sistemul este supus
la legaturi neolonome.

Vom considera, in cele ce urmeaza, numai sisteme de particule supuse unor legaturi olo-
nome, exprimate prin relatii de forma:

I
=

unde [ reprezintd numarul de legaturi.
Trebuie facuta observatia ca numarul [ nu poate fi arbitrar de mare, deoarece, daca:

e [ > 3N, sistemul devine incompatibil gi nu are sens fizic;
e [ = 3N, sistemul poate fi rezolvat si se pot determina cele 3N necunoscute;
e [ < 3N, sistemul este compatibil nedeterminat.
Acest ultim caz este cel mai interesant din punct de vedere fizic. Vom nota prin:
n=3N —1, (9.8)
diferenta dintre numarul necunoscutelor i numarul legaturilor (ecuatiilor). Acest numaér intreg
si pozitiv reprezinta numarul gradelor de libertate ale sistemului considerat. Ca urmare, dintre

variabilele x;, pot fi alese in mod arbitrar n variabile independente, iar restul | = 3N —n pot
fi determinate in functie de primele, prin rezolvarea sistemului de ecuatii:

folt) =0  k=T1,1<3N. (9.9)
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9.1.2 Coordonate generalizate si viteze generalizate

Eliminarea dependentelor dintre coordonatele carteziene x;,y;, z; ale celor N particule se
poate face prin alegerea unui numéar de n de coordonate independente ¢;,i = 1,n. Astfel, se
poate scrie:

:C] = xj(Ql,QZa--anat); (910)
yi = yi(a1,q2, - qn,t); (9.11)
zj = 2j(q1,92, - qn: 1); (9.12)

sau, prin relatia vectoriala echivalenta:
7j = 7j(gi, t)- (9.13)

Relatiile de trecere de la setul de variabile 7} la setul ¢; si invers poate fi considerat ca o
reprezentare parametrica a lui FJ

In cazul legaturilor scleronome, relatiile nu depind explicit de timp, ci prin intermediul
coordonatelor independente g;:

Ty = xj(Ql(t)’QQ(t)a-~-7Qn(t)); (9.14)
yi = yi(@(t),q2(t), ... qn(t)); (9.15)
zj = zj(@(t),q2(t); - qn(?))- (9.16)

Sub forma restransi, relatiile anterioare se scriu:

7 = 7j(ai(t)), (9.17)

unde j =1, N iar i = 1, n.

Coordonatele independente {¢;} care descriu sistemul se numesc coordonate generalizate.
In cazul unor sisteme, altele decat cele mecanice, coordonatele g; pot reprezenta altceva decit
lungimi sau unghiuri (de exemplu pot fi sarcini, curenti electrici sau masici, polarizatie electrica
etc.).

Vitezele carteziene ale particulelor sistemului se pot exprima in functie de vitezele gene-
ralizate. Pentru aceasta, sa consideram o deplasare infinitezimala reala oarecare, dr, ce se
obtine variind in mod arbitrar variabilele ¢; de la valoarea g;, la valoarea ¢; + dg;. In cazul
legaturilor scleronome, putem scrie:

dr; = Z or; dqi. (9.18)

Impértind ecuatia precedenta la intervalul de timp dt in care variaza dr’j, obtinem relatiile

de transformare de la setul de viteze carteziene, la cele generalizate, ¢; = ‘fjt yi=1,n:

77] _,‘ _ dT] Z

87“J

(9.19)
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Sa definim acum o deplasare virtuald a sistemului considerat, notata 67;, ca fiind orice
variatie continua posibila a vectorilor 7 in acord cu relatiile matematice care definesc legaturile
impuse sistemului, la o valoare constantd a variabilei t. Trebuie si facem distinctia intre
deplasarile virtuale (677;), care se produc la dt = 0 si deplasarile reale (dr}), care se produc
intr-un interval finit de timp, dt # 0, si de-a lungul carora fortele sau constrangerile se pot
modifica.

Deplasarile virtuale pot fi exprimate in functie de coordonatele independente conform
relatiilor de transformare deja scrise:

57 =Y ~Lég;. (9.20)
=

9.1.3 Forte generalizate
(a) Cazul unei singure particule

S& consideram, pentru inceput, c& asupra unei singure particule actioneaza o singura forta
F' care determin& o deplasare virtuala, 7. Lucrul mecanic elementar virtual efectuat este:

6L = F - 07 = Fyox + F,0y + F.0z (9.21)

unde F,, F,, F, sunt componentele vectorului forta intr-un sistem cartezian ortogonal de
coordonate. Dacd exprimam deplasarile elementare virtuale dx, dy, dz in functie de coordonate
generalizate, vom avea:

oy
5L = Z( St P+ F )5% ZQléql (9.22)
unde . 5 5
Y z
i =F,— +F,—=—+ F,— 2

se numeste forta generalizatd asociatd coordonatei generalizate ¢;.
Observatie: Dacé forta F' deriva dintr-o energie potentiala, U, atunci:
ou ou ou

5 (9.24)

Revenind in expresia fortei generalizate data de expresia (9.23), se obtine:

oU dx 0U oy 90U 0z
j= e =2 2R 2
@ Jdxr 0q; Oy Jq; 0z 0g; (9.25)

ceea ce inseamna derivata partiala a functiei U in raport cu g;. In cazul sistemelor conservative,
fortele generalizate se pot determina cu ajutorul relatiei:

Qi = —g—g, i=1,n. (9.26)
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(b) Cazul unui sistem de N particule

S& generalizam analiza pentru cazul unui sistem format din N particule. Lucrul mecanic
elementar al fortelor care ar produce o deplasare virtuala 07 este:

or;
5q. 92
9,4 (9.27)

N R N o n
0L=3_ 1'57“3':211’]";
j= i=

J=1

Relatia (9.27) se poate scrie, in mod formal, ca un produs intre o forta generalizata @); care
produce modificarea coordonatei generalizate ¢;, cu cantitatea d¢;:

dL =" Qibqi, (9.28)
i=1
unde:
Q-—ii-a@ (9.29)
v P J 6qi ' '
7j=1
Marimea:
N
ox; Y 0z;
;= F'z—J F. =21 F;, J) )
@ ;( 7 og T Wag Ty (9:30)

se numeste forta generalizata @Q;, corespunzatoare coordonatei generalizate ¢; (i = 1,n). Deoa-
rece, in general,

F; = Fy(7,75,1), ( =T, N) (9:31)

si fortele generalizate pot avea o dependenta de tipul:

Qi = Qi(gi, ¢, 1), (i = T,n). (9.32)

Asa cum am discutat, coordonatele generalizate nu au neapérat dimensiunea unor lungimi,
de aceea nici fortele generalizate nu reprezinta neaparat o forta, insa, intotdeauna, produsul
exprimat de relatia (9.28) trebuie sd aibd semnificatia unui lucru mecanic!

Observatie: Daca fortele F’] sunt conservative, relatia (9.26) este valabila gi in acest caz.

9.1.4 Spatiul configuratiilor

Variabilelor generalizate ¢; (i = 1,7n) li se poate asocia un spatiu matematic, numit spa-
tiul configuratiilor. Acest spatiu reprezentativ se poate vizualiza agezand pe o axa multimea
coordonatelor generalizate {g;} iar pe axa perpendiculard, coordonata timp, ¢. Dimensiunea
acestel reprezentari este 3N + 1 pentru un sistem liber sau (3N — 1) +1 = n + 1, pentru un
sistem legat.

Configuratia sistemului este datd de valorile tuturor coordonatelor independente, g;, la
un moment dat. Unei configuratii instantanee a sistemului de N particule ii corespunde un
punct in spatiul configuratiilor, numit punct reprezentativ. Odatad cu schimbarea in timp a
configuratiei sistemului rezultd o schimbare a pozitiei punctului reprezentativ, astfel incat el



9.2. Formalismul lui Lagrange 201

{4, }4

'

o

1

Figura 9.1: Evolutia in timp a sistemului din starea P; in starea P» de-a lungul unor traiectorii
posibile.

descrie, in timp, o curba. Curba descrisa de punctul reprezentativ este definita prin ecuatiile
parametrice:

g =qi(t) i=1,n, (9.33)

si se numegte traiectorie generalizatd. Asgadar, in acest spatiu, starea unui sistem este repre-
zentatd de un punct, iar evolutia sistemului corespunde unei traiectorii (Fig.9.2).

Spatiul configuratiilor are avantajul de a reduce migcarea celor N puncte materiale ale sis-
temului la migcarea unui singur punct. Evolutia in timp a sistemului este descrisa de migcarea
punctului reprezentativ de-a lungul unei traiectorii generalizate in spatiul configuratiilor.

9.2 Formalismul lui Lagrange

9.2.1 Principiul lucrului mecanic virtual

In continuare, sa consideram o deplasare virtuala infinitezimala carteziana oarecare, dx;, a
unui punct din sistemul considerat. Acesta va trece, la momentul de timp ¢, de la coordonatele
xj la coordonatele x; 4 dx; astfel incat sa fie satisfacute relatiile:

fru(xj+6xj,t) =0, k=1,1; j=1,N. (9.34)

In reprezentarea din spatiul fazelor, o deplasare virtuald ar corespunde unei comutari verticale
(salt) instantaneu de pe o traiectorie generalizatd, pe alta. Daca dezvoltdm dupa puterile lui
0x; si pastram numai termenii de ordinul intai, vom obtine:

N
0
fk(.%'j + (51‘j, t) = fk(.%'j, t) + Z 6—?51.] + ... (9.35)
j=1"7
Folosind ec. (9.7), rezulta:

0
fulee; + 0;.1) Z ey =0, (9.36)
J
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relatie ce specifica conditiile pentru ca deplasarile dz; sa fie virtuale. Existenta legaturilor
atrage dupd sine aparitia unor noi forte, denumite reactic de legatura. Sa le notam pe acestea
prin R}. Ecuatiile de miscare trebuie sa includi si aceste forte, de aceea trebuie scrise sub
forma:

mr; = F; + R;, j=1,N. (9.37)

Spre deosebire de fortele F’j, care sunt cunoscute, reactiile ]:fj sunt necunoscute, fiind necesar
ca ele si fie determinate din conditiile problemei. Pentru a depdsi dificultatile legate de
necunoagterea expresiilor fortelor de legatura, se propune un formalism analitic. Un indiciu
al unei astfel de proceduri o ofera solidul rigid. Lucrul mecanic al fortelor interne, care tin
sistemul legat pastrand distanta dintre oricare doud puncte constanti, este nul. In mod similar,
pentru orice deplasare virtuala infinitezimala ce satisface conditiile (9.36), lucrul mecanic al
fortelor de reactie trebuie sa fie nul:

N —
> R;- o7 =0. (9.38)

Aceasta afirmatie constituie enuntul principiului lucrului mecanic virtual sau principiul lui
d’Alembert® care sta la baza formalismului Lagrange. Pe baza lui se pot elimina reactiile de
sprijin R; din ecuatiile de migcare (9.37).

Daca se efectueaza produsul scalar cu 67 in ambii membri ai ecuatiei (9.37) si apoi se
sumeaza dupa toate valorile indicelui j, se obtine:

N B N
> myry - 67 =Y Fy - 67, (9.39)
J=1 J=1

Principiul lucrului mecanic virtual se mai poate scrie si sub forma:

N
2_: (mﬂ“] ) -0 = 0. (9.40)

9.2.2 Ecuatiile lui Lagrange

Sa inlocuim in expresia principiului d’Alembert (9.40) valorile deplasarilor infinitezimale
virtuale (9.20) si sd ne folosim de expresia fortei generalizate (9.29):

N
> (myr — Fj) - Zarj&zi = 0, (9.41)
i=1
3T A0 — i0q; = 0. :
D2 myTy 50—y Qidg; = 0 (9.42)
j=li=1 i i=1

6Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) matematician si filozof francez este cunoscut ca fondator, alaturi de
Denis Diderot, al Enciclopediei. De asemenea el a adus contributii deosebit de importante in teoria ecuatiilor
diferentiale gi cu derivate partiale.
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Primului termen al acestei ultime relatii poate fi scris si sub forma:
N N
or d or or;
— 9.43
]Z:m]r]a%‘ ;[dt< rj@ > ]dt<8qz>] (943)

Avem, pe de alta parte:

d (o5 _ (8 50 (9 3”32*
dt (aq) N (aﬁzaqkq’“) (aq) g 2= 9grda,

k=1
o (oF; X o
- (s T, 9.44
9a ( : gaqqu (9.44)
iar din (9.19) se observa ca:
ory  dv;
el R I 9.45
9q;  dg (9.45)
Revenim cu aceste substitutii in (9.42), care devine:
n N — -
d 5 d’Uj 5 d’Uj
; {2:: |:a (mjvj . d_qz> — mjvj . d_qZ] — Qz} 5qi =0. (9.46)

Daca legaturile sunt olonome, dg; sunt arbitrari si independenti gi ca urmare:
N S
d dv; dv;
— | myv; - —= | — m,;7; 9.47
jzl[dt<“dqi> | = (547)
Introducem expresia energiei cinetice a sistemului:
Z m;ie, (9.48)

si vom ajunge la setul de ecuatii diferentiale de ordin doi :
d <8EC> OE. .
J— - — = iy = 17 n7 949
20, 90 Qi (9.49)

care reprezinta ecuatiile Lagrange. Daca fortele generalizate provin dintr-o energie potentiala

U :

ou

Q=5 (9.50)

ecuatiile lui Lagrange (9.49) devin:

d <8Ec> OB, 0U

il - = 1.n. bl
dt \ 9g; 0q; 0q; e (9:51)

Ele se pot scrie sub forma mai compacta, introducdnd functia Lagrange a sistemului, prin
relatia:
L=FE.—U. (9.52)
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Observatie. Deoarece energiile sunt marimi scalare, rezultd cid si functia Lagrange este o
marime scalara.
Ecuatiile Lagrange capata atunci forma:

d (0L oL
Rl il e R A R .
p <6qi> 94, 0, ¢ N (9.53)

In concluzie, formalismul Lagrange ne ofera o metoda de rezolvare a problemelor de mecanica
urmand urmatoarele etape:

1. stabilirea numarului gradelor de libertate si alegerea coordonatele generalizate ¢; care
descriu configuratia sistemului;

2. determinarea vitezelor generalizate si exprimarea energiei cinetice F;

3. daca sistemul este conservativ, exprimarea fortelor generalizate in functie de energia
potentiala; in caz contrar, aceste forte se contruiesc;

4. scrierea ecuatiilor lui Lagrange si precizarea conditiilor initiale g;(t,) si ¢i(t,), (i = 1,n);

5. integrarea ecuatiilor lui Lagrange, obtinandu-se in final solutia ¢; = ¢;(t) (i = 1,n);

6. determinarea coordonatelor z;(t) (j = 1,N) si apoi a reactiunilor de sprijin Ej (j =
1,N).

9.2.3 Cazul legaturilor neolonome. Metoda multiplicatorilor Lagrange

In cazul legaturilor olonome, coordonatele dependente au putut fi eliminate prin intro-
ducerea coordonatelor generalizate. Acest lucru nu se mai poate realiza daca legdturile sunt
neolonome. Desi nu exista o metoda generala de analiza pentru cazul legaturilor neolonome, sa
consideram, in cele ce urmeaza, doar constrangeri ce pot fi exprimate sub forma diferentiala.

Urmarind acelagi rationament de deducere a ecuatiilor Lagrange folosind principiul d’Alembert
(9.40), vom folosi expresia deplasarii virtuale, care, in acest caz, nu mai contine doar termeni
ce variaza in mod independent. De aceea, in urma efectarii calculelor, se ajunge la relatia:

z”: [i <8Ec> _0E.
i—1 dt 8(]Z 8qi !

Pentru sisteme conservative, avem:

" 1d (0L oL
; [@ <8_qi> - a_qj %4 = 0. (9.55)

Pentru a considera doar deplasarile individuale independente se introduc nigte marimi cu valori
arbitrare, numite multiplicatori Lagrange, A\, k = 1, s (unde k corespunde numarului de relatii
de legatura dintre variabilele ¢;). Deplasérile virtuale se produc la momente de timp constante,
ca urmare, relatia diferentiala a legaturilor este:

3 O ) (9.56)
i= 9
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Folosind multiplicatorii Lagrange se elimina deplasarile dependente conform relatiei:
S n
0
2P 2L g~ (9.57)

sau:

> ( gﬁ’;) 5g; = 0. (9.58)

i=1

Ca urmare, scizand relatiile (9.54) si (9.58) se obtine:
" [d (0E.\ OE. S 0f
'i:z; [dt <5qz‘> dg; @ Igl k 5%‘] g =0 (9.59)

Ecuatiile Lagrange pentru legaturi neolonome devin:

>~ Ofx
—Qi=) A . 9.60
o ¢ kz::l o (9.60)

d <8Ec>  9E,
9gi

Pentru cazul caAmpului conservativ, ecuatiile Lagrange se scriu sub forma:

d 8L> 8fk
— = : 9.61
t (8(1@- 9 = (9:61)

Ecuatiile Lagrange pentru legaturi neolonome contin n variabile g; dintre care s sunt depen-
dente si n— s sunt independente. Pentru coordonatele dependente indicele i are valorile i =1, s
iar pentru cele independente, indicele 7 are valorile ¢ =s + 1, n.

9.3 Formalismul lui Hamilton

Cea de-a doua modalitate analiticd de studiu a sistemelor de particule consta in folosi-
rea ansamblului: coordonate generalizate-impulsuri generalizate. In acest caz se considers ca
impulsurile si coordonatele trebuie tratate ca seturi independente de variabile”.

Acest formalism, degi mareste dimensiunea sistemului la 2n, are marele avantaj de a lucra
cu doua seturi de ecuatii diferentiale de ordinul intai, mult mai ugor de integrat. Un set de
ecuatii ne spune cum variaza in timp pozitia diferitelor particule din sistem iar celalalt set ne
spune cum variazd in timp impulsul lor generalizat. In fiecare caz, vitezele de variatie sunt
determinate cunoscand diferitele pozitii sau impulsuri la momente de timp specificate.

9.3.1 Principiul lui Hamilton

Sa presupunem ca sistemul trece dintr-o stare P; in care se afld la momentul initial ¢, intr-
o stare P, la momentul ¢5. Evolutia sistemului poate avea loc printr-o multitudine de stari
intermediare posibile. In Fig.9.2 sunt reprezentate trei dintre acestea. In spatiul configuratiilor

"Ne putem imagina ci impulsurile ar putea fi complet independente de schimbarile de pozitie.
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Figura 9.2: Traiectorii in spatiul configuratiilor

se pot imagina mai multe traiectorii virtual posibile. In realitate insi, sistemul evolueazi pe
o singurd cale. Aceastd cale se giseste cu ajutorul principiului formulat de Hamilton. Pentru
orice sistem mecanic, dintre toate drumurile posibile este realizabil cel pentru care functia
actiune, definita prin relatia:

to
S = / L(gs, i, t)dt, (9.62)
t1

admite un extremum. Conditia de extremum este:
08 =0, (9.63)

si aceasta se poate calcula daca se cunoaste functia Lagrange L(q;,qi,t):
Y1
L=E -U=) §miq'i2 — Ulgs,t), (9.64)
j=1

unde E.— reprezinta energia cinetica totald iar U— energia potentiala.

Vom arita in continuare cé ecuatiile Lagrange pot fi obtinute si folosind principiul Hamil-
ton.

S& consideram o abatere infinitezimala de la traiectoria virtuala, de la ¢;(t) la ¢;(t) 4 0q;(t).
Impunand conditia de extrem (9.63) si dezvoltand in serie de puteri ale lui dg; si 6¢; din care
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retinem doar termenii de ordinul intai, se obtine:

2 2
55 = [Lla+ G+ s )t — [ Liassdist) (9.65)
) )
= /Z (—5% + —(5(]@ + > dt (9'66)
— \0q; 9gi
tl i=1
to
" 9L d (0L d (0L
t/lzl 90, " @ <3Qi q) dt (5611‘) wr ] (9.67)
=
BITOL d
~ t/; T (8%)] 5qzdt+/z o (— qz> dt (9.68)
=
N oL oL 1"
= =2 Sqidt + [ } . 9.69
Z; L9 <8ql>] ! Z t ( )

Deoarece dg;(t1) = 0g;(t2) = 0, se obtine®:

i/in: {aqz <qu>] Oq:di = 0. (9.70)

Relatia precedenti este adevirati la orice moment din intervalul de timp considerat. In cazul
legaturilor olonome d¢; sunt variatii independente, astfel ca se obtin direct ecuatiile Lagrange

(9.53).

9.3.2 Ecuatiile canonice

Hamilton introduce in anul 1834 un alt mod de a determina starea mecanicd a unui sis-
tem, precum si evolutia acesteia in timp. In formularea lui Hamilton, starea unui sistem de
puncte materiale se poate descrie cu ajutorul a 2n variabile: ¢1, o, ....qy, care sunt coordonatele
generalizate ale lui Lagrange si variabilele p1, pa, ....py, denumite impulsuri generalizate.

Hamilton definegte impulsurile generalizate prin relatiile:

L
pi= g—q.i, i=Tn. (9.71)

In cazul cel mai simplu, in care impulsurile p; au expresiile”:

Pi = Mg (9.72)

8deplasarea virtuald este echivalent cu saltul de pe o traiectorie pe alta la un moment de timp precizat
9Aici L este o functie pitratica, dar nu si omogen, in ¢
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si se mai numesc impulsurile conjugate variabilelor de pozitie ¢;. Folosind ecuatia Lagrange
(9.53) se observa ca:

oL
)i = —. 9.73
Gruparea (g;, p;) se numeste pereche de variabile conjugate. Daca
oL
— =0, 9.74
o (9.74)

coordonata ¢; se numegte coordonata ciclica. Folosind ecuatia (9.53), variabila conjugata lui

q; satisface relatia:
d

dt(

Ca urmare, impulsul generalizat, conjugat unei coordonate ciclice, se conserva.

pi) = 0 = p; = const. (9.75)

Functia Lagrange depinde in general de coordonatele generalizate, q;, vitezele generalizate,
¢; $i timp, t. Ca urmare, deoarece L = L(g;,q;,t) variatia in timp se determind conform
relatiei:

" 0L " 0L oL
= —. 9.76
d ¢ Z 6(]@ gi + Z a Gi + o1 ( )

Folosind ecuatiile Lagrange (9.53) rezulta:

dL 2 d 2 AL d i)+ 2L
dt ;zt( > Za @B = (9.77)
u L\ L
= ; w7 <qz ) TR (9.78)

Deoarece in acest caz suma si derivata comuta intre ele, grupand termenii si tindnd seama de
(9.71), se obtine:
d oL

4 (L 2q1p2> oL (9.79)

Se defineste functia lui Hamilton cu ajutorul expresiei:
n
H=> Gpi— L. (9.80)

De cele mai multe ori (dar nu intotdeaunal), functia Hamilton a sistemului coincide cu energia
totala. In general insd, functia lui Hamilton depinde de coordonatele generalizate, impulsurile
generalizate si de timp.
H = H(q;, pi, t)- (9.81)
Relatia (9.79) devine:
dH 0L
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Se observa ca dacd functia Lagrange nu depinde in mod explicit de timp, atunci functia Ha-
milton se conserva:

oL
— = 0= H = const. (9.83)
ot
Diferentiind relatia (9.80) si folosind diferentiala functiei Lagrange, rezulta:
n n
dH = Y qidpi+ Y dgip; — dL (9.84)
Ly oL " IL . " IL oL
= Z%‘dpi + Z:d(h'pi - Z: 6—%dqi — Z: 6—%dqi — Edt’ (9.85)
i=1 1=1 i=1 i=1
care devine, utilizand definitia impulsului generalizat:
- aL oL
dH = Zqzdpl - Z oq, 4~ Bt (9.86)

Aceasta expresie o comparam cu diferentiala functiei H(p;, g;,t):

OH

dH = d i d i + ——dt. 9.87
Z pi + Z 5 (9.87)
Prin identificare, se obtine:
OH
o= : 9.88
q o (9.88)
oL OH
o~ oq (9.89)
oL OH
% - o (9.90)

Daca vom tine cont de ecuatiile Lagrange precum si de definitia impulsului generalizat, relatiile
(9.88) si (9.89) capata formele:

oH

q o, (9.91)
H

Ecuatiile (9.91) si (9.92) se numesc ecuatiile canonice sau ecuatiile lui Hamilton'?. Ele for-
meaza un sistem de 2n ecuatii diferentiale de ordinul intai. Rezolvarea lor necesita cunoasterea
a 2n conditii initiale referitoare la coordonatele generalizate si la impulsurile generalizate la
momentul de initial, £y si anume:

ai(to) = dio; (9.93)
pi(to) = pio. (9.94)

1 - . . .e o A A A . A . .
9Se observi o simetrie a acestor ecuatii: dacd in membrul intai apare derivata in raportul cu timpul a unei
marimi, in cea de a doua apare derivata in raport cu variabila conjugata.
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Solutia sistemului reprezintd dependentele de timp ale coordonatelor gi impulsurilor generali-
zate:

a = a(t); (9.95)
pi = pi(t). (9.96)
Este remarcabil faptul cd ecuatiile lui Hamilton sunt valabile pentru orice sistem fizic, cu
conditia alegerii adecvate a hamiltonianului. Chiar gi teoria relativitatii poate fi pusa sub

forma hamiltoniana. Mai mult decat atat, aceastd formulare reprezinta punctul de pornire in
deducerea ecuatiilor mecanicii cuantice.

9.3.3 Semnificatia functiei Hamilton

In cazul cel mai simplu, in care functia Lagrange are forma (9.64), atunci, conform definitiei:

n

H = > mi — L (9.97)
11: .

H = 52 mig; + U(gi. t). (9.98)

Ca urmare, hamiltonianul sistemului este determinat ca suma energiilor cinetice i potentiale
ale sistemului. Cu alte cuvinte, el reprezinta energia totald a sistemului de puncte materiale
supus la legaturi olononome. Aceeasi semnificatie se obtine si in cazul legaturilor scleronome.

Daca insa legaturile impuse sistemului depind explicit de timp, adica sunt legdaturi reonome,
atunci, in expresia energiei cinetice apar si termeni de gradul intai fatd de vitezele generalizate.
In acest caz, functia Hamilton nu mai coincide cu energia totald a sistemului.

9.3.4 Spatiul fazelor

In formalismul lui Hamilton, evolutia sistemului poate fi descrisa cu ajutorul unui spatiu cu
2n dimensiuni'l, care are drept axe, coordonatele generalizate si impulsurile generalizate. Un
punct reprezentativ din acest spatiu se numeste fazd. El determind complet starea sistemului
prin fixarea tuturor perechilor {g;, p;}la un moment dat.

Evolutia in timp a sistemului este determinata de traiectoria punctului reprezentativ din
spatiul {g;, p;}, numit spatiul fazelor'? (Fig.9.3). Fiecarui punct din spatiul fazelor ii cores-
punde o anumité traiectorie iar doué traiectorii diferite nu se pot intersecta Datorita unici-
traiectorii diferite. Pentru smtemele conservative, m1§carea in spatiul fazelor este restransa pe
o hiper-suprafata determinata de conditia:

H(p;,q;) = E = const. (9.99)

ista ~ N vigualiz ! e
1 Nu existd o sperantii prea mare in a vizualiza acest spatiu! De fapt marele secret constd in nici macar a
nu incerca a face acest lucru.

12Notiune introdusa in fizica de J. W. Gibbs



9.3. Formalismul lui Hamilton 211
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Figura 9.3: O traiectorie posibila in spatiul fazelor.

Deoarece sistemul este finit, are volum si energie finitd (coordonata si impulsul au un domeniu
finit de variatie), suprafata de energie constantd este o suprafata inchisd. Ne putem imagina
ci se poate selecta o regiune din spatiul fazelor care sa corespunda unui domeniu de valori
posibile ale coordonatelor sau impulsurilor generalizate ale tuturor particulelor din sistem. Se
pot defini urmatoarele marimi:

e Volumul elementar in spatiul fazelor, cu valori ale coordonatei generalizate in intervalul
(pi, pi + dp;) si ale impulsului generalizat in intervalul (g;, ¢; + dg;) are valoarea:

dl = dpydps...dppdqidas...dg, = [ dpida. (9.100)
i=1

e Volumul total in spatiul fazelor marginit de suprafata (9.99) este:

r— // dp,...dpndqy...dgy. (9.101)
H(pi,q:)<E

Dupa cum se observa, volumul in spatiul fazelor este o functie monoton cresciatoare de energia
totala:

I =I(E). (9.102)

Din caracteristicile generale ale unui sistem conservativ rezulta faptul ca fiecare stare posibila
si implicit fiecare traiectorie posibild a sistemului considerat este situata pe hipersuprafata de
energie constanta (9.99).

9.3.5 Teorema lui Liouville

Sa consideram un volum elementar in spatiul fazelor si s& urmarim evolutia in timp a
acestuia. Conform ecuatiilor lui Hamilton rezulta ca, pentru o valoare data a functiei Hamilton,
traiectoriile a doud puncte diferite nu se pot intersecta. O consecintd imediatd a acestei
observatii este conservarea numérului de puncte reprezentative ale ansamblului. Acest lucru
inseamna ca, pentru un volum elementar, variatia in timp a numarului de particule se face
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doar pe seama traversarii ”peretilor” (flux de puncte prin suprafata care margineste volumul
considerat). Putem scrie agadar o relatie similara celei de conservare a masei fluidelor, adica

0
a—? = —div(pd). (9.103)
Operatorul divergenta in acest spatiu 2n - dimensional se calculeazd cu ajutorul relatiei:
o 9, 0
div(pv) = ga—%(pv) + ;3101' (p?). (9.104)
Tin&nd cont de ecuatiile canonice (9.80), (9.81) se poate scrie
s (04 . 0p  Opi 8,0)
d = — = i 9.105
iv(p?) ; ( 94, +4q 4 + B +p O ( )
" 0’H dp 0’H dp
_ a2l 9.106
Z; <p8€7i8pz g~ Popog " Piop (9-106)
(. 0p . 8p>
= in i ) 9.107
Z; (q 9q " P ap; (9.107)
adica:
dp op . Op >
- = — +p; 9.108
dt ;( 6(] P Opi ( )
" (OH 0p OH 6p>
_ op 1
2 (31% 9q;  0q; Op; (9-109)
= {H,p}. (9.110)

Paranteza {H,p} din ecuatia anterioard este numitd paranteza Poisson si este explicatd in
paragraful urméator. Ecuatia obtinuta se mai poate scrie sub forma:

d
df+pdwv — 0 (9.111)
[%—I—divﬁ}p S (9.112)
dp
@wo_ . 9.113
7 ( )

Interpretam relatia (9.113) ca o evolutie in spatiul fazelor, in aga fel, incat " lichidul” fazic sa
isi pastreze densitatea constantd. Cu alte cuvinte, volumul in spatiul fazelor ramane constant
(Fig.9.4). Daca la momentul ¢; toate punctele caracteristice sunt distribuite in spatiul fazelor
astfel incat ocupa regiunea hagurati in Fig.9.4 si notata Gi, atunci volumul hagurat poate si-si
schimbe doar forma, nu si valoarea. La momentul ¢ el poate ocupa, spre exemplu, regiunea
hasuratd Go. Aceastd afirmatie constituie teorema lui Liouville'

13 Joseph Liouville (1809-1882) fost profesor de matematica si mecanica la Ecole Politehnique si la Sorbona
din Paris. A fost considerat cel mai bun matematician francez din perioada 1840-1870, contributiile sale in
domeniul mecanicii statistice, problemelor de geometrie diferentiala si functiilor speciale fiind considerate de o
importanta deosebita.
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Figura 9.4: Conservarea volumului in spatiul fazelor.

Asadar:
dp
H,p}=0. 9.114
L} = (9.114)
Pentru ansamblurile stationare densitatea nu depinde de timp si ca urmare:
0
85 = 0= {H,p}=0. (9.115)

Aceasta relatie se realizeaza nu numai cand p = const, ci si atunci cand p = p(H). Dependenta
p = p(H) se exprimi in functie de conditiile concrete in care se afld sistemul studiat.
9.3.6 Parantezele lui Poisson
Fie o functie oarecare f = f(g;,pi,t). Derivata totald in raport cu timpul se scrie sub
forma: .
df oL of . of . >
- = g+ =pi ). 9.116
o o +; (8qiqz+ o (9.116)
Folosind ecuatiile lui Hamilton (9.91) si (9.92), rezulta:

af 0 f ( of oH Of OH >
ol . 9.117
a o Z 54 0 Op: 9 9-H17)
Se defineste paranteza Poisson dintre functia fsi functia H, relatia matematica:
OH 0f OH of >
H, . 9.118
U1} = Z <8pz dq;  9q; Ip; ( )
In aceste conditii expresia (9.116) se poate scrie sub forma:
d 0
9 _ f i {H, f}. (9.119)
dt
Pentru cazul in care functia feste constanta in timp:
0
9 | {H, f} =0. (9.120)

ot
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Functia f care indeplinegte conditia (9.120) se numeste integrald prima. Daca in plus, functia
f nu depinde in mod explicit de timp (% = 0), atunci conditia de integrald prima devine:

{H,f}=0. (9.121)

Pentru doud functii oarecare, f si g, paranteza Poisson se scrie:

" /0f 0g Of 89)
> = = — 5 . 9.122
ERY ; (t’m dq;  Og; Op; ( )
Parantezele Poisson ale variabilelor canonice au valorile:
{ai,q;} = 0;
{pipit = 0O (9.123)
{piq;} = 6y (9.124)

unde d;; = 1 pentru ¢ = j si §;; = 0 pentru ¢ # j.
In cazul in care g (sau f) este coordonata generalizata ¢; sau impulsul generalizat p;, se

obtine:
_ 9f,
{fiay = opr (9.125)
0
Up) = (9.126)

Daca functia f este chiar functia Hamilton, relatiile obtinute sunt tocmai ecuatiile canonice:

¢ = {H,aq}; (9.127)
pi = {H,pi}. (9.128)

9.4 Teoria Hamilton-Jacobi

9.4.1 Transformarile canonice

Alegerea convenabila a variabilelor care descriu miscarea unui sistem poate aduce simpli-
ficdri considerabile ale calculelor matematice. De aceea, vom cauta in cele ce urmeazi, acele
transforméri de coordonate care sa simplifice cdt mai mult problema. S& ne amintim faptul
ca, pentru coordonate ciclice, impulsurile generalizate conjugate acestora se conserva.

Fie un sistem de puncte materiale cu n grade de libertate, a carui miscare este caracterizata
de ecuatiile canonice (9.80) si (9.81). S& urméarim cum se transforma aceste ecuatii daca asupra
variabilelor facem o transformare de forma:

P, = Pi(pi,qi;t); (9.129)

unde functiile P;, Q); admit derivate partiale de ordinul doi, continue.
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Conditia necesara si suficientd ca si variabilele p; si ¢; sa poatd fi exprimate in functie de
variabilele P; si (Q; este ca jacobianul variabilelor P;, (); fatd de variabilele p;, g; sa fie diferit

de zero: 3P Pr P
J= ( 1,425 nanaQ%---Qn) 7&0 (9131)
O(P1, P2, P 41,42, -+-Gn)
Daca diferentiem relatiile (9.129), (9.130), obtinem:
0P, 0P, JP;
dP, = ——dp; —d P+ —dt; 9.132
6@1 6@2 an
dQ; = dp; dq; 9.133
0 = Fhiny+ Gy + 5 (9.133)

Se observa ca jacobianul J este chiar determinantul termenilor din membrul drept al ecuatiilor:

dpP; — %dt = %{D;dpj + ?dqj; (9.134)
dQ; — 88% = gfjd + gild qj- (9.135)
Sa scriem acum ecuatiile canonice, folosind noile variabile:
H = H(P,Q;t) i=1n (9.136)
Qi = g—g; (9.137)
B = —gg;. (9.138)

Pentru ca ecuatiile de miscare scrise in variabilele P;, (; sa aiba forma canonica, trebuie impuse
unele restrictii. Acestea rezultd din aplicarea principiului lui Hamilton ambelor sisteme de
variabile:

to n .
5 [ > pids — Hpognt) dt = 0 (9.139)
lZPQZ H'(P;, Q;, )] = 0. (9.140)
Valabilitatea simultana a acestor relatii nu inseamna neaparat egalitatea integranzilor, ci ei
pot si difere printr-o derivata totald a unei functii arbitrare, F. Ca urmare se poate scrie:

dF

9.141
’r (9.141)

n
Zplqz _H(pi7q27 ZPQZ H/ P’L7QZ7 )
=1

sau:

<Zpidqz~ - ZPidQZ) + (H' — H)dt = dF(p;, qi,t), i =T,n, (9.142)
i=1 =1



216 Capitolul 9. Elemente de mecanica analitica

unde F'(p;, q;,t) se numeste functie generatoare a transformarii. Restrictia impusa se numegte
conditia de canonicitate. De aici rezultda imediat ca:

OF
pi = a—qia (9.143)
OF
P = TQZ" (9.144)
; OF
H = H+ o (9.145)

In concluzie, cunoscand functia generatoare F, se pot stabili relatiile dintre vechile si noile
variabile canonice ale sistemului si totodatd se poate afla noua functie Hamilton. In cazul in
care acesta nu depinde de timp in mod explicit:

H' =H. (9.146)

Daca considerdm, in continuare, doud marimi mecanice oarecare f si g, se poate demonstra
ca parantezele Poisson ale acestor méarimi scrise cu setul de variabile p;, ¢; si respectiv B, Q;
sunt egale, daca cele doua seturi de variabile pot fi gasite printr-o transformare canonica de
tipul:

{f’g}pﬂ = {f’ g}RQ'

Aceasta proprietate se numeste invarianta parantezelor Poisson la transformarile canonice.

9.4.2 Ecuatia Hamilton-Jacobi

Transformarile canonice permit gasirea acelor coordonate care sa conduca la o forma sim-
plificata a ecuatiilor Hamilton. Deoarece forma cea mai simpla pe care o poate avea un sistem
canonic corespunde cazului in care hamiltonianul H’ este identic nul, sistemul canonic consi-
derat (P, Q) conduce la relatiile:

Qi = 0 (9.147)
P =0 (9.148)

)

Aceste conditii impun necesitatea ca variabilele @Q);, P; sa fie constante in timp.
S& consideram S(P,q,t) ca o functie generatoare a transformarii, care satisface ecuatiile:

9S(P,q,t)
.= BPat). 14
p o4 (9.149)
P
H-H - W_ (9.150)

Conditia de anulare a hamiltonianului H’ conduce la relatia:

dS(P,q,t)

H t) = 0.
TR (p,q,;t) =0
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Dacé vom inlocui in hamiltonianul H (p;, g;,t) variabilele p; prin expresiile date de (9.149), se
obtine, pentru functia generatoare S a transformaérii, ecuatia:

08 08

cunoscutd sub numele de ecuatia Hamilton-Jacobi*.

Ecuatia Hamilton-Jacobi este o ecuatie cu derivate partiale pentru functia S'° si reprezinta
o exprimare echivalenta a legilor migcarii pentru sistemul mecanic considerat. O soluti a acestei
ecuatii, se numeste integrald completa.

9.5 Teoreme de conservare in mecanica analitica

Teoremele de conservare care se vor deduce in cele ce urmeaza rezulta din invarianta functiei
Lagrange la diferite proprietati de simetrie ale spatiului si timpului.

e Proprietatea de uniformitate a timpului determina legea de conservare a energiei.

e Proprietatea de omogenitate a spatiului (invarianta la translatii) determina legea de
conservare a impulsului.

e Proprietatea de izotropie a spatiului (invarianta la rotatii) determind conservarea mo-

mentului unghiular.

9.5.1 Conservarea energiei

Daca functia Lagrange nu depinde in mod explicit de timp, atunci 0L/t = 0. Din ecuatiile
Lagrange, rezulta:

dL “.d (. 0L
sau:
d " 0L
- (L _ ;qz‘a_q) —0. (9.153)
Functia
" . 0L
E=L- lim—
;q 94

care este tocmai functia Hamilton a sistemului, isi pastreaza in aceste conditii valoarea con-
stanta. Deoarece pentru sisteme conservative functia lui Lagrange a unui sistem mecanic este:

L=E,—U, (9.154)

14 Carl Gustav Jacobi (1804-1851), fizician german cunoscut pentru contributiile sale fundamentale in dome-
niul algebrei, in teoria functiilor eliptice si a ecuatiilor cu derivate partiale.

5Functia generatoare S din ecuatia Hamilton-Jacobi diferd de actiunea din formalismul Lagrange doar
printr-o constanta aditiva si are dimensiunea de energieXtimp.
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unde E.— energia cineticd, U— este energia potentiald, iar expresia functiei Hamilton este
data de relatia (9.80) se obtine pentru (9.153):

d
=~ (B, +U)=0. (9.155)
dt
Ca urmare:
E.+ U = const. (9.156)

adica energia totald pentru un sistem conservativ se conserva.

9.5.2 Conservarea impulsului total

Sa consideram un sistemul simplu constituit dintr-o singura particula, caracterizata de
functia Lagrange L(qx,qx), unde k = z,y, z. S& consideram o deplasare infinitezimala (trans-
latie) a sistemului, astfel incat coordonata generalizata g sd se modifice cu o cantitate foarte
micd (g):

G =qr +e. (9.157)

Impunénd conditia ca functia Lagrange sa raméana neschimbata, deoarece:

0qk = @ — qr = €, (9.158)
rezulta: . .
oL oL
oL = — o0 =¢)y — =0. 9.159
= og " ; dq ( )
Deplasarea ¢ fiind independenta si arbitrard, conditia de invarianta, L = 0 conduce la:
oL
— =0. 9.160
9 (9.160)
Din ecuatiile Lagrange se obtine:
d (0L
— (=) =0, 9.161
dt <3 Qk> ( )
adica: oL
—— = const. (9.162)
0 g,

Deoarece L = E. — U, relatia anterioard se mai poate scrie:

Y Y

oL OJ0E.—-U 0 1 K. .
( ) <§m ; q,%) = mq, = pp = const. (9.163)

Deoarece am considerat o singurd particula, impulsul generalizat p, reprezintda pe oricare
dintre cele trei componente ale vectorului p intr-un sistem de referinta. Generalizand, se poate
afirma cd, daci functia Lagrange este invariantd in raport cu translatia sistemului, impulsul
sistemului pe directia translatiei se conserva.
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Figura 9.5: O rotatie infinitezimala.

9.5.3 Conservarea momentului cinetic

Sa consideram, in cele ce urmeaza, ca sistemul executa o rotatie cu un unghi infinitezimal si
sa impunem conditia de invarianta a functiei Lagrange. Numim vector de rotatie infinitezimala,

0, vectorul paralel cu axa de rotatie, ce are ca valoare absoluta - marimea d¢p , adicid unghiul

de rotatie in jurul unei axe.
Dupa cum se observa din Fig. (9.5):

|07] = rsin@ - dy

sau, in scriere vectoriala:
0r=0¢ X T

Variata infinitezimalid de vitezd, corespunzitoare acestei rotatii este:

0 =6 X U.
Din conditia de invarianta a functiei Lagrange, rezulta:

i oL oL
o Yoo Yoo —0.
51;—;1< Fkérk+ ﬁkévk> =0

Dupa inlocuirea expresiilor deplasarilor infinitezimale, obtinem:

" [OL oL
3 {— (66 x 7i) + 22 (55 x m] 0,
: a?)k

sau:

—,

Deoarece G- (b x &) =b- (Zx @) = &- (@ x b) se obtine:

ST 6G [(7 x pk) + (T x Pk)] =0,
=1

(9.164)

(9.165)

(9.166)

(9.167)

(9.168)

(9.169)

(9.170)
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Figura 9.6
sau:
" d
(S(ﬁ —_— (Fk X ﬁk) = 0. (9.171)
ot
Deoarece §f este ales arbitrar, relatia anterioara este adevirata, daca:
d n
— > (7 x pk) = 0, (9.172)
dt =
i=1
ceea ce inseamna ca: "
J = Z (7% X Px) = const. (9.173)

1

(2

Daca functia Lagrange raméne invarianta la rotatie, momentul unghiular total al sistemului

se conserva.

9.6 Probleme

1. Un pendul matematic cu masa mo este suspendat de o bara rigida foarte usoara, de
lungime [. La randul ei, bara este prinsa de un corp de masa m; agatat de un resort cu
constanta elasticd k (vezi Fig.9.6). Se presupune ca migcarea sistemului are loc doar in

planul figurii. (a) sd se construiasca functia Lagrange a sistemului, L = L(y, 6,9, 0); (b)

Sa se scrie ecuatia de migcare a sistemului.

Raspuns:L = %mlgf + %mg [g)Q + 1262 — 210y sin 9] — %k‘y2 + migy + mag(y + Lcos0);
(b)(m1 +m2)(§ — g) — mal(fsind + % cos ) + ky = 0;0 + + (g — §) sin = 0.

2. Sa se scrie ecuatiile lui Lagrange pentru pendulul dublu din Fig.9.7 ce executd oscilatii

in planul xy. Se considerd my = mg =msily = lo = 1.

Rci_§puns.'__2éll — 192(91 — (9'2)'sin.(01 - 02) + 10, cos(0y — 6.?2).—1— 10105 sin(fy — 03) +2gsin 6y =
0; 051 + 164 COS((91 — (92) — 101(91 — (92) sin(01 — 02) + 160105 sin(01 — (92) + 2gsin 0o =0

3. Un punct material se migcd pe o cicloida descrisd de ecuatiile: = = a(f — sinf); y =

a(l+cosf) cu 0 <6 <2r.

(a) S& se construiasca lagrangeanul sistemului ; (b) Sa se scrie ecuatiile de migcare.
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Figura 9.7:

Raspuns:(a) L = ma2(1 — cos 0)02 —mga(1 + cos 0); (b) 6 + ctg (g) 02 — s-ctg (%) =0.
4. Gasiti ecuatiile diferentiale de migcare ale unei particule de masa m, aflata sub actiunea

unei forte atractive invers proportionale cu patratul distantei (F = —Tﬁg):

(a) folosind formalismul Lagrange;

(b) folosind formalismul Hamilton.

Raspuns: 7 — 126 — T% = 0; mr?0 = const.






s 10

Notiuni de relativitate restransa

Timp de peste 200 de ani, mecanica newtoniana a oferit mijlocul esential pentru explicarea
cu succes a unui numér impresionant de fenomene din naturd. Cu toate acestea, s-a constatat
ca rezultatele prezise de mecanica newtoniana in cazul migcarii unor corpuri ale caror viteze
se apropie de viteza luminii sunt eronate. Fizicianul german Albert Einstein! este cel ce a
propus ajustarea mecanicii newtoniene prin cateva postulate, fundamentand astfel ceea ce s-a
numit apoi teoria relativitati. Mai exact, Einstein a formulat doud teorii distincte: Teoria
relativititii restranse (1905) si Teoria relativititii generalizate (1915)2.

10.1 Relativitatea in mecanica clasica

Un sistem de referintd este constituit dintr-un corp sau sistem de corpuri céruia i se
asociaza un instrument pentru méasurarea timpului, precum si instrumente pentru masurarea
distantelor.

Sa consideram doud sisteme de referinta carteziene cu originile in puncte diferite: () - un
sistem de referinta inertial®, pe care si-1 consideram aici ca fiind fix si (X’) - un sistem aflat
in migcare in raport cu (X). In cele doud sisteme se afla doi observatori ce urmiresc migcarea
unui punct material aflat, la un moment dat, in P (Fig.10.1).

Presupunand ca ambii observatori au instrumente pentru masurarea distantelor si timpului
bazate pe aceleasi fenomene, pozitia punctului material este descrisa de urmatorii vectori de
pozitie (Fig.10.1):

! Albert Einstein (1879-1955) este considerat unul dintre cei mai mari oameni de stiinta ai tuturor timpurilor.
In 1905, la varsta de 26 de ani, a publicat patru lucrdri stiintifice care au revolutionat fizica clasici. Dou#
dintre acestea se referd la teoria relativititii restranse. In cinstea sa, comunitatea internationald a declarat
anul 2005 ca anul Einstein.

2 Aceasta din urmi este o extindere a teoriei relativitiitii, ce ia in calcul si fenomenul gravitatiei. Teoria
relativitatii generalizate nu constituie subiectul manualului.

3Reamintim faptul ci un sistem de referintd inertial este cel in care sunt valabile principiile mecanicii, in
particular principiul inertiei. Dacd un corp este liber, atunci el se afld in repaus sau in miscare rectilinie si
uniforma.

223
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Figura 10.1: Coordonatele punctului material P in doud sisteme de referinta diferite 3 si X'.

e 7= 7(t) in referentialul (X);
7=zt +yy+ 22, (10.1)

e 7 =7 (t) in referentialul (X').
7 =23 + 'y + 2. (10.2)

Pozitia originii O a sistemului (X') este precizata de citre observatorul din sistemul (X),
prin vectorul de pozitie Ry :
Ry=Xz+Yy+ 2z, (10.3)

unde (X,Y, Z) sunt coordonatele lui O’ masurate din X.

Principala ipotezi cu care lucreaza mecanica clasica este aceea ca timpul ”curge” la fel in cele
dous sisteme de referinti?. Ca urmare, considerand ci masa este independenti de miscare, iar
distantele se méasoara la fel in orice sistem de referinta, mecanica clasicd opereaza cu notiunile
de timp absolut i masa absoluta.

Sa analizam in continuare modul cum se transforma coordonatele punctului material atunci
cand sunt masurate in raport cu sisteme de referinta diferite.

10.1.1 Transformarile lui Galilei

(a) Transformarea coordonatelor

Sa consideram c sistemul de referinta (') se afla in migcare de translatie fata de (X)° cu

viteza:

dRy
U= —. 10.4
v=— (10.4)
Din Fig. 10.1 se observa ca:
F:R0+F” (10.5)
unde:
Ry = /ﬁdt + const. (10.6)

4 . e e e . o . . . .. . N o e .
Teoria relativitatii reinterpreteaza notiunile de spatiu si timp, considerandu-le marimi dependente una de
cealalta.
5In mod simetric, putem considera ci 3 se afla in miscare cu viteza -7 fatd de .
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In cazul particular in care directiile axelor celor doud sisteme de referinta coincid:
A~ Al A~ Al A ~l
rT=ay=92=72. (10.7)

Conform ecuatiei (10.5), legatura dintre coordonate masurate de observatorii aflati in sistemele
de referintd (X) si (X') poate fi scrisd matricial, sub forma:

T X !
y =Y |+ v |. (10.8)
z A 2

In cazul si mai particular, in care originea O’ a sistemului (), aflat initial in origine, se
deplaseaza de-a lungul axei Ox:
X .

<y

Alegand constanta din ec. (10.6) egald cu zero, se obtin coordonatele lui P masurate de
observatorul din sistemul (X):

r = vt+2a'; (10.10)
y'; (10.11)
z = 2. (10.12)

In mod evident, coordonatele masurate de observatorul din (¥') sunt:

¥ = x—t (10.13)
Yy o=y (10.14)
7 o= =z (10.15)

(b) Transformarea vitezelor

Legea de trasformare a vitezei se obtine derivand in raport cu timpul relatia (10.5):

di  dR, di
i el (10.16)

Tinand cont de definitia vitezei si de ecuatia (10.4) , rezulta:
d@=7T+1. (10.17)

Relatia (10.17) exprima faptul ca wviteza absolutd, i, masuratd de observatorul din sistemul
fix este egald cu suma vectoriald dintre viteza de transport, v si viteza relativa @', masurata de
observatorul din sistemul in miscare, 3.

Legea de transformare a vitezei din sistemul aflat in miscare in cel fix este, in mod evident:

=/

@ =i—7. (10.18)
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Relatia (10.18) este cunoscutd ca relatia de transformare Galilei a vitezelor.
In mod similar, ecuatia vectoriala (10.17) mai poate fi scrisd si sub forma matriciala:

T X i
g =Y |+ ¢ |. (10.19)
2 7 3

In cazul particular al translatiei in lungul axei Ox cu viteza de transport v, relatiile de
transformare ale vitezei devin:

Up = U+ U, (10.20)

Uy = uy; (10.21)

u, = u., (10.22)
sau:

Up = U+ U, (10.23)

Uy = uy; (10.24)

u, = u.. (10.25)

(c) Principiul relativitatii al lui Galilei

Pana acum am aflat ca observatori aflati in sisteme de referintd diferite masoara valori
diferite pentru pozitia si viteza punctului material. S& analizdm, in continuare, ce pot spune
acestia despre aceleratiile si implicit fortele ce actioneaza asupra punctului material in miscare.
Derivand in raport cu timpul expresia vitezei (10.17) se obtine expresia acceleratiei:

a=ay +ad, (10.26)
unde
. dv
Ay Ea
sau:
a =a— . (10.27)

Intr-un sistem de coordonate cartezian, expresia (10.26) se scrie matricial sub forma:

T X i
i =Y |+ & |. (10.28)
? A P4

Sa consideram cad punctul material aflat in P este liber in sistemul inertial (£). Atunci, conform
principiului fundamental al mecanicii:

—
F=0=d=—=0. (10.29)
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Pentru ca el sa fie liber gi in sistemul mobil, cu alte cuvinte pentru ca si sistemul de referinta
() sa fie inertial, trebuie respectatd o conditie similara:

dua’
i=—=0. 10.30
o (10.30)
Din relatia (10.26) rezulta imediat ca:
. dv
= =0, (10.31)
adica:
—
U = const. (10.32)

Relatia obtinuta permite definirea sistemelor de referinta inertiale. Orice sistem de referinta
care executd o migcare rectilinie si uniforma fata de un sistem de referinta inertial constituie,
la randul sdu, un sistem de referintd inertial. Ca urmare, dacd ambele sisteme de referinta
sunt inertiale rezulta ca:

a=4a. (10.33)

Inmultind relatia anterioarda cu masa inerta, care, in mecanica newtoniana se postuleaza a fi
constanta, se obtine:

ma = mad = (10.34)
_, =,
F = F. (10.35)
In concluzie, forta care actioneaza asupra unui punct material este aceeasi in orice sistem
de referinta inertial sau, mai general, legile mecanicii sunt aceleagi® in orice sistem de referinta
inertial. Aceasta afirmatie constituie principiul relativitatii a lut Galilei. Cu alte cuvinte, toate
sistemele de referinta inertiale sunt echivalente.
Daca ecuatiile matematice care descriu un fenomen au aceeasi expresie (formi) se spune
ca sunt legi invariante. In cazul de fata ecuatiile de migcare din mecanica newtoniana sunt
invariante la transformarile lui Galilei.

10.2 Principiile relativitatii restranse

Experimentele realizate pana la sfarsitul secolului al XIX-lea au demonstrat ci nu exista
nici un sistem de referinta preferential, toate sistemele de referinta inertiale fiind echivalente.
O fundamentare teoreticd a acestor constatdri experimentale au fost formulatd de A. Finstein
in 19057, pe baza urmitoarelor postulate:

1. Legile fizicii au aceleagi expresii in toate sistemele de referinta inertiale.

S Afirmatia trebuie inteleasd in sensul ci legile mecanicii ramén aceleasi ca formi a expresiilor si nu ca
valori numerice implicate in ecuatiile care le descriu. De exemplu, daca impulsul se conserva intr-un sistem de
referintd inertial el se conservi in toate sistemele de referinta inertiale, dar valoarea sa este alta, de la sistem
la sistem.

"in articolul intitulat Zur Electrodynamik der bewegter Korper, Annalen der Physik vol. 17(1905) 891-921.
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2. Viteza maxima de propagare a interactiunii dintre doua corpuri este egala cu viteza de
propagare a luminii in vid® si este constantd si independenta de sistemul de referinta
inertial.

Primul postulat generalizeaza valabilitatea expresiilor matematice ale legilor ce descriu
fenomenele fizice?, pentru orice sistem de referintd inertial. Cu alte cuvinte, este vorba aici
despre invarianta legilor mecanicii in raport cu sistemele de referinta inertiale.

Postulatul al doilea stabileste ca limita a vitezei de transmitere la distanta a interactiunilor
- viteza de propagare a luminii in vid. Acest postulat este mai curand o formulare a unor
constatari experimentale.

Deoarece primul postulat conduce la concluzia ca nu existd un sistem de referinta inertial
preferential, enuntul postulatului al doilea se impune ca o necesitate: viteza de propagare a
luminii trebuie sa fie aceeasi in orice sistem de referinta inertial.

10.3 Transformarile Lorentz

Transformarile lui Galilei fac legatura intre legile fizicii ce descriu fenomene in diferite
sisteme de referinta inertiale, lasand invariante legile lui Newton. La sfargitul secolului al XIX-
lea, s-a constatat totusi, ci ecuatiile ce descriu campul electromagnetic'® nu ramén invariante
la transformirile Galilei. Ne putem intreba in mod firesc de ce apar astfel de discrepante?
Cum trebuie intelese diferentele dintre rezultatele prezise de teoria lui Maxwell, in contextul
trecerii de la un sistem de referinta inertial la altul? Pe baza teoriei campului electromagnetic
a lui Maxwell, fizicianul danez H. A. Lorentz'! a decis c& trebuie modificate acestea din
urma. El a construit, pe baza principiilor lui Einstein, un set de transformiri matematice
intre coordonatele in raport cu sistemele de referintd inertiale (astdzi cunoscute ca ecuatiile
Lorentz), care pastreazi invariante ecuatiile lui Maxwell.

Pentru a discuta transformarile Lorentz, sa consideram din nou cele doud sisteme de re-
ferinta inertiale, carteziene: (X) - fix gi (¥) - mobil. Pentru simplificarea calculelor, si con-
sideram aici cazul in care originea sistemului (X') se deplaseaza paralel cu axa Oz si ci, la
momentul ¢ = 0, originile celor doud sisteme coincid (O = O'). Coordonatele carteziene ale
unui punct M mésurate la momentul ¢ in sistemul (X) sunt:

r = 2+t (10.36)
= 9 (10.37)
z = 2, (10.38)

¢ =2.99792458 x 10°ms ™"

9adica legile mecanicii newtoniene si ale electromagnetismului mawwellian.

10 Ansambluri de campuri electrice si magnetice care se genereazi reciproc, in contextul propagarii la distant.

"Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) fizician danez, a avut constributii importante la dezvoltarea teoriei
relativitatii si a mecanicii cuantice. In 1902 a primit, impreuni cu Zeeman, premiul Nobel pentru fizica.
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iar cele masurate in sistemul (X') sunt:

¥ = x— ot (10.39)
Yy o=y (10.40)
7 o= =z (10.41)

Sa& admitem acum principala ipotezd a mecanicii relativiste: fiecare sistem de referinta inertial
are un timp propriu si etaloane de lungime proprii. Atunci, o lungime masuratia in sistemul
de referinta mobil va fi diferita de cea méasuratd in sistemul de referinta fix, fiind necesar sa
introducem un coeficient de conversie, «, a carui valoare urmeaza a fi determinata:

ar’ = x — vt. (10.42)

Conform postulatului intai al relativitatii, expresia matematicd a ecuatiilor de migcare a sis-
temului trebuie sa fie aceeasgi in ambele sisteme de referinta inertiale. Agadar:

ar =2’ +ot', (10.43)

deoarece din sistemul (¥') sistemul (X) se vede ca deplasandu-se cu viteza (—v). Inlocuind pe
z’ din (10.43) in (10.42) il putem calcula pe at’:

alaz —vt') = z—vt= (10.44)
(@® =Dz = ot —uvt= (10.45)
ot = (2—1)Z +t. (10.46)

v

Impértind ecuatiile (10.46) si (10.42) se obtine:

ax’ x — vt

_ = = (10.47)
at’ (@2 =1)% +t
a x/t—v
- = —t—— (10.48)
t/ (2 -1)%+1
Deoarece raportul dintre distanta si timp reprezinta o viteza, se poate scrie:
ul, = _ Y= m U (10.49)

(@2 —1)% 41

Daca fenomenul analizat este, de exemplu, propagarea unui semnal luminos, atunci conform
postulatului al doilea a lui Einstein, viteza de propagare a acestuia este aceeasi in ambele
sisteme si este egala cu c:

Uy = ul, = c. (10.50)
Ca urmare din relatia (10.49) rezulta:
c—v
c = = (10.51)
(@2 -1)¢ +1
2
a = 1- 2. (10.52)



230 Capitolul 10. Notiuni de relativitate restransa

Transformarile lui Lorentz directe (pentru masuratorile in sistemul fix) devin:

/ t/

g = ZX% (10.53)
122
C2

Y (10.54)

z = 2 (10.55)
t/—l—ﬂfﬂl

t = < (10.56)
122

iar transformarile Lorentz inverse (pentru masuratorile in sistemul mobil):

o = 2 (10.57)
1-%
C
y = v (10.58)
2 = z (10.59)
P
yo= 2t (10.60)
1- 4
C

Transformarile lui Lorentz stabilesc legatura dintre coordonatele spatiale si cele temporale
in aga fel incat forma ecuatiilor fizice sd raméana aceeasi in toate sistemele de referinta inertiale,
respectand conditia invariantei vitezei de propagare a luminii in orice sistem de referinta
inertial. Transformarile Lorentz directe se pot scrie si sub forma matriciala:

1 0 0 v

T 1—2—3 1—2—5 x!
y | | o 10 0 y
A 010 i (10.61)
¢ v/c? 0 0 1 !
1-22 1-22

o

(&

10.4 Consecinte ale transformarilor Lorentz

10.4.1 Dilatarea duratelor

Sa consideram de exemplu migcare unui punct material pe o traiectorie (Fig.10.2) care
intersecteazi axa Ox. Coordonatele intersectiei traiectoriei cu axa Ox a sistemului fix sunt
x1(t1) si x2(t2), iar in sistemul (X') ele sunt 2 (t}) si 5(t). Intervalul temporal dintre doua
evenimente, reprezentat de succesiunea de intersectii, misurata in sistemul de referinta fix,
(X) este:

At =ty —ty, (10.62)

iar in sistemul (¥):
At =t —t]. (10.63)



10.4. Consecinte ale transformarilor Lorentz 231

Figura 10.2: Traiectoria unui punct material vazutd din douf sisteme de referintd inertiale diferite

(X) si (X1).
Folosind ec. (10.60) se obtine:
lo — Syt — S
At = 2 C21}22 _u CQU: _ (10.64)
1-4 -4
t2 — tl VvV T — X
— — - — = (10.65)
e ez
At v Az
- T e (10.66)
= =

Ca urmare, timpul scurs intre doud evenimente din sistemul (X') depinde de timp, de pozitie
si de viteza de deplasare a sistemului. Se pot face urmatoarele observatii:

1. Daca evenimentele sunt simultane in (3) (adicd se produc la acelagi moment), atunci:
v Az

62\/_72’_;#0’

cu alte cuvinte, evenimentele nu mai sunt simultane in sistemul aflat in migcare. Ca
urmare, notiunea de simultaneitate este relativa.

(10.67)

2. Daci evenimentele se produc in acelasi loc in (X) :

At
Tl = X9 = At = —— > 0. (10.68)

Durata masurata in sistemul aflat in miscare este mai mare decat cea masurata in siste-
mul aflat in repaus. Acest fenomen se numeste dilatarea duratelor.

3. Dacd fenomenul studiat este unul periodic, cu perioada T' (in ) si 77 (in ¥') avem:

T
T'=——">T (10.69)
I

c2
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Figura 10.3: O bara agezata in pozitie paralela cu axele Ox ale celor doui sisteme de referinta.

Durata T', masurata in raport cu sistemul fata de care sistemul este presupus a fi legat
se numegte perioada (durata) proprie. Dupd cum se constata, durata proprie este cea

mail mica:
02
T=T1/1- —- (10.70)
c

S& ne imagindm cd ne propunem masurarea unei distante in sistemul (3). O astfel de
distantd, care ar putea fi, de exemplu, lungimea unei bare sau rigle (vezi Fig.10.3), se poate
scrie in sistemul fix, ca:

10.4.2 Contractia lungimilor

= 29— a1, (10.71)
Lungimea barei in sistemul (X') va avea valoarea:
=z, — 2. (10.72)

Pentru ca masuratorile din (X') sa indice in mod corect lungimea, citirile coordonatelor cores-
punzitoare capetelor barei trebuie facute simultan. Ca urmare:

th =th. (10.73)
Folosind ecuatia Lorentz (10.60) se obtine:
fo — 2 -2

e BT en (10.74)

/ v2 v2

= =

v v

At = 0—2Ax = c—2l. (10.75)

Lungimea barei, masurata in (X’) va fi, conform ecuatiilor Lorentz (10.57):

I = - = (10.76)

I = - . (10.77)
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Figura 10.4: Traiectoria unui punct material sub forma unui cerc aflat intr-un plan perpendicular pe
axa Oz gi O'z'

Ca urmare:

<

l 2 l v2
2 C2 2_ C
1-2 -2

l/

I

|
o~
—_

|
V
=

(10.78)

adica

<.
Lungimile mésurate de un observator din sistem de referinta in miscare fatd de referentialul
propriu sunt mai mici decét cele din sistemul propriu (lungime proprie). Rezultatul exprimat
de relatia precedenta este cunoscut sub numele de contractia lungimilor.

10.4.3 Dependenta masei de viteza

Sa consideram, in cele ce urmeazi, cid traiectoria unui punct material mobil, de masa m
este un cerc aflat intr-un plan perpendicular pe axa Ox si O'z’ (Fig.10.4).

Miscarea pe o traiectorie circulara este rezultatul actiunii unei forte de tip centripet. Pentru
astfel de migcari, forta este anti-coliniard cu raza vectoare si, ca urmare, momentul unghiular
al punctului material in raport cu centrul de rotatie este constant.

o4 dp d,. . d]
FxF = rxa—dt(rxﬁ)—dt—oj (10.79)
J = const. (10.80)

Conform postulatului teoriei relativitatii restranse, expresia matematica a acestei marimi este

invarianta. Acceptand o aceeasi expresie matematicd a momentului cinetic in ambele sisteme

de referinta, se poate scrie'?:

J = J= (10.81)

rmv = r'm/v = (10.82)

Pmw = rmy = (10.83)

V2 + 22mw = Y2+ 22mld. (10.84)

12Pentru simplitatea rationamentului care urmeaza, admitem ci valorile momentului unghiular sunt egale in
cele doud sisteme de referinta. Desi, in mod evident, o astfel de ipoteza este foarte simplificatoare, ea conduce
la un rezultat corect, care se regaseste in manualele de teoria relativititii restranse, plecand de la o analiza
riguroasa care excede tematica acestui curs.
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De aici:

2 2
Y2 + z2m?7T = y?+ z’2m’%. (10.85)

Folosind ecuatiile transformarilor lui Lorentz si expresia perioadei in sistemul (¥), rezulta:

T/
= — 10.86
m me = ( )
;o m
m = T (10.87)
-2

Daca notam masa de repaus cu m = my, dependenta masei de miscare de viteza se poate scrie
sub forma:

m = —2—. (10.88)

10.4.4 Transformarea vitezelor in teoria relativitatii

Consideram un fenomen propagatoriu care se desfagoara cu vitezele u,, uy, u, in sistemul
) siu,,u,u. in sistemul (X'). Conform definitiei vitezelor:
zr s Yys Pz
de , da

Uy = E,ux = W

(10.89)

Folosind relatiile lui Lorentz (10.53) si (10.56) obtinem prin diferentire:

de' +odt! \1-%
Ty - (10.90)

| _ 2 dt + 5do

c2

dx’ + vdt’ ul, + v

= = ) 10.91
dt' + Zdz’ 1+ Su), ( )
In mod analog, pentru celelalte doud componente:
2 2
dy A1 —=% w1 -Y%
uy = Y < _ <. (10.92)

dt — dt+ do’ 1+ Gl

/ 2 ! 2
v, = EVlTE_wyloa (10.93)
N dt’ + Zda’ 14+ %o, '

Compunerea vitezelor poate fi analizatd si invers, in raport cu sistemul de referinta aflat
in migcare. Deoarece, din acest sistem, deplasarea celuilalt se vede cu viteza v, orientata in
sens opus, rezultatele gasite ramén valabile in conditiile in care inlocuim pe v cu —w.
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Relatiile de transformare inversa ale vitezelor sunt:

/ Uy — U

= — 10.94
O (10.94)

uyy/1 — &

/ Y c2
= — 10.95

2

Uy 1- U_Q
= X & 10.96

Daca fenomenul studiat este propagarea unui fascicul de luming, atunci:
ul, = c. (10.97)
Viteza luminii, méasuratd in sistemul aflat in migcare este conform (10.91), si in acord cu
postulatul al doilea al teoriei relativitatii restranse:
c+v

— = c. 10.98
e 1+C%c ¢ ( )

Acest rezultat apare surprinzitor in limitele mecanicii clasice, insa el se verifica prin consecinte,
chiar daca - aparent - este greu de acceptat.

10.4.5 Transformarea masei in teoria relativitatii

In mecanica clasicd masa se considerd marime absolutd, independentd de migcare. Acest
lucru nu mai este valabil in teoria relativitatii. Sa gasim relatia de transformare a masei,
la trecerea de la sistemul de referintd fix (X) la cel in migcare (X'), pentru un corp care se
deplaseaza cu viteza u, pe directia Ox . Avand in vedere dependenta masei de viteza, expresiile
masei in cele doud sisteme de referintd sunt:

m= —:m’ = —. (10.99)
1 — Y% 1 — Y
c? c?
Ca urmare, raportul lor este:
m 1— ug
2
— = (10.100)
m u?2
1-%

Folosind relatia de transformare a vitezei (10.91), se poate scrie:

2 N2
[ ——ﬁgf——le——g - (10.101)
F e )
2 v2 . 2 2 2
¢ —2uuy, + Sus — us 4 2vu, — v
— Lo (10.102)
62(1—6%2@)

(10.103)
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De aici rezulta relatia de transformare a masei de migcare:

142y — 22 1 v
ﬁ/ — \/( 2 )2( 2 )2 _ ( - c2 = (10104)
™o (- gw)Vi-g (1)
1—%u
m = mw. (10.105)

10.5 Forta in teoria relativitatii

Sa vedem acum in ce mod trebuie interpretatd ecuatia fundamentala a miscarii pentru a
fi invarianta la transformaérile Lorentz. Pornim de la expresia:

dp d(m7)

F =
dt dt ’

(10.106)

care este valabila in ambele teorii. Impulsul, raméne definit ca produs intre masa si viteza,
doar ca, trebuie sa avem in vedere dependenta masei de viteza:

mo
[1 _ v
1 2

Daca asupra unui corp cu masa de repaus nenula actioneaza un timp indelungat o forta con-
stantd, in termenii mecanicii clasice acest fapt conduce la cresterea vitezei la valori oricat de
mari (chiar mai mari decit viteza luminii!), lucru care vine in contradictie cu postulatul al
doilea al relativitatii. Este corect sid admitem ca acel corp cdstigd impuls si nu vitezd! Pe
masurd ce viteza cregte, cregte si masa de migcare (inertiald) si, atunci cand v tinde spre ¢,
masa, deci masura impotrivirii la accelerarea "finald" pentru atingerea vitezei luminii, devine
infinit de mare. In acele conditii, corpul nu mai simte efectul accelerator al fortei. Asadar,
oricate resurse de energie ar avea un accelerator de particule, acesta nu ajuta la obtinerea de

7=mi= (10.107)

viteze superioare vitezei luminii.
In continuare, vom exprima forta cu ajutorul a doua componente care rezulta prin derivarea
in raport cu timpul a impulsului:

- dm dv
F = i— +m— 10.1
g b (10.108)
d dv
= ¢ Mo 4 Mo v (10.109)

At 2 z dt
dt /1 v /1 v dt
Sa calculam expresia fortei folosind doi pasi, in conformitate cu urmétorul procedeu:

A. Sa considerdam, pentru inceput, doar variatia vitezei in modul: Variatia vitezei ca marime
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este determinatd de componenta longitudinala a fortei:

= d mo d??t
Fiq Uyg— | ——= | + m—2 (10.110)
dt 2 dt
Vi-z=
L /1 v mo dv, mo  dU
- w(3) E) e e 0
(1-%) 1-=
B [ v? mg mg -I diig 10.112
= [ 6—2 U2 3/2 + 1 U2 J dt :> ( . )
(1-%)" Vi-%
mo dﬁtg = dgtg
= = F, = mj—2. 10.113
e e (10119
62
Maérimea notata m; si definita ca:
my
my = w, (10.114)
c2

se numeste masa longitudinald. Ea este determinatd de variatia vitezei doar ca marime.

B. S& consideram acum wvariatia vitezei doar ca orientare: Variatia vitezei ca orientare este
determinatd de componenta normald a fortei. In aceasta situatie, v> = const., iar prima
derivata din (10.109) se anuleaza, astfel incat:

= mo dﬁn
F,=————- 10.115
NS = ( )
c2
Sumand vectorial cele doud componente (10.113) si (10.115), se obtine:
L. 4z dz
F=Fy+F=—"° % T (10.116)

(- @i

Dupa cum se constata din aceasta relatie, derivatele in raport cu timpul ale celor doua com-
ponente ale vitezei (asociate cu componentele acceleratiei) apar inmultite cu cantitati diferite,
de aceea forta in teoria relativitatii nu mai este coliniara cu acceleratia:
dvyy,  dv,

. 10.11
dt dt (10-117)

a:d}g+c—z’n:

Ilustrarea acestei observatii este data in Fig.10.5.

10.6 Energia in mecanica relativista

10.6.1 Relatia lui Einstein

Conform definitiei, lucrul mecanic elementar efectuat de forta Fla deplasarea pe distanta

elementara dr’ este: J
dL=F dr="L . dr=dp. v (10.118)
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Figura 10.5: Forta, in teoria relativitdtii, nu este coliniara cu acceleratia.

Impulsul relativist al punctului material are expresia:

(10.119)

Lucrul mecanic total se obtine prin integrarea relatiei (10.118) intre doud puncte de pe traiec-
torie. Folosind faptul ca dz -y = d(zy) — x - dy, se obtine:

B B B
L = /dL:/ﬁ.dF:/d*.a: (10.120)
A A A
B o
— 75| _/LO” v (10.121)
1 v
A c2
—— B —
. movv B mov .
= / 2 a (10.122)
-z aVl=—a

1
v2 1 p2\ 271 20
i(-%) - 50-%) (H)w- (10125)

1
2\ "3
- —<1—”—> vdv (10.124)

vdv 9 v2
—— = —d (\/1 - C—2> . (10.125)
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Ca urmare, lucrul mecanic devine:

L = 2 |5 +mecty[1- 5 5= (10.126)
1-Y% ¢
c2
mO 2 2 'UQ B m062 B
= 5 v +C 1——2 |A: 72 |A (10127)
1-% ¢ 11—
c2 2
2 2
S a—_ i (10.128)
v v
imd i
= m(vg)c® —m(va)® = E(B) — E(A) = AE. (10.129)
Marimea notata:
m002

E = (10.130)

-
se numeste energie relativista a corpului cu masa de repaus mg si viteza de deplasare v.
Relatia:

AE = Amc? (10.131)

este cunoscuta sub numele de relatia lui Finstein dintre masa gi energie.

Oricarei variatii de masa ii corespunde o variatie de energie si invers, oricirei
variatii de energie ii corespunde o variatie de masa.

Verificarea acestei relatii de echivalenta!® se face printr-o multitudine de experimentele in
fizica particulelor elementare. De exemplu:

e reactii dintre particule i antiparticule; in cazul reactiei de anihilare dintre un electron si
un pozitron'?, aflati fiecare in repaus, rezulti doi fotoni v cu energia fieciruia egali cu
mQCQ.

e defectul de masd; daca se aduna masele constituentilor unui nucleu si se compara cu
valoarea masuratd a masei nucleului se constata ca aceasta din urméa este mai mica.
Diferenta este regasita sub forma de energie de legdtura a nucleului, cea care este res-
ponsabild de stabilitatea sistemului. De exemplu, nucleul de He (format din 2 pro-
toni cu masele M, si 2 neutroni cu masele M,) are E = M,c? = 3727,44 MeV iar
2]\41,02 +2M,,c® = 3755,44 MeV. Diferenta AE = 28 MeV reprezinti energia de legatura
a nucleului.

In cazul deplasarilor cu viteze mult mai mici decéat viteza luminii, v << ¢, relatia se poate
aproxima sub forma:

102 1
E = mc® ~ moc® <1+§Z—2 —|—> :moc2+§mv2+... (10.132)

3De reguli, variatiile energiei determinate in mod practic corespund unor variatii foarte mici ale masei.
De exemplu, pentru 20 kilotone de trinitrotoluen (TNT) dintr-o bomb# atomicd, variatia depistatd a masei
constituentilor care intra si care rezultd din reactie este de circa 1 gram.

MPozitronul este antiparticula electronului. Antiparticulele sunt, in general, particule elementare care apar
in reactii energetice gi au proprietiti (electrice, magnetice, etc.) definite de o simetrie specifica (in oglinda).
De obicei, particulele si antiparticulele apar si dispar in pereche.
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Termenul moc? se numeste energie relativista de repaus iar %va - energie cinetica corespun-

zatoare vitezei v. Diferenta dintre energia relativistd de miscare si energia de repaus defineste
energia cinetica relativista:
E. = mc* — moc. (10.133)

10.6.2 Legatura dintre energie si impuls

Sa introducem impulsul p = muv in expresia energiei relativiste:

2 2 2
B e - mocmv2 __ mec _ (10.134)
\/ e \/1 T m2c2 L- mp202
Aranjand termenii in aceasta relatie, se poate scrie:
p?
E? <1 — m2c2> = mict = (10.135)
»?
E? - E? 55 = m2ct. (10.136)
Deoarece
E =mdc, (10.137)
se obtine relatia dintre impuls si energie sub forma:
E? — p2c = m2ch (10.138)

10.7 Universul Minkowski

Transformarile Lorentz descriu legatura dintre momentul si locul desfasurarii oricarui fe-
nomen. Ne putem imagina un univers spatiu-timp, cu trei dimensiuni de tip spatial si una de
tip temporal in care sd reanalizam fenomenele relativiste.

S& agezam pe axa orizontald spatiul (in cazul translatiei de-a lungul axei Oz vom lua
doar coordonata care se modifica, x) iar pe axa verticala - cantitatea ct'®. Orice punct din
universul spatiu-timp reprezinta un eveniment. Totalitatea punctelor care descriu evolutia
unui eveniment definegte o linie de univers.

In Fig.10.6 sunt ilustrate tipuri de traiectorii in diagramele spatiu-timp: (1) pentru o
particula aflatd in repaus, pozitia sa, rg raméne neschimbata in timp, deci linia de univers
este verticald; (2) pentru o migcare rectilinie si uniforma viteza (reprezentatd de panta dreptei)
este constanta, de aceea linia de univers este o dreapta inclinata; (3) o miscare acceleratd are
panta variabild in fiecare punct si ca urmare traiectoria este o curba (de exemplu, in cazul de
fatd, migcarea este la inceput rapida si apoi lentd).

Linia de univers corespunzatoare propagarii unui semnal luminos este reprezentata de
dreapta marcata cu v = c¢. Ea este orientata la 45° fata de cele dous axe. Distanta dintre

15 Aceastd combinatjie se alege din considerente de omogenitate ale dimensiunilor.
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ct
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)

Figura 10.6: Tipuri de traiectorii in diagrama spatiu-timp: (1) repaus; (2) migcare rectilinie si
uniform4; (3) miscare accelerata

doud evenimente: de exemplu cel de coordonate (0,0) (produs in origine) si cel de coordonate
(ct,x) este data de marimea:

s? = a2 — 2. (10.139)
Aceasta distantd se numeste metrica spativlui. Ea este invariantd la transfomérile Lorentz,
deoarece:

'CQ t/—l— K 2 / t 2
P I I | Gl - .0 G L0 o (10.140)
L T2 T2
r ' Yol o — ot (ct! v, / t
_ | oo )(32 LYY )] (10.141)
L T2
[#2(c2 — 02) — 2/2(1 — v?
B L Gl B et 24 (10.142)
1— v
L (32
= P42 =4 (10.143)

Linia de univers ce corespunde deplasarii originii O’ a unui sistem de referinta aflat in migcare
cu viteza v fata de sistemul fix (adica axa temporald ct’) se giseste impunand, in transformarile
Lorentz, conditia:

¥ =0=x— —t=0. (10.144)
c
In mod similar se giseste linia de univers ce corespunde axei spatiale (2'):
o' =0=ct— Sa=0. (10.145)
c

Unghiul de inclinare (0;) dintre axa ct’ i axa ct este determinat din conditia:

xr v
tgh = — = — 10.146
gu1 ot C’ ( )

iar unghiul de inclinare (02) dintre axa 2’ gi axa x (folosind (10.145))
vr W

tg@z = — = —.
CT C
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Figura 10.7: Interpretarea geometrica a transformarilor Lorentz

Ca urmare, ambele axe (z), (¢t’) sunt rotite sub acelagi unghi 6y = 6; = 0, fata de axele
(x,ct). Avand in vedere aceste observatii, transformairile Lorentz pot fi interpretate, din punct
de vedere geometric, ca trecerea de la un sistem de coordonate ortogonal la un sistem oblic,
inclinat de unghiul dat de relatia (10.146). In Fig.10.7 este ilustrata interpretarea geometrica
a transformarilor Lorentz.

Sa reprezentam intervalele unitate s = s’ = 1. Datorita invariantei, —c?t”? + 2/ = —c*t? +
22 = 1, ele definesc hiperbole echilatere care tind asimptoric spre linia de univers a luminii
(vezi Fig.10.6). In Fig.10.7 aceste linii de univers taie axa 2’ in A’ si axa ct’ in B’. Ca
urmare, echivalentul segmentului unitate spatialda OA=x = 1 din sistemul (z, ct) este OA’ in
sistemul (2, ct’). In mod similar, echivalentul segmentului unitate temporalda OB=ct = 1 din
sistemul (x,ct) este OB’ in sistemul (2, ¢t’). Daca observatorul este legat de sistemul (z, ct),
atunci vede segmentul OA’ ca OA1, unde Ay se obtine ducand paralela la axa temporala ct’.
Se observd o contractie a acestei lungimi: OA’<OA (lungime proprie in sistemul in repaus).
Daca observatorul este legat de sistemul (27, ct’), atunci vede segmentul OA ca OA’, unde A
se obtine ducand paralela la axa temporala ct. Si in acest caz, OA] <OA’ (lungime proprie in
sistemul in migcare). In mod analog se poate discuta si pe axa temporala.

Asadar, diagramele spatiu-timp, numite si diagrame Minkowski ne permit observatii intui-
tive asupra modului in care se modificd elementele cinematice ale miscarii in diferite sisteme
de referinta.

Deoarece ne putem imagina ca pe axa distantelor am putea reprezenta toate cele trei

2 are semnificatia patratului unui interval definit intr-un spatiu cu 4 - dimensiuni.

dimensiuni, s
Metrica care definegte aceastd distanti este diferitd de cea dintr-un spatiu normal, cu trei
dimensiuni (metrica euclidiana) prin faptul cd apare semnul minus in fata patratului unei
componente. De aceea, geometria unui astfel de spatiu este una diferita de cea cu care suntem
obignuiti.

Sa consideram cateva cazuri particulare:

1. evenimentele se produc in acelagi loc (z = 0) dar la momente diferite de timp; Deoarece

52 = —c?t? < 0, se spune ca evenimentele sunt separate in timp. Un astfel de interval se
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numeste interval temporal. Invarianta cuadri-intervalului conduce la:
§? = —*t? + 2% <. (10.147)

Ca urmare, nu existd nici un sistem de referintd in care evenimentele sa fie simultane
(t' = 0) deoarece s-ar obtine s> > 0(contradictie!). Poate, insi, exista un sistem de
referintd in care evenimentele si se produca in acelasi loc (z/ = 0) si atunci: s? =

—2t? < 0.

2. evenimentele se produc in locuri diferite, dar la acelagi moment de timp (¢ = 0); Deoarece
s> = 22 > 0,se spune ci evenimentele sunt separate in spatiu. Un astfel de interval se

numeste nterval spatial. Invarianta cuadri-intervalului conduce la:
%= —2t? + 2% > 0. (10.148)

Ca urmare, nu existd nici un sistem de referinta in care evenimentele sa se produci in
acelasi loc (2/ = 0) deoarece s-ar obtine 52 < 0 (contradictie!). Poate, insa, exista un
sistem de referinta in care evenimentele s fie simultane (¢ = 0) si atunci: 52 = 2/2 > 0.

3. evenimente se produc cu viteza luminii. Deoarece s? = 0, se spune ci evenimentele sunt
separate de limitarea vitezei la valoarea maxima ce corespunde vitezei luminii.

(10.149)

Punctele din care pleaca lumina sunt separate de punctele in care ajunge, prin cuadri-
intervale nule. Aceastd observatie este de fapt o reafirmare a postulatului invariantei
vitezel de propagare a luminii. Regiunile din universul spatiu-timp din vecinitatea fie-
carui eveniment se impart in trei regiuni, separate de dreptele v = =c,orientate la
459 fata de axe.

In Fig.10.8 este reprezentat conul Minkowski din vecinitatea originii. Deoarece toate
fenomenele se produc cu viteze mai mici decat viteza luminii, singura zond permisa este cea
din interiorul conului luminos. Regiunea 3 este interzisa, deoarece strabaterea ei ar necesita
propagarea cu viteze mai mari decat viteza luminii! Zona din interiorul conului se imparte in
doud regiuni, analizate in cele ce urmeaza:

e Fie un eveniment situat intr-un punct in spatiul corespunzator lui z = 0, situat in
partea negativd a axei temporale. Deoarece acesta se produce la un moment de timp
anterior prezentului (considerat ¢ = 0), acest eveniment poate influenta desfigurarea
evenimentului din origine. Regiunea 1 corespunde trecutului absolut.

e Fie un eveniment situat intr-un punct in spatiul corespunzator lui z = 0, situat in partea
pozitiva a axei temporale. Deoarece acesta se produce la un moment de timp ulterior
prezentului (considerat la t = 0), acest eveniment poate fi influentat de desfagurarea
evenimentului din origine. Regiunea 2 corespunde wiitorului absolut.
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ct
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3) J x

(1) trecut

Figura 10.8: Conul Minkowski din vecinidtatea originii. Zona permisa este cea din interiorul conului
luminos.

10.7.1 Cuadrivectori de pozitie

Din experienta nostra de pana acum, stim ca x,y, z reprezinta cele trei componente car-
teziene ale unui spatiu 3-dimensional. Daca mai addugam o componentd, de dimensiune ct
(numitad componentd temporald), marim dimensiunea spatiului la 4. In acest spatiu, care nu
mai este unul intuitiv'®, vom lucra cu vectori cu 4-dimensiuni, numiti si cuadrivectori. Din
cele discutate pana acum, ei sunt invarianti la transformaérile Lorentz. Vom nota cuadrivectorii
prin simbolul x;,7 = 1,4. Algebra pe care o vom folosi seam#na in mare parte cu cea stiuta,
doar ca, in acest caz, metrica este data de relatia:

s =2 +y? + 22— AR (10.150)
Pentru simplificarea scrierii, vom adopta urmatoarele conventii de notatii:

; (10.151)

I p— (10.152)

Vi-82

Cuadrivectorul de pozitie corespunde unui vector in diagrama spatiu-timp care are originea
in originea sistemului iar varful in punctul in corespunzator evenimentului studiat. Ca urmare,
coordonatele cuadrivectorului de pozitie sunt:

T =xT,T9 =Y, T3 = 2,T4 = Ct. (10.153)

Legitura dintre coordonatele cuadrivectorului de pozitie dintr-un sistem fix gi unul care se

Ssuntem prizonieri ai spatiului 3D!
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depaseaza cu viteza constanti v este data de transformarile Lorentz:

z1 = (2 + Bal); (10.154)
To = ab; (10.155)
T3 = % (10.156)
zy = y(ay+ Bry), (10.157)
Sub forma matriciala se poate scrie:
x v 0 0 By x’
/
b= 8 (1) 8 (1) AR (10.158)
ct By 0 0 v ct’
sau:
x; = Agal,i =1,4. (10.159)
unde A;; este matricea transformarii:
v 0 0 By
0 1 00
Ai=1 0 001
By 0 0 v

In mod evident, transformarea inversa este descrisa de ecuatiile:

2y = y(r1 — Baa); (10.160)
Th = xo; (10.161)
rh = xs; (10.162)
) = (x4 — Pr1), (10.163)
care sunt reprezentate matricial prin:

x’ ~y 0 0 —pBy x

/

AN IR o

ct’ —By 0 0 ~ ct

10.7.2 Cuadrivectorul interval

Consideram ca orice modificare a coordonatelor unui eveniment din sistemul fix (Ax;,i =
1,4) este echivalenta cu o modificare a coordonatei corespunzitoare masurata in sistemul mo-
bil (Az},i = T,4). Acest lucru este realizat prin calibrarea ceasurilor in cele doud sisteme!7.
Cuadrivectorul interval corespunde distantei dintr-un spatiu cu 4 dimensiuni dintre doua eve-
nimente oarecare. Valoarea infinitezimala a acestuia (in cazul in care evenimentele sunt foarte

putin departate unul de altul) este:
ds® = da? + dy? + dz* — 2dt>. (10.165)

"Calibrarea corespunde fixarii momentelor de timp in care un semnal (de exemplu lumina) stribate distante
egale masurate de-a lungul unei drepte.
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10.7.3 Cuadrivectorul viteza

Cuadrivectorul viteza este definit ca variatia cuadrivectorului de pozitie in unitatea de
timp propriu'® (dr):

dr:
u; = dxz,z‘ =14 (10.166)
T
Deoarece durata proprie este cea mai scurtd, adicd conform cu (10.69)
dr = d v 0.167
=dt\/1 — —, 10.16
- - (10.167)
cuadrivectorul viteza devine:
L dai (10.168)
‘ 1_ w2 dt
C2
Folosind notatia v, = \/%2, se poate scrie:
-t
1 dx
u = = d—tl = Yyl (10.169)
1-=
1 dm‘g
1=
1 dx
uz = 72d—t3 = Yy Uz; (10.171)
-
1 dxy

S

C

. . . . . o —> .
unde (ug, uy, u,) sunt componentele carteziene obignuite ale vectorului viteza . Deci, cua-
drivectorul vitezd este:

Ui = (’Yuuzaf)/uuyaf)/uuzaf)/uc)a (10.173)

sau

_ —

up = vu (U, c).

Deoarece toti cuadrivectorii sunt invarianti la transformaérile Lorentz, se poate gasi direct

relatia de transformare a vitezei dintr-un sistem fix in unul aflat in migcare. Folosind relatiile
(10.160-10.163), se obtine:

uy = y(ur — Bug) = yyu(ue —v); (10.174)
1
Uy = up = —uy; (10.175)
Yu
1
ufy = uz = —uy; (10.176)
v

1 . o . . o . o = PN
8Reamintim faptul ci timpul propriu este misurat cu un ceasornic care se deplaseazi odati cu corpul, adica
de observatorul in raport cu care corpul este in repaus.
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Pe de alta parte, se stie ca:

dry cdt’ ,

/!
Uy = — = 7,C. (10.178)
i’ gy 1wz "
Identificand (10.177) si (10.178), gésim:
v
V(e = Zuz) = WG (10.179)
M
VY = s (10.180)
1— C—guz
Revenind in (10.174) obtinem:
/
r_ Yulue — )
= ) 10.181
Inlocuind si expresia lui uf
/ dx} , da’ ro
U = —r =7 = Y, Uy (10.182)

Vodr T May
regasim relatia de transformare a componentei vitezei pe axa Ox:

o, ==V (10.183)

x v 9
1_6_2’111m

si iIn mod analog pentru celelalte componente.

10.7.4 Cuadrivectorul acceleratie

Cuadrivectorul acceleratie se defineste ca variatia cuadrivectorului viteza in raport cu in-
tervalul de timp propriu:
= = Yy—. 10.184
ar ~ "at (10.184)

a;

10.7.5 Cuadrivectorul impuls-energie

Prin definitie, cuadrivectorul impuls este produsul dintre masa de repaus (deoarece se
definegte in sistemul fatd de care corpul este in repaus) si cuadrivectorul viteza:

pi = mou; = (MoYu U, Mo VuC). (10.185)

Deoarece masa de migcare este:

folosind expresia energiei relativiste E = mc?, cuadrivectorul impuls se scrie ca:

D) E

Se observa ca cea de-a patra componenta este proportionala cu energia. Din acest motiv, acest
cuadrivector se numeste cuadrivector impuls-energie.
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10.7.6 Cuadrivectorul forta - putere

Cuadrivectorul forta se definegte ca derivata in raport cu timpul propriu a cuadrivectorului
impuls:

dpi dpi
Fo= 2 5 22t 10.1
e T e (10.188)
Avéand in vedere modul in care a fost definit impulsul, se obtine:
dp dm
F;, = —,c— | . 10.1
= () (10.159)
Puterea este definitd ca lucrul mecanic efectuat in unitatea de timp:
dL F-di o di  _dm
P="= =F 4= — 4 ia— ) -u 10.190
at — dt " <mdt+udt> " ( )
Inlocuind derivata in raport cu timpul a masei:
dm A ( 1) v ‘3/2< 26) dii (10.191)
at M@V T Ty 2 ) dt '
i@ odi  ~*  _di
— —At =L — 10.192
(mO’Y) CQ’Y dt 2 mu dt’ ( 0.19 )
se obtine:
2 — —
_ 2w\ G o AT pdm
P—m<1+’y 62>udt—'ymudt—c et (10.193)

Ca urmare, marimea componentei a patra a cuadrivectorului forta, corespunde puterii meca-
nice. Ea se poate scrie ca:

—=—= 10.194
¢ dt c c ( )
Componentele cuadrivectorului forta-putere sunt:
dp F i
F;, = — . 10.195
P = Yu ( e ) ( )

10.8 Probleme

1. Cum trebuie sa se deplaseze un etalon de lungime (de 1 m) in raport cu un sistem fix,
pentru ca doi observatori situati in sistemele de referinta fix, respectiv care se deplaseaza
cu viteza v, sd masoare aceeasi valoare a lungimii?

2. O bara de lungime proprie Lg este orientatd sub unghiul ¢’ fatd de axa Ox’a sistemului
propriu (fatd de care este in repaus). Aratati ca lungimea barei, masuratd intr-un sistem

. o o . o 2 .
de referinta care se deplaseaza cu viteza v fa’a de acesta, este L = Lo /1 — 3 cos? 0 iar
. o . . . /
orientarea fatd de axa Oz a sistemului mobil este tgd = \/—LQ
122
c
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3. Un miuon are timpul mediu de viata 7o = 2,2x 10755, dupa care se dezintegreaza intr-un
electron si doi neutrini. Care este distanta maxima pana la care mai poate fi detectat?

Raspuns: d = vt = ’iTOUQ =660 m.
T2
4. O nava spatiala se deplaseaza cu viteza v=0,866 c. De pe nava se trimit spre Paméant
doud semnale luminoase, la un interval de timp At' = 4 s. Determinati: (a) care este
intervalul de timp dupé care sunt receptionate pe Paméant; (b) ce distantd, masurata
de pe Pamant, parcurge naveta intre cele doud emisii de semnal; (c) care este energia
cineticd, masurata de pe Paméant, a unui corp cu masa mo=1 Kg aflat in repaus pe nava.

Raspuns:(a) At = ifZﬁAt’ =15 s; (b) Az = WAt = 2,1 x 10° m; (¢) E, = (m —
mo)c? =9 x 10167,

5. Determinati viteza v de deplasare a unui observator ce masoara lungimea proprie [ a
unei rigle ca fiind 2/31.

Raspuns: v =0, 745¢.

6. Derivati expresia vectorului acceleratie.

wit/c?

Raspuns: a; = vy (Y@ + Fut, Yuc) unde a@ = du/dt, 4, = ey R

7. Vlad si Dragos sunt doi frati gemeni. Dragos pleacd pe o planeta indepartata iar Vlad
ramine pe Paméant. Pentru Vlad, Dragos se indepéarteaza, astfel cid pe naveta timpul se
dilata. Dar gi pentru Dragos, Vlad se indeparteaza, astfel ca si el considera ca timpul
trece mai greu pe Pamant. Fiecare dintre frati crede ca, la intoarcere, celalalt va fi
mai tanar. Explicati acest paradox, cunoscut ca paradozul gemenilor, pe baza diagramei
spatiu-timp. Care din frati va fi mai tanar?

8. Reprezentati diagrama spatiu-timp (ct, z) pentru un observator fix si apoi reprezentati:

(a) linia de univers pentru un corp in repaus, situat in punctul z = 1m;

(b) linia de univers a unei particule care pleaca la momentul ¢ = 0 din punctul =0.5
m si se deplaseaza cu viteza v=0.5 c;

(c) diagrama (ct’, z’) corespunzitoare unui observator care se deplaseaza cu viteza v=0.5
¢ fata de observatorul fix i a carui origine coincide cu a acestuia;

(d) locul geometric al evenimentelor aflate la distanta As? = -1 m? fata de origine;

(e) locul geometric al evenimentelor aflate la distanta As?=1 m? fata de origine;

(f) calibrati coordonatele temporale (ct’) corespunzitoare fiecirui interval de lungime
(=');

(g) locul geometric al evenimentelor aflate la distanta As? = Ofata de origine;

(h) locul geometric al evenimentelor din spatiul (ct,x) care se produc simultan cu cel
de la momentul ¢t = 2m;

(i) locul geometric al evenimentelor din spatiul (ct’,2’) care se produc simultan cu cel
de la momentul ct’ = 2m;
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(j) evenimentele care se produc la t' = 0,2’ = 0.5m;
(k) locul geometric al evenimentelor care se produc in punctul 2/ = 1m;

(1) linia de univers a unui foton emis in la ¢ = 0in punctul x = 0, célatoreste in directia
axel Oz negative, este reflectat de o oglinda situata la ' = —1m i apoi este absorbit
de un detector

(m) localizat in punctul x = 0.75m.
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Notiuni de dinamica neliniara si haos clasic

Vom incheia analiza capitolelor selectionate din mecanica fizica trecand in revista cateva
subiecte considerate actualmente de mare interes, atat in mecanicd, dar gi in fizica, mai gene-
ral. Uneori - surprinzator la prima vedere - astfel de fenomene apar in diverse alte domenii
ale stiintelor naturii sau chiar in afara acestora. Este vorba de dinamica neliniard si teoria
haosului. Aceste domenii de mare inters in zilele noastre introduc si dezvoltd o serie de con-
cepte teoretice noi - instrumente cu care se analizeaza fenomene dificil de explicat in contextul
mecanicii clasice. Fenomenele haotice intalnite in cele mai diverse sisteme fizice, cum ar fi unii
oscilatori mecanici, circuite electrice, fluide, sisteme optice neliniare, reactii chimice, fenomene
din lumea viului, par a avea aspecte similare in privinta complexitdti lor. Aceste aspecte pot
fi descrise prin ecuatii i marimi similare.

11.1 Neliniaritate si sensibilitate la conditiile initiale

Incd de la sfarsitul secolului al XIX-lea, Henry Poincaré, considerat parintele dinamicii
neliniare, a subliniat faptul ca turbulentele gi comportarea neliniara, observate de exemplu in
curgerea fluidelor!, sunt de fapt caracteristici inerente sistemelor in care se produc interactiuni
neliniare. Mai mult decat atat, el a demonstrat ci, chiar si in cazul sistemelor simple?, cu
putine grade de libertate, dar care includ neliniaritati3, se poate constata o evolutie complicata
si care, in timp, devine imprevizibila.

Asadar, unul din ingredientele haosului este neliniaritatea. S& ne reamintim cateva notiuni
legate de neliniaritate in algebra si geometrie. Un sistem este neliniar daca este descris de
ecuatii neliniare, cu alte cuvinte daca variabilele dinamice ce descriu proprietatile sistemului
(coordonatele, viteza, presiunea etc.) apar in ecuatii sub forma unor temeni neliniari.

O functie este liniara dacé are proprietatea:

[z +y) = f@)+ fy)flax) = af (2),Y(x,y,a) > 0.

! Astfel de sisteme sunt numite spatio-temporale, fiind descrise de ecuatii cu derivate partiale in raport cu
spatiul si cu timpul.

2sisteme descrise doar de o dinamici temporala.

3cum ar fi de exemplu problema celor trei corpuri.

251
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In cazul unui sistem de ecuatii, liniaritate implica:

L(ag 4+ by) = aL(¢) + bL(v).

unde a, b sunt doud constante oarecare, iar ¢ si ¢ - doudl functii oarecare. In practici, o functie
complexa poate fi descompusé in combinatii liniare de parti simple, urméand ca fiecare parte
fie rezolvata separat, in final, recombinarea partilor conducand la solutia completa. Pe astfel
de metode se bazeaza descompunerea in serie Fourier, in moduri normale, sau alte combinatii
liniare. Aceste considerente isi pierd valabilitatea in cazul sistemelor neliniare. Unul dintre
cele mai importante principii simplificatoare utilizat in dinamica liniard si anume principiul
superpozitiei nu mai este valabil.

Din punct de vedere fizic, principiul superpozitiei ne permite sa explicam propagarea in-
dependentd a undelor electromagnetice sau a celor elastice, fara perturbare reciproca. To-
tusi, aplicarea principiului superpozitiei nu permite rezolvarea oricarei probleme de dinamica
liniara?, principiul in sine avand doar valoare metodologici, el sugerand descompunerea intre-
gului in parti simple.

In mod evident, lumea fizici reald este preponderent neliniardi, deci a renunta, in unele
situatii ce descriu fenomene din lumea reala la principiul superpozitiei este in intregime jus-
tificat. Liniaritatea se regaseste in cazul obiectele din spatiul euclidian: linii, plane, obiecte
3-dimensionale, care igi pastreaza dimensiunile oricum le-am masura. Din contra, un obiect
neliniar arata diferit, in functie de scara la care il privim. De exemplu, o sfera privita foarte
de aproape pare a fi un plan, in timp ce daca o privim de foarte departe, ea pare a fi un punct.

Asa cum vom vedea in continuare, o dinamica de tip haotic presupune nu doar un caracter
neliniar, ci ea trebuie sa fie insotita de o caracteristica esentiala - sensibilitatea la conditiile
initiale. Dacad pentru sistemele predictibile, nehaotice, o mica perturbare a starii initiale a
sistemului determinid o micd modificare a starii sale finale®, in cazul sistemelor haotice, mici
perturbari conduc la stiri divergente si nepredictibile®. Divergenta traiectoriilor vecine din
diagramele din spatiul configuratiilor este o amprentd a haosului gi permite individualizarea
acestuia in relatia cu alt comportament impredictibil, cum este cel prezent in prezenta unui
zgomot extern.

In sistemele neliniare apare aga numitd ”rupere spontand de simetrie’sau - exprimat folo-
sind un termen mai adecvat - "incdlcare spontand a simetriei”. Daca pentru sistemele liniare
ecuatiile de miscare sunt invariante la o translatie a timpului”, pentru sistemele neliniare, din
momentul in care ele au devenit haotice, isi pierd brusc proprietatile de invarianta, iar evolutia
lor devine dependenta de timp.

Este important sa subliniem faptul cd un comportament impredictibil poate sa apara in
sisteme descrise de ecuatii deterministe, pentru care ecuatia de migcare asociata cu conditiile
initiale permite, in principiu, determinarea evolutiei sistemului la orice moment de timp. Acest
tip de haos este cunoscut sub numele de haos determinist.

4Integrarea unor ecuatii liniare poate fi complicate foarte mult de conditiile la, limita.

Distanta dintre cele doui stiri apropiate in spatiul configuratiilor riméane apropiaté, in acord cu teorema
Liouville de conservare a volumului din spatiul fazelor

SEfectul divergentei a doud traiectorii vecine a fost exprimat metaforic de E.N. Lorentz (1972) ca posibili-
tatea ca o bataia de aripi ale unui fluture din Brazilia sa determine o tornada in Texas.

" Adici ecuatiile de miscare si conditjiile exterioare rimén aceleasi la t si la t+7 pentru oricare 7, schimbandu-
se doar daca se modifica conditiile exterioare
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Vom incerca, in aceasta introducere in teoria sistemelor neliniare si a haosului sa prezentam
exemple de sisteme si de neliniaritati care pot sa conducéa la comportament haotic, modul cum
poate fi controlatd dinamica lor, precum si citeva marimi ce caracterizeaza aceastd dinamica.

11.2 Sisteme dinamice

Sa consideram un sistem descris la momentul de timp ¢ de un set de variabile de stare x;,7 =
1,n numite variabile de stare. Spatiul tuturor variabilelor {z1, o, ..., 2, } este numit spatiul
starilor sau spatiul fazelor®. Ne vom referi, in cele ce urmeazi doar la sistemele finite, descrise
de functii de evolutie cu caracter continuu. Daci sistemul are o comportare determinista,
evolutia sa este determinata in mod univoc de un set de ecuatii de miscare de forma:

d.%'i
dt

:fz‘(xl,.%‘g,...,xn,t,)\l,)\g,...,AC), (11.1)

unde f; este, in general, o functie neliniara de coordonatele {z;},i = 1,7, de timp” si de un set
de parametri \;,j = 1, c. Daca sistemul este descris de ecuatii diferentiale de ordin superior,
de exemplu de ordin N, se introduce un nou set de variabile, de exemplu: y = &. Prin aceasta
se reduce ordinul ecuatiei diferentiale la N — 1, iar metoda poate continua prin introducerea
de noi variabile pana se ajunge la o ecuatie diferentiald ordinard Asadar, prin introducerea
de noi variabile, o ecuatie diferentiald de ordin N se poate scrie sub forma a cu N ecuatii
diferentiale de ordinul intai. Relatia (11.1) se poate scrie sub forma vectoriala:

&7 _

dt f({xi}’ta{)‘j})’i:la—naj :H’ (112)

—

unde & = (21, 2, ...,xn) si f(f1, f2,..., fn) sunt vectori de dimensiune n. Parametrii \;, j =
1, ¢, numiti parametri de control, sunt constante fixate la anumite valori. Atunci cand acestea
sunt schimbate, ele produc modificari ale caracterului dinamicii sistemului. Parametrii de
control sunt marimi ce descriu caracteristici intrinseci ale sistemului, cum ar fi: coeficienti de
vascozitate, frecvente proprii, amplitudinea sau frecventa unor perturbatii exterioare impuse
sistemului etc.

Daca functia f depinde explicit de timp, a;a cum este sistemul descris de ec. (11.1) acesta
este numit neautonom. De exemplu, intr-un sistem mecanic, f poate fi o forta exterioara
periodica,aga cum este cazul oscilatorului in regim fortat.

Daca functia f nu depinde explicit de timp, sistemul este denumit autonom. In acest caz,
ecuatia de migcare este de forma:

df Y . -— . [
5 = fUzi®)}, (M) i=Lnj=1ec

8Evident c&, in cazul n=2, acest spatiu este reprezentat de un plan.

9Pentru sistemele dinamice continue, timpul este o variabild reald, continui. In unele modele, el este
discretizat: t =t = k7,k € ZT. Aceste sisteme se numesc sisteme dinamice discrete sau hdrti iterative. Mai
existd si a treia posibilitate de sisteme dinamice, pentru care gi starile si timpul sunt discretizate; acestea se
numesc automate celulare.
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Trecerea de la un sistem neautonom la unul autonom se poate face prin introducerea unei
variabile suplimentare, z,1 a carei derivatd in timp si fie unitara:

dx, i1
=1. 11.3
7 (11.3)
In acest caz, cea de a (n + 1)— a variabild este x,,1 = t (considerand conditia initiald

Zn+1(0) = 0). Ca urmare, variabila timp poate fi eliminata din postura de variabild explicita
prin introducerea unei variabile suplimentare, z, 1, care mareste dimensiunea sistemului cu o
unitate. Acest "truc" matematic ne permite sa tratdm si sistemele neautonome intr-o maniera
similara celei folosite pentru cele autonome.

Cunoscand conditiile initiale, x;(0) = x;9, ecuatia (11.1) permite determinarea evolutiei
sistemului la oricare moment de timp t. Evoluta starilor din spatiul fazelor este descrisa de o
traiectorie sau orbitd. Ea este curba tangentd in fiecare punct la vectorul f, la orice moment
de timp, pentru un set fixat de conditii initiale'®. Multimea traiectoriilor din spatiul fazelor
constituie ceea ce se numeste portretul fazic.

Conform teoremei fundamentala de existenta si unicitate a solutiilor ecuatiilor diferentiale
(11.1), traiectoriile sunt unice gi nu sunt posibile intersectii sau autointersectii ale nici unei
orbite. Cele mai multe ecuatii de tip (11.1) nu pot fi rezolvate analitic'! si de aceea singura
alternativa este rezolvarea lor numerica. Odata cu cresterea dimensiunii sistemului, creste si
complexitatea acestuia. Apare atunci intrebarea: cat de micd poate fi valoarea lui n astfel
incat sistemul sd aiba traiectorii haotice? Raspunsul este: minim trei.

Exemplele considerate in acest capitol sunt alese dintre cele mai simple in aga fel incat sa
fie accesibila rezolvarea numerica pe orice tip de calculator personal.

11.2.1 Sisteme disipative si atractori

Traiectoriile din spatiul fazelor seaméana cu liniile de curent ale unui fluid in miscare, de
aceea distributia lor in spatiu poate oferi informatii asupra proprietatilor sistemului. S& urmé-
rim, de exemplu, ceea ce se intdmpla in timp, cu liniile de curent dintr-un volum elementar.
Din definitia operatorului divergenta, se stie ca acesta este proportional cu fluxul de linii care
traverseaza suprafata ce inchide volumul dat, pentru un volum-sursa infinitezimal. Daca nu-
marul de linii care intra in volumul dat este diferit de numaéarul de linii care ies din acesta,
atunci divergenta este nenula. Spunem ca sistemele sunt disipative dacd, oriunde in spatiul
fazelor:

divf < 0. (11.4)

Cu alte cuvinte, relatia (11.4) poate fi inteleasd ca o contractie a volumului din spatiul fa-
zelor. Dupéa cum am discutat in Capitolul I al acestui manual, sistemele hamiltoniene isi
pastreaza volumul constant in spatiul fazelor. Spunem ca astfel de sisteme (hamiltoniene)
sunt conservative, adica:

divf = 0. (11.5)

OPentru o intelegere cat mai completd a unui sistem dinamic nu este suficientd analiza traiectoriilor indivi-
duale ci este necesara analiza ansamblului generat pentru mai multe conditii initiale.

11n Anexa B din volumul I sunt prezentate modalititi de rezolvare analiticd a unor ecuatii diferentiale
ordinare tipice.
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e atractie

atractor

\ 4

X3

Figura 11.1: Un exemplu de atractor, impreuna cu bazinul sdu, intr-un spatiu tridimensional al
fazelor.

In cazul sistemelor disipative, traiectoriile in spatiul fazelor sunt puternic divergente, in sensul
cé, dupa un interval oarecare de timp, sistemul practic "uita" starile initiale din care a pornit,
iar starile finale se vor localiza in anumite regiuni finite (puncte, curbe, sau volume geometrice).
Pentru aceste sisteme!? se defineste notiunea de atractor. Atractorii reprezinta seturi de puncte
din spatiul starilor spre care converg traiectoriile.

Setul de conditii initiale care conduc traiectoriile spre un anumit atractor se numeste bazin
de atractie al acestuia (Fig.11.1). In cazul in care existd mai multi atractori, bazinele lor de
atractie sunt separate de niste limite numite separatoare.

Definitia matematicd exactd a atractorilor nu este deloc simpla gi nu este scopul acestei
prezentari. Ceea ce ne intereseaza mai mult sunt rezultatele legate de tipul de atractori si
recunosterea acestora.

Cei mai importanti atractori in dinamica neliniara haotica sunt:

e atractori haotici - structuri foarte complicate fara nici un fel de simetrie ce corespund
unor miscari haotice, si au proprietiti geometrice neobisnuite;

e atractori stranii - forme geometrice de tip fractal, caracterizate de structuri repetitive la
orice scara.

Atractorii de forma unor puncte fixe sau curbe inchise (tip ciclu limita) sunt caracteristici unor
dinamici predictibile si apar in conditii de staftonaritate si periodicitate.

12Gistemele conservative nu poseda bazine de atractie.
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11.3 Echilibru si stabilitate

Sistemul de ecuatii (11.1) contine ecuatii diferentiale de ordinul intai. Principalul motiv
al alegerii acestui tip de ecuatii este gasirea cat mai simpld a solutiilor {x;0} pentru care
derivatele in timp ale starilor se anuleaza:

dmi
dt

= 0= fi{a}, DH) = 0. (11.6)

Solutiile stationare ale sistemului de ecuatii algebrice cuplate (B.58) se numesc puncte fize,
puncte critice sau puncte singulare. Ele se afla ca intersectii ale nulclinelor (locurile geometrice
fil{z: ) =o.
Cel mai simpla evolutie in timp a unui sistem este aceea in care el tinde spre o stare
stationard de echilibru:
x;(t) = zj0 = const. (11.7)

Este interesant sa aflam daci, in evolutia sa, sistemul atinge efectiv o astfel de stare. Spre
care dintre stari se va indrepta sistemul, in cazul in care existda mai multe stari stationare?
In plus, odatd atinse, sunt aceste stiri sunt stabile? Réspunsurile la aceste intrebari se afla
folosind aga-numitele metode de liniarizare a ecuatiilor (11.1). Pentru aceasta, se considerad o
mica deplasare & fata de un punct critic x;:

&i(t) = zi(t) — i (11.8)

Sa consideram ca parametrii de control sunt fixati. Admitand cd f se poate dezvolta in serie
Taylor in jurul solutiei stationare si ludnd in considerare doar termenii de ordin intdi din
aceasta dezvoltarii, avem:

= (O
fi(zio + &) = fi(zio) + ( ) §k + - (11.9)
]; a.%'k {z40}
Ecuatia (11.1) devine, in acest context:
déi & <afi>
%Ki I (11.10)
dt kgl 8:6k {zio}
sau:
d&; i
d—i =Y M, (11.11)
k=1
in care: 9
M, = ( fl) ) (11.12)

In acest fel, am reformulat o problemi de analizd a stabilitiatii unui sistem neliniar (11.2),
transforméand-o in analiza stabilitatii unui sistem liniar:

—

= — M€ 11.1
o £, (11.13)
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unde M este Jacobianul transformarii lui f in raport cu variabilele vectorului n-dimensional
¥ =Z({x;}),i = 1,n In vecinatatea starii de echilibru Zy = Zo({z0},7 = 1,n.
Daca perturbatia variaza in timp dupa o lege de forma:

£(t) = e, (11.14)
atunci ec. (11.13) devine (dupa simplificarea termenului nenul e):
M@ = i (11.15)

sau.:
Mikuk = )\ui. (11.16)

Sistemul (11.16) al celor n ecuatii este compatibil determinat daca si numai daca determinantul
este nul, adica:

det(Mik. — Aézk) = 0, (11.17)

unde d;; este simbolul Kronecker. Ecuatia (11.17) este cunoscutd sub numele de ecuatie
seculara. Prin rezolvarea acestei ecuatii, reprezentate de anularea unui polinom de grad n in
A, putem gési valorile proprii A( reale sau complexe) asociate vectorilor proprii .

Solutia sistemului liniarizat poate fi scrisa ca superpozitia:

£(t) = Zn: e, (11.18)
=1

unde constantele ¢, se determina din conditiile initiale.

In termeni matematici, starea Ty este asimptotic stabild daci valorile proprii y; ale ecuatiei
seculare (11.17) au partea reald negativa. Doar in acest caz, dupd cum se observa revenind
in solutia (11.14), distanta fatd de punctul critic de echilibru scade exponential in timp, iar
sistemul perturbat ajunge din nou in aceasta stare. Din contra, daci cel putin una din valorile
proprii ale matricei jacobiene au valoare pozitiva, atunci Zgeste un punct fir instabil. Notiunea
de stabilitate se poate intelege mai bine cu ajutorul definitiiilor urmatoare. S& notdm prin
Ue st prin Us(.) doud regiuni ce inconjoara starea stafionara zo. Se pot adopta urmatoarele

definiti:

e Ty este stabild in sens Lyapunov, dacd pentru orice vecinidtate U, a lui Z( exista o a alta
vecinatate Us ), astfel incat orice traiectorie ce iese din interiorul lui Us(.) nu va parasi
niciodata Us,.

e T este instabila dacd nu exista o astfel de vecinatate Us.);

e Iy este asimptotic stabild, daca, pe langa conditia de stabilitate, orice traiectorie ce iese
din interiorul lui Uy tinde spre Ty atunci cand ¢ — oo.

Reprezentarea geometricd a stabilitatii, intr-un spatiu al fazelor tridimensional, este aratata
in Fig.11.2.

Transferul de analiza a stabilitatii unui sistem neliniar la analiza stabilitatii sistemului
liniariazat asigura corespondenta concluziilor obtinute. Astfel, Hartman si Grobman || de-
monstreaza o teoreméa care afirmé ca:
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X3

Figura 11.2: Reprezentarea geometrica a stabilitatii, intr-un spatiu tridimensional al fazelor.

e daci solutia sistemului liniarizat este asimptotic stabila!'® atunci si solutia stationara a
a sistemului neliniar este asimptotic stabila.

e daca solutia sistemului liniarizat este instabila atunci si solutia stationara a a sistemului
neliniar este asimptotic instabila.
Sistemelor disipative, care necesita existenta unor fluxuri pentru a se mentine, cu alte cuvinte,
sisteme deschise, aflate in permanenta relatie de schimb energetic sau de materie cu mediul
exterior, le corespunde, in mod evident, stabilitatea asimptotici. In aceste situatii, starca
spre care tinde sistemul este un atractor. Daca sistemul dinamic prezintd mai multi atractori,

atunci, fiecare dintre acestia isi are propriul bazin de atractie, care este reprezentat de setul
initial de puncte ce conduc la stéri finale situate pe atractorii respectivi.

11.3.1 Analiza liniara de stabilitate a sistemelor bidimensionale

Sa exemplificam analiza generald anterioara in cazul unui sistem cu dimensiunea n = 2.
Atunci ecuatiile 11.1 devin:

&1 = filxr,x2); (11.19)
i‘g = fg(xl,.%'g). (11.20)

Punctele fixe (x19,x20) se determina din conditjile:

fi(@10,220) = 0 (11.21)
f2(@10,220) = 0. (11.22)

3Pentru solutii doar stabile ale sistemului liniar nu se poate preciza tipul de stabilitate al solutiei sistemului
neliniar.
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Matricea jacobiana are patru elemente, iar ecuatia seculara se determina din conditia:

My —p Mg

—0, 11.23
Moy Mss — ( )

din care rezulta:
p? — (My1 + M)y 4 My Moy — Mig Moy = 0. (11.24)

Deoarece trasa matricei M gi determinantul apar in mod direct in aceasta relatie, adica:

TrM = My + Mog; (11.25)
det M = M11M22 - M12M21, (1126)

iar, ecuatia seculard devine:
p? — TrM + det M = 0. (11.27)

iar cele doua solutii sunt date de relatia:

H1,2 = % (TrM + \/(TrM)2 —4det M) . (11.28)

Notam A = (TrM)? — 4 det M. Valorile si semnul valorilor proprii 1,2 depind de valorile mari-
milor TrM gi det M. Se pot intalni urmatoarele situatii reprezentate in diagrama de stabilitate
A =0 din Fig.11.3.

1. A>0< (TrM)? > 4det M > 0 si TeM > 0 = puy, po reale si pozitive; nod instabil
2. A>0« (TrM)? > 4det M > 0 si TrM < 0 = 1, g reale si negative; nod stabil
3. A> 0« (TrM)? > 4det M > 0 = py, 2 reale si distincte ca semn; sa instabild

4. A <0 (TrM)? < 4det M si TrM > 0 = pu1 = pj complex conjugate cu partea reald
pozitiva; focar instabil

5. A <0« (TrM)? < 4det M si TtM < 0 = puy = pi complex conjugate cu partea reala
negativa; focar stabil

6. A <0« (TrM)? < 4ddet M si TrM = 0 = p3 = pj complex conjugate cu partea reala
nuld;

Zona de stabilitate este incadrata in cadranul IV hagurat in Fig.11.3. Solutia (11.18) descrie
modul in care se indeparteaza sau se apropie o traiectoriile in vecinatatea starilor stationare
si permite, totodata, identificarea formei acesteia. Ea devine:

—

f(t) = Cleultﬁl + CQ@MQtUQ (1129)

unde vectorii %; se considera normalizati'?.

14 Acestia nu trebuie si fie neapirat ortogonali.
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Curbarea traiectoriilor este determinata de valorile diferite ale lui 1 §i po. Curbele sunt
parabole cu tangenta comuna in origine. Ele sunt parcurse in sensul de indepartare de starea
stationard in cazul (1) - nod instabil si in sens de apropiere in cazul (2) - nod stabil.

Pentru cazul (3), un termen din solutia (11.29, de exemplu c;et1?) scade exponential, iar
celalalt creste, astfel incat traiectoriile devin hiperbole, iar punctul de echilibru - de tip sa.

Pentru cazul valorilor proprii complexe, punctele de echilibru de tip nod se transforma in
puncte de tip focar instabil in cazul (4) si focar stabil in cazul (5). Aceastd comportare se
poate gasi folosind numere complexe:

p1 = i, P = e — i S fl = p (11.30)

U = Uy + U, Uy = Uy — 11; < U :’lT{ (1131)

care conduce in final transformarea lui (11.29) in:

—

Et) = creMlay + cetitar (11.32)

2eM! Re(cyetitiy), (11.33)

unde ¢] = c2. S-a obtinut ecuatia unui vector rotitor cu amplitudinea dependente de timp,
adica traiectorii de forma unor elipse cu razele exponential crescdtoare in cazul (4) sau expo-
nential descrescatoare in cazul (5).

In cazul (6) se obtin traiectorii periodice de forma unor elipse concentrice. Punctul de
echilibru este stabil deoarece micile devieri nu sunt amplificate. Acesta insi nu este asimp-
totic stabil, deoarece traiectoriile nu converg inspre punctul de echilibru. Prin urmare, el nu
reprezinta un atractor. Aceste tipuri distincte de traiectorii sunt reprezentate in diagrama de
stabilitate din Fig.11.3, unde vizualizarea traiectoriilor s-a realizat si folosind reprezentarea
vectoriala a campurilor.

Exemplu:

S& considerdm un sistem disipativ constituit dintr-un oscilator neliniar (vezi 3.9.1 vol I)
care se migca cu frecare vascoasa. Ecuatia diferentiala a migcarii este:

&+ ad + Bz +yz3 =0, (11.34)

unde constanta « este pozitiva. Ecuatia precedenta poate fi scrisa sub forma unui sistem de
doua ecuatii diferentiale ordinare cuplate:

T =y (11.35)
y = —ay— fr—vyrd, (11.36)

in care ¥ = (z,%) = (x,y) lar f= (f1,f2) = (y,—ay — Bz — va®). Punctele critice sunt
determinate de conditiile:

y = 0; (11.37)
—ay — Bz —yz® = 0, (11.38)
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ceea ce Insemna ca:

z(8 —~yx?) = 0. (11.39)
Ca urmare, in afard de f(()l) = (0,0) mai sunt, de asemenea, posibile si solutiile stationare:
@ = (/20 (11.40)
g
2 = (/20 (11.41)
Y

deci, in total sistemul are trei stari critice.
Sa analizam stabilitatea liniard a acestor stari folosind concluziile anterioare, legate de
relatiile dintre TrM si det M. Jacobianul este:

M= < 3]%/3% 8f;/ay > - < —B—3v2® —a > (11.42)

Deci:

TrM = -—qo, (11.43)
det M = B+ 3ya?,

In vecinitatea punctelor stationare, aceste valori devin:
o 7" =(0,0) :

TrM = -—o; (11.44)
det M = B, (11.45)

ceea ce Insemna (deoarece o > 0) c& solutiile pot fi:

a. nod stabil daci 0 < 483 < o?;
b. punct spiral daca 483 > o?
c. sa dacd 5 < 0.

o 5 = (/5.0 5157 = (/5.0
TrM = -—o; (11.46)

det M = 48, (11.47)
ceea ce Insemna (deoarece o > 0) c& solutiile pot fi:

a. nod stabil daca o? > 1643.
b. punct spiral daci 0 < 43 < a?
c. sa dacd 5 < 0.

Dupa cum se observa sistemul are trei solutii stabile. Pentru v > 0 starea stationara se
bifurcid in doué noi solutii stabile.
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11.4 Cicluri limita

Existad situatii in care evolutia pe termen lung a unui sistem converge catre o curba in-
chisd. Aceastd curba inchisd este un atractor, numit ciclu limitd, dacd atunci cand ¢t — oo,
traiectoriile sau se apropie asimptotic, respectiv se indeparteaza de ea. Ciclurile limita sunt
caracteristice fenomenelor periodice.

Poincaré si Bendixson | | au demonstrat o teorema prin care afirma ca, pentru sistemele
bidimensionale, in cazul in care exista regiuni finite din care traiectoriile pornesc si se intorc!®
existd doud posibilitati pentru comportarea pe termen lung (¢t — oo) :

1. traiectoriile sa se apropie de un punct fix;
2. traiectoriile sa se apropie de un ciclu limitd.

In situatia in care ciclurile limit# existd si se poate identifica un interior si un exterior al
acestora, nici o traiectoriile din interior nu poate traversa aceasta curba inchisa, dupa cum nici
o traiectorie situaté in exterior nu poate intersecta curba pentru a patrunde in interior. Aceasta
proprietate este datorata faptului ca traiectoriile din spatiul fazelor nu se pot intersecta.

Sa luam, spre exemplu, cazul unui oscilator armonic care se misgcd in prezenta unei forte

de frecare proportionald cu patratul vitezei. Ecuatia diferentiala a miscarii® este:

i+ ef(2)d +wir =0, (11.48)

unde f(z) este o functie care descrie expresia fortei de frecare, iar wy este pulsatia proprie.
S& consideram e un coeficient de neliniaritate (e > 0). S& analizdm urmatoarele situatii:

1. € = 0. Ecuatia (11.48) devine:
&+ wir =0, (11.49)

si coincide cu ecuatia unui oscilator liniar armonic liber. Solutia este o oscilatie
periodica descrisa de:

x(t) = Acos(wot + ¢), (11.50)
constantele avand semnificatia amplitudinii A si a fazei initiala ¢ fiind determinate,
din nou, din conditiile initiale. Solutia in domeniul timp si in spatiul fazelor pentru
oscilatorul liber, este ilustrata in Fig.11.4.

2. €=20>0si f(x) =z, ecuatia (11.48) devine:

&+ 204 +wiz =0, (11.51)

si coincide cu ecuatia unui oscilator liber amortizat. Solutial” este o oscilatie perio-
dica cu w = \/wg — 62, amortizata in timp cu timpul de relaxare 7 = 1/4, descrisa
de:

z(t) = Ae ™ cos(wt + ), (11.52)

constantele de amplitudine A si de fazi initiald ¢ fiind determinate din conditiile
initiale.

Bseturi invariante in spatiul fazelor
vezi paragraful 3.9 din vol.1
17vezi paragraful 3.6 din vol.1
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Domeniul timp Spatiul fazelor

Figura 11.4: Solutia in domeniul timp si in spatiul fazelor pentru oscilatorul liber

Domeniul timp Spatiul fazelor

Figura 11.5: Solutia in domeniul timp si in spatiul fazelor pentru oscilatorul amortizat
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Domeniul timp Spatiul fazelor
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Figura 11.6: Solutia in domeniul timp si in spatiul fazelor pentru oscilatorul van der Pol, pentru
o valoare ¢ =0.1

Solutia in domeniul timp si in spatiul fazelor pentru oscilatorul amortizat este
ilustrata in Fig.11.5.

3. €=20>0si f(x) = (22 — 23). Ecuatia (11.48) devine:
i+ e(a? — x4+ wiz =0, (11.53)
Sa facem schimbarea de variabilda 2/ = x/z, si consideram ex3 = € si, pentru

simplitate, wy = 1. Revenind la ecuatie, dupa renuntarea la indicele prim, se obtine
forma standard a ecuatiei studiate in 1926 de van der Pol.

i+e(@®—1)i+x=0. (11.54)

Ecuatia (11.54) poate fi scrisd sub forma unui sistem de doud ecuatii diferentiale
liniare:

T =y (11.55)

= —e(z*-ly—= (11.56)

In Fig.11.6, 11.7 si 11.8 sunt ilustrate rezultatul rezolvirilor numerice pentru diferite valori

ale parametrului de control €(0.1;1;5). Aici, cu cresterea neliniaritatii, traiectoria sistemului
in spatiul fazelor (z,y) de tip ciclu limita, isi schimba forma .

11.5 Reprezentari (sectiuni) Poincaré

Odata demonstratd posibilitatea ca un sistem sa posede un ciclu limita apare intrebarea
daca acesta este stabil sau instabil. Se poate face o analiza de stabilitate pe baza liniarizarii
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Domeniul timp Spatiul fazelor
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Figura 11.7: Solutia in domeniul timp si in spatiul fazelor pentru oscilatorul van der Pol, pentru
o valoare e=1

Domeniul timp Spatiul fazelor

ep=5

Figura 11.8: Solutia in domeniul timp si in spatiul fazelor pentru oscilatorul van der Pol, pentru
o valoare e=5
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X3
Figura 11.9: O traiectorie particulara ce intersecteaza un plan Poincaré in punctele Ag, A1, A

sistemului ca cea expusa in cazul punctelor stationare, dar analiza este mult mai complicata.

Metoda propusa de Henry Poincaré si cunoscuta sub denumirea de metoda sectiunilor
Poincaré, constd intr-o simplificare a reprezentarii solutiilor unui sistem dinamic printr-o in-
vestigare "stroboscopica" a spatiului fazelor. Prin acest procedeu se efectueaza o discretizare
a dependentei de timp a traiectoriilor gi o transformare implicita a functiilor continue de timp
in secvente discrete de tipul:

Tn(t) = Z(tn),t =to+nT,n=1,2,... (11.57)

Cu alte cuvinte, se produce o sectionare periodica a traiectoriei din spatiul fazelor cu un
plan dat. Multimea punctelor de intersectie a traiectoriilor cu acest plan constituie sectiunea
Poincaré.

In Fig.11.9 este prezentati o traiectorie particulari ce intersecteaza un plan Poincaré in
punctele Ag, A1, Ao. Sectiunile Poincaré apar astfel ca nigte multimi de puncte. Dinamica
sistemului.poate fi caracterizatd dupd modul cum sunt dispuse acestea puncte. Daci exista
solutii stabile, atunci punctele se suprapun, in timp ce, pentru stari neperiodice, punctele sunt
impragtiate. Daca sistemul este caracterizat prin n periodicitati, va exista o grupare neta de
n puncte fixe ale sectiunii.

1. Atunci cand solutiile sunt periodice, traiectoria in spatiul fazelor tinde catre o orbita
inchisa, tip ciclu limitd. Sectiunea Poincaré corespunzatoare este foarte simplad gi se
reduce la un singur punct. Punctele Ay, A1, Ao din Fig.11.9 coincid total sau partial.

2. Atunci cand solutiile sunt cvasiperiodice, dinamica sistemului este caracterizata de doud
perioade. Toata traiectoria se ruleazi pe un tor si poate fi privitd ca suprapunerea a
doua migcari: o revolutie de-a lungul celei mai mari dimensiuni si o rotatie in jurul axei
"cilindrului" ce formeaza torul. Fiecare frecventa de baza este atasata la una din aceste
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migcari. Imaginea din sectiunea Poincaré depinde de raportul in care se afld cele doua
frecvente. Sa analizam, in continuare, cazul in care:

U.)l/(.dg an/ng. (11.58)

e Daca raportul nj/ng este rational, atunci traiectoria se inchide gi migcarea este
periodica. Sectiunea Poincaré corespunzatoare se reduce la o succesiune de puncte
ingiruite de-a lungul unei curbe inchise, a carei forméa poate fi simpla, fara puncte
de intersectie (cerc, elipsa etc.), sau mai complicata.

e Daca raportul ny/ng este irational atunci traiectoria nu se inchide niciodata. Atrac-
torul sistemului este un tor pe a cdrui suprafata se ageazi traiectoriile. Sectiunea
Poincaré corespunzatoare se reduce la o succesiune de puncte atat de apropiate,
incat curba inchisd este continui. In acest caz vom spune ci cele doud frecvente
sunt "incomensurabile".

3. Atunci cand dinamica sistemului este haoticé, imaginea sectiunii Poincaré este foarte
complexa si neregulata.

Importanta metodei sectiunii Poincaré este evidentd in cazul unei miscari periodice, dar mai
ales faciliteaza intelegerea proceselor dinamice cu caracter complex (haotic), deoarece:

1. permite trecerea de la spatiul n-dimensional pe care sunt definite solutiile unui sistem
dinamic, la o aplicatie P a planului asupra lui insusi, reducind numarul de coordonate
lan—1:

P:Z, — T,_1; (11.59)

2. discretizarea timpului duce la substituirea ecuatiilor diferentiale cu ecuatii cu diferente
finite, usor de integrat prin metode numerice. Discretizarea Poincaré conduce la deter-
minarea iterativa a punctelor din sectiune dupa regula:

[§1
I
)

~—

8

S

S~—
I
N

3]
~—

s

Z, = P(Z,_1)=P*Z,_3) =..=P"(i)

3. discretizarea Poincaré este unica si reversibild deoarece traiectoriile din spatiul fazelor
nu se pot intersecta intre ele.

Singura dificultate care apare aici este legata de faptul ca nu exista o metoda universala pentru
gasirea analitica a aplicatiei P. De aceea, de cele mai multe ori ea se gaseste folosind algoritmi
numerici. Floquet | | a dezvoltat o teorie de analiza a stabilitatii solutiilor periodice. Pentru
perturbari de forma:

£(t) = @(t) — 7. (11.60)
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ecuatia (11.13) devine
§n+1 = Cfn = Cn§07 (11-61)

iar comportamentul pe termen lung este descris de valorile proprii ale matricei C, definita in
vecinatatea ciclului limita. Valorile proprii ale lui matricei lui Floquet determina stabilitatea
traiectoriei:

e ciclul limitd este stabil dacd distanta scade exponential in timp. In acest caz valorile
proprii ale lui C' sunt subunitare in modul; |p;| < 1, cu alte cuvinte toate valorile proprii
sunt continute in interiorul cercului de raza unitate din planul complex.

e ciclul limit# este instabil daci distanta creste exponential in timp. In acest caz cel putin
o valoare proprie a lui C' are modulul mai mare decat 1, |u;| < 1. Totusi, in cazul
punctelor care inchid in timp traiectoria sub forma unei curbe de tip ciclu limita, analiza
este ceva mai complicata.

11.6 Bifurcatii

Daca parametrii de control A; sunt fixati ca valori, portretul in spatiul fazelor este bine
definit. Daca valorile parametrilor A; se schimba, atunci se modifica si portretul de fazd. Unei
mici variatii in valorile \; 1i poate corespunde, de asemenea, mici schimbéari in portretul de
fazd. Exista gi cazuri in care schimbarea mentionata apare brusc si starea sistemului devine
total diferita de cea initiald. Spunem atunci ca in evolutia sistemului a aparut o bifurcatie.

Vom analiza, in continuare, modul in care dinamica sistemului este influentatd de para-
metrii de control );. Dupa cum am discutat deja, acestia descriu caracteristici intrinseci ale
sistemului si, atunci cand se schimba, pot modifica in mod semnificativ evolutia acestuia. De
exemplu, atunci cand se depaseste o valoare critica a unui parametru de control, A > A, siste-
mul isi poate schimba starea stationard din punct stabil de echilibru in doua (sau mai multe)
puncte stabile de echilibru, cu alte cuvinte sistemul trece dintr-o stare stationara intr-o stare
oscilatorie.

Fenomenul prin care, in urma modificarii parametrilor de control se produce trecerea brusca
spre noi stari posibile de echilibru, se numeste fenomen de bifurcatie .

Vom analiza acum cazul cel mai simplu, unidimensional, bifurcatiilor locale, care apar in
vecinatatea unei pozitii de echilibru (Zp), ludnd in considerare variatia unui singur parametru
de control (A). Dinamica sistemului (11.1), in acest caz, este descrisd de ecuatia:

dr =
d_f = f(#o,\) = 0. (11.62)

Aceasta relatie poate fi interpretatd ca o ecuatie implicitd pentru determinarea punctelor
stationare in functie de parametrul de control:

_’0 = 1‘0()\) (11.63)

In aceste conditii, sa analizam cateva situatii posibile de bifurcatii:
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Figura 11.10: Bifurcatie sa-nod

a. bifurcatia sa-nod:
f=X—2a7% (11.64)

conduce la punctele fixe:
28 = Vel = =V (11.65)

Asadar, dacd A < 0, nu existd valori reale pentru punctele stationare, deci nu este
posibild nici o stare stationara a sistemului. Dacd A > 0, sistemul are brusc doua stari
stationare. Tipul exact de stabilitate in vecindtatea acestor puncte fixe se giseste prin
analiza liniara prezentata anterior, adica prin analiza valorilor jacobianului asociat:

M= (%)zo — o, (11.66)

Se obtin noduri stabile pentru solutiile xé2)§i noduri instabile pentru solutiile xgl). In Fig.
11.10 este reprezentatd o bifurcatie de tip sa-nod. In partea stangi este ilustrati dependenta
f = f(X\). Sagetile marcheazd apropierea sau indepartarea traiectoriilor de punctele fixe, in
functie de valorile parametrului de control si marcheaza zonele de stabilitate. In partea dreapti
este ilustrat campul vectorilor viteza pe care sunt trasate efectiv cateva evolutii in timp,
pornind din conditii initiale diferite. Se observa ca evolutiile in timp pentru valorile A < 0,
conduc la o indepartare rapida de starile stationare ( ‘fl—f = 0), indiferent de conditiile initiale.
Pentru valorile A > 0 starile stationare de pe ramura stabila atrag toate traiectoriile care vin
din vecinitate (de deasupra sau de sub ea), indiferent de conditiile initiale.

b. bifurcatia furca:
=X —2a° (11.67)

conduce la punctele fixe:
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Figura 11.11: Bifurcatie furca transcritica

Pentru A = 0 toate cele trei solutii colapseaza, iar sistemul are o singura stare stationara.
Daci X\ # 0 sistemul sare la trei stari stationare. Nu sunt posibile stéri stationare pentru
A < 0. Din analiza valorilor jacobianului asociat rezulta:

of 2
M= = =\— . 11.
((%)xo A — 322 (11.69)
Ca urmare:
M@E) = M@EP) =2\ (11.70)
M@EP) = -\ (11.71)

adica pentru A < 0 starile sunt instabile de tip sa iar pentru A > 0 starile sunt de tip noduri
stabile. Forma unei astfel de bifurcatii de tip furcd numita supercritici'® este indicatd in
Fig.11.11. Cazul in care:

f=Xx— a3, (11.72)

conduce la o inversare a conditiilor de stabilitate, astfel ca va exista o singurd ramura sra-
bild pentru A < 0. Ilustrarea acestei bifurcatii, numita subcriticd este data alaturi de cea in
Fig.11.12.

c. bifurcatia transcritica:

f =Xz —2? (11.73)

18Un exemplu al acestui tip de bifurcatie este intalnit in sistemele magnetice, in vecinitatea punctului Curie,
unde are loc tranzitia de la o stare paramagneticd la una feromagnetica si invers, parametrul de control fiind
temperatura.
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dx/dt

Figura 11.12: Bifurcatie furca supercritica

conduce la punctele fixe:
2V =2 =o. (11.74)

Asadar sunt posibile doua stari stationard pentru orice valoare a parametrului A #£ 0 gi
o singurd stare stationara dacad A = 0. Din analiza valorilor jacobianului asociat:

M= (%)m — A — 2. (11.75)

Rezulta ca:
MMy = =X\ M=) = A (11.76)

Agadar sistemul are o stare stabild i o stare instabild care colapseaza pentru A = 0.
In Fig. 11.13 este data aceasta reprezentare: zonele de instabilitate sunt marcate prin
puncte.

d. bifurcatia Hopf:

In acest caz sistemul are cel putin doud dimensiuni. S& consideram spre exemplu:

i = —y+z\—(2®+%); (11.77)
= z+y\— (2% +9%)). (11.78)

Din analiza valorilor jacobianului in jurul starii stationare (0,0) rezulta:

=322 -y  —1-—2y
M= < 1—2xy A —3y? — 22 0.0) (11.79)

= <i _)\1> (11.80)
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Ca urmare, in vecinatatea acestui punct avem:

det M = N +41; (11.81)
TrM = )\ (11.82)

de unde rezulta ca solutiile ecuatiei seculare sunt:
H1,2 = P2 (1183)

Agadar, pentru A\ < 0 sistemul are o stare stabild de tip focar stabil (nod spiral), iar pentru
A > 0 - o stare instabild de tip focar care colapseaza pentru A = 0. De pe atractorul stationar
(0,0) sistemul converge (pentru A > 0) spre o solutie periodicd descrisd de un ciclu limita,
cu raza crescatoare in timp. Astfel de bifurcatii, ilustrate in Fig. 11.14 au fost studiate de
Hopf' in 1942. La fel ca si in cazul bifurcatiei de tip furca, acest tip de bifurcatie, care face
trecerea de la un punct fix stabil la un ciclu limitéa, are doua forme: bifurcatie Hopf supercritica
(reprezentatd in Fig. 11.14) si o forma subcriticd.

O abordare alternativi a principalelor tipuri de bifurcatii prezentate se poate face conside-
rand ca un anumit tip poate fi gasit ca rezultat al unei perturbari imperfecte a unei bifurcatii
transcritice sau de tip furca. Ecuatia generala a unei perturbatii imperfecte poate fi scrisa sub
forma:

i =azr®+ b2’ +cx+d (11.84)

in care toti termenii polinomului coexistd. In urma modificarii axei timpului ( 7 = 1/at) si
dupa efectuarea schimbarii de variabild z = x — (b/3a), ecuatia precedentd se reduce la forma
canonica:

t=—2 402+, (11.85)

in care o si ¢ sunt combinatii de parametri originali. Analiza acestei ecuatii a fost facuta in
vol.I sectiunea 3.9.

11.7 Exponenti Lyapunov

Pentru caracterizarea cantitativd a comportamentului haotic s-au propus mai multe ma-
rimi. Printre acestea se numara si exponentii Lyapunov. Acestia sunt definiti pentru a carac-
teriza modul de imprastiere a traiectoriilor in spatiul fazelor. Exponentii Lyapunov masoara
rata de divergenti a doud traiectorii aldturate in spatiul n-dimensional al fazelor. In notatia

—

adoptata de noi, distanta dintre doua traiectorii vecine ar putea fi chiar deplasarea £(t) definita
anterior:

—

€(t) = 2(t) - &olt), (11.86)

care satisface ecuatia de miscare:

g -
- = ME(b). (11.87)

9Eberhardt Hopf (1902-1942), matematician german.
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Solutia sistemului liniarizat conduce la solutii instabile de forma unor superpozitii de functi
de forma:

&i(t) = Epeit, (11.88)

Daca A; > 0, se definegte exponentul Lyapunov ca:

£(t)

(to) |

Dupéa cum se constata, coeficientul Lyapunov depinde de directia 4,7 = 1,n dupa care se cal-
culeazi divergenta. In mod evident, pentru un sistem cu n dimensiuni vor exista n coeficienti
Lyapunov. Prezenta a cel putin unui exponent Lyapunov pozitiv este un indiciu ca traiectoriile
sunt puternic divergente, deci sistemul poate fi considerat haotic.

Spectrul exponentilor Lyapunov este cea mai folosita metoda de diagnoza a sistemelor
haotice. Semnul acestor coeficienti permite o clasificare a atractorilor. De exemplu, pentru un
sistem caracterizat de 3 ecuatii diferentiale (in care poate aparea haos) exista trei exponentilor
Lyapunov a caror combinatie este caracteristica pentru un anumit atractor.

A = hm —ln (11.89)

o (-,-,-) — punct fix (comportament stationar);

) (0,-,-) — ciclu limitd (comportament oscilatoriu);

o (0,0,-) — tor (comportament cvasiperiodic);

o (+,0,-) — atractor straniu®® (comportament haotic).

Ca urmare, orbitele haotice au cel putin un exponent Lyapunov pozitiv; pentru orbitele
periodice toti exponentii Lyapunov sunt negativi, iar in apropierea unei bifurcatii, exponentul
Lyapunov este zero.

11.8 Fractali. Auto-asemanare. Dimensiune fractala si dimen-
siune topologica

Conform definitiei data de Mandelbrot | | in 1975, poate fi considerata fractal orice figura
geometrica sau obiect natural care are simultan urmatoarele caracteristici:

a) partile sale au aceeasi forma sau structura ca i intregul (puténd fi totusi ugor deformate)
la scari diferite;

b) forma sa este si rdméane, oricare ar fi scara de analizd, fie extrem de neregulata, fie
extrem de intrerupta sau fragmentata;

c¢) contine elemente distincte ale caror scari sunt foarte variate gi acopera o gama foarte
larga de valori.

O proprietate fundamentala a structurilor fractalice este auto-aseménarea. Aceastd pro-
prietate, numita si invariantd de scard consta in conservarea structurii unui obiect, indiferent
de scara la care este reprezentat. De obicei constructiile geometrice ale fractalilor se bazeaza
pe reguli de iteratie care se aplica in mod repetitiv.

De exemplu, setul Cantor este construit prin eliminarea de fiecare data a treimii din mi-
jlocul segmentelor aparute pornind de la un segmant de lungime dati. In Fig. 11.15 sunt

20Ge face, de multe ori, distinctia intre atractorul straniu, caracterizat de o comportare geometrici repetivi
la diferite sciri de observatie (comportare fractald) si cel haotic pur.
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Figura 11.15: Setul Cantor dupa N iteratii

marcate capetele segmentelor obtinute prin extragerea unei treimi din segmentul obtinut in
iteratia precedenta.

N=1

N=2

o

N=4

N=5

Figura 11.16: Curba Koch dupa N iteratii

Curba lui Koch (ilustrata in Fig.11.16) se construiegte incepand cu o linie dreapta la mijlo-
cul careia, in loc sa se taie o treime, se adauga doua treimi sub forma unei linii frante de forma
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unui dinte; procesul se repeta in iteratii succesive pentru fiecare segment similar cu cel initial.
O caracteristicd importanta a curbei Koch este faptul ca, degi este continua in fiecare punct,
ea nu este, totugi, diferentiabila. Un fractal este caracterizat de o dimensiune fractionard, care
nu are corespondent in geometria euclidiana. De exemplu, un corp de forma sferica poate fi
caracterizat prin lungimea circumferintei. Aceasta este insd o dimensiune grosiera, deoarece
ignora neregularitatile suprafetei obiectului, si nu poate fi astfel consideratd o componenta de
identificare a acestuia. Dimensiunea fractala tine insa cont de aceste proprietati, cuantificand
gradul de "rugozitate" al obiectului.

Odata cu descoperirea calculului diferential si integral de catre Newton gi Leibnitz s-a
impus in mod firesc o ipotezd de bazd in fizica clasicd — ipoteza diferentiabilitatii. Forta
unei astfel de presupuneri s-a manifestat prin aceea ca a permis formularea legilor fizicii in
termenii unor ecuatii diferentiale. In abordarea modern, se pune problema construirii unei
fizici descrise de functii continue dar non-diferentiabile. Pentru caracterizarea structurilor de
tip fractal, a fost introdusa de cétre Kolmogorov (1958) o noua marime, df, cunoscuta sub
numele de dimensiune de capacitate. Pentru a defini aceastd marime, sa consideram un set
S de puncte, aflat intr-o regiune marginita a spatiului R,. Notdm cu N(¢) numérul minim
de "sfere" de raza e (deci volum ™) necesar pentru a acoperi toate punctele setului S. Daca
pentru limita ¢ — 0 gasim N(¢) = %, atunci putem defini dimensiunea de capacitate, numita
si dimensiune fractala (Mandelbrot, 1982), ca raportul:

(11.90)

Punctul are dimensiunea 0, curba are dimensiunea 1 iar o suprafati are dimeniunea 2. Un
fractal are o dimensiune fractionara situata intre 1 si 2.

11.9 Sistem cu dinamica haotica

11.9.1 Oscilatorul van der Pol in regim fortat

Oscilatorul van der Pol in regim fortat este descris de urmaéatoarea ecuatie diferentiala
liniara de ordin doi:
i —e(l —a2?)i+x = fcoswt. (11.91)

Aceasta este este echivalentd cu un sistem de trei ecuatii diferentiale ordinare, a treia ecuatie
transforméandu-1 in sistem autonom:

i = v (11.92)
= €l -2y —z+ fcosz; (11.93)
= w. (11.94)

In absenta fortirii, deja s-a discutat anterior ca, pentru z > 1, termenul de amortizare este
pozitiv gi, ca urmare, traiectoriile in spatiul fazelor tinde exponential spre un nod stabil. Daca
x < 1, traiectoriile in spatiul fazelor conduc la un ciclu limita, care este deformat in functie de
valoarea neliniaritatii e. Un oscilator van der Pol cu < 1 oscileazi, indiferent de conditiile
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Figura 11.17: Evolutia in timp si in spatiul fazelor a unui oscilator van der Pol. Parametrii de control
sunt specificati in partea de sus a figurii.

initiale. Sa analizdm, in continuare, cum se schimba migcarea oscilatorului daca il fortam
din exterior cu o fortd periodica de tipul f coswt. Dinamica este deosebit de complexa, si in
functie de valoarea neliniaritatii sau considerand drept parametru de control amplitudinea sau
frecventa, se pot observa umitoarele dinamici distincte:

e antrenare totald sau partiald a miscarii de citre forta exterioara sau sincronizare cu
aceasta;

e cvasiperiodicitate;
e haos.

Daca amplitudinea fortarii este suficient de mare, de exemplu f = 3,w = 1.2, iar neliniaritatee
este redusa, € = 0.25 | sistemul este complet antrenat de forta exterioara gi oscileaza sincroni-
zat cu acesta, pe aceeasi frecventa. In cele ce urmeazi se vor ilustra unele rezultate numerice
obtinute prin rezolvarea sistemului de ecuatii, dupa incetarea regimului tranzitoriu. Evolu-
tia temporald z(t) si in spatiul fazelor (z,y) sunt ilustrate in Fig.11.17. In cazurile in care
amplitudinea fortirii nu este prea mare, astfel incat incat sa produca antrenarea totala si sa
controleze complet dinamica, se poate gasi un fenomen de cvasiperiodicitate care constad dintr-
o competitie intre frecventa proprie a sistemului si cea a fortei exterioare. Evolutia temporala
x(t) si spatiul fazelor (z,y) pentru cazul de cvasiperiodicitate sunt ilustrate in Fig.11.18.

Fenomenul de cvasiperiodicitate se observa cel mai clar in analiza spectrului de putere.
Intre frecventele caracteristice existd un raport de numere intregi. Existd un domeniu de
parametri pentru care comportarea oscilatorului van der Pol este haoticd. In cazul unei ne-
liniaritdti pronuntate si al unui irational intre frecventele implicate, traiectoriile in spatiul
fazelor pot umple toata zona avuta la dispozitie.
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Figura 11.18:

Evolutia in timp si in spatiul fazelor a unui oscilator van der Pol. Unul din parametrii
de control are o valoare inferioara celei din figura anterioara.
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Figura 11.19: Evolutia in timp si in spatiul fazelor a unui oscilator van der Pol. Doi dintre parametrii
de control au primit alte valori decat cele din cele doua figuri anterioare.
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In Fig. 11.19 este ilustratd o secventd din domeniul timp a solutiei z si spatiul fazelor
(z,y) asociat comportarii haotice pentru un domeniu de timp limitat. Diagramele Poincaré
pentru situatiile reprezentate in ultimele doui cazuri ne confirmi observatiile facute.

Comportarea oscilatorului se poate analiza in mod global, construind diagrama de bifur-
catie pentru parametrul de control - amplitudinea de fortare. Diagramele de bifurcatie ofera
o imagine de ansamblu a dinamicii sistemului considerat, pentru un domeniu de variatie a
unor marimi considerate drept parametri de control. Daca lucram cu amplitudinea fortarii ca
parametru de control (w = 1.25) ce variaza intre 0 si 5, se obtin diagramele trasate pentru
cele doud frecvente considerate de noi pentru doua cazuri de neliniaritdti: mica, e = 0.25 si
mare € = 3. In acest fel se pot determina valorile parametrilor de control care conduc la un
anumit tip de dinamica. In mod evident, daci se calculeazi coeficientii Lyapunov, se gisesc
valori pozitive pentru domeniul haotic, si valori nule sau negative pentru starile periodice sau
de cvasiperiodicitate.

11.9.2 Haos in cazul curgerii turbulente

Dinamica fluidelor si in special curgerea turbulenta oferd poate cel mai intuitiv mod de
intelegere a comportarii haotice pentru sistemele deterministe. De fapt, analiza miscarilor
maselor de aer din atmosfera, in scopul predictiilor meteorologice a constituit prima lucrare in
care s-a facut referire la aga-numita problema a sensibilitatii la conditiile initiale. Asa cum am
mentionat, aceasta proprietate constituie unul din ingredientele de baza ale teoriei haosului
determinist.

In cazul curgerii laminare in regim stationar, distanta dintre traiectoriile a doud particule
de fluid vecine se mentine constanta in timpul miscarii sau variaza intr-un domeniu limitat.
Daca se modifica putin conditiile initiale de curgere, rezultatul final este previzibil, fiind doar

Figura 11.20: Tipuri de traiectorii: (a) predictibile (b) impredictibile

putin modificat fata de cel anterior.

Acest lucru este ilustrat in Fig.11.20(a). Dependenta de conditiile initiale este insd decisiva
in regimul de curgere turbulenta. Dou# particule de fluid vecine la momentul initial se vor
deplasa pe traiectorii complicate, indepartandu-se in mod exponential una fata de alta. In
aceasta situatie, o modificare a pozitiei initiale a unei particule conduce la impredictibilitatea
starii finale (Fig.11.20(b)). Desi curgerea este guvernata si in acest caz de ecuatii deterministe,
care sunt, in principiu, rezolvabile pentru orice set de conditii la limita cunoscute, totusi starea
finald nu poate fi precizata.

Acest comportament a fost observat de citre Edward Lorenz, care lucra in in 1961 la
un program de simulare a dinamicii atmosferice. In timp ce rula un program format din
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douasprezece ecuatii diferentiale liniare, a vrut si reia unele calcule si a introdus, ca valoare
initiala o valoare aflata in sirul de date obtinute. Spre marea lui surprindere, lista noilor date nu
coincidea cu cea din rularea anterioara. Urmaérind noile rezultate, a observat ca acestea reiau
sirul deja aflat doar pe un micé portiune, dupd care, rezultatele noi difera mult de cele aflate
anterior. Printr-o analiza atenta, si-a dat seama ca erorile aparute provin din trunchierea
numarului de zecimale considerate. In Fig.11.21 este ilustratd sensibilitatea sistemului la
conditiile initiale. Rezolvarea numerica a fost facutd pentru o diferentd a conditiilor initiale
ale lui  de 10™% in sistemul de ecuatii Loreny pe care le vom discuta mai departe. Mai tarziu,
in 1963, Lorenz analizeaza sub acest aspect, o noua problema legata de fluide i anume curgerea
convectiva. El studiaza migcarea unui fluid intre doua plici plane, mentinute la temperaturi
diferite. Caldura este transferatd de la placa calda (cea de jos) la placa rece (cea de sus)
prin fenomenul de conductie termicid iar migcarea fluidului este controlatd de véascozitate.
Fenomenul legat de migcarea ce apare datoritd diferentei (gradientului) de temperatura este
numit convectie. El poate fi modelat de o singura ecuatie diferentiald cu derivate partiale. Ca
metodd de rezolvare a ecuatiei se propune descompunerea in migcari simple (moduri proprii)
din care, in prima aproximatie, se considera ca decisive doar trei. Ecuatiile pe care Lorenz le
considera importante in analiza acestui fenomen sunt:

dx

il oy —x) (11.95)
d
d—‘z = re—y—uxz (11.96)
d

S xy — bz, (11.97)

dt
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cunoscute ca ecuatiile Lorenz. Variabilele ce caracterizeaza sistemul sunt (z,y, z) si descriu:
e 1 - viteza fluidului in migcarea circulard de convectie;
e y - variatia orizontala a temperaturii;
e 7z - variatia verticala a temperaturii.

Parametrii sistemului sunt (o, r,b) si definesc urmatoarele proprietati:

e 1 este proportional cu numarul lui Reynolds - descrie tranzitia din regim laminar in
regim turbulent;

e b descrie configuratia (geometria) sistemului;

e o este proportional cu numéarul Prandl, care descrie raportul dintre véscozitate gi con-
ductivitatea termici a fluidului®!.

Lorenz a constatat cd, pentru b = 8/3, convectia incepe la valori mici ale lui o, adica a
diferentei de temperatura dintre cele doud placi. Sistemul de ecuatii ale lui Loreny, desi la
prima vedere pare simplu, nu are solutii analitice, adica nu se poate da o expresie matematica
de tipul = z(t),y = y(t),z = 2(t), care sa descrie evolutia la orice moment de timp.
Solutia poate fi gasitd doar prin integrare numerica. Parametrii utilizati de Lorenz au fost
o =10.0,r = 28.0,b = 2.66666666 pentru conditiile initiale: zog = —0.6895;y9 = —0.0560; 2y =
19.3245. In Fig.11.21 se observa cum, incepand de la un la un moment dat, una din solutii
(trasatd cu linie punctatd) se detageazd de cealaltd, evolutia sistemului fiind mult diferit.

Analiza sistemului aratd o comportare diferitd, in functie de valorile parametrilor (o, r,b).
Daca se fixeaza valorile (o,b) si se considerad drept parametru de control r, care se variaza de
la valori mici spre valori mari, se obtin o serie de bifurcatii care conduc sistemul dintr-o stare
stationard, prin stari de intermitenta spre stari haotice. Aceste comportari sunt ilustrate mai
departe, in reprezentarile datelor numerice obtinute pentru valorile specificate ale parametrilor.

Daca temperatura dintre cele doud pliaci nu este prea mare, fluidul raméne in stare statio-
nard. Odata cu cresterea valorii lui r, sistemul are o comportare din ce in ce mai complexa,
evoluand spre starea haotica. In Fig.11.22, sunt ilustrate diferite dinamici posibile ale siste-
mului pentru valori diferite ale parametrilor: regim cu doua stari stationare, regim periodic
si regim haotic. Pentru fiecare situatie, sunt reprezentate dependenta de timp a variabilelor
x,y, z si, in mod corespunzitor, atractorii din spatiul 3-dimensional al fazelor. In aceste figuri,
cu linie ingrogata este reprezentata traiectoria sistemului, pentru o alta conditie initiala.

11.10 Haos in sisteme hamiltoniene

Un tip special de sisteme dinamice, de importanta deosebita in fizica il constituie sistemele
a caror dinamica in spatiul fazelor este determinata de functia lui Hamilton. In cazul sistemelor
autonome, aceasta functie este o constanta a migcarii si coincide cu energia totald a sistemului.

21Fluidele usor "convectibile” sunt caracterizate de o valoare micd a numdrului Prandtl.
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Figura 11.22: Dependenta de timp a variabilelor z,y, z pentru ¢ = 10,b = 2.666, r = 28

Figura 11.23: Atractorul corespunzator reprezentarii din Fig.11.22
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Figura 11.24: Dependenta de timp a variabilelor z,y, z pentru ¢ = 3,b = 1,r = 166.
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Figura 11.25: Atractorul corespunzator reprezentarii din Fig.11.24



11.10. Haos in sisteme hamiltoniene 285

30

251

20

151

xlylz

10

1 Liii K]

-15}

Figura 11.26: Dependenta de timp a variabilelor x,y, z pentru ¢ = 3,b = 1,r = 26.
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Figura 11.27: Atractorul corespunzator reprezentarii din Fig.11.26
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Sistemele hamiltoniene sunt descrise de un set de variabile (g;, p;), ¢ = 1, n, n fiind numarul
de grade de libertate ale sistemului, a caror evolutie in timp este determinata de ecuatiile lui
Hamilton. Acestea reprezinti un set de 2n—ecuatii diferentiale ordinare cuplate®? care se pot
scrie atunci cand este cunoscutd expresia functiei Hamilton H = H(q;, p;,t).

dqi OH

— = 11.98
dpz‘ oH

—_— = - 11.99
dt 8qi ( )

Agadar, functia lui Hamilton joaca acelasi rol ca si functiile f;(z;) din cazul sistemelor dinamice
disipative. Analogia merge si la nivelul variabilelor x1 = ¢1,29 = ¢o,.... Legitura speciala
dintre ¢; si p;, datd de ecuatiile Hamilton confera spatiului fazelor proprietati matematice
speciale cunoscute sub numele de structurd simplectica®.

Spatiul fazelor unui sistem hamiltonian este 2n-dimensional gi, pentru ca este greu de
vizgualizat, se folosesc si in acest caz sectiunile Poincare. Cand H nu depinde explicit de
timp, sistemele hamiltoniene sunt conservative. Principala deosebire intre sistemele dinamice
disipative si cele hamiltoniene consta in faptul ca, in cel de-al doilea caz, volumul in spatiul
fazelor se conserva . Ca urmare, sistemele hamiltoniene nu poseda atractori in spatiul fazelor.
Se pune atunci intrebarea apare haos in astfel de sisteme gi daca apare, in ce mod se manifesta
si poate fi caracterizat? Printre exemple de sisteme hamiltoniene, degi in mod practic sunt
destul de rare, se afla sistemele mecanice in absenta oricaror forte de frecare. Cel mai analizat
sistem aproape conservativ este sistemul solar. Totusi si in acest sistem exista surse de disipare
a energiei legate de forta mareelor, vanturi solare, fluxuri de particule emise de exploziile unor
asteroizi, etc.

11.10.1 Sisteme integrabile

Energia totald a sistemelor conservative coincide cu functia lui Hamilton, ¥ = H =
H(q;,p;) sl este o integrald migcarii. In acest caz, pornind de la o stare initiald oarecare,
(gio, pio) sistemul evolueazad in spatiul fazelor pe o traiectorie descrisa de valorile lui (g;(¢),
pi(t)) determinate la orice moment de timp din ecuatiile Hamilton. Deoarece H (g;(t),p;(t)) =
H (g0, pi0) inseamna ci orice traiectorie posibila este strict determinata de valoarea lui H.
Cu alte cuvinte, traiectoriile in spatiul fazelor pot fi etichetate in functie de valoarea energiei.
Aceasta observatie nu este valabild si reciproc, o valoare data a energiei putand corespunde
la mai multe traiectorii posibile. Traiectoriile pot fi, de asemenea, recunoscute dupa orice
altd marime care se pistreazi constantd in timpul migcarii. In acest caz, ele sunt limitate nu
doar in regiunea din spatiul fazelor corespunzatoare unei valori date a energiei, ci si a celei
limitate de valoarea constantei de miscare. Astefel, traiectoriile se regasesc pe suprafata 2n —k
dimensionald, unde k este numarul constantelor de migcare. Daca numaérul de constante de
miscare coincide cu numarul de grade de libertate, atunci sistemul este integrabil; sistemul nu

223ga cum am discutat in capitolul dedicat mecanicii analitice
#Daci se iau 3 traiectorii apropiate in spatiul fazelor (¢i,p:), (¢ + dqs, pi + dps), (q; + dg}, pi + dp}) atunci
suprafata dpidgj — dgidp], numita suprafatd simplectica, se conserva, adica: <% (dp;dq; — dgidp}) = 0.
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este integrabil (spunem ci e nonintegrabil), daca acest numar este mai mic. Conditia de inte-
grabilitate, dupa cum am discutat anterior, este echivalentd cu o restrictionare a traiectoriilor
din spatiul fazelor pe o suprafata n - dimensionald (n = 2 va corespunde suprafetei unui tor).
Uneori (in special pentru migcarile periodice) este mai avantajos sa se lucreze cu variabile care
se conserva, si anume variabilele actiune si perechea canonic conjugata - unghi, 6. Variabila
actiune este definita ca:

1
J=— %pdq. (11.100)
27

Daca consideram transformarile canonice de la variabilele coordonate generalizate - impulsuri
generalizate la variabile actiune - unghi: (¢,p) — (J,0), atunci, ecuatiile Hamilton conduc la
relatiile:

. 0H

i = 11.101
o = o (11.101)
. oH

= — . 11.102
i= % (11.102)

Deoarece variabila unghi nu are dimensiune, rezulta ca variabila actiune trebuie sa aiba di-
mensiunea energiextimp sau dupa cum a fost definitéd anterior, impuls xdistanta??. Se intelege
acum de ce aceastd variabild se conservi in migcarea periodici. In general vorbind, cazul in
care H nu depinde de variabila unghi ; adicd H = H(J;) conduce la consecinta ci J; este o
integrald a miscarii. In acest caz, sistemul este integrabil:

oH

o= _ = R . 11.1
Ji 20, 0= J; = const (11.103)
. OH

;= = wj ;= 1,n. 11.104
b= Sl —uni=Ta (11.104)

Marimile w; se numesc frecvente unghiulare ale migcarii; ele depind doar de J;, deci sunt
constante in timp. Prin integrarea ecuatiei (11.104) rezulta:

0; = wit + 0;(0). (11.105)

In concluzie, daca gasim transformari canonice de tipul (g;,p;) — (J,6) care s conduci la
relatiile (11.103), (11.104) atunci sistemul este in mod sigur integrabil. Analiza matematica
a sistemelor integrabile conduce la concluzia ci, printre sistemele hamiltoniene se recunosc ca
integrabile urmatoarele:

e sisteme cu un singur grad de libertate cu H(qi,p1) infinit diferentiabild in variabilele
(q1,p1);

e sisteme cu H(g;,p;) ca functii liniare de g;, p;;

e sisteme cu H(q;,p;) functii neliniare de ¢;, p; dar care pot fi decuplate in sisteme uni-
dimensionale.

21Qrice marime fizici care are aceastd dimensiune poate fi consideratd variabild actiune.
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Figura 11.28:

Sa consideram spre exemplu cazul unui sistem conservativ cu un singur grad de libertate si
anume un oscilator liniar armonic. Atunci:

2 2.2
p mw-q
H =F=— 11.106
(p.q) o T ( )
iar ecuatiile de miscare sunt:
_ OH _»p
q - ap m’
b= 2y
dq '

In reprezentarea din spatiul fazelor, din Fig. 11.28, se observa traiectorii sub forma unor curbe
inchise. Fiecare elipsi este determinata de o valoare constantd a energiei. Acest lucru este
verificat si prin faptul ci, oscilatorul liniar armonic este un sistem conservativ cu un singur
grad de libertate: n = 1. Atunci, regiunea in care se situeaza traiectoriile trebuie sa aiba
dimensiunea 2x1—1 = 1, ceea ce corespunde unei curbe. Curbele sunt inchise deoarece migcarea
este periodicd, iar suprafata inchisd de ele cregte odatd cu cregterea energiei (Ey > Fy > Ej).
In general, periodicitatea migcirii este caracterizatd de configurarea traiectoriilor din spatiul
fazelor. Se pot intalni urmatoarele situatii:

1. orbite inchise, definite de variatii periodice cu aceeasi frecventa unghiulara ale lui p si ¢;
miscarea este numiti de vibratie sau rotatie?;

2. orbite definite de relatii de periodicitate intre p si ¢; miscarea este numita de revolutie.

25 astronomii o numesc miscare de libratie
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separatoare

Figura 11.29

Unele sisteme prezinta ambele tipuri de migcari. S& consideram, spre exemplu, un pendul
matematic de masd m suspendat de un punct fix prin intermediul unei bare rigide subtiri si
foarte ugoare, de lungime [. In variabile, Jy—moment unghiular, #—unghi, energia totald se
scrie ca:

H = E=FE.,u+E, (11.107)
J2
2n§l2 + mgl(1 — cos0) = const. (11.108)

De aici rezulta valoarea lui Jy ca functie de valoarea energiei totale E:

Jo = £1/2mi2 [E — mgl(1 — cos 0)] = Jy(E, 6). (11.109)

Se observa ca Jy = 0 < E = mgl(1 — cos#), iar valoarea maxima a momentului unghiular se
obtine pentru § = 7, adica Jy = :I:\/2ml2 (E — 2mgl). In reprezentarea (Jp, ) traiectoria este
determinata de ecuatiile Hamilton:

Jo = —mglsin0 (11.110)

: 1

0 = —J, 11.111
mi2’? ( )

pentru diferite valori ale conditiilor initiale (energiei totale). Avem urmatoarele situatii:

e Pentru Jy =01 0 =0,F = 0, caz in care pendulul se afla in punctul vertical cel mai
de jos, sub punctul de suspensie, unde este intr-o stare de echilibru stabil. Orice mica
deviere fatad de aceastd pozitie conduce la revenirea spre pozitia de echilibru prin mici
oscilatii. Traiectoriile in vecindtatea acestor puncte sunt curbe inchise de forma eliptica
care descriu miscarea periodica a sistemului.
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e Pentru Jy =0 si 0 = +m, E = 2mgl; pendulul se afla in punctul vertical cel mai de sus,
deasupra punctului de suspensie, ajungind aici dupa o rotatie in sens trigonometric sau
anti-trigonometric. Aceste puncte sunt instabile deoarece orice mica deviere a traiectoriei
conduce la o indepartare rapidd de acestea. Deoarece traiectoriile din vecinatate sunt
hiperbolice, aceste puncte se numesc se mai numesc de tip sa. Comportarea poate fi
extinsa si pentru punctele = +nmw, n — impar.

e Trecerea de la un tip de migcare periodica, limitata de valorile lui +6 (unde cosf =
1 - E

mgl
curbele separatoare, definite pentru valorile energiei £ = 2mgl.

) la cea pentru care nu mai existd nici o restrictie a valorilor lui 6, se face de

Sistemele hamiltoniene integrabile sunt caracterizate de traiectorii in spatiul fazelor cu forma
similara celei discutate. Putem extinde analiza pentru sisteme integrabile cu n - grade de
libertate, pe care le putem echivala cu un numar de n oscilatori armonici de tipul prezentat.
Traiectoria in spatiul fazelor se va ageza, la orice moment de timp, pe suprafata n dimensionala
a unui tor, numit tor invariant. Daca n = 2, sistemul este caracterizat de doua frecvente:

. o0H
0 = — =uwq; 11.112
1 EYA w13 ( )
. o0H
- = — 11.11
0 o7 W ( 3)

iar traiectoriile sunt confinate pe suprafata unui tor.

e Daci frecventele sunt in raport rational wy/wy = nq/ng, miscarea este caracterizatd de
o dubla periodicitate (ex. rotatie si revolutie). Conceptul este ugor de inteles dacad ne
gandim ca, dupa ng rotatii cu wy pe un cerc si dupa alte nq rotatii cu wy pe alt cerc
(evident de de raza diferita), traiectoriile vor ajunge in acelasi punct de unde au plecat
(ngwl = 711LU2).

e Daci frecventele sunt in raport incomensurabil, traiectoriile vor umple toata suprafata
din spatiul fazelor deoarece pot ajunge in mod arbitrar in vecinatatea oricarui punct de
pe tor. Astfel de sisteme se numesc ergodice, deoarece se poate calcula media in timp a
oricarei marimi ca medie asupra ansamblului de traiectorii.

In concluzie, sistemele hamiltoniene integrabile pot avea comportari periodice sau cvasipe-
riodice, dar niciodata haotice.

11.10.2 Sisteme nonintegrabile

Pentru sistemele nonintegrabile nu existd constrangeri (adicd constante de migcare), astfel
ca traiectoriile se imprastie in spatiul fazelor. Se pune intrebarea, care sunt portretele in spatiul
fazelor corespunzitor unor astfel de sisteme? Teorema Kolmogorov-Arnold-Moser (cunoscuta
ca teorema KAM) afirma cd unii tori invarianti ai sistemelor integrabile se pastreaza, desi
deformati, si in cazul sistemelor nonintegrabile atunci cand abaterea de la integrabilitate nu este
prea mare. Abaterea de la integrabilitate se exprima ca o perturbare (eH7) a hamiltonianului
sistemului (H) fatd de valoarea sa integrabild, Hy:

H:H0+€H1. (11114)
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Figura 11.30: Reprezentarea suprafetei energiei potentiale E,(x,y)

Astfel, daca:

e ¢ < 1 sistemul aproape integrabil pastreazi torul migcarii cvasiperiodice (numit tor

KAM);
e ¢ > 1, torii se distrug.

In viziunea echivalentei unui sistem integrabil cu un lant de oscilatori armonici, prezenta unei
parti nonintegrabile a hamiltonianului determina un cuplaj al oscilatiilor independente. Atunci
cand raportul acestor frecvente este irational, pot aparea o serie de rezonante ce produc cregteri
rapide ale amplitudinilor de oscilatie si o indepartare a traiectoriilor de pe suprafata torilor
caracteristici. Spre deosebire de sistemele disipative, pentru care comportarea pe termen lung
face ca sistemul sa "uite" conditiile initiale gi s convearga spre un atractor (sau grupuri de
atractori), sistemele hamiltoniene depind in mod esential de conditiile initiale.

11.10.3 Exemplu: Hamiltonianul Henon-Heiles

Acest tip de hamiltonian a fost introdus pentru prima datd de Henon si Heiles | | in analiza
migcarii unei stele in galaxie. In coordonate generalizate, el are forma:

1 1 1 1 1
golo Lo 1o 15 (2__3> 11.115
2P1+2Q1+2p2+2%+ 19— 3%) ( )
ce corespunde unui cuplaj de doi oscilatori armonici cuplati prin intermediul unui termen cubic,
care constituie de fapt partea nonintegrabild a hamiltonianului. Dacd notam ¢ = z,q2 =
Y,P1 = Dg,P2 = Py, atunci functia Hamilton poate fi gasita cu ajutorul energiei potentiale
corespunzatoare miscarii bi-dimensionale a unei singure particule:
1 1 1
Ey(z,y) = =2® + —y* + 2%y — —y°>. (11.116)
2 2 3
Aceasta functie este reprezentata in Fig.11.30.
In reprezentarea preyentata in Fig.11.31 se observa cum, odata cu cresterea valorii energiei
totale, se produce o deformare a conturului energiei potentiale si, pentru o valoare critica a



292 Capitolul 11. Notiuni de dinamica neliniara si haos clasic

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.6

-0.8
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 11.31: Reprezentarea conturului suprafetei energiei potentiale E,(z,y) pentru diferite valori
ale energiei.

energiei, traiectoria inchisa (corespunzatoare gropii din vecinatatea originii) se deschide. In
aceastd situatie, caracterul marginit (periodic) al miscarii, determinate de captarea particulei
in aceastd groapa, devine nemarginit, particula cu energie mare reusind sa scape din aceasta
"capcand". Ecuatiile Hamilton asociate sunt:

@ = p (11.117)
@ = p (11.118)
P1= —q1— 20192 (11.119)
P2 = —@— G+ 6 (11.120)

Daca sistemul este conservativ, traiectoriile sunt reduse pe suprafata de dimensiune 2x2 —
1 = 3. Vom folosi metoda sectiunilor Poincare si vom mai reduce o dimensiune astfel ca,
prin aceasta sectionare se ilustreaza impragtierea punctelor pe suprafata unui plan (n=2). In
Figurile 11.32, 11.33, 11.34, 11.35 este ilustrat modul in care torul invariant se dezintegreaza,
in functie de valoarea energiei totale, in formatiuni de tip insule si arhipelaguri. Distrugerea
torilor invarianti urmeaza reguli matematice stricte; ele nu fac insa obiectul acestui manual.
Ceea ce este important de retinut este ca sistemul prezinta in mod simultan caracteristici de
comportare integrabila gi de haos.
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11.11 Probleme

1. Care dintre urmatoarele ecuatii sunt liniare si care sunt neliniare?

:c2y”+acy'+(:c2—n2)y = 0
dy 2
dx 4
dx
— = alzx—=x
g (z —zy)
dy
— = —c(y—=
p (y — )
2. Transformati urmétoarele ecuatii in forma standard a unui sistem de ecuatii ordinare
cuplate:
2" +ax’ + bsinz = ccoswt
2" = +bx? b= const.

3. Reprezentati grafic functia 2’ = 2 — 23 si identificati punctele de echilibru.

4. Folosind analiza liniara de stabilitate, studiati sistemul dinamic descris de ecuatia 2’ =
ax — bz (a,b - constante) pentru ambele semne ale parametrului a.

5. Gasiti punctele de echilibru, tipul acestuia si ilustrati spatiul fazelor pentru urméatorul
sistem de ecuatii neliniare cuplate:

dx
dt
dy
dt

= 2y — ywt

= xy—x,b= const.






e A

Vectori

Descrierea cantitativa a unor fenomene din natura presupune exprimarea legaturilor dintre
diverse marimi prin relatii matematice adecvate. Fizica, prima dintre stiintele naturii, opereaza
cu o serie de notiuni, exprimate cantitativ prin marimi fizice scalare, vectoriale sau tensoriale.

Marimile fizice scalare sunt complet determinate doar prin valoarea lor numericd. In
aceasta categorie intra timpul, temperatura, energia, lucrul mecanic, potentialul electric sau
gravitational, etc. Operatiile matematice cu scalari sunt operatii aritmetice obignuite.

Existd marimi fizice a caror descriere completa necesita specificarea suplimentara a directies
si a sensului acestora. In acest caz, avem de a face cu aga-numitele marimi vectoriale, sau,
pe scurt, vectori. Intr-un spatiu tridimensional, un vector este determinat in mod univoc prin
proiectiile sale pe cele trei axe ale sistemului de coordonate. Agsa cum vom vedea mai tarziu,
intr-un spatiu V- dimensional, un vector se poate reprezenta sub forma unei matrice linie, sau a
unei matrice coloani cu N elemente. In fizic#, un numar considerabil de mirimi sunt vectoriale.
In mecanici, dintre exemplele cel mai frecvent intalnite de marimi vectoriale, putem aminti
viteza, acceleratia, forta, impulsul, viteza unghiulara, momentul cinetic, momentul fortei etc!.

Pe langa scalari si vectori, exista si o a treia categorie - mai putin numeroasa - de marimi
fizice, care constituie o generalizare a vectorilor. Acestea se numesc mdrimi tensoriale, sau
tensori. Ele se reprezintd prin matrici cu mai multe linii si coloane?. Amintim aici, ca exemple
de méarimi tensoriale intalnite in mecanica, viteza unghiulara si momentul de inertie.

A.1 Reprezentarea unui vector
Existd trei modalitati de reprezentare a unui vector:

1. printr-un segment orientat (aga-numita reprezentare geometrica),

2. prin proiectiile sale pe axele unui sistem de coordonate (aga-numita reprezentare anali-
tica), sau

! Asa cum vom vedea in continuare, viteza, acceleratia, forta si impulsul sunt vectori polari; viteza unghiu-
lard, momentul cinetic gi momentul fortei sunt vectori aziali, sau pseudovectori.
2Cu unele dintre ele am ficut cunostints in cuprinsul acestei carti.

297
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lu
l_l ) A’
8 M
_____ -0 A= 4e,

Figura A.1: Elementele specifice ale unui vector: O - originea; AA’ - dreapta suport orientata; ea
determina directia si sensul vectorului.

3. printr-o matrice.
Fiecare din acestea prezinta avantaje si dezavantaje, de aceea modul de reprezentare a unui
vector se alege in functie de contextul problemei de rezolvat.

A.1.1 Reprezentarea geometrica

In acest caz, un vector este reprezentat ca un segment orientat, care porneste dintr-un
punct numit origine sau punct de aplicatie sau pol (notat cu O in Fig.A.1). Segmentul este
agezat pe dreapta suport AA’ i are sensul indicat de varful sagetii. Un vector definit in acest
mod se numeste vector polar. El este precizat prin:

1. modul (marime);
2. origine (punct de aplicatie);
3. orientare (directie si sens).

Lungimea segmentului orientat este proportionald cu mdrimea vectorului. Modulul unui vec-
tor, ff, se noteaza, ‘ff‘ sau A.

S& consideram un vector de marime egald cu unitatea, notat €4, orientat pe directia si in
sensul vectorului A. Acesta se numeste versors. Putem, prin urmare, scrie ca:

A= Aéy. (A1)

A.1.2 Reprezentarea analitica

Intr-o reprezentare analiticii, un versor este determinat prin proiectiile sale pe axele unui
sistem de referintd. Un exemplu in acest sens este prezentat in Fig.A.2, in care s-au folosit
coordonatele carteziene.

Sa notam cu A, A, si A, - proiectiile lui A de-a lungul axelor Oz, Oy si Oz. Atunci:

A= Agi+ Ayg+ A2, (A.2)

unde Z, g, Z sunt versorii directiilor x, y, 2.

31n literatura de specialitate se folosesc si alte notatii pentru versori.
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z A
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O 4—» =
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Figura A.2: Proiectiile unui vector, A, pe axele unui reper cartezian

Maérimea vectorului se afla folosind teorema lui Pitagora:
A= JA2 + A2 + A2 (A.3)
De exemplu, daca: ¥ = 5% — 37 + 2 (m/s), atunci v, = 5 m/s, v, = =3 m/s, si v, = 1 m/s.
Marimea vitezei va fi v = /25 4+ 9+ 1 m/s = v/35 m/s = 5.92 m/s.
A.1.3 Reprezentarea matriceala

Orice vector poate fi exprimat ca o matrice cu o singura linie sau cu o singurd coloana,
fiecare element al acesteia reprezentand componenta (proiectia vectorului) pe o anumita di-
rectie. De exemplu, vectorul reprezentat analitic prin relatia (A.2) se va reprezenta matriceal,
fie sub forma:

—

A=(A, A, A.), (A.4)
Sau:
Ay
A= 4, |. (A.5)
A

z

A.2 Operatii algebrice cu vectori

A.2.1 Adunarea si scaderea vectorilor
Fie A si B doi vectori oarecare. Suma A + B este, de asemenea, un vector:
A+B=C. (A.6)

Vectorul rezultant se poate reprezenta prin oricare din modalitatile mentionate anterior. In
Fig.A.3 sunt prezentate doud metode geometrice de aflare a vectorului rezultant. Prin regula
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>

(a)

Figura A.3: Determinarea pe cale geometrica a rezultantei a doi vectori: (a) prin metoda poligonului;
(b) prin metoda paralelogramului

poligonului (Fig.A.3 (a)) vectorul rezultant a doi (sau mai multi) vectori se afld construind
vectorul care inchide conturul poligonal format din vectorii agezati in succesiunea varf-origine.
Originea vectorului rezultant se afld in originea primului vector, iar varful - in varful ultimului
vector al sumei.

In Fig.A.3 (b) este ilustrata adunarea a doi vectori prin regula paralelogramului. Conform
requlei paralelogramului, vectorul rezultant este diagonala mare a paralelogramului construit
de cei doi vectori concurenti A si B. Din figurd se observa ca adunarea este comutativa.
Aceasta constructie geometrica permite calculul marimii vectorului suméa cu ajutorul teoremei
lui Pitagora generalizate:

C= \/A2 + B? + 2AB cos a, (A7)

unde « este unghiul dintre vectorii A si B.
Daca suma a doi vectori este egala cu zero, atunci vectorii sunt egali ca marime si au
sensuri opuse.

A+B=0=B=—-A. (A.8)

Aceasta relatie defineste vectorul opus si ea permite definirea operatiei de scidere a doi vectori
ca fiind adunarea unui vector, A, cu vectorul opus, —B:

(A.9)

o

A
(a) (b)
Figura A.4: Determinarea vectorului diferenta, D=A-B: (a) folosind adunarea lui A cu vectorul

opus, —B; (b) unind varfurile vectorilor descézut si scazitor. Vectorul diferentd are varful in vectorul-
descézut si originea in vectorul-scazator.
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Sa exemplificam, in continuare, adunarea vectorilor, plecand de la reprezentarea lor anali-
tica. In coordonate carteziene:

A+ Ayy+ ALz (A.10)
= B,t+ Byy+ B,z (A.11)

oy

Componentele vectorului suma se afli prin adunarea algebrica a componentelor (proiectiilor)
corespunzatoare, pe directiile Ox, Oy i Oz.

(Az + By) &+ (Ay + By)

Y (A + Bz) 2; (A.12)
- (Am - Ba:)j + (Ay - By)

<

_|_
_|_

o Qu
<
E\U
—

Evident, procedura analiticid poate fi utilizatd pentru adunarea a n vectori 4;, i = 1,2, 3...,n.
Daca se cunosc proiectiile acestor vectori pe axele sistemului de coordonate carteziene, A;., Ajy, A;z,
atunci, vectorul suma este:

E=Y4, (A.14)
i=1
de modul:
R = «/A§+A§+A§, (A.15)
unde:
A, = ZAZ@" A, = ZAZ'?J’ A, = ZAZ-Z. (A.16)
i=1 i=1 i=1

A.2.2 Inmultirea vectorilor

Se pot defini mai multe moduri de inmultire a vectorilor, in functie de contextul problemei.
Rezultatul inmultirii poate fi o marime vectoriala sau una scalara.

Inmultirea unui vector cu un scalar

Din inmultirea unui vector, A, cu un scalar, pu, rezulta un alt vector, A’, de marime pA.

—

A" = pA = pA. (A.17)

Directia vectorului A’ este aceeagi cu a vectorului A, iar méarimea si sensul sdu depind de
valoarea scalarului p:

e daca p > 0 sensul lui A’ este sensul lui A;
e daca u < 0 sensul lui A’ este contrar sensului lui A.

Un exemplu de inmultire a unui vector cu un scalar a fost deja prezentat in relatia (A.1) si
ilustrat in Fig.A.1.
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N V"/

Figura A.5: Interpretarea geometrica a produsului scalar cu ajutorul proiectiei unui vector pe dreapta
suport a celuilalt.

Produsul scalar

Produsul scalar a doi vectori se noteaza cu ” - 7. Rezultatul operatiei de inmultire scalara
a doi vectori este un scalar:

A-B = ABcosa, (A.18)

unde « reprezinta unghiul dintre vectorii A s B (Fig.A.5). Daca vectorii A si B sunt perpen-
diculari, produsul lor scalar este nul, deoarece cos 90° = 1.
Din definitia data de relatia (A.18) se observa ci produsului scalar este comutativ:

A-B=B-A. (A.19)

Cu ajutorul Fig.A.5 se poate da o interpretare geometrica a produsului scalar a doi vectori.
Asa cum rezulta din figura, proiectia vectorului A pe dreapta suport a lui B este:

P’I“E/T = Acosa, (A.20)
astfel incat:

A-B=B PrjA (A.21)
La fel:

Pr;g = Bcosa, (A.22)
astfel incat:

A-B=A-Pr;B. (A.23)

Componenta unui vector pe o axi este proiectia acestuia pe directia acelei axe. In functie de
versorii fiecirei axe, se poate scrie:

A, = Acos(A,#)=A- i (A.24)
A, = Acos(A,g)=A-7; (A.25)
A, = Acos(A,3)=A- 2. (A.26)
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Cosinusurile unghiurilor dintre vectorul A si axele Ox, Oy, Oz se numesc cosinusurile directoare
ale vectorului A.

. A,
cos(A,z) = — = (A.27)
L A,
cos(A.9) = 2 =pi (A.28)
—_ A,
cos(A,2) = - = (A.29)
Ca urmare:
A=A (alfc + G0y + ’)/12’) = Aéy, (A30)
unde:
ea=a1%+ By +m2 (A.31)
este versorul directiei lui A. Intr-adevir:
€p-€p =1, (A.32)
deoarece:
of + B+ =1 (A.33)

La un rezultat identic se ajunge folosind reprezentarea analiticd. Deoarece versorii z(1,0,0),
9(0,1,0) si 2(0,0, 1) sunt reciproc perpendiculari, adica:

i) = §-2=2-3=0; (A.34)
ik o= geg=2-2=1, (A.35)

—

produsul scalar al vectorilor A(A,, Ay, A;) si B(By, By, B;) se exprima ca:
A-B=A,B, +A,B, + A,B.. (A.36)

Exemple de marimi definite printr-un produs scalar sunt: lucrul mecanic, fluxul caAmpului
(gravitational, electric, magnetic) printr-o suprafata etc.

Produsul vectorial

R

Produsul vectorial a doi vectori A si B, notat cu” x 7 are ca rezultat un vector axial, C":

AxB=¢. (A.37)

Prin conventie, produsul vectorial este un vector perpendicular pe planul format de A si
B (Fig.A.6). Sensul lui C este stabilit de requla burghiului drept:

Se aseazd burghiul perpendicular pe planul format de vectorii - produs si se roteste in sensul
suprapunerii primului vector peste cel de-al doilea, pe drumul cel mai scurt. Sensul de inaintare
al burghiului este sensul vectorului rezultant.

Aceasta reguld de inmultire ne "atentioneaza" ca produsul vectorial este anticomutativ:

AxB=-BxA. (A.38)
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Figura A.6: Ilustrarea modului de determinare a directiei si sensul produsului vectorial.

Marimea vectorului rezultant este data de relatia:
C = ABsina. (A.39)

Cu ajutorul Fig.A.6 se poate da o interpretare geometrica produsului vectorial. Se constata
cd modulul lui C reprezinta aria paralelogramului construit de cei doi vectori.
Sa calculam produsul vectorial, folosind de data aceasta reprezentarea analitici:

Ax B = (Ayi+ Ay + A.2) x (Byi + Byj + B.2) (A.40)
= Ay B (% X &) + Ay By(# x §) + Ay B, (% x 2)
+Ay B (§ X &) + AyBy(§ x §) + AyB.(§ x 2)
+A,B(2 x 2) + A, By (2 x §) + A, B.(2 x 2). (A.41)

Deoarece produsul vectorial a doi vectori coliniari este zero, iar:

Exg = % (A.42)
Gx2 = & (A.43)
PxE o= 4 (A.44)
se obtine:
Ax B = #(AyB.— A.B,) + j(A.B, — A,B.) + 2(A, B, — A,B,)

— ko Ay AZ +A A:E Az +A Ax Ay

- B, B.|"Y|B, B.| 7| B. B,

= | A, A, A, (A.45)

B, B, B
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Nl
X
>+

Figura A.7: Interpretarea geometrici a produsului mixt ca volumul paralelipipedului construit cu
cei trei vectori.

Produsul mixt

Produsul mixt include ambele tipuri de inmultiri dintre vectori. Rezultatul produsului
scalar dintre vectorul C si produsul vectorial al altor doi vectori, A si B, este un pseudo-
scalar, D*:

—

(AxB)-C=D (A.46)

Daca vectorii sunt cunoscuti pe componente, atunci produsul mixt se poate calcula sub
forma unui determinant:

A, A, A,
D=|B, B, B. (A.47)
C. C, C.

Tinadnd cont de semnificatia geometrica a produsului vectorial AxB , precum si a produsului
scalar A - B, din Fig.A.7 rezultd cid marimea lui D este egald cu volumul paralelipipedului
construit cu cei trei vectori (necoplanari):

V= aria bazei x inaltimea (A.48)
= |Ax B|Ceos(Ax B,C) (A.49)
_ (Ax5).¢. (A.50)

Din relatia (A.47) se observa ca produsul mixt nu-gi schimba valoarea daca cei trei vectori
sunt comutati ciclic:

(AxB) G=(BxC) A= (0 xA). B (A51)

4Produsul vectorial dintre doi vectori (in cazul nostru, A x E) este un pseudo-vector. Deoarece un pseudo-
vector isi schimba sensul la inversarea sensului uneia din axele sistemului de coordonate, marimea D isi va
schimba, la randul ei, semnul dupa o astfel de inversare. De aceea, se spune ca D, exprimat printr-un produs
de tipul celui din relatia (A.46) este un pseudoscalar.
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Triplul produs vectorial

Rezultatul inmultirii vectoriale a trei vectori este, de asemenea, un vector. Deoarece efec-
tuarea repetatd a produsului vectorial intre vectori este un lucru mai dificil, se prefera expri-
marea rezultatului cu ajutorul unor produse scalare si anume®:

Exgxézé-(ﬁxé)—é-(ﬁxé). (A.52)

A.3 Elemente de analiza vectoriala

A.3.1 Derivarea vectorilor

S& consideram un vector, A(s), exprimat ca o functie de o marime scalard, s. In coordonate
carteziene, A(s) se va scrie sub forma:

A= Ay(s)i + Ay(s)) + A(s)2. (A.53)

Derivata vectorului A in raport cu scalarul s poate fi scrisd in acelagi mod ca si derivata
unei functii scalare, adica:
dA A(s + As) — A(s)

4 AT As .

In cazul in care functia scalard s este timpul, derivata vectorului A va fi:

d_ff_dAzA_FdAyA_FdAZA (A.55)
a at T a VT '

Dacd mirimea A reprezinta vectorul de pozitie a unui mobil, derivata lui Ain raport cu timpul
reprezinta, aga cum s-a discutat in Capitolul intai, viteza instantanee a mobilului.

Regulile de calcul a derivatei unei marimi vectoriale, fY, in raport cu o marime scalara
generica, s, vor fi:

digap) - ML (A56)
was) = Lav (A.57)
g - gy 598 (A58)
Lix) = g acid (A.59)

Toate aceste reguli vor fi folosite in cadrul cinematicii si dinamicii punctului material gi ale
sistemelor de puncte materiale.

5 Aceasti reguld este usor de retinut sub numele “bac minus cab”.
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)

Figura A.8: Calculul integralei vectorului @ de-a lungul conturului '

A.3.2 Integrarea vectorilor

S# mentionam, pentru inceput, ca in matematica se defineste o functie scalard® de variabild
vectoriald, de forma:

w(r) = u(z,y, z) (A.60)
si o functie vectoriald” de variabild vectoriald, de forma:
a(r) = d(x,y, 2) = az(x,y, 2)& + ay(z,y, 2)y + a.(x,y, 2)2. (A.61)

Ambele functii sunt definite in orice punct descris de vectorul de pozitie 7 gi, in cele doua
relatii scrise anterior, sunt exprimate in sistemul de referinta cartezian (x,y, z).

S& consideram o curbi, I', in spatiul in care este definita in orice punct functia vectoriala
d. Integrala functiei vectoriale @ de-a lungul curbei I' se numeste circulatia vectorului d de-a
lungul curbei I' gi se definegte ca:

/6- dr = / (agdx + aydy + a.dz), (A.62)

r r
unde d7 reprezinti o variatie infinitezimald a vectorului de pozitie. In coordonate carteziene:
dr' = dxz + dyy + dzZ2. (A.63)

Putem exprima, de asemenea, relatia (A.62) in functie de distanta curbilinie ds, masurata
de-a lungul curbei I' (Fig.A.8). Daca notam cu 6 unghiul dintre directia lui @ si tangenta la
curba I' in orice punct, atunci:

/&’-df': /acos Ods. (A.64)
r r

A.3.3 Operatori vectoriali diferentiali

Operatorii vectoriali diferentiali permit exprimarea locald (punctuald) a legilor fizicii. Ei
pot fi exprimati cu ajutorul operatorului diferential notat ”V” si numit nabla®. Expresia

SExemple de functii scalare: densitatea, temperatura, energia potentiali, etc.
"Exemple de functii vectoriale: viteza, intensitatea campului gravitational, electric, etc.
8De cele mai multe ori se omite scrierea lui V cu vector deasupra.
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concretd a lui V este functie de sistemul de coordonate utilizat. In coordonate carteziene,
operatorul V are expresia?:

pu— A— A_ A_. A'
\% xax+yy+zaz (A.65)
Operatorul
S = 0 0 0 0 0 0
. s 2 e P ] — s . o o S A
V.-vV=V <x6x+y6y+zaz> <x6x+y6y+zaz> (A.66)
0? 0? 0?

se numeste operatorul Laplace sau laplaceian.
In functie de modul in care V se aplica unei marimi fizice, scalare sau vectoriale, se definesc
trei operatori vectoriali distincti:

1. operatorul gradient - daca V se aplicd unei functii scalare;

2. operatorul divergentd - dacd V se inmultegte scalar cu o functie vectoriala;

3. operatorul rotor - dacd V se inmulteste vectorial cu o functie vectoriala.

Expresiile operatorilor vectoriali depind de sistemul de coordonate in care se definesc. Pen-
tru simplitate, vom considera in cele ce urmeaza doar sistemul cartezian, urménd ca expresiile
operatorilor diferentiali in alte sisteme de coordonate sa fie deduse si utilizate mai tarziu.

Operatorul gradient

Operatorul gradient se obtine prin aplicarea lui V unei functii scalare. Ca rezultat, se
obtine o marime vectoriala.

Sa consideram o functie scalara generica, ¢ = p(x,y, z). In coordonate carteziene, expresia
gradientului'® marimii scalare ¢ este:

Vo = grady = g—i:@ + g—j@ + g—ié (A.68)
Interpretarea fizica

Sa consideram ca valorile functiei scalare ¢ nu depind decat de coordonatele punctului in
care aceasta se evalueaza.

Se definegte notiunea de suprafata de nivel constant (sau suprafata echi-potentiala (daca
functia ¢ reprezintd un potential), locul geometric al punctelor pentru care functia ¢ are
aceeasi valoare (Fig.A.9):

v = ¢(x,y,z) = const. (A.69)

9Expresia operatorului V depinde de sistemul de coordonate ales.

0peratorul gradient este un vector, de aceea, pentru sublinierea acestui lucru, am reprezentat sigeata de
vector deasupra sa. In mod curent, pentru simplificarea scrierii se omite acest semn, fard a uita insi ci marimea
fizica exprimata in functie de un gradient este o marime vectoriala.
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(p] =const.

Figura A.9: Suprafete echipotentiale

<Y

| Ay

Figura A.10: Orientarea segmentului As in raport cu un sistem de coordonate carteziene.

Variatia functiei ¢ intre doua suprafete de nivel constant este:

Ap = pa(z,y,2) — p1(2, Y, 2). (A.70)

Avand in vedere cd Ay este o mirime datd, din Fig.A.9 se constatd ca raportul (%‘f)
depinde doar de orientarea segmentului As.
Se defineste derivata dupd o directie a functiei scalare ¢ conform relatiei:

de . Ap
—/ = lim —

= . A.71
ds As—0 As (A-71)

Daca raportdm segmentul As la un sistem de axe carteziene si tinem cont de faptul ca
functia ¢ depinde de variabila s prin intermediul coordonatelor x,y, z, putem scrie:

Ap Ar Ay Ay, Ay AZ)

- li =" .= g A.72
ds A Asmo <Am As Ay As Az As (A.72)
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=y

Figura A.11: Orientarea vectorului gradient

Tindnd seama de relatiile cosinusurilor directoare, relatia anterioarda se poate scrie sub
forma:

unde:
Ax
—  lim =% A.74
cose Asto As’ (A.74)
. Ay
cosff = Al}srilo_As’ (A.75)
. Az
cosy = Al}srilo_As' (A.76)

Expresia (A.73) reprezinta rezultatul unui produs scalar:

Z—f = grad ¢ - é, (A.77)
unde: 5 5 5
P . P . P 5
dy=— — ——Z. A.
grad ¢ dxx+ 8yy+ 55 (A.78)
sau:
grad o =cosa-T +cosf-y+cosy- 2, (A.79)

iar é4 este versorul directiei As.
Maérimea vectorului gradient este:

lgrad ¢| = \/(%)2 + <Z_§>2 + <g—f>2 (A.80)

S& consideram, in continuare, o portiune de dimensiuni infinitezimale a unui plan (7),
tangent in punctul P la suprafata de nivel constant ¢ = ¢(x,y, z) = const (Fig.A.11). Toate
punctele din planul (7), din imediata vecindtate a lui P, se vor caracteriza prin aproximativ

aceeagi valoare a lui ¢ gi, ca urmare:

dy
Ap~0)= — =0. A 81
o0 7 0 (A.81)
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Pentru orice directie din acest plan, caracterizatd de versorii: ég,, €s,, etc. vom avea:

dy .
d_81 f— g'r'ad QO . 681 = O’ (A82)
dy .
d8_2 — g""ad QO . 682 = 0. (A.83)

Relatiile anterioare sunt satisfacute in conditiile in care grad ¢ este orientat perpendicular
pe oricare doud directii din planul (7). Directia gradientului este, agadar, perpendiculara in
orice punct pe suprafata ¢ = const, avand orientarea normalei in punctul respectiv. Prin
conventie, s-a ales sensul vectorului Ve ca fiind acela in care ¢ creste.

In concluzie, vectorul gradient este indreptat in directia celei mai rapide cresteri in spatiu
a lui . Principalele proprietatile ale gradientului sunt:

1. este o functie vectoriald definitd intr-un punct (functie de punct);
2. indica directia si sensul celei mai rapide cresteri in spatiu a functiei scalare;

3. are semnificatia derivatei dupa acea directie pentru care functia scalara cregte cel mai
rapid;

4. este orientat perpendicular pe suprafetele echipotentiale ¢ = const., oricare ar fi marimea
fizica ¢, careia i se aplica.

Semnificatia fizica a acestui operator a fost discutatd amanuntit in legatura cu notiunea
de potential scalar — gravitational.

Operatorul divergenta

Definitie

Operatorul divergentd se obtine prin inmultirea scalara a operatorului V cu o functie
vectoriald. S& consideram o functie vectoriald de punct, @, care in coordonate carteziene are
expresia:

a=d(x,y,z). (A.84)
Expresia divergentei este:
. s L 0 0 0 .0 0 0
divd = V a_($8x+y8y+zaz) (m8x+y8y+zaz) (A.85)

Oay . % . Oa,
ox oy 0z

(A.86)

Interpretarea fizica

Pentru a ilustra semnificatia fizicid a operatorului divergenta ne vom folosi de un exemplu
din mecanica fluidelor. Se definegte intensitatea curentului masic, I, drept cantitatea de fluid
care trece printr-o suprafata dS in unitatea de timp dt:

_dm

I=—" (A.87)
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(@)
A
z+dz |.
. i J, +dj,
> ——
Z
A . p
y y ytdy
£ O)Q—»p —>
X
x+dx

/ (b)

Figura A.12: Ilustrarea interpretarii fizice a divergentei.
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Masa dm poate fi scrisd in functie de valoarea vitezei unei "particule” de fluid in regiunea
suprafetei infinitezimale dS. Sa ne folosim de Fig.A.12(a), in care s-a notat cu o unghiul dintre
U si normala la suprafati. Suprafata "vazutd" efectiv de fluidul in curgere este d.S,, = dScosa.
Cantitatea de fluid ce trece intr-un timp dt prin suprafata dS (sau dS,) este cuprinsd intr-un
cilindru de arie a bazei dS,, gi de indltime v - dt. Ca urmare:

dm = p dS,, vdt = p dS vdt cosa (A.88)

unde p este densitatea volumica a fluidului. Rezulta ca:

I= %—T = pdSvcosa. (A.89)

Se definegte, de asemenea, densitatea curentului masic, j, prin relatia:

dm

~dS,dt

J pu. (A.90)

Constatam ca, intrucat viteza este o mirime vectoriala, iar p - un scalar, j este o marime
vectoriala:
j = pv. (A.91)

Avand in vedere cd ¥ se poate scrie, in coordonate carteziene, sub forma:

U = 08 + vy + v, 2, (A.92)
rezulta ca:
.j :jx-i' +jyg+jzév (A.93)
unde:
Jo = Pvzajy = va,jz = pPUz. (A94)

Sa analizam in continuare, curgerea unui fluid in raport cu un referential cartezian Oxyz.
Mérimea vectoriald generici @ din relatia (A.85) va fi acum j. Ne vom folosi de Fig.A.12(b)
si vom incepe discutia noastra cu directia Oy din motive de vizibilitate mai buna.

Densitatea de curent pe fata de intrare in paralelipipedul de volum dV este j,(y), iar pe
cea de iegire j,(y + dy). Cantitatea de fluid ce intra, intr-un timp dt in volumul elementar dV/
este:

dm(y) = p dzdz vy(y)dt, (A.95)

iar cea care iese:

dm(y + dy) = p dzdz vy(y + dy)dt. (A.96)

Daca dm(y) este diferit de dm(y + dy), atunci putem vorbi de o masa neta de fluid care
"izvoragte" sau "dispare" din volumul elementar dV', exprimata ca:

dmy = dm(y + dy) — dm(y) = pdzdz dt[vy(y + dy) — vy (y)]. (A.97)

Observatii: Am considerat mai sus ca fluidul este incompresibil, deci p(y) = p(y+dy) = p.

Daca dm(y + dy) > dm(y) se spune ca dV se comportd (dupa directia y) ca un izvor. In caz
contrar, dV se comporta ca un put sau dren.
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Putem exprima pe v, (y + dy) sub forma unei dezvoltari in serie Taylor:

1 /ov 1 /0%
vy(y + dy) = vy(y) + i <a—yy> dy + 5 < 8y2y> (dy)? + ... (A.98)

Daca viteza de variatie a lui v, cu y nu este foarte mare, atunci, intr-o prima aproximatie,
putem considera ca:

ov
vy (y + dy) = vy(y) + a—;dy, (A.99)
astfel incat: 5
dmy, = p dzdz dt 615 dy. (A.100)

Relatii similare vor putea fi scrise cu usurinta si pentru directiile Oz si Oz, astfel incat:

dm = dmg+dmy +dm; (A.101)
= pdzdyd dt<%+%+avz> (A.102)
- parayas ox Oy 0Oz '
. d(pvz) 8(/0%) d(pv.) }
= { o ay +—5, avdt (A.103)
_ (%=, 9y ajZ)
= <8:c + By + 3, avdt (A.104)

Asadar: . . .
iz Ojy | 0= _ dm (A.105)

or Oy 0z dVdt

Intrucat termenul I din relatia (A.105) se poate scrie ca un produs scalar intre operatorul
V(a%i“, a%gj, %2) si vectorul j(jz, jy, jz), rezulta ca:
- dm

div) = ——. A.106

I avat (A.106)

Cu alte cuvinte, div ; reprezintad masa de fluid izvoratd, in unitatea de timp, dintr-un

volum elementar unitate, dV'. Se spune ca div j reprezinta productivitatea volumicd specifica

de fluid a unitatii de volum elementar, dV', a unui izvor de fluid. Evident, cu cat izvorul va

fi mai puternic, cu atat divj care il caracterizeaza va fi mai mare. De altfel, termenul de

divergenta provine de la cuvantul latin divergere, care inseamné a izvori. Avand in vedere cia

- =
dm = j-dS, in care dS este suprafata care inconjoara volumul elementar dV, prin integrare
pe intreg volumul unei surse macroscopice de fluid vom putea scrie:

- — —
fj-dsz/dw]'-dv (A.107)
S \%

care reprezinta teorema lui Green-Gauss-Ostrogradski. Aceasta ultima relatie stabilegte o
legatura intre o integrala de suprafata a lui j si una de volum a unei functii de j.
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Operatorul rotor

Definitie
Operatorul rotor rezultd din inmultirea vectoriala a lui V cu o marime vectoriala, a@. Re-
zultatul este o marime vectoriala, care, in coordonate carteziene este dat de expresia:

T g z

7 = 7—| 92 4 4
Vxd = roti=|g 35 % (A.108)

ay ay a,

B (8612_%)@_’_(8%_8@2) A+<%_8az>2
N oy 0z 9z  ox)? ox 0Oy )
Interpretarea fizica

Fie un vector d, caracterizat prin componentele a,, ay $i a in coordonate carteziene. Sa
consideraim o directie oarecare, descrisd de versorul 7. In planul perpendicular pe versorul 7,
alegem un contur infinitezimal inchis de lungime Al, care marginegte o suprafatd micd AS. De
obicei, sensul de parcurgere al conturului se stabilegte astfel incat sensul pozitiv al versorului
N sé coincida cu cel determinat prin regula burghiului drept.

Operatorul diferential rot este un vector a cirui proiectie pe directia lui 7 este definita prin
relatia:

o ga-d
N I N

S& consideram, in cele ce urmeaza, ca vectorul generic a este viteza ¥ a unui punct (element
de masi) dintr-un corp rigid care se roteste cu viteza unghiulard w in jurul unei axe de rotatie
coliniara cu versorul n. Traiectoria punctului considerat este un cerc de raza r, cu centrul pe
axa de rotatie, iar viteza sa, v = wr este orientata tangent la traiectorie. Lungimea conturului
ce inchide elementul de suprafati AS = 7r? este § dl = 27r.

Conform definitiei (A.109) se obtine:

(A.109)

L . végdl . w2nr
rot,v = lim 5 = lim 5
r—0 7r r—0 7r

= 2. (A.110)

Astfel, rotorul vitezei liniare a punctelor unui solid rigid aflat in miscare de rotatie are semni-
ficatia dublului vitezei unghiulare.

Din punct de vedere al calculului matematic este mult mai convenabila definirea operato-
rului rotor in termeni de coordonate. S& gasim proiectiile vectorului rot @ intr-un sistem de
coordonate cartezian, de exemplu de-a lungul axei Oz.

Conturul pe care se integreaza este un dreptunghi cu laturile Az, Ay indicat in Fig.A.13.
Se obtine:

(z+Az,y,z) (z+Az,y+Ay,z)
7{&'- dl = / az(z,y,z)dx + / ay(x + Ax,y, z)dy
(z,y,2) (z+Az,y,z)
(z.y+Ay,z) (z,y,2)
+ / az(x,y + Ay, z)dx + / ay(x,y, z)dy. (A.111)

(z+Az,y+Ay,z) (%, y+Ay,2)



316 Capitolul A. Vectori

0 >y
—
mg o
X (x+AXy7) —» (x+AXy+AYZ)

Figura A.13: Definirea operatorului rotor in termeni de coordonate.

Considerand ca Az si Ay sunt mici, putem dezvolta termenii A,, A, in serie Taylor si
retine doar termenii semnificativi:

A (z,y,
Ao+ B0.2) = Alang.z) + 2Dy (A112)
A
Ay(z+ Aryy,z) = Ay(x,y,z)—l—WAx—i—... (A.113)
€T

Sa revenim in relatia (A.111) in care, pentru claritate, si calculam suma dintre prima si a
treia, respectiv dintre a doua si a patra integrala. Dupa inversarea limitelor unei integrale si
aparitia semnului minus, se obtine:

(z4+Az,y,z) (z4+Az,y,z) 94 ( )
L = / Aw(xvyvz)dx_ / |:Am(x7y7 Z) +%Ay dx
(z,y,2) (z,y,2)
0A;(x,y, 2)
= ————AyAx. A.114
a0y yAz ( )
In mod similar se giseste:
A
I = —Wmm. (A.115)
x

Ca urmare, conform definitiei (A.109), proiectia vectorului rot A pe axa Oz este:

S 0A 0A,
(rotA)Z = 6—; — oy

(A.116)

In mod similar se obtin si celelalte proiectii (considerand dreptunghiuri cu laturile Ay, Az
si, respectiv Az, Ax):

B 0A, 8Ay‘
0A, 0A,
(rot/f)y = = (A.118)
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< < < <
s - A,* 3,4_ x'* "
K > T % > e “
K 4_-» Ke.> K% > A,{_-» “
K > 7 Tk > ~ > “

Figura A.14: Ilustrarea teoremei lui Stokes-Ampére

Din aceste relatii rezulta expresia vectorului rotor in coordonate carteziene:

- 0A, O0A 0A 0A 0A, 0A
A= = Y3 T2y —Y m)ﬂ A1l
rot <6y 6z)x+<8z 6w)y+<8x oy - ( %)

Teorema integrala Stokes-Ampére
Sa calculam fluxul vectorului rot @ printr-o suprafatid oarecare marginitd de un contur
inchis, divizand suprafata consideratd in mici elemente de suprafata AS;.
/rotc‘i-dg:z / rot @- dS. (A.120)
S

(1) A'S;

Cum AS; este foarte mic, se obtin in prima aproximatie, folosind relatia de definitie (A.109),
urmatoarele expresii ce corespund fiecarui element de suprafata:

/ rotA-dS = / (rot/f)ndS ~ (rot/f)nASi R~ 7{/_( dl (A.121)
ASZ' Asi '
Ca urmare:
/mtA A5~y %A Ll (A.122)
s @ "

Conform Fig.A.14, integralele de pe contururile ce méarginesc doua suprafete vecine sunt
opuse ca semn (deoarece sunt parcurse in ambele sensuri) gi ca urmare se anuleaza reciproc.
Singurii termeni ce raméan necompensati sunt cei de pe conturul exterior ce margineste supra-
fata considerata. Considerand suprafetele AS; din ce in ce mai mici, prin trecere la limita se
obtine relatia:

/ rotA - dS ~ f A.dil (A.123)

Aceasta relatie este cunoscuti ca teorema Stokes-Ampére.

A.4 Probleme

1. Poate fi rezultanta a doi vectori de méarimi diferite, egald cu zero?
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Folosind definitia produsului scalar a doi vectori sa se demonstreze teorema cosinusului.

- -

Folosind definitia produsului vectorial intr-un triunghi construit cu vectorii, A,B,C_"
(C = A+ B) deduceti teorema sinusului:

sin(A4, B) B sin(B,C)  sin(4,C)
c A B

. Fie vectorii:

= T —y+4z;
T+ 2y + 22,
= 2%+ 27— 22

Q o QL

(a) reprezentati grafic vectorii @, bsic
(b) calculati @+ 2b— &a- (b x )b x @ x 2¢:
(c) determinati:

— proiectia lui gpe ¢ — 2a;

— unghiul dintre @ + 2b — @ si & — 2a;

— cosinusurile directoare dintre 3b si ¢

. Fortele:

Fy = 2&—§—43,
Fy = —42+3)+ 2.
actioneaza asupra unui punct material care se deplaseaza in linie dreapta din punctul

A(2,2,1) in punctul B (2,4,—1). Calculati lucrul mecanic L = [ Fd7 efectuat de forta
care rezulta din compunerea lui F cu Fy, (F] + F»).

. Care este valoarea distantei dintre varfurile vectorilor de pozitie ¥y = & — 29 + 32 si

o = 20 — 49 + HZ7
Raspuns: 5

. Pentru ce valoare a lui ¢ urmaétorii trei vectori sunt coplanari?

a = 3&+2)— %
b = 3&+4)—52;
a = c@+9-2)

Care este valoarea lui ¢ pentru ca ei sa formeze un triunghi?

Raspuns: ¢ = —T;c=4v2
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10.

11.

12.

. Demonstrati egalitatile:

(@0 Exd + (59 (2xd) (e () =
(d’xg)x(cx@:((i . .8 -

_(5><5-

=
S
|
—
S
X
L
2
Q)

. Demonstrati egalitatea: rot(rot @) = grad(diva) — V2a.

Calculati gradientul functiei 1/7% cunoscand ca r = \/22 + 32 + 22.

Calculati rotorul functiei U = k/r si componentele carteziene ale fortei definite prin
relatia F' = —VU, unde r = /22 + y2 + 22, iar k - o constanta.

Determinati divergenta vectorului ¥ = xy — yzy — zx2.
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Notiuni introductive despre ecuatii
diferentiale ordinare

O ecuatie diferentiald este acea ecuatie in care necunoscuta y (o functie de una sau mai
multe variabile, x1, xo, ..., ,,) apare impreuna cu derivatele sale pana la un ordin n. Ordinul
maxim al derivatei, n, reprezinta ordinul ecuatiei diferentiale. Daca functia y este de o singura
variabila (m = 1), ecuatia diferentiala se numeste ordinara. Dacd m > 1, ecuatia diferentiala
se numeste cu derivate partiale.

In cele ce urmeazi, vom face o foarte scurti trecere in revistd a principalelor tipuri de
ecuatii diferentiale ordinare si vom prezenta modalitatea de aflare a solutiilor acestora, atunci
cand acest lucru este posibil. Am ales, in special tipurile de ecuatii diferentiale ordinare care
apar in cartea de fata.

Concretizand cele aratate anterior, o ecuatie diferentiala ordinara se scrie sub forma gene-
rald:

f@,y, ¢, y™) = 0. (B.1)

O ecuatie de forma:
f@,y,y) =0 (B2)
este de ordinul I, deoarece aici apare doar derivata de ordin I a lui y. In acelasi sens, ecuatia:
fl@y,y,y")=0 (B.3)

este de ordinul II.
In anumite conditii, ecuatia diferentiald (B.1) se poate scrie sub forma echivalenti:

y(n) = w(x7y7y/7"'7yn_1)7 (B4)

denumita forma normald.
Rezolvarea (integrarea) unei ecuatii diferentiale urmareste gasirea multimii functiilor y(x)
care verifici ecuatia diferentiald respectivil. Prin solutie a ecuatiei diferentiale pe intervalul

! Aceastd multime se numeste solutia generald a ecuatiei diferentiale.

321
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(a,b) C R se intelege o functie y(x), pentru care exista derivatele y/,y”,...,y™ si verifica
relatia (B.4) pe (a,b) , pentru orice valoare a lui .

Ecuatiile diferentiale descriu evolutia unui sistem in timp si/sau spatiu. Integrarea lor
conduce la gasirea unei familii de solutii y(x), de forma:

Y= @(x,al,ag,...an), (B5)

unde a; sunt constante arbitrare, fiecare putand lua valori intr-un interval finit sau infinit.
Numarul n al constantelor este egal cu ordinul ecuatiei diferentiale.

Relatia (B.5) precizeaza solutia generald a ecuatiei diferentiale. Pentru o anumitd valoare
a constantelor a; (cu i = 1... n), se giseste o solufie particulard a ecuatiei diferentiale.

Din pécate, nu exista o metoda generala de integrare a ecuatiilor diferentiale, ci metode
valabile doar pentru anumite tipuri de ecuatii diferentiale. Alegerea metodei se face in functie
de forma ecuatiei diferentiale si ea este aplicabila intr-un numaér limitat de situatii.

B.1 Ecuatii diferentiale de ordinul I cu variabile separabile
Forma generala a acestor ecuatii este:
y' - 9(y) = h(z) = g(y)dy = h(z)dz. (B.6)
Aceasta se integreaza imediat:
/g(y)dy = /h(m)dw +C, (B.7)

unde C' este o constanta reala oarecare. Ecuatiile diferentiale cu variabile separabile apar, de
exemplu, in studiul migcarii punctului material sub actiunea unor forte dependente de viteza
sau de timp.

Exemple

(1) Fie ecuatia diferentiala:

y +y?cosz = 0. (B.8)
Ea se poate scrie sub forma:
d
——g = cos zdz, (B.9)
Yy
de unde:
dy 1 .
— | 5= [cosxzdr<s — =sinz+C (B.10)
Y Yy
sau: .
=— ;CeR B.11
Y= Gnz+C’ ( )

(2) Fie ecuatia diferentiala:
xy =/1— 2 (B.12)
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Ea se poate scrie si sub forma:

d d
i (B.13)
1— y2 X
Dupa integrare vom gasi:
arcsiny = In |z| + InC = In C|z|, (B.14)
de unde:
y =sin(ln C|z|), C>0 (B.15)
B.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul I
Ecuatiile diferentiale liniare de ordinul I au forma:
Wt fay = o) (5.16)
e €T = X .
do Yy =g\x),
unde f(x) si g(x) sunt functii oarecare de x, in particular nule sau constante.
Unei astfel de ecuatii i se asociaza ecuatia omogena:
dy
— =0 B.17

Solutia ecuatiei omogene este usor de gasit, deoarece ecuatia (B.17) este cu variabile sepa-
rabile; ea se poate rescrie sub forma:

= = _f(x)da. (B.18)

Daca F(x) este o primitiva a lui —f(x) avem:
Inly| = F(z) + C = |y| = “el'®), (B.19)

si deci:
y = +eCef"@) = gel'(@) cua== e’ (B.20)

S& presupunem cunoscuté o solutie particulara, yo(x) a ecuatiei (B.16). Atunci:

dyo

g f(x)yo = g(x). (B.21)

Scazand, membru cu membru, ecuatiile (B.16) si (B.21) avem:
—— = —— + f(@)(y =) =0, (B.22)

ceea ce Inseamna ca diferenta (y — yo) este o solutie a ecuatjiei diferentiale (B.22) si deci:

y — yo = ae’ ™), (B.23)
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adica:
y = yo + ae’' @), (B.24)

Prin urmare, putem afirma ca:

Solutia generald a unei ecuatii diferentiale liniare neomogene de ordinul I este sum dintre
o solutie particulard a acester ecuatii st solutia generald a ecuatieir omogene corespunzatoare.

In continuare, rimane problema gasirii unei solutii particulare a ecuatiei neomogene. Acest
lucru poate fi realizat folosind aga-numita metoda a variatiei constantei si anume:

Sa presupunem ca constanta a, care apare in expresia solutiei ecuatiei omogene ar fi o
functie de z, adicd a = a(z)?. Cautdm in ce conditii functia y(z) = a(z)ef’®) este solutie a
ecuatiei (B.16). Vom avea:

e d (x)e""® 4+ a(z)F'(x)e!" @), (B.25)
x
Avand in vedere cd F'(z) = — f(x), dupa inlocuirea lui dy/dx in ecuatia (B.16) obtinem:
d(2)e"® —a(2) f ()" + f(2)a(2)e" ™ = g(), (B.26)
de unde:
d' (x)ef @) = g(x). (B.27)
Ca urmare, a(z) este o primitiva a lui g(z)e @ deci:
a(xz) = /g(x)e*F(“)dx. (B.28)

Putem acum scrie solutia generala a ecuatiei neomogene sub forma:
y=a+ /g(m)e_F(x)d:c] el (B.29)

unde F'(z) este o primitiva a functiei f(x), care apare ca un coeficient al lui y in ecuatia (B.16).

FExemple
(1). Fie ecuatia diferentiala:
d
ﬁ = 2:c(ex2 +v). (B.30)
Ea se poate scrie sub forma echivalenti:
dy 2
—= — 2xy = 2xe” . B.31
1 T 2%y = 2xe ( )
In acest caz, f(z) = —2z, iar o primitivi a lui —f(z) este 22. Prin urmare:

2 2

y=la+ 2/xe’”2 -e_“”Qdm] e’ = (a+x%)e” . (B.32)

2De aici denumirea de variatia constante.
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(2). Fie ecuatia diferential:

@

Ir 1+ 2%) + 22y = cos z. (B.33)

Ea se mai poate scrie gi sub forma:

dy 2y COS T

— = . B.34
d:v+1—|—:c2 1+ 22 (B.34)
In acest caz: 5
x
— =-__" B.
care are o primitivd datd de —In(1 + 22). Rezulta, in final:
_ COST_in(14a2), (1+12):a+sinx B.36
Y= a+/1—|—:c2 x] T (B.36)
B.3 Ecuatia de tip Bernoulli
O astfel de ecuatie are forma:
dy o
o = F@) -y +g(y) -y, (B.37)

unde « este o constanta arbitrard. Daca a = 0 sau a = 1, ecuatia este liniard. Daca « este
diferit de 0 sau 1, iar y # 0, impartind ecuatia precedenta prin y®, vom obtine:

Yy = flay'= + g(z). (B.35)

Mai departe, ficand schimbarea de variabild z = y'~%, avem:

dz oy dy oy de
Y _ -y Y B.
dx (1=a)y dx ~ A dr ~ 1—ads’ (B:39)
Inlocuind acest rezultat in (B.38) gisim:
dz
& (- a)fa) = + gla)) (B.40)

Am ajuns astfel la o ecuatie diferentiald in z(z). Dupa ce gisim solutia z = z(z), expresia
lui y se poate obtine din relatia:
y=zT-a. (B.41)

Exemplu
Fie ecuatia diferentiala:

= =2y + 23>, (B.42)
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Folosind procedeul analizat in cazul ecuatiilor liniare, vom gasi:

z=la+ / —2.%'36212] e 2 (B.43)
Dupa integrare: ,
z=ae ¥ — % + i (B.44)
Asgadar, expresia lui y este:
y = (ae~2" %2 . i)—%_ (B.45)

B.4 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul II

Forma generala a ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul II este:

@)y + fi(z)y' + fo(z)y = g(). (B.46)
Ecuatjiei diferentiale (B.46) i se asociazad ecuatia omogena:
fa(@)y" + fi(@)y + folx)y =0. (B.47)
S& presupunem ca se cunoagte o solutie particulara, yo(z), a ecuatiei (B.46). Atunci:
fa(@)yg + fr(@)yh + folx)yo = g(x). (B.48)
Scazand ecuatiile (B.46) si (B.48) gasim:
@) =) + (@) —v0) + fol@)(y — yo) = g(x). (B.49)

Deci diferenta (y — yo) este solutie a ecuatiei omogene. In concluzie: Solutia generald a
unei ecuatlit liniare de ordinul Il este suma unei solutii particulare a acestei ecuatii si solutia
ecuatier omogene asociate.

Cautam, intr-o prima etapd, solutia ecuatiei omogene. Presupunem ca y;(x) este o solutie
a ecuatiel omogene si sa considerdm ci y este legat de y; printr-o relatie de forma:

Y = 2Y1, (B.50)
unde z este o noua functie necunoscuta. Calculand 3’ si y” si inlocuind in (B.48) vom avea:
F(@) Wiz + 2012 + y12") + [i(@) (W12 + y12") + fo(z)yrz = 0. (B.51)
Deoarece y; este o solutie, tinand cont de (B.48), gasim:
z [f2(@)yi + fr(@)yh + folz)] = 0. (B.52)
Din ecuatia (B.51) mai raméne:

fa(@) (212" + y12") + fr(z)y2" = 0, (B.53)
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care este de forma:
Fy(2)2" + Fi(x)2' = 0. (B.54)

Facand schimbarea de variabild u = 2’ gasim o ecuatie diferentiald liniard omogena de
ordinul I, despre care am discutat mai inainte. Prin integrare se gaseste z, apoi solutia ecuatiei
omogene.

De remarcat cd daci yi(x) este o solutie particulara a ecuatiei omogene, ky; (unde k este
o constantd arbitrard) este, de asemenea, o solutie particulard a aceleeasi ecuatii diferentiale.
S& presupunem acum cd se cunoagte o a doua solutie particularad a ecuatiei (B.48), y2(x), care
nu este de forma ky;. Acestei a 2-a solutii trebuie sa ii corespunda o solutie z;(x), asa incat
y2(z) = z1(x)y1(z). Prin urmare, solutia generala a acestei ecuatii trebuie sa fie:

z = kozo + kq, (B.55)

Sau:
z = kQ% + k. (B.56)
Y1

(k1 si ko sunt doud constante arbitrare). In concluzie:
Solutia unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul II, omogene, este de forma:

y = kiy1 + ka2yo, (B.57)

y1 §1 yo fiind doud solutii particulare, al caror raport nu este o constantd.

Cu alte cuvinte:

Solutia ecuatiei diferentiale (B.46) se poate obtine daca se cunoaste o solutie particulard a
sa st doud solutii ne-proportionale ale ecuatiei (B.48). Prima solutie particulara, yo, se poate
obtine prin metoda variatiei constantei, de care ne-am ocupat in cazul ecuatiilor liniare. Nu
exista, insa, metode generale de aflare a lui y; si ys.

B.5 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul II cu coeficienti con-
stanti

Astfel de ecuatii sunt de forma:
ay” + by +cy = f(x), (B.58)

a, b, c fiind constante reale arbitrare.
Ecuatia omogena asociata este:

ay” + by + cy = 0. (B.59)

Cum acesta este un caz particular a situatiei discutate anterior, aici se pot obtine doua
solutii particulare ale ecuatiei omogene (B.59) cautand o solutie de forma:

y=-e'", (B.60)
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unde r este o constanta ce trebuie determinata. Vom avea:
ar?e™ 4+ bre™ + ce =0 (B.61)
si:
ar® +br +c=0. (B.62)

Ecuatia (B.62) se numeste ecuatia caracteristica asociata ecuatiei diferentiale (B.59). Ea
are radacini r o reale sau complexe, distincte sau confundate. Exista trei situatii distincte:
(a) r1 si 7o sunt reale si distincte. Solutia generald a ecuatiei omogene este:

y = kie"" + koe™", (B.63)

k1 si ky fiind doud constante arbitrare.
(b) 71 si ro sunt reale gi confundate. Solutia generald a ecuatiei omogene este:

y = (ax +b)e"”, (B.64)

cu a, b - constante arbitrare
(c) r1 sl ro sunt complex conjugate. 1 = «a + i3, iar ro = o — if3.
Solutia generala este:

y = ki€ 4+ roe™* = eax(kleiﬁ“ + kge*iﬁx), (B.65)

adica:
y = e*[k1(cos Bz + isin fz) + ka(cos Sz — isin fz)]. (B.66)

Solutia reald trebuie sa aiba coeficienti reali, astfel incat:
y = e (acos fz + bsin fx), (B.67)

sau:

y = Ce™ cos(fz + ). (B.68)

Pentru a obtine solutia generald a ecuatiei neomogene, la o solutie particulard a acestei
ecuatii trebuie adunata solutia generala a ecuatiei omogene, mentionata anterior.
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Constante fizice gi

Constante fizice

Viteza luminii in vid
Constanta atractiei universale
Masa atomului de hidrogen
Masa electronului

Sarcina electronului

Valori definite ca standard

unitatl de masura

c=2,997 924 58 x 108m/s
v =6,673 x 10~ "' Nm?/kg?
mg = 1,673 52 x 1072"kg
me = 9,1094 x 10731 kg
e=1,602 18 x 10~ 17C

Acceleratia gravitationala standard go = 9.806 65m /s>

Presiunea atmosferica normala

po = 1,013 25 x 10°Pa

Marimi specifice Pamantului

Masa

Raza la poli

Raza la ecuator

Semiaxa mare a orbitei
Excentricitatea orbitei

Perioada orbitala

Viteza maxima pe orbita

Viteza de evadare in spatiu
Viteza unghiulara medie orbitala

Mp = 5,974 x 10724 kg

YM, = 3,9860 x 10714 m3/s?
R, = 6356,8 km

R. = 6378,1 km

ap = 1,495 98 x 10% km

e =0,016722

T=3,1558 x 1077 s

Umaz = 29,785 km/s

ve = 11,9 km/s

w=7,2921 x 107° 57!
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Marimi specifice Soarelui si Lunii

Masa Soarelui Mg = 1,989 x 1030 kg
= 3,3295 x 10° Mp
Mg = 1,32712 x 1020 m3/s?

Masa Lunii mr, = 7,348 x 10%? kg

=0,012300 Mp
Semiaxa mare a orbitei Lunii ar, = 3,8440 x 10° km
Perioada orbitald a Lunii Ty = 2.3606 x 10° s

Unitatile de masura ale marimilor fundamentale din SI

1. Kilogramul, kg: masa etalonului international péastrat la Biroul International de Masuri
si Greutati de la Sévres, din Franta.

2. Secunda, s: durata a 9 192 631 770 perioade de oscilatie a tranzitiei hiperfine intre
nivelele F =4, mp =0 si F = 3, mp = 0 ale starii fundamentale a izotopului 33Cs.

3. Metrul, m: distanta parcursa in vid de lumind in 1/299 792 458 s.

4. Amperul, A: intensitatea curentului care, trecAnd prin doud conductoare de sectiunen
neglijabila, infinit lungi si paralele intre ele, plasate in vid la o distanta de 1m, determina o forta
de interactiune intre acestea de 2 x 1077 N pentru fiecare metru de lungime a conductorului.

5. Kelvinul, K: intervalul de temperatura egal cu 1/273,16 din temperatura termodinamica
a punctului triplu al apei.

6. Candela, cd: intensitatea luminoasa emisd, intr-o directie datd, de o sursd monocroma-
tica cu frecventa de 540 x 102 Hz si a cérei intensitate energetici in aceasta directie este de
1/683 W /sr.

Unitati derivate

Newton IN = 1kg m/s>
Joule 1J =1Nm
Watt IW =1J/s
Pascal 1Pa = 1N/m?

Hertz 1Hz =151
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Prefixe pentru multiplii si submultiplii marimilor metrice

103
109
109
1012
1073
106
1079
10—12

kilo-
Mega-
Giga-
Terra-
mili-
micro-
nano-
pico-

238EcZ

2=

NN N N N N N

=
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Glosar

sa coeficient
instabila, 259 de rezistenta, 43
de restitutie, 85

actiune, 206 colatitudine, 20

acceleratie, 7, 9, 11
centripeta, 14
Coriolis, 14
instantanee, 7

conditii initiale, 32
contractia lungimilor, 233
coordonate, 2

carteziene, 3, 9

medie, 7 ciclice, 208
normala, 17

tangentiala, 17
amplitudine, 49
atractor, 261
atractori, 255

cilindrice, 17
generalizate, 198
naturale, 17
polare plane, 12

haotici, 255 Z?jr‘ll: 16;
stranii, 255 . .
cosinusuri directoare, 303

balanta cuadrivector

de torsiune, 61 de pozitie, 244
bazin de atractie, 255 forta-putere, 248
Bernoulli impuls-energie, 247

ecuatia de tip, 325 interval, 245
bifurcatii, 269 viteza, 246

sa-nod, 270 curbura

furca, 270 traiectoriei, 17

subcritice, 271 curgere

supercritice, 271 laminara, 180

transcritice, 271 '
bifurcatii|Hopf, 272 densitate

liniara, 128

centru de masa, 73 superficiala, 128
ciclu limita, 263, 265 volumica, 128
circulatia de forta exterioara, 176

unui vector, 307 densitatea
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curentului masic, 313
derivata

substantiala, 175
diagrama

de stabilitate, 259
dilatarea duratelor, 231
dimensiune

de capacitate, 277

fractala, 277
distributie

liniard de masa, 130

superficiald de masa, 130
durata proprie, 232

echilibru, 48
indiferent, 48
instabil, 48
stabil, 48
ecuatia
de continuitate, 178
Euler, 176
fundamentalad a hidrostaticii, 169
lui Bernoulli, 180
lui Toricelli, 182
ecuatii
canonice (Hamilton), 209
Lagrange, 204, 205
ecuatia
Binet, 56
parametrica, 3
ecuatii
Lorenz, 282
efectul
Magnus, 189
elipsoidul de inertie, 143
energie
cinetica, 37, 38, 76
cinetica interna, 76
cinetica orbitala, 76
cinetica relativista, 240
de reactie, 78
interna, 76
potentiala, 40, 75
relativista, 239

energie cinetica

de rotatie, 141
eveniment, 240
exponenti Lyapunov, 274

faza, 49, 210
fluid, 165
newtonian, 185
focar
instabil, 259
stabil, 259
forta
de adeziune, 166
de coeziune, 165
portanta, 184
forte generalizate, 200
forta
conservativa, 39
medie, 32
forte
externe, 72
impulsive, 80
interne, 72
formalism
Hamilton, 195
Lagrange, 195
formula Q, 90
fractal, 275
frecventa
unghiulara, 49
functia
Hamilton, 208
Lagrange, 203, 206
functie
scalara, 307
vectoriala, 307

giroscop
liber, 146
grade de libertate, 123

impuls, 28

inertie, 29

integrala
prima, 214
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337

integrale prime, 41
intensitatea

curentului masic, 311
interval

spatial, 243

temporal, 243

Joule, 37

latitudine
nordica, 20
sudica, 20

legaturi

neolonome, 196
olonome, 196
reonome, 196
scleronome, 196, 198
legea
lui Poiseuille, 187
conservarii energiei mecanice, 75
conservarii energiei totale, 75
conservarii impulsului, 74
de conservare a energiei, 47
lui Arhimede, 173
lui Bernoulli, 181
lui Stokes, 189
Pascal, 170
linie de univers, 240
longitudine
estica, 20
vestica, 20
lucru mecanic, 36

marimi
tensoriale, 297
vectoriale, 297
marimi
tensoriale, 16, 297
masa
de miscare, 234, 236
de repaus, 234
inerta, 29
longitudinala, 237
redusa, 83
redusa, 63

menisc
concav, 167
convex, 167
migcare
de nutatie, 151
de precesie, 148
mobil, 2
modul, 298
moment
al fortei, 34
de inertie, 126
liniar, 28
unghiular, 34
unghiular total, 77
momente
centrifugale de inertie, 141
principale de inertie, 141
momentul
fortei, 126

nod
instabil, 259
stabil, 259
nulcline, 256

operator
divergenta, 308, 311
gradient, 308
Laplace, 308
nabla, 308
rotor, 308, 315

parametri

de control, 253
parametru

de ciocnire, 86, 94
pereche actiune - reactiune, 33
portretul fazic, 254
presiune

dinamica, 181

statica, 181

produs
mixt, 305
scalar, 302

vectorial, 303



338

GLOSAR

pulsatia, 49
punct
material, 2
punct material, 2, 9, 72
liber, 28
puncte
critice, 256
fixe, 256
singulare, 256
putere mecanica, 36

regula

paralelogramului, 300

poligonului, 300

bac minus cab, 306

burghiului drept, 10, 15, 303, 315

burghiului stang, 16

mainii drepte, 18
reper

inertial, 28

spatial inertial, 28

temporal inertial, 28
rotatia

cu punct fix, 139

in jurul axie fixe, 125
rotatie

cu punct fix, 146

sectiunea Poincaré, 267
separatoare, 255
sistem
al centrului de masa, 66, 74
al laboratorului, 64, 74
autonom, 253
conservativ, 254, 288
de referinta, 223
de referintd inertial, 227
dinamic, 253
disipativ, 254, 258
integrabil, 286, 287
izolat, 66, 74, 75, 78
legat, 76, 196
liber, 196
neautonom, 253

nonintegrabil, 287, 290
solid
rigid, 121
spatiul
configuratiilor, 200
fazelor, 210, 254
stare libera, 48
suprafati echipotentiala, 308

teorema
axelor paralele, 128
axelor perpendiculare, 131
Green-Gauss-Ostrogradski, 314
Stokes-Ampére, 317
variatiei energiei cinetice, 37
variatiei impulsului, 32

variatiei momentului unghiular, 34

timp
de relaxare, 43
traiectoria, 3
traiectorie
generalizata, 201
transformari
Galilei, 226
Lorentz directe, 230
Lorentz inverse, 230

unghi
azimutal, 20

variabile
conjugate, 208
vector
axial, 16
polar, 16
versori, 9, 298
viteza
absoluta, 225
areolara, 55
de transport, 225
generalizata, 198
instantanee, 5
medie, 5
relativa, 225
unghiulara, 15



