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PREFATA

Inceputurile geometriei diferentiale se gasesc in lucririle lui Leibniz (1646-1716) si
sunt indisolubil legate de inceputurile analizei matematice.

Teoria curbelor plane a fost elaboratd in a doua jumatate a secolului al XVII-lea si in
prima jumadtate a secolului al XVIII-lea. L. Euler (1707-1783) a studiat curburile sectiunilor
normale ale suprafetelor, a dat definitia directiilor principale si a curburii unei suprafete,
proprietatile suprafetelor desfasurabile si unele proprietati ale curbelor in spatiu.

A doua etapa in dezvoltarea geometriei diferentiale a fost inauguratd de G. Monge, care in
lucrarea ,,Application de 1’analyse a la geometrie”, publicata in 1795, construieste teoria
curbelor in spatiu. S-a ocupat, de asemenea, cu studiul generarii suprafetelor prin curbe.

A treia etapa in dezvoltarea geometriei diferentiale o inaugureaza K. Gauss (1777-1855),
care s-a ocupat de teoria suprafetelor, pornind de la geodezie.

Contributii la dezvoltarea acestei teorii au avut de asemenea: J. Schouten, G. Darboux,
E.J. Cartan, G. Fubini, LLN. Lobacevski, 1. Bolyai, E. Beltrami, F. Klein, H. Poincaré, B.
Riemann si altii.

Prima lucrare de geometrie diferentiald din tara noastra este scrisa de E. Bacaloglu,
care in 1859 a considerat o alta curburd a unei suprafete pe langa curbura totald si medie.

Primul geometru roméan, ale carui lucrari de geometrie diferentiald s-au impus atentiei
matematicienilor din Intreaga lume, este Gh. Titeica (1873-1939). Deoarece el a introdus si
studiat o clasd de curbe si una de suprafete, care astdzi ii poartd numele, el este considerat
unul dintre creatorii geometriei centro-afine.

Contributii importante la dezvoltarea geometriei diferentiale proiective si afine a curbelor si

a suprafetelor au adus si: acad. Al. Myller si acad. O. Mayer.

Un alt geometru roman, Al. Pantazi (1896-1948), format in scoala geometrului francez
E.J. Cartan, a adus prin lucrarile sale contributii importante Tn domeniul geometriei diferentiale
proiective a curbelor si a suprafetelor.

Un loc proeminent intre geometrii romani, il ocupa acad. G. Vranceanu, creator al
teoriei spatiilor neolonome si al unei teorii unitare relativiste, care a adus contributii
importante 1n aproape toate ramurile geometriei diferentiale moderne.

In cartea de fata sunt prezentate, pe parcursul a trei capitole, rezultate clasice din
geometria diferentiald: a curbelor plane, a curbelor 1n spatiu si a suprafetelor.

Capitolul 1, intitulat: Elemente de geometrie diferentiala a curbelor plane, are in
vedere, pe parcursul a saisprezece paragrafe, studiul notiunilor de: tangenta si normala la o
curba pland, subtangentd, subnormald, segment tangenta si segment normala, lungime a unui
arc de curba pland, element de arc, curburd si raza de curburd, contact intre doud curbe
plane, cerc osculator, puncte multiple ale unei curbe plane, infasuratoare a unei familii de
curbe plane, evolutd si evolventa. De asemenea, pe cateva curbe plane, des utilizate 1n
tehnica, este exemplificata reprezentarea analitica a curbelor plane.



VI

Capitolul 2, intitulat: Elemente de geometrie diferentiali a curbelor in spatiu, este
dedicat studierii, pe parcursul a saptesprezece paragrafe, a notiunilor de: tangenta, plan
normal, plan osculator, normala principald, binormald, plan rectificant, triedru Frenet,
indicatoare sferica, curburd, torsiune, formule ale lui Frenet cu aplicatii, curba aproximanta,
contact intre doua curbe 1n spatiu, contact intre o curba si o suprafata, sfera osculatoare. Sunt
de asemenea prezentate citeva clase remarcabile de curbe n spatiu.

Capitolul 3, intitulat: Elemente de geometrie diferentiala a suprafetelor, contine
paisprezece paragrafe, in care se realizeaza studiul notiunilor de: curba trasata pe suprafata,
curbe coordonate, plan tangent, normald, prima formd fundamentald cu aplicatiile sale, a
doua formd fundamentald, sectiune normald, curburi normale si tangentiale, curburi
principale, directii principale, curbura totala si medie, linii asimptotice, linii de curburad, linii
geodezice, invarianti pe suprafatd. Sunt de asemenea prezentate citeva clase remarcabile de
suprafete.

Realizatd pe o structurd de curs universitar, continand partea teoretica a problematicii
abordate, cartea de fatd cuprinde si un bogat material exemplificativ si in acelasi timp,
propune o serie de probleme spre rezolvare, ce permit cititorului sa verifice singur calitatea
insusirii cunostintelor studiate. Paragrafele teoretice sunt sustinute de probleme rezolvate,
care dau posibilitatea aprofundarii notiunilor cuprinse in paragraful respectiv.

Aceasta carte a fost scrisd, astfel ca limbajul, notiunile teoretice si succesiunea lor sa
fie Tn concordanta cu programele analitice in vigoare.

Lucrarea de fatd se adreseaza studentilor care urmeaza cursul de geometrie diferentiala
clasica dar si fizicienilor si inginerilor care folosesc metodele geometriei in studiile lor.

In acelasi timp, cartea este utild tuturor acelora care vor si se initieze in acest important
domeniu al matematicii.

23 aprilie, 2003 Autorul
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Capitolul 1

ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFERENTIALA
A CURBELOR PLANE

§1.1. Reprezentarea analitica a curbelor plane

Fie (1) planul (xOy) in care s-a fixat un sistem de coordonate carteziene X, y.

Definitia 1.1. Se numeste arc simplu de curba pland, o multime (I') de puncte M din
plan ale caror coordonate carteziene X, y in raport cu reperul ortonormat X = {O, 1, j} al lui

2 . . e = . . o ..
IR” si vectori de pozitie r satisfac una din urmatoarele relatii:

D) : Fx,y)=0, (x,y)e Dc R?, (1.1)

D : y=fx), xe x,x) c R, (1.2)
[x=x(),

) {y=y(t>, te (t,,t,) CR, (1.3)

@): T=T (), te(t,,t,) R, (1.4)

unde functiile F, f, x, y,  satisfac conditiile:

i) sunt reale, uniforme si continue;

ii) functiile x si y stabilesc o corespondenta biunivoca si bicontinud intre punctele M € (I)
si multimea valorilor parametrului real t (te (t,,t,));

iii) admit derivate de ordinul intai continue.

Relatiile (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) se numesc respectiv reprezentarea analiticd implicita
sau ecuatia implicita a arcului simplu de curba pland (I'), reprezentarea analitica explicita
sau ecuatia explicitd a arcului simplu de curba pland (I'), reprezentarea analitica
parametrica sau ecuatiile parametrice ale arcului simplu de curbda pland (I') si
reprezentarea vectoriald sau ecuatia vectoriald a arcului simplu de curba plana (I).

Definitia 1.2. 1° Se numeste arc regulat de curba pland, multimea (I') a punctelor M din
IR?, ale caror coordonate carteziene X, y 1n raport cu reperul ortonormat R = {O, 1, j} al lui
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R? si vectori de pozitie r satisfac ecuatia (1.1), sau ecuatia (1.2), sau sistemul (1.3), sau

ecuatia (1.4), unde functiile F, f, x, y, T indeplinesc conditiile numite de regularitate:

i) sunt reale, uniforme si continue;

ii) functiile x §i y stabilesc o corespondenta biunivoca si bicontinua intre punctele M € (I)
si multimea valorilor parametrului real t (te (t,,¢t, ));

iii) admit derivate de ordinul intii continue;

iv) in intervalele considerate sunt indeplinite relatiile:

(F P +(F,)* 20, KO+’ ©#0, [fv|=0,
unde:
_oF
oox]

T O P DTN 4
F X(t)—dt 1, y@ ” (t), (v dt(t).

F =—,
Y7 dy

2° Se numeste arc regulat de ordinul n, sau clasd n un arc regulat de curba plana (I'),

pentru care functiile F, f, x, y, t admit derivate (partiale, respectiv ordinare) continue pana la
si inclusiv ordinul n > 1, astfel incat nu toate derivatele de acelasi ordin sa se anuleze.

3° Se numeste curbd regulata de ordinul n, sau curbd de clasd n, pe scurt: curbd, o
reuniune de arce regulate de ordinul n, care au extremitatile, eventual, puncte singulare (in sensul
definitiei 1.3), adica:

D) =u(L).

iel

Definitia 1.3. 1° Se numeste punct singular al unei curbe plane, punctul in care nu
este Indeplinitd cel putin una din conditiile de regularitate.

2° Se numeste punct ordinar al unei curbe plane, punctul in care sunt indeplinite toate
conditiile de regularitate.

§1.2. Stabilirea ecuatiilor unor curbe plane

Pentru a studia curbele plane este nevoie de ecuatiile lor, adica de reprezentarile lor
analitice. Se pot studia curbele plane Tn doua moduri:
o fie se pleacd de la o reprezentare analiticd, adicd de la ecuatia sau ecuatiile curbei;
o fie se stabileste ecuatia curbei, prin determinarea ei ca loc geometric, adica se pleaca
de la o anumita proprietate a ei.
In cele ce urmeazi se vor stabili ecuatiile citorva curbe plane.

1.2.1. Cisoida lui Diocles

Se considera un cerc de raza data a si o tangenta Intr-un punct A fixat pe cerc. O secantd
oarecare, dusa prin punctul O, diametral opus lui A, taie cercul n C si tangenta in B (fig. 1.1).
Definitia 1.4. Locul geometric al punctului P care are proprietatea:
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BP=0OC

A\
este curba care poartd numele de cisoida lui Diocles. J

Pentru a determina ecuatia locului geometric, se R
considerd punctul O originea reperului, axa Ox dreapta 8 -’% X
(OA) si axa Oy perpendiculara in O pe OA (fig. 1.1). 0 A

Fie 0 unghiul variabil format de secantad cu axa Ox si U
p lungimea segmentului OP.

Coordonatele x, y ale punctului P sunt: Fig. 1.1.

X =p cos 0, y =p sin 0.

Deoarece p variaza cu 0, trebuie exprimat p Tn functie de 0 si in acest scop se obtine:

2a
cos O

p=0P=0OB-BP=0B-0C-= —2acos 0,

cum rezulta din triunghiurile dreptunghice OAB si OCA.
Deci:

sin® 0

I: p=2a ,
cos O
relatie care reprezintd ecuatia cisoidei in coordonate polare, sau reprezentarea polara a
cisoidei.

Prin introducerea valorii lui p in expresiile pentru X si y, se obtine:

x=2asin’ 0,

@) : -3
y=2asm 0

b
cos O

relatii ce exprima reprezentarea parametricd a cisoidei.

Prin eliminarea intre cele doud ecuatii a parametrului 0,

se obtine: ¢
2 2
X:tge, sin” 0= 8 26 2y =
X I+tg"0 x"+y
.. x

deci: 2 7 .

x=2a 2y =

X +y

sau:

D) : x> +xy’—2ay’ =0,

relatie care constituie reprezentarea implicitd a cisoidei. Fig. 1.2.

Din ultima ecuatie se obtine reprezentarea explicita a cisoidei:
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o [ x
I): y==%x ra—x

Cisoida lui Diocles este reprezentata grafic in fig. 1.2.

1.2.2. Cicloida

Definitia 1.5. Cicloida este curba plana descrisa de un punct fix de pe un cerc, care
ruleaza, fara sa alunece, pe o dreaptd fixa.

Fie O un punct fix al unui cerc de raza a, tangent in O la dreapta (d).
Pentru a determina ecuatia cicloidei se considerda punctul fix O drept origine a
reperului, dreapta tangenta (d), drept axa Ox si axa Oy perpendiculard in O pe (d) (fig. 1.3).

N
,/“.”"\\ ™
f/ Ve o él < 0 S
\ m
\ /} e
N ! 3
1] M A d)
Fig. 1.3.

Cand cercul ruleaza din pozitia O pana 1n pozitia A, punctul care a fost in O a ajuns in
M. Se obtine:

/N
OA=AM=ag,

unde @ este unghiul de rulare.
In triunghiul OwM se obtine:

OM =00+ mM .

Daca se proiecteaza pe axa Ox, respectiv pe axa Oy, ultima egalitate si se noteaza cu X,
y coordonatele carteziene ale lui M rezulta:

X = Pry, ao+prOX0)_M, Y = Plo, a)+proy0)_M.
Dar:
prOX&):OA:a(p, proyao=Ac0=a, o+ @ =270°,

Pro, OM=0M - i=-AM'=-0S =—a cos (180° —a) =a cos 00 =
=acos (270" — @) =—asin @,
Pro, m=m-]:SM =asin (180° — ) = asin o = a sin (270° — @) = —a cos @,
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de unde:
X=a@—asin @,
@) : {
y=a—acosQ,

sau:
O {xza (@ —sin @)
y=a(l-cos @),

care constituie reprezentarea parametricd a cicloidei.
Eliminarea parametrului ¢ intre cele doua ecuatii parametrice conduce la ecuatia:

@) : x:arccosa;y—wZaly—y2 ,

care constituie reprezentarea explicitd a cicloidei si care Tn general nu este utilizata.
Cicloida este reprezentata grafic in fig. 1.4.

1.2.3. Epicicloida. Cardioida

Definitia 1.6. Epicicloida este curba descrisa de un punct de pe un cerc care ruleaza,
fara sa alunece, pe un alt cerc exterior fix.

Fie cercul cu centrul in O’ de raza b care ruleaza pe cercul fix cu centrul in O si de raza a.
Se alege reperul xOy cu originea in centrul O, iar axele, doi diametri perpendiculari,
astfel Tncat axa Ox sa treacd prin punctul A,

puncF initial de contact intre cercurile yA v I\ M 5
considerate. a - =
Se considerd rularea cercului O’ din N,
pozitia A intr-o pozitie arbitrara, cu N punct de _
”~ ™~
contact. Y\ \ %
Punctul A va trece 1n punctul M (fig. 1.5). 0 A ] o
< X
Se noteaza: b,
PN P
¢ =NOx, ¢ =NO’M,
are loc: Fig. 1.5.
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adica:

ag=>b¢,
de unde:

. a

0= b ¢

si deci:
., a+b
o+ =T<p,

relatie care se va utiliza in cele ce urmeaza.
Din triunghiul OMO’ rezulta relatia:

OM=00'+0'M ,

care, prin proiectare pe axele de coordonate, unde x, y sunt coordonatele carteziene ale
punctului M al epicicloidei, conduce la:

x=pr0X0_0'+prOx oM, y:prOyO_O'+prOy O'M.
Dar:
pro, O0'=00'"- i=(a+b) cos @, pro, OO'=(a+b)sin @,

- S N
pro, O'M =pr,,. O'M =bcos (MO’x’)=bcos (¢ + ¢’ —180°) =
a+b
b

=-bcos(@+ @’ )=-bcos 0,

Proy O'M=bsin(MO’x’)=bsin (@+ ¢ —180°)=-bsin(¢+ @)=
a+b

=-bsin

Q.

Deoarece:

PN T~ P
MO’N =MO’x’ + x’O’N,
adica:
PN
¢ =MO’x’ + 180° — ¢,

rezulta:

N
MO’x’ =@’ + ¢ — 180°,

relatie ce a fost folosita.

In acest fel se obtine reprezentarea parametrica a epicicloidei sub forma:
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x=(a+b)c03(p—bcosa+b

o,
I

a+b

y =(a+b)sin @—bsin 0.

Definitia 1.7. Cardioida este epicicloida in care cele doua cercuri, cel fix si cel mobil,
au raze egale.

Daca se considera a = b in reprezentarea parametricd a epicicloidei, se obtine
reprezentarea parametricd a cardioidei:

@) x=a(2cos@—cos2¢@),
" |ly=a@sin@-sin2¢),

reprezentatd grafic In fig. 1.6.

Este interesant de determinat ecuatia cardioidei in coordonate polare.

In acest scop este avantajos a se translata reperul xOy in punctul A. Rezulta
schimbarea numai a abscisei x, care devine X + a. In acest reper rezulta deci:

@) x=a(2cos@—-cos2¢-1),
" |y=a@2sin@-sin2¢),

sau:
x=2acos®(l—-cos ),
@I): .
y=2asin@(l-cos®).
Prin eliminarea, intre cele doud ecuatii, a parametrului @, se obtine:
tg(pzl si cos(pz;, A
X X2 + y2
deci:
X X
X=2a——| 11— |,
IXZ +y2 IXZ +y2
adica:
@) : x> +y? :Za(\/x2 +y? —x),
sau:

@) (C+y-2ax)’-4a’ x> +y)=0. Fig. 1.6.
Ultimele doua ecuatii, constituie reprezentarea implicitd (irationald, respectiv rationala) a
cardioidei.
Prin substituirea formulelor x = p cos 0, p = 4/x* +y’ , se obtine ecuatia cardioidei in

coordonate polare, sau reprezentarea polard a cardioidei:

I): p=2a(l-cosH),
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reperul polar are drept pol, punctul de contact al cercurilor, iar drept axa polard, linia
centrelor celor doua cercuri.

1.2.4. Hipocicloida. Astroida

Definitia 1.8. Hipocicloida este curba descrisa de un punct de pe un cerc care ruleaza,
fara sa alunece, pe un alt cerc fix, cercurile fiind interioare.

Se alege reperul xOy, format din doi diametri perpendiculari ai cercului fix de centru O,
astfel Incat axa Ox sa treaca prin punctul A, punct initial de contact intre cercurile considerate.

Se considera rularea cercului de centru O’ din pozitia A intr-o pozitie arbitrara, cu N
punct de contact Intre cercul fix si cercul mobil. Punctul A va trece in punctul M (fig. 1.7).

Se noteaza:

A~ P
¢ =NOx, @ =MO’N Y

(in sens trigonometric), si se obtine: M

VN S ot v 5 ?— T
AN = MN, /

(in sens trigonometric), adica:

aQ =bo’,
de unde:

si deci: .
Fig. 1.7.

relatie care se va utiliza in cele ce urmeaza.
Din triunghiul OO’M se obtine:

OM=00'+0'M ,
din care rezulta:
)(zpr()xw+proX Oo'M, y:proym+prOy O'M.

Dar:
prOxﬁzﬁ-I:(a—b)cos@ proywz(a—b)sin(p,

_ — _ S
pro, OM=0'M-1=-0’S =-b cos (MO’x’’) =—b cos (¢’ — ¢ — 180°) =

a—-b

=bcos (¢’ — @) =b cos 0,
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_ P
pro, OM=0'M - j=SM = b sin (MO’x") = b sin (¢’ — ¢ — 180°) =

= “bsin (@' — @) =-bsin 2 ¢,
Deoarece:
PN PN PN

MO’x” + x”’0O’0 + 180° = MO’N,
(in sens trigonometric) adica:

PN
MO’X” + @ + 180° = ¢,

de unde:
MO’x” =¢” — ¢ —180°,
relatie ce a fost folosita.
In acest mod s-a obtinut reprezentarea parametricd a hipocicloidei de forma:

X=(a—b)COS(P+bCOSa o,

@) aeb
y=(a—b)sin @—bsin

Q.

Definitia 1.9. Astroida este hipocicloida care are patru ramuri simetrice.

In acest caz, raza b a cercului mobil trebuie sa fie a patra parte din raza cercului fix,
pentru ca el sa se astearna Intr-o rulare completa pe un sfert de cerc fig. 1.8.
Daca se considera a = 4 b in ecuatiile parametrice ale hipocicloidei, se obtin ecuatiile:

I x=b(3 c?s (p+(?0s3(p), }11
y=b(3sin @—sin3 @),

care constituie reprezentarea parametricd a astroidei si care
se mai poate scrie §i sub forma:

0
x =4bcos’ o,
@) .
y=4bsin” @.
Prin eliminarea parametrului ¢ intre cele doud ecuatii,
se obtine reprezentarea implicitd a astroidei: Fig. 1.8.

IM: x*+y?*=a’.
Se vor da in continuare cateva exemple de curbe plane in reprezentarea polari:

p=p(O).
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1.2.5. Ecuatia unei drepte in coordonate polare

Fie OP = p, distanta de la originea O a reperului xOy la dreapta (d), o unghiul de
inclinare al dreptei (d) fata de Ox si p, 8 coordonatele polare ale unui punct M € (d) (fig. 1.9).

Se obtine:
. ()
OP = OM sin o, ‘3 M
5 %
si deoarece @ = o — O, rezultd din ultima egalitate -
relatia: x
(1] N £
. ~
p=psin (0t~ 6), N
p
adica ecuatia dreptei in coordonate polare, sau
reprezentarea polard a dreptei, sub forma: Fig. 1.9,
d: p= .L, (o0 = arctg m, m = panta dreptei).
sin (ot —0)

1.2.6. Spirale
1.2.6.1. Spirala lui Arhimede

Definitia 1.10. Spirala lui Arhimede ia nastere prin deplasarea unui punct cu o
migcare uniformd pe o semidreaptd, in timp ce semidreapta se roteste Tn jurul unei
extremitdti fixe cu o viteza unghiulara constanta.

Se considera semidreapta OD care se roteste cu viteza unghiulara constanta ® in jurul
punctului O. Punctul M parcurge dreapta cu o viteza constanta (fig. 1.10).
Se noteaza:

PN . .
OM =p, xOD =6 sicut, timpul.

Se obtine:
p=vt, 0=aot,
de unde:
p=—0,
®
adica:
M:p=k-6,

care constituie ecuatia spiralei lui Arhimede in coordonate polare, sau reprezentarea
polara a spiralei lui Arhimede (fig. 1.11).
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1.2.6.2. Spirala hiperbolica

Se construiesc 1n jurul polului O o serie de cercuri concentrice, care taie axa polard in
punctele A, A,, As, ... Se duc din aceste puncte pe cercurile respective arce egale, de
lungime data a. Locul geometric al extremitatilor acestor arce este spirala hiperbolica (fig.
1.12 a si b).

a
@)
b)
Fig. 1.12.
Rezulta:
N N N
A]M] = A2M2 = A3M3 =..=a4a,
sau
P18 =20, =p3B;=..=a.
Coordonatele polare ale punctului M; verifica deci ecuatia:
p-0=a,
de unde:
a
: p=—,
@:p 5

este ecuatia in coordonate polare a spiralei hiperbolice, sau reprezentarea polara a
spiralei hiperbolice.

Din aceasta ecuatie rezultd ca daca @ — oo, atunci p — 0, adicd punctul de pe curba
ajunge 1n pol dupa un numadr infinit de mare de rotiri complete. Se spune ca polul este punct
asimptotic.
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Mai mult, din:

. ) a
=psin O i =—,
y=p $ p 0
se obtine:
. sin 0
y 0’
de unde:

sin O
:a,

limy =1lim a
00 00 0

ceea ce aratd cd y = a este asimptota orizontald pentru spirala hiperbolica si motiveaza
reprezentarea grafica a ei datd in fig. 1.12 b.

Spirala lui Arhimede si spirala hiperbolica sunt cazuri particulare ale spiralelor
generale de ecuatie:

p=K-0".

1.2.6.3. Spirala logaritmica

Definitia 1.11. Spirala logaritmica este curba In care argumentul 6 este proportional
cu logaritmul razei vectoare (fig. 1.13), adica:

|
e:_l ’ m
kP ¢

p=e

¥

de unde:

Fig. 1.13.

1.2.7. Lemniscata

Definitia 1.12. Lemniscata este locul geometric al punctelor cu proprietatea ca
produsul distantelor la doua puncte fixe este constant si egal cu patratul jumatatii distantei
intre cele doua puncte fixe.

Se considerd F,, F,, cele doud puncte fixe, O mijlocul segmentului [F;F;] si M un
punct oarecare al lemniscatei. Prin alegerea reperului polar cu O drept pol si axa polara
dreapta (OF,) (fig. 1.14), se obtine:

PN
OM = p, XOM = 6, OF, = OF, = a.

Daca se aplica teorema cosinusului in triunghiurile OMF,, respectiv OMF,, rezulta
relatiile:

MF12:p2+a2+2apcose; MF22:p2+a2—2apcose,

care introduse in definitia locului geometric:
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MF, - MF, = a°, %
conduc la ecuatia: P o -~ .
(p*+a’) —4a’p’cos’H=a". o = 4 \ K,
Fi 0 ‘e

Ultima ecuatie este echivalenta cu ecuatia:
p*+2a’p>=4a’p’cos’6,
sau cu ecuatia:
p’=2a>(2cos’6-1),

si prin inlocuirea parantezei, se obtine ecuatia lemniscatei in coordonate polare, sau
reprezentarea polard a lemniscatei, de forma:

@T): p2 =2 a’ cos 26.

Daci se folosesc formulele p=+/x> +y”* , tg@= RIS obtine ecuatia:
X
@) K +y)' -22" (" -y) =0,

adica reprezentarea implicitd a lemniscatei.

1.2.8. Concoide

Definitia 1.13. Concoida unei curbe data in reprezentare polara:

@) : p=p®),

este curba obtinuta din curba data prin adaugarea unui segment constant razei vectoare. Cu
alte cuvinte concoida curbei (I') : p = p(0) este:

T p”=p(6) + k.

1.2.8.1. Concoida cercului

Pentru a determina concoida unui cerc de raza data a, se scrie ecuatia in coordonate
polare a acestui cerc. Se considera reperul polar cu polul O, un punct fixat pe cerc si, axa
polara, prelungirea unui diametru fixat ce trece prin O (fig. 1.15).

In triunghiul OMN se obtine:

OM = ON cos (180° — 0) = -2 a cos 6.

Se adauga razei vectoare marimea constanta k si se
obtin toate concoidele cercului dat, in reprezentare polara:

I: pP=k—-2acos®6.
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Dacd k =2 a, se obtine una din concoidele cercului, de ecuatie:

(F'ko) :p’=2a(l-cos9),

care, comparatd cu ecuatia cardioidei in coordonate polare, permite a afirma ca aceasta
concoida este cardioida.

1.2.8.2. Concoida unei drepte (concoida lui Nicomede)

Se considera o dreapta (d) perpendiculara pe axa polard, la distanta a de pol si se
urmareste determinarea concoidei acestei drepte.

In acest scop, daci se foloseste ecuatia dreptei in coordonate polare din paragraful
curent, cu o = 900, p = a, rezultd pentru dreapta (d)
reprezentarea polara:

d): p=——. M
cos 9
e :

Atunci reprezentarea polard a conoidei drepte (d) 0 ~
este: ) ()
TIo: p'= +k
cos 0
Fig. 1.16.

si reprezentarea ei grafica este datd in fig. 1.16.

§1.3. Tangenta si normala la o curba plana intr-un punct ordinar

Definitia 1.14. Se numeste fangentd la o curba plana (I') intr-un punct ordinar M, € (I),
pozitia limita a dreptei secante la curba ce trece prin My si printr-un punct M € (I') cand
M — M, (fig. 1.17).

(dreapta
secanti) (dreapta tangentd)

() My

M — M, D

| (1)
Fig. 1.17.

Se determina ecuatia tangentei pentru diverse reprezentari analitice ale curbei (I):
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1° Fie curba (I'), data in coordonate carteziene ortogonale prin ecuatia explicita:

(F) Ly= f(X), Xe (Xla XZ) - R
si fie M un punct ordinar oarecare de pe aceasta curba. Ecuatia tangentei in M este de forma:
(T): Y -y(x) =m(X - x),

in care m = y’(x), conform interpretdrii geometrice a derivatei.
Rezulta atunci ca ecuatia tangentei este:

(M Y -yx) =y (x) (X-x),

unde X, Y sunt coordonate curente pe dreapta tangenta.

2° Fie curba (I') data prin ecuatia implicita:
M): Fx,y)=0, (x,y)e Dc R?,
care defineste pe y ca functie implicita pe x, se obtine:
F'

y:m: >
Fy

conform formulei de derivare a functiilor implicite. Atunci ecuatia tangentei devine:

(T): Y—y=—§x X—x),

y

care se mai scrie dupa efectuarea calculelor:

M: X-x)F+X-y)Fy=0.

3° Fie curba (I') data prin ecuatiile parametrice:

X = x(t),
(L): {
y=y®), te(t,t,)cR.

Au loc succesiv:

dy
dx dx  x(t)
dt

Ecuatia tangentei se scrie atunci:

M: Y-y =22 x - x],
x(t)
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sau sub forma:

(T) X'—X(t) _ Y'—Y(t) _
X(t) y(t)

Definitia 1.15. Se numeste normald intr-un punct ordinar la o curba plana, perpendiculara
pe tangenta n acel punct la curba data (fig. 1.18).

Corespunzator celor trei cazuri considerate (N)
in determinarea ecuatiei tangentei, rezultd
cazurile similare n scopul determindrii ecuatiei
normalei:

(T

@)

1° Deoarece normala este perpendiculard pe !
tangentd, se obtine: |
1 1 o Q P R X

v

m oy’
unde U este panta normalei in punctul M la curba (I') datd de ecuatia:
y= Y(X)a X e (Xl, Xz) cR.

Ecuatia normalei este agadar:

1
N): Y-y(x)=——(X-x),
y'(X)

unde X, Y sunt coordonate curente pe dreapta normala.

2° Daca curba (I') este data prin ecuatia implicita:
D) : F(x,y)=0, (x,y)e Dc R,
se obtine:

=1
m F,
Ecuatia normalei devine:

"

(N): Y—y=£—,i (X-x),

care dupa efectuarea calculelor se mai scrie:

X-x Y-y
F' F'

X y

(N):
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3° Daca curba (I') este data prin ecuatiile parametrice:

x =x(t),
(F):{ B
y=y(), te(t,t,)cR,

atunci se obtine:

1 x(t) .
=——=—"" y(t)=0.
: m  y(t) Y

Ecuatia normalei se scrie:

N : Y —y0 =Y x - x),
y(t)

sau sub forma:

N) = x(0) [X=x(®]+yO[Y-y(n]=0.

Observatia 1.1. Daca se tine seama de faptul ca in cazul in care m = 0 atunci dreapta este
paraleld cu axa Ox, iar dacd m = too dreapta este paraleld cu axa Oy, se obtine pentru F’, = 0 si
F’y # 0 cd tangenta este paralela cu Ox, iar daca F’, # 0 i F’y = 0 tangenta este paralela cu Oy.

Conditia ca punctul sa fie ordinar este esentiala, deoarece in caz contrar ambele
derivate partiale s-ar anula si deci nu s-ar putea preciza panta tangentei.

Exemplul 1.1. Sa se scrie ecuatiile tangentelor si normalelor In punctele indicate, la
curbele:

a)y=Inx+ 1 in punctul de abscisa e;

b)x=e'cost, y=e'sint in punctul A(1, 0);

¢)x’+3x’y—y +9=0 in punctul B(0, 3).

. . . . 1
Solutie: a) Punctul de abscisa e are ordonata y = 2, iar panta tangentei m=y'=— se
X

calculeaza pentru x = e. Ecuatia tangentei este:

(T): y—2=l(x—e), sau (T): x—ey+e=0,
iar a normalei: )
(N): y—-2=-e(x-¢), sau (N): ex+y—2—ez=0.
b) Se observa ca punctul A(1, 0) corespunde bijectiv valorii ty = 0. Derivatele :
x(t)=e'(cost—sint), y(t)=e' (sint+cost),

calculate in A au valorile x, =1 si y, =1.
Panta tangentei in A este m = 1, iar ecuatia tangentei In A la curba considerata este:

(T: x-y-1=0.
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Ecuatia normalei se scrie:

N): x+y-1=0.
¢) Deoarece:

. F __3x2+6xy
"T7F 3x*-2y

y

panta tangentei in B are valoarea m = 0. Ecuatia tangentei in B la curba considerata este:
(M): y-3=0,
si a dreptei normale:

(N): x=0. )

§1.4. Subtangenta, subnormala, segmentul tangenta, segmentul
normala

Definitia 1.16. 1° Segmentul tangentd intr-un punct ordinar al unei curbe plane este
segmentul de pe tangenta cuprins Intre punct §i intersectia acestei tangente cu axa Ox.

2° Segmentul normald ntr-un punct ordinar al unei curbe plane este segmentul de pe
normala cuprins Intre punct §i intersectia acestei normale cu axa Ox.

3° Subtangenta intr-un punct ordinar al unei curbe plane este proiectia ortogonald pe
axa Ox a segmentului tangenta.

4° Subnormala intr-un punct ordinar al unei curbe plane este proiectia ortogonala pe
axa Ox a segmentului normala.

Lungimea segmentelor tangentd, normald, subtangentd si subnormala se noteaza cu s,
Sn» Ssig $1 TESPECLIV Sgp.
Fie curba plana (I") datd prin ecuatia explicita:

M:y=yx),xe x,x)c R

si fie M un punct ordinar oarecare de pe aceasta
curba. Se noteaza cu Q, R punctele de intersectie
cu axa Ox a tangentei (T), respectiv a normalei
(N), in punctul M la curba plana (I'), cu P
proiectia ortogonala pe axa Ox a punctului M si
cu o unghiul format de tangentd cu sensul
pozitiv al axei Ox (fig. 1.19).
Conform definitiilor se obtine:

v

[PQ] = subtangenta,
[PR] = subnormala,
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[MQ] = segmentul tangenta,
[MR] = segmentul normala.

In triunghiurile dreptunghice QPM si RPM, au loc relatiile:

PQ:E, PR = MP|tg o], MQ:M—P, MR =M
|tz sin o |cos a
Se obtine apoi succesiv:
MP:|y , tga=y, sino= |tg a| = |y'| )
Jl+tg? o 4f1+y?
1 1
[cos o =

\/1+tg2 o } \/1+y'2 ‘

Rezulta astfel ca se poate scrie:

PQ:%W PR =yy|. MQ:§$M+Y2, MR =[y|y1+y"*,
adica:
&g:Fw s, =yy], %g:%7J+yd’ S =[Y[V1+Y',

unde valorile lui y si y’ se calculeaza in abscisa x a punctului M considerat.

Exemplul 1.2. Sa se calculeze segmentul tangenta, segmentul normald, subtangenta si
subnormala curbei:

M) : X —xy"+2x+y-3=0,
in punctul in care aceasta se intersecteaza cu axa (Qy).
Solutie: Lungimile celor patru segmente se calculeaza cu ajutorul formulelor:

y

Y ,/1+y'2, sn:|y|w/1+y'2, Sye =

— —_ |l
Stg__l ] Sn_|y‘y

b

Y
y

unde y = f(x) este reprezentarea explicitd a curbei, iar valorile lui y si y’ se calculeaza in
abscisa X = 0 a punctului de intersectie a curbei cu axa (Oy). In cazul exemplului,
reprezentarea curbei din enunt este implicitd, prin urmare:

F __3x2—y2+2
F —2xy+1

y

y=-
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Punctul de intersectie dintre curba si axa (Oy) are coordonatele (0, 3) si prin inlocuire
in formulele precedente se obtine:

:ﬂ, s, =1542, s =%, s, =21. 0

§ tg 7 stg sn

§1.5. Lungimea unui arc de curba plana. Elementul de arc

In scopul definirii lungimii unui arc AB al unei curbe plane (I'), format doar din puncte

ordinare, se va inscrie in AB o linie poligonala cu n coarde, care uneste punctele extreme A
si B ale arcului (fig. 1.20). Acest lucru poate fi facut pentru fiecare intreg pozitiv n, intr-un
mod arbitrar, astfel Tncat lungimea coardei maxime sa tindd la zero, cand n tinde la infinit.
Lungimile L, ale acestor linii poligonale se obtin din teorema lui Pitagora. Dacd sirul
{La} a

al acestor lungimi este convergent cu limita L, atunci arcul AB al curbei (I') se spune a
fi

/N
rectificabil, iar valoarea L = L',g este numitd lungimea arcului AB al curbei plane (I).

Teorema 1.1. Un arc XI? al unei curbe plane (I'), de clasa cel putin 1 (unu) este
rectificabil.

/N
Daca arcul AB al curbei plane (I') este dat in reprezentare explicita:
@) y=1(x), x € [Xa, x5] € (X}, X,) SR,

atunci lungimea sa este data de:
X
L3 =IXBW/1+ (f') dx,
A
. o e . N P
iar dacd arcul AB al curbei plane (I') este dat in reprezentare parametrica:

(0): {x = x(t),

y=y(), tet,, tz]c(t, t,) R,

atunci lungimea sa este data de: A
~_[B (.2, .2 B
LAB_LA,/X +y? dt. @)

Fig. 1.20.
Demonstratie. Se considera o linie poligonala

P,, de n coarde, cu varfurile Mj(x;, f(x;)) =0, 1,2, ..., n; Xg=Xs <X; <... <Xy <Xy = Xp).
Linia poligonala P, are lungimea:

LPy)=L+L+...+1,
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unde l; = M; 1 M; este lungimea coardei a i-a din aceasta linie poligonald (fig. 1.21).

A

y M;

A

W | i 5 ' B

1 | : | X ]

E ! | ’“f(Xi-1)i s E

| | ! i 1) ! >
O xa=xXo X Xit & Xi Xp=Xn X

Fig. 1.21.

Se obtine:

I, = \/(Xi — X )2 + (f(Xi) _f(xi—l))2 .

Deoarece functia f este continud cu derivata f’ continud se poate aplica teorema de
medie din calculul diferential:

f(x) — f(xi.1) =17 (&) (Xi — Xi1), (Xi1 <& < X))

si atunci |; devine:

L= 1+(f'(§i))2 '(Xi _Xi—l)‘

Prin Tnsumarea dupa i de la 1 la n se obtine:

L) = Y1+ (6 - (6, -x,.).

Din faptul ca f’ este continud si lungimea coardei maxime tinde la zero, rezultd ca
. X
suma L(P,) tinde la I "V1+£'2 dx pentru n — oo,
XA

Daca de face schimbarea de variabila x = x(t) Tn integrala IXBVI +f'? dx si se tine cont
XA

de relatiile:
i dy dy dt vy )
dx =xdt, '=—=—.—== dy=ydt,
T da w0 Y

se obtine:

L;;:j;B 1+y"? dx=ft;B 1+Z—2thzj.t:3\/5<2+y2 dt.
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- . o .o ~ B . . . . g .
Daca se schimba valoarea fixa tg in L33 =J. \/XZ + y2 dt, printr-o variabila t, atunci
tA

LA devine o functie de t, fie ea s(t). Daca se inlocuieste t, printr-o valoare fixata ty € (t;, tp)
se obtine:

dt’° dt
. . /\ . .
Aceasta functie s(¢), numita lungimea arcului MyM al curbei (I'), are o interpretare

geometrica simpla. Pentru aceasta fie:

s(t)=j: Y2 +y2 T, (x:d—f, y—ﬂj.

Definitia 1.17. Se numeste sens pozitiv pe o curba plana (I'), sensul care corespunde la
valorile crescatoare ale parametrului ales pe curba (fig. 1.22).

Daca se revine la s(t) = I:O ,/)';2 + y2 dt [x = j—;, y= j—%’j, daca t > ty, atunci s(t) este

lungimea portiunii din (I") cu punctul initial My(t,) si punctul final M(t). Dacd t < t,, atunci

/7~ N\
s(t) este negativ si in acest caz lungimea arcului MoM este data de —s(t) > 0.

M, (X,, f(X,))

/>+

Xo > Xq

M, (XO , f(x, ))

* y/— M, (%, £(X,))
MO(XO, f(xo))

Xo < Xq

Fig. 1. 22.

Teorema 1.2. Lungimea de arc s(t) poate fi intrebuintatad ca parametru in reprezentarile
parametrice ale curbelor. Trecerea de la t la s pastreaza clasa curbei.

Demonstratie. Din relatia care-1 defineste pe s(t) si din conditiile de regularitate pentru
functiile x = x(t) si y = y(t) este asigurata continuitatea functiei s(t), neanularea derivatei lui
s(t) in raport cu parametrul t:

() =x"+y* >0,
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rezulta ca functia s(t) este monoton crescatoare. Se obtine ca functia:

s =s(t),
admite o functie inversa, fie ea:

t =t(s),
care Tnlocuita in reprezentarea parametrica a arcului de curba plana (I),
X =Xx(t),
(r): { (t)
y=y®,

conduce la reprezentarea parametrica:

X = x(t(s)),
) {y - y(1(s). (1)
sau.
(r):{X =x(), (1.6)
y=y (s),

si demonstreaza prima parte a teoremei.

Daca se presupune ca functiile x(t) si y(t) din reprezentarea parametrica sunt de clasa n,
ceea ce implica cel putin una dintre functiile x(t), y(t) de clasd n-1 se obtine din relatia:

SO=x>+y’
ca functia s(t) este de clasa n-1 si s(t) #0.
Prin folosirea relatiilor (1.5) se obtine:

dx _dx dt_% dy dy dt_jy

ds dt ds §  ds dt ds §

ceea ce implica:

2 2 .2 )
o] ]
ds ds §?

adica (:1—X(s), ?(s) sunt de clasd n-1 si deci functiile X (s) si y*(s) din relatiile (1.6) sunt de
S S

clasa n. d

Definitia 1.18. Parametrul s este numit parametru natural al curbei plane (I'), iar
reprezentarea:
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x=x(s),
"|y=y(s), s parametru natural,

se numeste reprezentarea naturald a curbei plane (I).
Pentru lungimea de arc se obtine cu usurinta formula:

t
L =] "y(dx)* +(dy)” .
A
Se face notatia:

ds =+/(dx)* + (dy) .

Definitia 1.19. Se numeste element de arc (liniar) al curbei plane (I') expresia ds.

Se obtine:

ds’> = dx* + dyz,

ds=4/x* +y* dt,

ds =4/1+y'? dx.

de unde:

Sau:

§1.6. Curbura si raza de curbura a unei curbe plane

Pentru a introduce notiunea de curburd a unei curbe plane se reaminteste relatia care
existd intr-un cerc, intre unghiul la centru, arcul corespunzator §i raza cercului.
Se considera un cerc cu centru O si razd R, doud tangente (T,) si (T,) in punctele M, si M,

. . - - n .. - SN . N
situate pe cerc si se noteazd cu o (masurat in radiani), masura M;OM,, iar cu arc @ = M;M,
(fig. 1.23). deoarece OM,; L M,P; si OM, L M,P,, rezultd cd o este si masura unghiului
tangentelor. Se cunoaste din geometria sintetica elementara ca:

VRS A A
MM, = arc o = o - R radiani,

(T2)

de unde rezulta:

1

R arca

(constant),

relatie care aratd cd oricare ar fi pozitia

punctelor M;, M, pe cerc, raportul intre

masura unghiului tangentelor si lungimea
VR

Fig. 1.23.
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arcului M;M, este acelasi, sau cu alte cuvinte “abaterea” cercului de la tangenta este aceeasi
N . 1 . - . .. .
in orice punct al cercului si anume R cantitate notata cu K si numita curbura cercului.

Pentru o curba pland oarecare acest lucru nu mai este posibil, dar sugereaza
introducerea notiunii de curburd, n general, pentru o curbd pland oarecare intr-un punct
ordinar.

Definitia 1.20. Se numeste unghi de contingenta al unui arc de curba, unghiul ascutit
format de tangentele duse la extremitdtile arcului.

Definitia 1.21. Se numeste curbura medie a unui arc de curbd, raportul dintre mdsura
unghiului de contingenta si lungimea arcului.

Definitia 1.22. Se numeste curbura unei curbe plane intr-un punct ordinar, limita
curburii medii, cind lungimea arcului tinde catre zero. Inversul modulului curburii este raza
de curburd a curbei 1n acel punct.

Potrivit definitiilor de mai sus se obtin pentru curba (I') urmatoarele relatii (fig. 1.24):

Al = masura unghiului de contingentd,

Aol :
— =K, = curbura medie, y 1
As

. Ao
lim — = K = curbura,
As—0 As

A

lim |2 —R =

Ao—0 | AQL |K|

Teorema 1.3. Se considera o curba plana (I),
data 1n reprezentare explicita: O X

@) y=1(x), xe x1, %) cR,

de clasa cel putin 2 1n vecindtatea unui punct ordinar al sdu. Atunci curbura curbei (I') in punctul
ordinar considerat este dat de relatia:

Ko Y
(1+y2)”

in care derivatele sunt calculate in punctul considerat.

Demonstratie. Fie curba (I') clasd cel putin 2 in vecinatatea unui punct ordinar M (X, y)
al curbei (y’ # 0, y’ # 0 si continue), M(x + AX, y + Ay) un punct al lui (I') infinit apropiat,
de M si (T)), (T,) tangentele in M, respectiv in M,, care formeaza cu axa (Ox) unghiurile de
masuri @ si respectiv @ + AQ (fig. 1.24), deci:
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Ao = AQ.
Curbura medie este:
_Aa _A¢
" As As’

sau prin impartire cu Ax a numaratorului si numitorului:

A9
- Ax
m ﬁ ‘
Ax
La limita se obtine:
A9
K = lim A%

Ax—0 ﬁ
AX
deci:
do

dx
K==,
ds

dx
S-a folosit faptul ca daca As — 0 (M, — M) atunci Ax — 0.
Daca se tine cont de interpretarea geometrica a derivatei si anume:

_ dy
=—=t R
y x g o

rezultd:
¢ =arctgy’
si prin derivare in raport cu x se obtine:

do__1 ..
dx 1+y'? ~

Pe de alta parte din definitia 1.19 se obtine:

ds=41+y'" dx,

ﬁ=\/1+y'2,
dx

adica:

deci:
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Observatia 1.2. Daca curba plana (I') este data in reprezentare implicita:
() :F(x,y)=0, (x,y)e D cR?,
atunci, conform formulelor de derivare a functiilor implicite:

" d " " d "
' le ”_ﬂ_ d(vaJ_Fde(Fx)_deX(Fy)

(F, i

F y_dx _d_x

y="% ,
y F y
Fly (Fl'xz +FVIXy . yl)_FVX kFllyx +FV|y2 . yV)
(F.y )2
Deoarece clasa curbei este cel putin 2 (teorema lui Schwarz este indeplinita
F',=F",,) se obtine:

" 2 " " " " " 2 "
yim F,) -Fy2—2FXFyFXy+(Fy) sz
= — ' 3

(F,)

Curbura si raza de curbura au atunci expresiile:

2 FIX Fly FVVXy_ (Fly )2 F||X2 _ (FVX )2 F:Vly2

K=
. 2 . 2 /12 ’
(F4F,?)
, 2 ) 3/2
or)
‘2 va Fvy any_ (Fly )2 anz _ (va )2 Fny2
in care derivatele sunt calculate in punctul considerat. W)

Observatia 1.3. Dacad curba plana (I') este data in reprezentare parametrica:
X = x(1),
|
y=y(t), te (tl’ tz)Q]R,

atunci se obtin formulele:

Coy= R
X

y=<
X

Expresiile curburii si razei de curburd devin:
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P
) - D
(& +3°)
) .2 \3/2
)
xy-Xy
in care derivatele sunt calculate in punctul considerat. W)

§1.7. Contactul intre doua curbe plane

Notiunea de ,,contact” intre curbe plane descrie analitic situatii cum sunt cele prezentate in
figura 1.25.

Intuitiv, problema contactului se pune n punctele comune ale celor doua curbe plane si
masoard cat de mult se apropie una de alta Tn vecinatatea acestor puncte.

Problema intersectiei a doud curbe plane isi are solutia in problema algebrica de
rezolvare a sistemului format din reprezentarile analitice ale celor doua curbe.

(I) My
My

(1—*1) (FZ)

T
Fig. 1.25.

Se considera curbele plane de reprezentari analitice:

. X = x(t), . B 5
(I): {y:y(t)’ te (i), (I,):F(x,y)=0, (x,y)e D cR?,

- ES . . . .
ambele de clasd k, k € IN . Punctele lor comune se obtin prin rezolvarea sistemului:

F(x,y) =0,
x = x(1),
y =y(t),

care este echivalent cu ecuatia:
o(t) = F(x(t), y(1))=0.

Cele doud curbe au forma cu atit mai asemanatoare in vecindtatea unui punct My(ty),
cu cat ordinul de multiplicare al lui t,, ca solutie a ecuatiei ¢(t) = 0, este mai mare.
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Definitia 1.23. Doua curbe plane au intr-un punct comun un contact de ordinul n daca
in acel punct sunt confundate n+1 puncte comune celor doud curbe.

Teorema 1.4. Fie curbele plane (I';) si (I',) de clasid k, k € IN", date respectiv prin
ecuatiile:

. X = x(t), . B )
(I,): {y:y(t)’ te(t.t,)cR, (I,):F(x,y)=0, (x,y)e D cR*.

Conditiile ca intr-un punct comun My(t = t;) sd existe un contact de ordinul n, n < k
sunt:

0(t)) = 0, ¢°(tp) = 0, ..., ™(t) = 0, 9™ (tp) £ 0,
unde:

0(t) = F(x (1), y(1)).

Demonstratie. Dupd cum s-a aratat mai sus, determinarea punctelor de intersectie intre
cele doua curbe plane (I')) si (I';) revine la rezolvarea ecuatiei ¢(t) = 0.

Fiet (i=1, 2, .., k, ..., s) radacinile sale reale. Acestor valori ale parametrului t le
corespund punctele M, (x(ti ), y(ti)) comune curbelor (I'y) si (I,).

Daca in punctul M, corespunzdtor valorii ty a parametrului t, cele doua curbe plane au
un contact de ordinul n, atunci pe baza definitiei 1.23 rezultd ca t = t, este o radacina de
ordinul n+1 de multiplicitate pentru ecuatia ¢(t) = 0. cu alte cuvinte se obtin relatiile:

0(t)) = 0, ¢’(t) = 0, ..., 0™(tg) = 0, 0"*(tp) # 0. 0

Observatia 1.4. Teorema 1.4 caracterizeazd contactul de ordinul n pentru doud curbe
plane, intr-un punct comun al lor, in cazul in care o curba este data in reprezentare
parametrica, iar a doua in reprezentare implicitd, iar teorema urmatoare se refera la cazul in
care ambele curbe sunt date in reprezentare explicita.

Teorema 1.5. Daca doud curbe plane (I'}) si (I;) de clasa k, k € IN", date respectiv
prin ecuatiile explicite:
(Fl): y:fl(x)a X € (Xla XZ) c IR’
(FZ):y:f2(X)a XG(X37X4)QR’

au Intr-un punct comun M, un contact de ordinul n, n <k, atunci functiile f(x), f5(x) si
derivatele lor pana la si inclusiv ordinul n, sunt egale in acel punct, derivatele de ordinul n+1
au valori distincte in punctul respectiv.

Demonstratie. Dupa cum s-a mentionat mai sus, gasirea punctelor comune a doua
curbe plane, revine la rezolvarea sistemului format din reprezentarile analitice ale celor doua
curbe (I'y) si (I',), adica la rezolvarea sistemului:
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{y =f,(x),
y =1, (x),

care este echivalent cu sistemul:

{y =1, (x),

(i=1sau?2).
f,(x)—-f,(x)=0,

Prin rezolvarea ecuatiei:
E(x) =fi(x) - f,(x) =0,
se obtin abscisele punctelor comune celor doud curbe plane, fie acestea:
X0y X1y X2y «vvy Xg,
adica:
fi(x) = fa(xp), (V)ie {0, 1,...,s}.
Daca se presupune cd x = X, este abscisa punctului M in care cele doua curbe au un
contact de ordinul n, inseamna, in conformitate cu definitia 1.23, ca in punctul M, se
confunda n+1 puncte comune celor doud curbe, adica x = x, este rddacind a ecuatiei E(x) = 0,

de ordinul n+1 de multiplicitate.
Analitic, aceasta revine la faptul cunoscut din analiza matematica:

E(x0) =0, B’(x0) =0, ..., E™(x¢) = 0 5 E™"(x) # 0.
Daca se tine cont de notatia facutd pentru E(x), ultimele relatii se pot scrie sub forma:

f1(X0) = F2(X0), £71(X0) = £ 72(X0), -..r £ (x0) = £™(x0) si £,V (x0) # £, (x0).
dJ

Propozitia 1.1. Tangenta la o curbd pland de clasa k, k = 1, intr-un punct ordinar al
sau, are cu aceasta un contact de cel putin ordinul 1.

Demonstratie. Fie My(t = ty) un punct ordinar al curbei plane (I') datd in reprezentare
parametrica:

(0): {x =x(t),

y=y(t), te(t,,t,)c R,
si
X —x(t,) _ y—y(ty)

T):
D 5w 3w

ecuatia tangentei in My la curba (I'). Daca se noteaza:

x(D=x(ty)  y(O—-y(ty)
X(ty) y(ty)

o(t) =
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se verifica usor ca:

0(to) = ¢’(to) = 0. O
Exemplul 1.3. Se considera curbele plane:
Ty:y=¢e,

2
T) : y=1+x+%.

a) Sa se afle ordinul contactului lor in punctul comun.
b) Sa se calculeze curbura lor 1n acel punct.

Solutie: a) Fie functia:

2
X

E(x)=e* ——-—x-1.
(x) 3

Zeroul functiei E(x), adica abscisa punctului de intersectie a curbelor (I'}) s1 (I';) este
x = 0. Se poate cu usurinta verifica unicitatea acestei solutii. Rezulta ca punctul comun are
coordonatele (0, 1).

Se calculeaza:

E'(x)|,,=("—x-1D|,_,=0,
E"(x)|,,, =(*-1]|,,=0,
E"(X) |, =¢"|,o=1%0.

Rezulta ca cele doud curbe au in punctul comun un contact de ordinul 2, adica trei
puncte confundate.

b) in punctul comun, curburile celor doua curbe sunt egale, deoarece ordinul
contactului in acest punct este 2, deci ele admit acelasi cerc osculator.

@) _ 1

§1.8. Cercul osculator al unei curbe plane

Fie curba plana (I') de clasa k, k > 2. Se studiaza in continuare existenta unui cerc al
carui contact cu (I') in punctul ordinar M, € (I') sa fie de cel putin ordinul 2.

Definitia 1.24. Se numeste cerc osculator al unei curbe plane intr-un punct ordinar,
cercul care are cu curba Tn punctul ordinar un contact de cel putin ordinul 2.

In scopul studierii existentei cercului osculator, fie curba (I') datda in reprezentare
parametrica:
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(0): {x = x(t),

y=y(), te (tp tz)Q]R
st My € (I') un punct ordinar, corespunzator la t = t;. Se cautd ecuatia cercului sub forma
implicita:
(@: (x-)’+(y-B)’-R*=0,

unde (o, B) - coordonatele centrului cercului i R - raza cercului, se determina din conditiile
de contact. In conformitate cu teorema 1.4 1n care:

o) =[x —af +[y(®)-pJ -R?,
0'(t) = 2{[x() —a]x(®) +[y(t) - B] 3},
0" (1) =2{[x(0 - o] +[y(® Bl + x> + ¥ O,
conditiile de contact de cel putin ordinul 2 intre (I') §1 (@) Tn My(ty) sunt:
d(to) = 9" (to) = 97" (to) = 0.
Rezultd ¢ o, B, R sunt solutiile sistemului de ecuatii:
(xg=0)* +(y, —B)* ~R* =0,
(Xg—a) Xo+(y,—PB) ¥, =0,
(Xo =) Ko+ (y,—=B) o ==k +¥,"),

unde:
X0 = X(t())’ YO = Y(tO)’ X() = X(to) ’ }"0 = Y(to)’ 5{() = X(to) ’ y() = Y(to)

Daca se considera necunoscutele (Xo - @), (Yo - B) in sistemul format de ultimele doua
ecuatii de mai sus, in ipoteza:

Xo Yo

. . 1=0,
Xo Yo

prin regula lui Cramer se obtine:

(.2 o2 (.02 L2
VolXo +y Xo\X," +Yy
Xo_a: .0(..0 . 0)’ YO_B:_ .0(..0 . 0)9
XoYo —X0Yo XoYo —X0Yo

de unde se deduc pentru coordonatele centrului cercului osculator expresiile:

o= x _YO(XO +YO) B=y +X0(Xo +YO)
— A0 . e e . ’ —J0 . e e . .
XoYo ~X0¥o XoYo ~X0Yo

Pentru a afla raza cercului, se inlocuiesc valorile pentru (xo - o) si (yo - B) in
ecuatia ¢(ty) = 0 si se obtine:
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.2 . 2 P/2
X, T+
O LSRA Y
|XOYO - X03’0|
Daca curba plana (I') este datd in reprezentare explicita:

M):y=f(x), xe (x;,x) C R,

atunci prin trecerea la reprezentarea parametrica:

X=t,
(r :{
y:f(t)a te (tlatz)gma

se obtine:

).(:1, X:(), y:fva y:f”’ to = Xo,

si deci coordonatele centrului cercului osculator si raza cercului osculator, Intr-un punct
ordinar My(x¢) € (I') la curba data in reprezentare explicita, sunt date de:

oc:xo—y'O(ler'oz), B=y,+ ’ R:(l"'yvoz)}/z‘
Yo Yo |y"o|

Pentru a raspunde complet la problema existentei cercului osculator, trebuie cercetat
cazul:

Xo Yo

. . |=0,
Xo Yo

sau pentru reprezentarea explicitd (I) : y = y(x), x € (Xy, X;) € IR, ecuatia echivalenta:
1y
‘0 Y"‘
care conduce la ecuatia diferentiala:

y” =0,
de unde prin integrare, se obtine:

y=CiX + Gy,
adica ecuatia unei familii de drepte. S-a demonstrat astfel:

Teorema 1.6. Orice curba plana, de clasa cel putin 2 1n vecindtatea unui punct ordinar

al ei, admite un cerc osculator si numai unul 1n acel punct, care are coordonatele centrului si
raza date de expresiile:
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_ S’O(XOZ + 5’02) B Xo(xoz + 5’02) R = (X02 +Yo )3/2

a‘:XO . e e . s ZYO+ . e e . ’ ... . .
Xo¥o = X0¥0 Xo¥0 = %00 %050 —X0¥0

2

pentru cazul in care curba este data 1n reprezentare parametrica:

(F):{X =x(1),

y = Y(t)a tE (tlatz)gma
Sau:

azxo_w, B=vy,+ 1+y'02, R=(1+y'02)3/2

¥y ¥ |y
pentru cazul in care curba este datd in reprezentare explicita:
([):y=f(x), xe (xi,x) C R.

Definitia 1.25. Punctul My(ty) € (I') se numeste punct de inflexiune al curbei (I') daca
in el se verifica conditia:

Xo Yo

Xo Yo

=0.

Observatia 1.5. Se remarca deci, cd 1n punctele dreptelor, in punctele unui arc -
segment de dreapta - al unei curbe, In punctele de inflexiune ale unei curbe, nu se poate
atasa cerc osculator.

Exemplul 1.4. Sd se determine ecuatia cercului osculator la elipsd n punctul de
intersectie al acesteia cu semiaxa pozitiva a absciselor.

Solutie: Punctul considerat este A(a, 0), iar ecuatiile parametrice ale elipsei sunt:

X =acos t,
(E): :
y=bsint.

Punctul A corespunde valorii t = 0.
Coordonatele centrului cercului osculator sunt:

. X2 () + (1) }
= t)—vy(t 5
’ {X() YO0 50 —x0 30 fi=0
. X2(0)+§(1) }
= t)+ x(t s
P {y” MO0 503030 [t=0

Sau:
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2 2 12
oa=a-b b’ _a’-b ,

ab a

b2
B=0-0-—=0
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Raza cercului osculator este:

_ oyl
x(0) - y(O)—X(t) - y(t)

~ (b2)3/2 —i

t=0 ab a

Ecuatia cercului osculator cautat este:

2 1202 4
(@) : [x—a ab j +y2:b—2. 0

a

§1.9. Puncte multiple ale unei curbe plane

Definitia 1.26. Se spune ca M, este un punct multiplu de ordinul p al curbei plane (I")
de clasa k, k > p, daca prin M, curba trece de p ori.

Observatia 1.6. Daca p = 2, punctul M, este un punct dublu al curbei (I') (fig. 1.26),
daca p = 3, punctul M, este un punct triplu (fig. 1.27).

M
@)

M() MO

b2 @

Fig. 1.26. Fig. 1.27.

Teorema 1.7. Fie curba plana (I'), de clasa k, k € IN*, dati in reprezentare implicita:

M) : F(x,y)=0, (x,y)e D cR’

st My € (I'). Daca My(Xo, yo) este un punct multiplu de ordinul p, p < k al curbei plane (I'),
atunci in M, se anuleaza toate derivatele partiale pana la si inclusiv ordinul p-1, fara a se
anula si toate derivatele partiale de ordinul p:

"F
% (Xo,y0)= 0, (V) (r,s)astfel incatr+ s=m, me{0, 1, ..., p-1}
X" dy’
si
0’F

T 9w (XO, yo) # 0, pentru cel putin o pereche (r, s) cu proprietatear + s = p.
X" dy
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Demonstratie. Se considerda My(X, yo) un punct multiplu de ordinul p, p <k, al curbei
(I') data in reprezentare implicita:

M) :Fx,y)=0, (x,y)e D cR®

si fie (d) o dreapta ce trece prin M,, de directiec v (I, m), deci a carei reprezentare
parametrica este:

(d):{x=x0+lt,

y=y,+mt, telR,

punctul My se obtine pentru valoarea zero a parametrului t (fig. 1.28).

Intersectia dintre curba plana (I') si dreapta (d) revine la rezolvarea sistemului:

X=x,+1t,
0 @)
y=Yy,+mt,
Fx.y)=0, Mo (d)

care este echivalent cu sistemul:

x=x,+1t,
y=y,+tmt,

Fig. 1.28.
F(x,+1t,y,+mt)=0,
ultima ecuatie a acestui sistem este ecuatia care determind valorile parametrului t
corespunzatoare punctelor de intersectie.
Daca se aplica formula lui Taylor pentru functii de doud variabile, din ultima ecuatie a
sistemului se obtine:

F(XO ’ yo ) +i (1 l::'XO +m F'YO )+t2_2‘ (1 F'xo +m F'}’O )(2) +:t3_3! (1 F'xo +m F'}’O )(3) +..+

1!
tp ( " " )(P)
+a IF  +mF " +..=0,
unde:
. OF , _OF ' 9’F
xozg(xo’ yO)’ Fyozg(XO’ yo)’ F XOYOZFBY(XO’ YO)’ ete.

Daca M, este un punct multiplu de ordinul p, aceasta ecuatie in t trebuie sa aiba pe t = 0 ca

radacind multipla de ordinul p, ceea ce implica conditiile enuntate.
0

Observatia 1.7. Deoarece pentru orice punct multiplu de ordinul p, p = 2 au loc
conditiile:
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F’X(XO’ YO) = 09 F,y(XO’ YO) = O’
rezulta ca el este un punct singular al curbei (I').
Teorema 1.8. Se considerd o curba pland (I'), de clasd k, k € IN*, datd in reprezentare
implicita:
(M) :Fx,y)=0, (x,y) e D cR’

st fie My(xo, Yo) un punct dublu al curbei (I'). Atunci pantele tangentelor la cele doua ramuri
ale curbei plane (I'), care trec prin el sunt date de relatia:

K} 2 N K] _
F 2 M +2F' ,, m+F Xg—O.

Demonstratie. Panta tangentei intr-un punct dublu My(xy, yo) la curba plana (I') este
data de formula:

. . .0 .
(expresia este o nedeterminare de tip 0 in cazul punctului dublu My).
Se ridica nedeterminarea, daca se aplica regula lui I’Hospital:

F' F X(2)+F XoYo yO F X%+mF

X,
X 0Yo

m=y',=- lim ,
M-M, F F" +F"y2 ¥ F' ., +m F"y2
0 0

X0Yo0 X0Yo

de unde rezulta relatia enuntata. )

Observatia 1.8. Realizantul ecuatiei de gradul doi in m este:

A=F" ~F', F'oo (A=44).
0

X0Y0
0

In functie de semnul lui A’ se disting trei cazuri in ceea ce priveste natura punctelor duble:
1° Dacda A’ > 0, se obtin m; # m, (reale). In acest caz, In punctul dublu existd doua
tangente reale si distincte. Punctul dublu M, este un nod (fig. 1.29).

2° Daca A’ = 0, se obtin m; = m, (reale). In acest caz, in punctul dublu existda doud
tangente reale confundate. Punctul dublu M, este un punct de intoarcere (de prima spetdi -
fig. 1.30; de a doua spetd - fig. 1.31; de contact (tacnod) - fig. 1.32).

3° Dacid A’ < 0, se obtin m;, m, imaginare. In acest caz, in punctul dublu nu se pot duce
tangente reale la curba. Dacd se tine cont de definitia 1.14, rezultd cd nu existd puncte pe
curba intr-o vecindtate, suficient de mica a punctului dublu. Punctul M, este un punct izolat

(fig. 1.33).
)
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My )
(Ty)
(T2)
Fig. 1.29. Fig. 1.30. Fig. 1.31.
@)
(T1) = (T2)
Mo\ @ ) Mo
Fig. 1.32. Fig. 1.33.

Observatia 1.9. Daca p = 3, (M, punct triplu), membrul doi al relatiei:

' _Fx%+FX0Y0yo

Yo=

FVI + Flly(z) yVO

X0Yo

. .0 C o : A
este tot o nedeterminare de tip 0’ care ridicatd din nou cu regula lui I’Hospital va

conduce la implicatii de natura algebricd; s.a.m.d. W)

Exemplul 1.5. Sa se studieze punctele singulare ale curbei:
M) : y¥-(x-a)(x-b)=0, a,bx0

si sd se scrie ecuatiile tangentelor corespunzatoare lor.

Solutie: Se noteazd F(x, y) = y2 -(x - a)2 (x — b). Punctele singulare ale curbei de ecuatie
F(x, y) = 0 se afla printre solutiile sistemului:

F(x,y)=0,
F (x,y)=0,
F (x,y)=0,

adica:
y’—(x—a)’ (x—b)=0,
—2(x—a)(x—b)—(x—a)* =0,
2y=0.
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Solutia sistemului anterior este:

X =a,
y=0.
Se obtine punctul A(a, 0). Derivatele partiale de ordinul doi ale functiei F(x, y) sunt:

F',=-23x-b-2a), F' =0, F',=2,

X y
si calculate in A(a, 0) ele sunt:

F'o=20-a), F =0, F',=2,

0 Yo

deci discriminantul A’ =4 (a - b).

1° Dacd a > b, atunci A > 0 si punctul A este nod.
Din ecuatia:

w(F ool (P )=

0 0
adica:
2m’-2(a-b)=0,

rezultd m,, = +Ja—b si ecuatiile tangentelor la curba plana (I') in punctul A sunt:
(Ti.2): y=2Ja=b (x-a).
2° Daca a =b, atunci A = 0 si punctul A este de intoarcere, iar ecuatia tangentei devine:
(T): y=0.

3° Daca a < b, atunci A < 0 si punctul A este punct izolat. 0

Exemplul 1.6. Sa se studieze punctele singulare ale curbei:
D : x*+2 axzy—aly3 =0

si sd se scrie ecuatiile tangentelor corespunzatoare lor.

Solutie: Sistemul algebric:

F(x,y)=x*+2ax’y—ay’ =0,
F (x, y)=4x’ +4axy =0,

. _ 2 2 _
F (x,y)=2ax" -3ay” =0,
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este verificat in originea O(0,0) a sistemului cartezian. Se constatd usor cd acest punct

anuleaza si toate derivatele partiale de ordinul doi, dar F'"' , | #0, deci O este un punct
X7y 0

triplu. Pentru a determina pantele tangentelor Tn punctul triplu O se continua procedeul de

- PR | B : .
eliminare a nedeterminarii de tip o si au loc succesiv relatiile:

F' F,,Xz +y, F”Xy Fvnx3 +2 anxzy . yv + anxy2 (yV)Z

m:y'():_l\l/[inéF_vX:_l\])lirrlo FII ' " == AN " ' " ' 2 :
-0 F - Xy+yFy2 F X2y+2F W2 Y +F y3(y) 0

Deci ecuatia pantelor tangentelor se scrie:

2-4a-m
4a—6am?’

cu solutiile m; =0, m, , = +2. Tangentele corespunzatoare au ecuatiile:

(T):y=0, (Ty:y=xv2, (T3): y=—x+2. 0

§1.10. Infiisuritoarea unei familii de curbe plane

Definitia 1.27. Se numeste familie de curbe plane multimea curbelor (Foc )oce r > 1D care

fiecare curba din familie sa fie perfect determinata de valoarea respectiva a parametrului o.
Definitia 1.28. Fie familia de curbe plane (T, )oce r » date In reprezentare implicita:

(F(x) . F(X’ Ya (X‘) = Oa (X’ Y) € D - IRZ ’ ae IR ? (FOHAOC)

de clasd k, k > 1, astfel incat functia F sa fie diferentiabila )
si in raport cu O

Se considera doua curbe vecine (I'y) si (I'g4aq), Unde: Cy

(FOL+AOL) : F(X9 Y9 (X+A(x) = O’ Fig. 1.34.
care se intersecteaza in punctul M (fig. 1.34).

Dacda Ao. — 0, curba (I'y, ) tinde catre curba (I'y), iar punctul M ia o pozitie limita C,
pe curba (I'y).

Punctul C,, care este punctul de intersectie a doua curbe infinit vecine, se numeste
punct caracteristic al curbei (I').

Prin urmare, fiecare curba din familia (l"a) are un punct caracteristic.

aeR
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Definitia 1.29. Se numeste infdsurdatoare a familiei de curbe plane (Fu )uem, locul

geometric al punctelor caracteristice C,, ale curbelor din familie.
Teorema 1.9. Infasuritoarea unei familii de curbe plane (l"u )me]R , date 1n reprezentare
implicita:
T :Fx,y,0)=0, (x,y)e D cR?*, ae R,
se obtine, daca exista, prin eliminarea parametrului o Intre ecuatia data si ecuatia obtinuta

: PN o . OF
prin anularea derivatei partiale in raport cu membrul intai al acesteia: o =0.
o

Demonstratie. Sistemul care da coordonatele punctului M:

F(X9 y9 (x') = 0’
F(x,y,a+Ax) =0,

este echivalent cu sistemul:

F(x,y,a) =0,
F(x, ¥, 0+ A0) ~F(x, 3, @) _
Ao ’

deoarece si acesta rezolvat Tn raport cu x §i y da tot coordonatele punctului M.

Dacda Aaw — 0, punctul M tinde catre punctul caracteristic C, pe curba (I'). In acest
caz sistemul devine:

F(x,y,a) =0,
lim F(x,y,a+Aa)—-F(x,y,o) _0.
Ao—0 Ao
adica:
F(X’ y’ (x) :Oa
F_o .
oo

Observatia 1.10. Dacd eliminarea lui o intampina dificultati de calcul, se rezolva in
raport cu X si y aceste doud ecuatii i se obtine:

X =x(Q),
D:
o {Y = y(o),

relatii care reprezintd ecuatiile parametrice ale infasuratoarei.
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Teorema 1.10. Infisuritoarea unei familii de curbe plane si o curbi din familie au
aceeasi tangentd in punctul de contact, care este punctul caracteristic.

Demonstratie. Fie curba (I'y) tangentd la curba (I) - infasuratoarea familiei (Fa )oce]R ,
in punctul caracteristic C, (fig. 1.35).

Deoarece ecuatia curbei (I'y) este:

(D

Ty :F(x,y,0)=0, (x,y)e D cR?,

ecuatia tangentei in C, la (I'y) este: (o)

oF oF
(Tl):(X—X)a—+(Y—y)—=0.
X ady

Pentru a obtine reprezentarea implicitd a curbei infasurdtoare (I) se poate proceda in
felul urmator: se calculeaza din F’(x, y, o) = 0 o in functie de x si y, adica:

o= 0oUX,y)

si se inlocuieste 1n ecuatia F(x, y, o) = 0. Se elimind astfel parametrul o. Se obtine ecuatia
implicita a Infaguratoarei:

(D: F(x, y, 0(X, y)) =0.

Tangenta la curba (I) in C,, are ecuatia:

oF oF 4 OF JOF 0
(T,): (X—x) {—Jr— : —“}L(Y—y) e Y
ox do  OX dy do dy
(derivatele s-au calculat dupa regula derivarii unei functii compuse).
Cum in punctul caracteristic are loc:
oF
— =0,
oo
ecuatia tangentei la curba infasuratoare (I) devine:
oF oF
(T):(X=x) —=+(Y~-y) ——=0,
ox ady
ceea ce dovedeste afirmatia. W)

Observatia 1.11. Din teorema precedentd rezultd ca infdsurdtoarea este tangentd la
toate curbele din familie.

Teorema 1.11. Prin eliminarea parametrului o intre ecuatiile:

F(X9 y9 a) = 09
F, (x,y,a)=0,
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se obtine ca solutie singulard si locul punctelor multiple ale curbelor (I'y) : F(x, y, o) = 0,
x,y)e D c IR?, daci acestea exista.

Demonstratie. Se presupune cd curbele din familia (Fa )aem, date in reprezentare
implicita:
T :Fx,y,)=0, (x,y)e D cR’, oae R,

admit puncte multiple, fie acestea S;, S,, ... (fig. 1.36). in fiecare punct multiplu au loc
relatiile:

/
F(x,y,a) =0, o)
F_, ‘
ox
ox_,
dy Fig. 1.36.

Curba obtinuta prin eliminarea lui o intre ecuatiile:

F(x,y,a) =0,
F'oc (X9 y9 (X') = 0’

se poate scrie in reprezentare parametricd sub forma:

{x = x(a0),
y=y(Q).

Prin inlocuirea acestor valori in F(x, y, &) = 0 se obtine o functie compusa de argument
., identic nuld. Daca se deriveaza in raport cu o, se obtine:
OF dx OF ay+aF_

— —+ =0.
ox do. dy do  da

Deoarece 1n punctele singulare au loc relatiile:

F
ox
F o
dy
rezulta:
F o,
oo

Asadar, punctele singulare verificd att ecuatia:

F(x,y, o) =0,
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cat si ecuatia:

oF
— =0,

oo

adica ele se afld pe curba obtinuta prin eliminarea lui o Intre ecuatiile:

F(x,y,a) =0,

a—F (x,y,o) =0.
oo

In concluzie, daci se elimind o intre relatiile de mai sus, se obtine atit infasuritoarea
(D), cat si locul punctelor multiple, (S), daca ele exista.

a
Teorema 1.12. Infasuritoarea unei familii de curbe plane, ce depinde de doi parametri
legati intre ei printr-o relatie @(a., B) = 0:
(Tap) : F(x,y, 0, ) =0, 9(c, B) =0, 0, f e R,
se obtine prin eliminarea celor doi parametri o,  intre ecuatiile:

F(x,y,a,B) =0,
¢(a,p)=0,
DF.¢ _,

D (o, )

Demonstratie. Ecuatia:

o(a, B) =0,

determind pe [ ca functie implicita de o, adica:
B =PB(o.
Daca se inlocuieste Tn ecuatia familiei (I', p)qp, S€ Obtine:

F(x, y, o, B(a))=0.

Prin derivarea acestei functii in raport cu o, se obtine:
oF N oF dB
oo, df do

Pe de alta parte, se obtine:

oo, df da
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. .o...d <
Daca se elimina —B, rezulta:

do
* o
oo dIP| _ 0
9 99
oo df
care se poate scrie:
D(F.9) _,
D (o, )
Deoarece o, si 3 verifica si ecuatiile:
Fx,y, o, B)=0,
¢ (o, B) =0,

rezultd ca infasuratoarea familiei (I'y, g)o.p, S€ Obtine prin eliminarea parametrilor o si 3 intre

aceste trei ecuatii.
)

Exemplul 1.7. Sd se determine infasuratoarea familiei de cercuri cu centrele pe o
hiperbola echilatera si care trec prin origine.

Solutie: Ecuatia implicita a unei hiperbole echilatere este de forma:

H): xy—a=0.

Punctul curent al hiperbolei are coordonatele M(t, %j, t#0.

Ecuatiile cercurilor cu centrul in M si care trec prin origine sunt de forma:
a)’ a’
F(x, y, )= (x—t)* +(y——j —t?——==0,t20,
t t
sau:

F(x, y, t)EX2+y2—2tX—2%y:O,t¢0.

Ecuatia infasurdtoarei se obtine prin eliminarea parametrului t Intre ecuatiile
sistemului:

X2+y2—2tx—23y=0,
.o t
adica:

{F(X, y,)=0,

F (x,y,1)=0, —2X+2¥:0 -t.
t
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Dacd se adund ecuatiile sistemului de mai sus, dupa ce in prealabil a doua ecuatie a
fost amplificatd cu t, se obtine:

_X2+y2
4x

t

Dupa 1inlocuirea lui t intr-una din ecuatiile sistemului, rezultd ecuatia implicitd a
infasuratoarei:

D: x*+y) —16axy=0.

§1.11. Evoluta (desfasurata) unei curbe plane

Daca se considera o curba plana, tangentele la ea constituie o familie de drepte, care
depind de un parametru (parametrul curbei), a cdrei infasuratoare este curba data (fig. 1.37).

Evident, ca si normalele unei curbe plane constituie o familie de drepte, care depind de
un parametru si anume parametrul ales pe curba.

Definitia 1.30. Se numeste evolutd sau desfasurata a unei curbe plane, infasurdtoarea
normalelor ei (fig. 1.38).

Observatia 1.12. Tangentele la evoluta (E) sunt normale la curba data (I).

Teorema 1.13. Fie o curba plana (I') de clasa k, k € IN", k > 2, datd in reprezentare
parametrica:

X = x(t),
(F):{ B
y_ Y(t)’ te (tl’tz)gm.

Atunci evoluta ei este o curba pland (E), definita analitic prin relatiile:
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. ) )
x=x(p- 200+ 0)
- X0 IO - X0 3
: . ) .2
¥ =y + JOE O+ )

x(t) §(t) —X(0) y(t)

Demonstratie. Intr-un punct curent, ordinar, M(x(t), y(t)) al curbei plane (I'), normala
(N) este datd analitic prin ecuatia:

(N):[X-x(®]x© +[Y -y ]y(® =0,
adica o ecuatie de forma:

FX,Y,t)=0, te(t,t,) R,

deci ecuatia unei familii de drepte care depinde de parametrul t.

Pentru a determina evoluta (E) trebuie eliminat parametrul t (pentru determinarea
ecuatiei implicite a evolutei), sau trebuie explicitate X si Y functie de t (pentru determinarea
reprezentdrii parametrice a evolutei), intre ecuatiile:

F(Xa Ya t) = 0’
F't (X9 Y’ t) = 09

unde:
F =[X-x(®]x(®)+[Y - y®]5®) - x> () = y*(©.

In ipoteza:

fi‘(t) "y.(t) 40
X() y(v)

b

se poate rezolva cu ajutorul formulelor lui Cramer sistemul:

{[X —x(]x®+[Y - y®]y(t) =0,
[X - x(0]5%(0) +[Y - y®)]§(t) =x>(t) + § (1),

in necunoscutele X — x(t), Y — y(t) si se obtine solutia unica:

X =x(n - LKW+ ®)
E): x(1) y(O — x(t) y(t)
. . ) )
Y=y + XK O+ )

X (1) §(6) = X (1) y(t)

ecuatii ce constituie reprezentarea parametrica a evolutei curbei (I') date.
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Observatia 1.13. Coordonatele X si Y ale punctului curent de pe evoluta,
corespunzitor punctului M(x(t), y(t)) de pe curba (I'), au aceleasi expresii ca cele ale
centrului cercului osculator. Se obtine astfel:

Teorema 1.14. Evoluta unei curbe plane este locul geometric al centrelor cercurilor
osculatoare ale curbei date.

Exemplul 1.8. Sa se determine evoluta elipsei.

Solutie: Daca se considera elipsa in reprezentare analitica implicita:

2 2
@) : X_2+1Z_2_1:0’

&

infasuratoarea normalelor (evoluta) are ecuatiile parametrice:

C2 3
X =—C0S™ O,
a 2 2 2
(E) ) s (C =a _b )9
C .
y:——Sln3 o,
b

sau dupad eliminarea parametrului o se obtine ecuatia implicita a evolutei:

2 2 2

(E): (ax)® +(by)? = (c?)3.

Asadar, evoluta elipsei este o astroida. d

§1.12. Evolventa (desfasuratoarea) unei curbe plane

Definitia 1.31. Se numeste evolventa sau desfasurdtoare a unei curbe plane, curba
plana perpendiculara pe tangentele curbei date.

Observatia 1.14. Din definitia 1.31 rezulta ca evolventa unei curbe plane (I') este
curba plana, a carei evoluta este curba (I').

Observatia 1.15. Existd o infinitate de evolvente (desfasuratoare) (D), (D), (D), ... ale
curbei plane (I'), toate perpendiculare pe tangentele curbei (I'), deci (D), (D), (D’), ... sunt
paralele intre ele, adica In puncte corespunzatoare tangentele la ele sunt paralele (fig. 1.39).

Observatia 1.16. Nu existd metode generale simple pentru determinarea ecuatiei
evolventei unei curbe oarecare, Tnsa ea se poate construi prin metode mecanice.

Teorema 1.15. Diferenta razelor de curburad in doua puncte ale evolventei este egald cu
lungimea arcului corespunzator pe curba data.
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Demonstratie. Fie curba plana (I') datd in reprezentare naturala:

jx=x(s),
"|y=y(s), sparametru natural.

Fie M € (I si P punctul 1n care
evolventa (D) intdlneste tangenta in M la (I')
(fig. 1.40). Daca se noteazda cu R raza de
curburd MP, cu o unghiul format de tangenta
(T) cu axa (Ox) se obtin coordonatele X si Y
ale punctului P exprimate prin:

X=x+Rcosa,
Y=y+Rsina. @)

Din demonstratia teoremei 1.2 se obtine:

[dsz (dyj2 X2 +y?
JE— +| = = = :1’
ds ds S

. .dx d e .. )
rezultd ca —, & sunt cosinusii directori ai tangentei (T):

ds ds
dx _ cos O y 4
ds ’ P(X,Y)
dy .
E =SIn . (T,)

Atunci se obtin pentru X si Y expresiile:

X =X+Rd—x,
ds >
dy O X
Y=y+R—=> Fig. 1.40.

o g .dX d )
Tangenta (T”) in P la evolventa (D) are parametrii directori d—, d_ si cum ea este
S S

perpendiculara pe tangenta (T), rezultd ca exista relatia:

dX dx  dY dy
ds ds ds ds

relatie care devine, daca se tine cont de expresiile X §1 Y:

2 2
(dx dR _dx Rd_dex{d_ud_R_%Rdyjﬁ:O,

=0,

ds

E ds ds ds? ds ds ds E ds
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sau prin gruparea termenilor:

2 2 2 2 2 2
[d_xj +(d_yj +d_R (d_xj +[ﬁj +R d_Xd_§+d_yd_z] :()’
ds ds ds |\ ds ds ds ds ds ds

2 2 2 2
ds ds ds ds ds? ds ds?

Prin derivarea relatiei:

sau Inca:

se obtine:

2 2
(4 dx ay @y o
ds ds ds ds

De unde, prin inlocuirea acestei relatii in conditia de ortogonalitate rezulta:

1+d—R:O,
ds

care integratd conduce la relatia:
R(s) =—s +k,

formula valabila pentru orice pozitie a punctului M € (I'), deci a lui P € (D) corespunzator.
Fie pe curba (I') doud puncte M, si M,, carora le corespund punctele P, si P, pe
evolventa (D) (fig. 1.41), se obtine pe de o parte:
N N
M()M1 =Sy, MOM2 = Sy,
iar pe de alta parte:

R1+Sl=k,
R2+82:k,

relatii care prin scadere conduc la:

@)

N S
R -Ry =58, -8 =MM, - MM,

Fig. 1.41.

adica: —
R] - R2 = Mle.



Capitolul 1. Elemente de geometrie diferentiala a curbelor plane 51

Observatia 1.17. Teorema 1.15 conduce la urmatoarea constructie mecanica a
evolventei unei curbe plane (I): se intinde un fir inextensibil, de lungime k, de-a lungul
curbei (I'), cu Incepere din My, originea arcelor. Daca se desfasoara firul, tindndu-1 intins asa
incat sd ramana mereu tangent la curba (I'), extremitatea acestui fir va descrie evolventa
(desfasuratoarea) (D) a curbei (I).

Exemplul 1.9. Se considera lantisorul:
I): y=ach X
a

Se cere:

N
a) Sa se determine lungimea arcului AM cuprins intre punctul minim A si punctul
curent al lantisorului M(x, y) si sa se verifice relatia:

yi+(LD) =ya, (fig. 1.42).

b) Sa se arate cd raza de curbura R a lantisorului intr-un punct M al curbei este egala cu
lungimea segmentului de normala, s,, cuprins intre punctul M si axa (Ox).
c¢) Sa se deduca ecuatiile parametrice ale evolventei sale (fig. 1.42).

Y y

v

Fig. 1.42.

Solutie: a) Coordonatele punctului de minim A sunt: (0, a). Atunci lungimea arcului Xl\\/[

este:
L =[y1+y”? (x)dx =ash=
a
0

si relatia anuntata se verifica imediat:

2 X X
yZ+(LXI\7) =a’+a’sh’==a’ chz—:yﬁ.
a a
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b) Pentru curba datd au loc relatiile:

3
12 )5
R:M:ach2 3, S, :|y|\/1+y'2 —ach’ 2 ,
ly"| a a
de unde se obtine egalitatea:
R =s5,.

¢) Daca T(X, Y) descrie evolventa (D), atunci:

MT=L7; =ash>,
a

Din triunghiul dreptunghic MTQ rezulta:

TQ = MT cos «,
in care:

tgazy'zshi.
a

Prin urmare, se obtine:

X 1 X
TQ=ash——————==ath—
a Jl+tg’ a a
si respectiv:
MQ=TMsinoc=ash£- g =ash£th£.

Are loc relatia:
MT? = (x - X)* + (y - Y)?,
dar din triunghiul dreptunghic MTQ rezulta:

MT? = TQ? + MQ™.

Deci, ecuatiile parametrice ale evolventei sunt, urmatoarele:

X=x—th§,
a
(D): sh2
Y=ach—-a ;1
a ch—
a
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§1.13. Teorema fundamentala a teoriei curbelor plane

Fie curba plana (I') de clasa k, k € IN", k >2 acirei reprezentare naturala este:

(F):{x =x(s),

y =y(s), sparametru natural.

Daca se noteaza cu 6 unghiul format de tangenta la (I') in punctul M(s), cu axa (Ox) si
se tine seama de relatia:

2 2
5)-(2
ds ds

d—chose, d—yzsine. (L.7)

ds ds

rezulta:

Atunci curbura curbei (I') ia o forma simpla:

do
K=—.
ds
Observatia 1.18. Din rezultatul obtinut mai sus pentru curburd, rezulta cd se poate
interpreta curbura unei curbe plane ca fiind viteza de variatie Tn raport cu lungimea arcului, a
unghiului format de tangenta la curba cu axa (Ox).

Teorema 1.16 (de existenta pentru curbe plane). Fie functia continud K = K(s),
s € [a, b] [0, =), astfel Incat K(s) = 0 pentru orice s € [a, b]. Atunci existd o curba plana
care admite o parametrizare naturald Tn functie de s si admite pe K(s) drept curburd. Doua
curbe care satisfac conditiile de mai sus coincid printr-o translatie si o rotatie.

Demonstratie. Daca existd doua curbe plane cu proprietdtile din enunt, prin translatia
eventual a uneia dintre ele se poate presupune cd acestea se intersecteaza in s = a. De
asemenea, dacd se roteste eventual una dintre curbe, se poate presupune in plus, cain s = a,
ele au aceeasi tangenta.

Din formula curburii:

do
—=K{(s),
s (s)

se obtine:

0(s) = j :K(s) ds

si prin introducerea in formulele (1.7) rezulta ecuatiile:
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x(s) = j:cos (I:K(s) ds) ds,
y(s) = I:sin U:K(s) ds) ds,

care determind in mod unic curba cu proprietatile cerute. W)

§1.14. Clase remarcabile de curbe plane. Curbe speciale

Definitia 1.32. Se numeste curba unicursald o curbd ale cdrei ecuatii parametrice
exprima coordonatele (X, y) ale unui punct oarecare al curbei, ca functii rationale de un
parametru t.

Teorema 1.17. O curba plana (I') a cdrei ecuatie implicita este:

(F) : Pn(x’ y) + Pn—l(x’ Y) = O’

unde P,(x, y) este polinom omogen de grad p, este o curba unicursala.

Demonstratie. Daca se intersecteaza curba (I') cu dreapta (d) de ecuatie:
(d): y=tx,
se obtine:
P.(x, tx) + P, (x, tx) = 0,
X" Py(1, ) + x"" Poy(1, ) = 0.

Rezulta radacina simpla:

X:_Pn—l—(l’t) (1.8)

P, (1, t)
si raddcina multipla de ordinul (n-1), x = 0.
Deci dreapta intersecteaza curba (I') in (n-1) puncte confundate in O(0, 0) si In punctul
M de coordonate:

I e )

TPy
tP_ (1,t)
P (,t)

I): (1.9)

Cand (d) se roteste in jurul lui O, t - care este coeficientul ei unghiular - variaza de la
—oo ]a 400, 1ar M descrie curba (I'). Rezulta ca (1.9) sunt ecuatiile parametrice ale curbei (I')

sl cum X, y sunt functii rationale t, curba este unicursala.
a
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Teorema 1.18. O curba (I') a carei ecuatie Tn coordonate polare este de forma:
(I) : p=A£(sin O, cos 9),
unde f este o functie rationald, este unicursala.
1-t*
I+t

1ar cos 0 =

. - .. .. 0 ..
Demonstratie. Daca se considera tg > =t, atunci sin 0 = =

I+t
Prin substituirea acestora in ecuatie se obtine:

2t 1-t*
p=f| = 7|
1+t 1+t
Rezulta coordonatele carteziene ale unui punct curent al curbei (I'):

42 42
X=p0089=1 ! f{ 2t 1 t}

1+62 (1462 1+¢2

@) : )
Cpsinpo 2L p[ 2t 1=t
Y 1+t2 (14271462 )

ceea ce demonstreaza ca (I') este o curba unicursala.

Exemplul 1.10. Sa se arate cd urmatoarea cubica:
(D) : X’ +y =3 axy = 0 (folium-ul lui Descartes)

este o curba unicursala.

Solutie: Curba (I') are drept polinoame omogene:

Ps(x,y) = x>+ y3, P,(x, y) = -3 axy.

Rezulta:
P tP(LY
P, t) Y P, t)
deci:
3at 3at?
N: x= , =—,
@ 1+t Y 1+¢°

adica folium-ul lui Descartes este o curba unicursala.

Exemplul 1.11. Se considera in coordonate polare, cardioida:
I): p=a(l +cos 0).

Sa se arate ca ea este o curba unicursala.

5
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Solutie: Coordonatele carteziene ale punctului M(6, p) sunt:
Xx=pcosH si  y=psin0.
Rezulta ca cele ale unui punct de pe cardioida sunt:

x=a(l+cosB)cosBsi y=a(l+cos0)sin 0.

< .. 6 )
Daca se noteaza tg > =t, atunci:

0 , 0
. 2e gy =gt e
sin 6 = 9: -, lar cos 0= 9= =
1+tg25 I+t 1+tg25 I+t

Prin urmare, coordonatele carteziene X, y ale unui punct curent de pe cardioida au
expresiile:

2
= 2a(l : t2 ) ’
1+t7)
y= 4at
1+t)?*’
deci cardioida este o curba unicursala. d

Definitia 1.33. Locul geometric al proiectiilor unui punct fix I pe tangentele la o curba
plana datd (I') se numeste podara punctului I fata de (I).

Teorema 1.19. Se considera curba plana (I') datd in reprezentare vectoriala:
M):r=r(),te(t,t,) cR
st punctul I de vector de pozitie 1, = X, i+ Yo 3 (fig. 1.43).

Atunci: 1° Reprezentarea vectoriala a podarei este:

unde R este vectorul de pozitie al punctului curent al podarei.
2° Reprezentarea analiticd parametricd a podarei este:
(x=x¢) X+ (y=yo)-¥ %
X*+y°

(X_Xo)'x"'(y_)’o)'}"
X*+y?

X=x-

Y=y-
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Demonstratie. 1° Se determini vectorul de pozitie R al proiectiei P a punctului I pe
vectorul tangent r dus Intr-un punct oarecare M(r) al curbei (I'). Are loc relatia:

R=T+AT.
Pentru a determina pe A se considera vectorul:
R-T,=T+AT-T,,

perpendicular pe r, deci:

(-1, +A1) T =0, -
de unde rezulta:
o (1)
=2
T
2° Daca:
x = x(t) © Fig. 1.43.
I): { ’
y=y®), te(t,t,) R,

sunt ecuatiile parametrice ale unei curbe plane (I'), se considera I(xy, yo)-
Se noteaza P(X, Y) coordonatele proiectiei lui I(xo, yo) pe o tangentd in M(X, y), atunci
prin transcrierea analitica a ecuatiei vectoriale a podarei, obtinuta la 1°, rezulta relatiile:

(X_Xo)'x"'(y_YO)'y'X
xX*+y°

X=Xo) X+(y=yo)y .
Y:y_( ”.2(i w)y‘y g
X +y

X=x-

P):

Observatia 1.19. In cazul cand I(xo, yo) este chiar originea, atunci formulele precedente
devin:

_Xy—yX .
X=—g 7
X +y
R
Y=- X
x4y’

Exemplul 1.12. Sa se determine podara elipsei 1n raport cu centrul sau.

Solutie: Ecuatiile parametrice ale podarei sunt:
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XX =x)+¥(y—Yo)

X =x X,
x> +y°
® X(x=%y) +¥(y ~ yo)
Y=y- Y
X" +y
Podara elipsei:
X =acost,
(E): :
y=bsint,
are ecuatiile:
2
t
x= a’ sinazbt :(llsz cos’ t
(P): e
Y= a'bsint

“a’sin’ t+b’cos’t’
Prin eliminarea parametrului t se obtine ecuatia implicitd a podarei:
(P): X2+ b Y - (X*+Y)* =0,

adica podara elipsei in raport cu centrul sdu este lemniscata lui Booth. 0

§1.15. Cateva consideratii asupra curbelor in reprezentare polara

Este binecunoscut din geometria analiticd pland ca in unele probleme de geometrie
pland, mecanica si fizicd matematica in plan este util a considera sistemul de coordonate
polare alcatuit dintr-un punct O numit pol si dintr-o semidreaptd (Ox) care trece prin pol,
numita axd polara.

Pozitia unui punct M din plan este determinatd cand se cunosc: distanta p de la punctul
M la polul O si unghiul 0 (6 € [0, 2x]), mdsurat in sens trigonometric de la axa polara la
raza vectoare OM a punctului M.

Legatura intre coordonatele carteziene x, y ale punctului M intr-un reper cartezian
ortonormat {O, i, 3} si coordonatele polare p, O ale aceluiasi punct In reperul polar cu axa
polard drept partea pozitiva a axei (Ox) este datda de formulele:

_ 2 2
X =pcos 0, pP=yx-+y-,
X =psin 6, tgezl.

X

Din aceasta cauzd, un arc al unei curbe plane, care in orice punct al sdu indeplineste
conditiile de regularitate, poate fi obtinut si ca locul geometric al punctelor din plan care
satisfac ecuatii de genul:
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p =p(0),
sau.
H(p, 0) =0,

in care functiile p si H satisfac conditii de regularitate usor de formulat.
Se vor face in continuare unele consideratii simple asupra curbelor date 1in
reprezentarea polara:

p=p(6).

Din relatiile:

X =pcos 0,
X =psin 6,

se obtine prin diferentiere:
dx =cosO dp - p sinB dB, dy =sinB dp + p cos6 d6,

care determind pentru elementul de arc al unei curbe expresia:
d 2
ds* = dx* + dy” = (dp)” + p*(d6)* = Hd—gJ + pz} (d6)?.

N
Cu alte cuvinte, dacd AB este un arc al unei curbe plane (I'), datd n reprezentarea polara:
@) :p=p(®),
. . . /\ .
atunci pentru lungimea arcului AB se obtine formula:

—~ Op ' ' d
LAB=J-9A p*+p” db, (p:d_g)

Teorema 1.20. Se considera o curba pland (I'), reprezentata in coordonate polare prin
ecuatia:

@) :p=p(6).

Atunci tangenta unghiului B format de raza vectoare cu tangenta la curba este data de
formula:

thzB'.
p

Demonstratie. Fie M un punct oarecare al curbei plane (I') date in reprezentarea
polara:

@) :p=p(®).

In punctul M se duce raza vectoare OM si tangenta (T), care formeaza intre ele unghiul
B (fig. 1.44). Daca se noteaza cu ¢ unghiul tangentei cu axa (Ox) se obtine:
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¢=6+p,
sau:
B=0-6,
de unde:
dy sin©
th=tg((p—6): tgo—tg0® dix_cosﬂ _cos 0dy —sin 6.dx

1+tg(p-tg9_1+d7y' sin®  cos O dx +sin O dy
dx cos©

Dacda se inlocuiesc dx, dy in ultima
egalitate, dupd reducerea termenilor asemenea
se obtine:

do
th:pE’

relatie care conduce la:

thzde.

do

Fie M un punct al curbei plane (I') date in reprezentare polara:

@) :p=p®)

si o dreapta (PP’) perpendiculard in O pe raza vectoare OM (fig. 1.45).

Daca se noteaza cu T, respectiv N, intersectia dintre dreapta tangenta, respectiv dreapta
normald, in punctul M la (I') si dreapta (PP’), se pun in evidenta urmatoarele segmente:
segmentul tangentd polard (s b= MT ), segmentul normala polard (s b = MN ), segmentul

tg n

subtangentd polara (s - TO ) si segmentul subnormala polard (ssnp =NO )

stg

Daca se tine cont de formula:
ea=?.

p

se obtin cu usurinta formulele:

p2

S =
stgp ‘ '
p

. Sa, =l

, Stg, =‘§‘ VPP +p7, Sh, =4p>+p”.

Teorema 1.21. Se considera curba plana (I') data in reprezentare polara:

@ : p=p®).
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Atunci curbura acesteia este datd de expresia:
K_i_ p2 +2pv2_ppn
- R - (92 +P'2)3/2 )
Demonstratie. Se considerd pe curba plana (I') data in reprezentare polara:
@) :p=p(),

doud puncte infinit apropiate M si M, ale caror tangente (T) si (T) in aceste puncte,

formeaza unghiul de contingentd Aa.. Se noteaza cu B si B + AP unghiurile formate de razele
vectoare si tangentele in punctele M, respectiv M (fig. 1.46).

P

(D)

180°-Ao

(T)

Fig. 1.45. Fig. 1.46.

In patrulaterul OMAM are loc:

AB +180° - B+ 180° - Aa. + B + AP = 360°,
de unde:
Ao = A + AP.

Prin aplicarea definitiei 1.21, date curburii medii se obtine:

1+AB
_ Ao AB+AB AO
" As As As

A8

K

b

iar prin aplicarea definitiei 1.22 date curburii, se obtine:

K =1lim—2A8 - __d® Aq_505iA0—0)
A8—0 As ds

AO ke
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In ultima egalitate numitorul este cunoscut:

ds _ (d_pjz +p?,
do do

iar pentru numadrator se foloseste relatia:

_P
tg B_ d7p s
do
sau:
B= arctgﬂl.
P
Se obtine:
d_[.)) _ 1 ' pv2_ppn _ pvz_ppn
de 2 12 2 + 12
1+( B J p p+p
p
si deci:

2 "
.

K =

1
R prepr)™ prep?)”

p2+pv2 _p2+2pv2_ppn'

In scopul stabilirii relatiilor care dau coordonatele centrului cercului osculator la curba

data 1n reprezentare polara:

@) :p=p(®),

se deriveaza de doua ori formulele:

X =pcos 0,
y=psin6,

se tine cont ca p este functie de 6 si se obtine:

dx . dy .
—=p'cosO—psin0O, —=p'sin®+pcosO,
a0 p p a0 p p

2

%:p”cose—Zp'sine—pcose,

de unde:

p''sin@+2p'cos@—psin 0O,
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dx ) (dy)
2, ,2:(_j _I{_Yj —p? +p2,
Y =l3e) Tlag) PP

dx d’y d’x dy )
XV ”—X” V:_.___._: +2 I_ IV'
YY" 0 a0’ ap” a0 P TP PP

Se obtin pentru coordonatele o, B ale centrului cercului osculator formulele:

(p'sin 8+ p cos 0) (p2 +p'2)
p*+2p*—pp" ’

(p'cos ©—psin 0) (p2 +p'2)
p2 + 2pv2_ppn

o=pcosO—

B=psin O+

§1.16. Probleme propuse

1. Sa se arate ca urmatoarea cubica:
(D) : (x*+y)x—ay’=0 (cisoida lui Diocles),

este o curba unicursala si sa se scrie ecuatiile ei parametrice.

2. Sase scrie ecuatiile tangentelor si normalelor la curba plana:
(I) : y=cosx,

in punctele A, B, C de abscise 0, g, TT.

3. Sa se scrie ecuatiile tangentelor si normalelor la curba plana datd in reprezentare

parametrica:
1
CoT
I):
@) oy
T

in punctele A(t = 1), B(t = 0).

4.  Sa se scrie ecuatiile tangentelor si normalelor la curba data in reprezentare implicita:

(F):x3+y3—3axy=0,

in punctul A(3—a, 3_aj
2 2
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5. Se considera curba plana de ecuatie vectoriala:
@) : 7= =1)i+( +1)7.
Sa se determine tangentele la curba, paralele cu dreapta de ecuatie:
d:2x-y+3=0.

6. Sa se demonstreze urmatoarea proprietate geometricd a curbei lantisor: tangenta Intr-un
punct M al curbei este perpendiculard pe segmentul [AQ] dus din varful A al lantisorului,
avand lungimea ordonatei punctului M egala cu abscisa punctului Q aflat pe (Ox).

7. Sa se demonstreze cd tangenta intr-un punct oarecare My(Xq, Yo) al lantisorului:

X g . .
(I') : y =a ch — este paraleld cu una din tangentele duse din punctul T de pe axa (Oy),
a
care are aceeasi ordonatd cu My, la cercul cu centrul in originea axelor de coordonate si
a carui raza este egala cu segmentul cuprins intre varful lantisorului si origine.
8. Sa se gaseasca lungimile segmentelor: tangenta, subtangentd, normald, subnormala ale
curbei:
@) :y=tgx,
~ .. T
in punctul A de abscisa e
9. Se considera curba plana:
- v (.2 1)=
M):r=ti+|t"+-1|]
t
si un segment [M;M,] cu extremitatile M, M, situate pe ea, al carui mijloc se afld pe
axa (Oy). Sa se demonstreze ca tangentele duse in M, M, la curba se intersecteaza pe
curba.
10. Sa se gaseasca familia de curbe plane care au subnormalele constante: k.
11. Sa se determine podara hiperbolei:
2 2
X
T): - -1=0,
a~ b
in raport cu originea.
12. Sa se afle infasuratoarea familiei de cercuri:

T : X +y —2Ax+ A —4A=0.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Sa se gaseasca infasurdtoarea familiei de drepte, pentru care suma tdieturilor pe axele
de coordonate este constanta.

Sa se determine evoluta unei parabole.

Sa se determine evoluta hiperbolei.

Sa se gaseasca ordinul contactului 1n origine al curbelor plane:

T): y=x", (Iy) : y=x"sin’ x.

Sa se gaseasca raza de curburd a cicloidei intr-un punct oarecare M si sd se arate ca
aceasta este egala cu dublul segmentului normald, cuprins intre punctul M si axa (Ox).

Sa se scrie ecuatia cercului osculator al curbei:

) : y=sinx,

in punctul A(x = gj

Sa se determine curbura curbei plane:
(F):x3—y3+2xy=0,
in punctul M(1, -1).

Sa se studieze punctul singular al folium-ului lui Descartes:
M: xX’+y —3axy=0

si sd se scrie ecuatiile tangentelor in acest punct.

Sa se studieze punctul singular al cisoidei lui Diocles:
M) : X+y)x—ay =0

si sd se scrie ecuatiile tangentelor in acest punct.

Sa se studieze punctele singulare ale concoidei:
D) : X +y) (x-a)’-bx*=0

si sd se scrie ecuatiile tangentelor in aceste puncte.

Sa se construiasca curba plana a carei ecuatie vectoriala este:

M) : T=tB-t?)i+3t*].



66 Geometrie diferentiala

Capitolul 2

ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFERENTIALA
A CURBELOR iN SPATIU

§2.1. Reprezentarea analitica a curbelor in spatiu

Definitia 2.1. Se numeste arc simplu de curba in spatiu o multime (I') de puncte M din
spatiul euclidian real cu trei dimensiuni IR’, ale ciror coordonate X, y, z in raport cu reperul
ortonormat R = {O, i, ], k} al lui IR? si vectori de pozitie T satisfac una din urmitoarele relatii:

(1_,) F(X,y,Z)IO,
|G(x,y,2) =0, (x,y,2e DcR?, (2.1)

@0 :{Z =f(x,y),

z=g(X,y), Xe(X{,X;,), YE (¥}, ¥2)s (2.2)
X =x(t),
(D) y=y(v), (2.3)

z=1z(t), te (t,,t,),

M):r=r@),te(t,t,), (2.4)

unde functiile F, G, f, g, X, y, z, r satisfac conditiile:

i) sunt reale, uniforme si continue,

ii) functiile x, y, z stabilesc o corespondenta biunivoca si bicontinua intre punctele
M e (I) si multimea valorilor parametrului real t (te (t,,t,)),

iii) admit derivate de ordinul intai continue.

Relatiile (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) se numesc respectiv reprezentarea analitica implicita
sau ecuatiile implicite ale arcului simplu de curba in spatiu (I'), reprezentarea analitica
explicitia sau ecuatiile explicite ale arcului simplu de curbad in spatiu (I'), reprezentarea
analiticd parametricd sau ecuatiile parametrice ale arcului simplu de curba In spatiu (I') si
reprezentarea analiticd vectoriald sau ecuatia vectoriald a arcului simplu de curba in spatiu

@ ).
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Observatia 2.1. Un arc de curba simplu admite o infinitate de reprezentari
parametrice. Intr-adevar, dacd t = t(t*), unde t € (tl*, tz*) este un parametru real, atunci
reprezentarea parametrica (2.3) devine:

X :x(t(t*)),
)=y =yttH),
z=2t"), e 1), 1)),

adica:
X=X t*),
M:y=y(t),
7=17 (t) t et ,t,)

Definitia 2.2. Se numeste arc regulat de curba in spatiu o multime (I') de puncte M
din spatiul IR?, ale ciror coordonate x, y, z 1n raport cu reperul ortonormat X = {O, 1, ], k} al

lui IR’ si vectori de pozitie r verifica una din relatiile (2.1), (2.2), (2.3) sau (2.4) unde
functiile F, G, f, g, X, y, z, r satisfac urmatoarele conditii numite de regularitate:

i) sunt reale, uniforme si continue,

ii) functiile x, y, z, r stabilesc o corespondentd biunivocd si bicontinua intre
punctele M e (I') si multimea valorilor parametrului real t (te (t,, tz)) ,

iii) admit derivate de ordinul intai continue, nu toate nule,

iv) cel putin unul dintre determinantii functionali (jacobienii):

D(F,G) DF,G) D(F,G)
D(y,z) = D(z,x) D(x,y)’

este diferit de zero.

Definitia 2.3. Fie (I') un arc regulat de curba in spatiu. Se spune ca (I') este un arc de
curba regulat de ordinul n, sau de clasa n daca functiile F, G, f, g, X, y, z, r din relatiile
(2.1), (2.2), (2.3), (2.4) admit derivate (partiale, respectiv ordinare) continue pand la si
inclusiv ordinul n > 1, astfel incat nu toate derivatele de acelasi ordin sa se anuleze.

Definitia 2.4. Fie (T )ieI o multime de arce de curba regulate de ordinul n, care au
extremitatile, eventual, puncte singulare. Se numeste curba regulata de ordinul n, sau de

clasa n, reuniunea arcelor (Fi ), adica:
M=u(r).

Observatia 2.2. In aceasta teorie vor interveni numai curbe regulate de ordinul n, care
se vor numi, pe scurt, curbe.
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Definitia 2.5. Se numeste punct ordinar al curbei in spatiu (I'), un punct M € (I') in
care sunt satisfacute toate conditiile de regularitate. In caz contrar (cel putin una din
conditiile de regularitate nu este satisfacutd), punctul se numeste singular.

Observatia 2.3. Punctele singulare sunt de doud categorii: puncte singulare proprii:
sunt puncte singulare in orice reprezentare analiticd a curbei in spatiu (I') si puncte
singulare improprii: exista cel putin o reprezentare analiticd a lui (I'), Tn care punctul sa nu
fie singular.

Exemplul 2.1. Sd se determine ecuatia vectoriala a curbei situate la intersectia
suprafetelor:

O x> +y’ +2° =a’,
x% + y2 =ax, (curba Viviani).

Solutie: Se observa ca aceastd curba este simetricd fata de planele (xOy) si (xOz). Se
considerd x = a sin” t si se inlocuieste in cea de-a doua ecuatie, de unde se obtine:

a .
y=1t—sin2t.
2
A . . . . a . N . .
Prin inlocuirea lui x = a sin” t §i y= iE sin 2 t 1n prima ecuatie se obtine:

2
) a“ .
a’sin? ‘[+Tsm2 2t+z° =a’,

- 2
72> =a’ (l—sin4 t—%j.

< . . .2 I—cos2t . .4 1-2cos2t+cos? 2t .
Daca se tine cont ca sin” t =———— ,iar sin” t= 1 , atunci:
4—-14+2cos2t—1 I+cos2t
zzzaz[ 2 jz 2(Tj=azcos2t,

z=*acost.

Astfel, ecuatia vectoriald a unei portiuni a curbei date este:

I: f:a[sin2 t§+%sin2tj+costij.
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§2.2. Lungimea unui arc regulat de curba. Element de arc

Fie o curba 1n spatiu (I') data in reprezentare vectoriala:
I): T=1(1), te (a,P).
Se consider arcul AB pe aceasta curba astfel incat A(t =ty = a) si B(t=t, =b), unde
a,b e (a, B), a<b. Se imparte arcul @ in subarce prin punctele My = A, M|, M,, ..., M1,

M, = B. Se formeaza astfel o linie poligonala Tnscrisa in arcul?\\B (fig. 2.1).

Se noteaza norma vectorului M;M,,, prin L

L=|MM, |, i=0,1,2, 0L,

N
Definitia 2.6. Se numeste lungime a arcului AB expresia:

n-1
lim Z L,
n—oo

max‘ Ij ‘—)0 i=0

daca aceasta limita exista si este unica.

Observatia 2.4. Lungimea arcului AB se noteaza
prin s.
Deci:

n—1
s= lim > 1.

n—e =
max‘ I ‘—)0 =

Definitia 2.7. Un arc de curba in spatiu (I') se spune ca este rectificabil daca:

n-1
lim > 1
n—eo T
max‘ I ‘—)0 =

exista si este unicd, adica daca arcul (I') are o lungime s.

Teorema 2.1. Fie curba 1n spatiu (I') data in reprezentare parametrica:
T): T=1(t), te (o, P)

N
si fie AB un arc pe curba (I') astfel incit A(t=ty=a), B(t=t,=b),a,be (a, ), a<b.
Daci AB este un arc regulat de curba, atunci lungimea sa este data de formula:

=T Jro .
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unde:

s &
r(t)= " (t).

Demonstratie. Din fig. 2.2 se obtine:

MM, =7(t,,)~T(t,), t,,t, € (@b c(@p), i=0,1,2, .., n-L.

i i+l

Prin aplicarea formulei lui Taylor se obtine:

F(t,,)—T(t) = [f(t,) +E | At
unde:
At =ty — t,

iar € este un vector infinit mic ce tinde la zero o datd cu At;. Deci:
MM, =[i(t,)+&]At, i=0,1,2,...n-1.

Pe tangentain M; 1=0, 1, 2, ..., n-1) la curba strdimba (I") se considera vectorul:

M. M, =1(t,) At, .

Are loc egalitatea:

MM, =MM'| +M''M,,,,

de unde:

M. M., =MM MM .

iV T

Deci:

| - .
S [ |50 |- [ |-
<3 || ¥ || |
insi:
[ -« [
adica:
H‘MiMm - [M H‘s I& |t ], i=0,1,2, ..., n-1.

Fie:
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€ = max ||§i ||
Se obtine:

n:Z_OlH MiMi+1

n—-1,__
S|

n-1 n-1
<D E Ay | <e D] AL |=eb-a).
i=0 i=0

)

Din aceasta relatie rezulta:

) n-l1
i [ S
m"‘XHMiMiH H—)O i=0

n—oo
maxHMiM'i H—)O

j: lim (ZIHMM
i=0
adica:

n-l .
= lim Y[t A
n—oco -
max‘ Ay ‘—)0 i=0

) n-1
i S
m"‘XHMiMiH H—)O i=0

Conform definitiei 2.6, precum si integralei definite se obtine:

s:j:”?(t) [a. 0

Observatia 2.5. In cazul in care curba in spatiu (I) este datd in reprezentare parametrica:

x = x(t),
@)y =y,
z=1(1), te (a,p),
atunci:
[Fo] =V o+3*m+2 0,
rezulta:

s=[VEm+y2 0 +23(0) dr. 0

Teorema 2.2. Se considera curba in spatiu (I'), regulata, data in reprezentare vectoriala:

M):1=1@®), te(t,t,),

—~

si fie MgM un arc regulat pe curba (I'), cu My punct fix, M(ty), iar M un punct curent pe
curba (I'), M(t). Atunci lungimea s a arcului 1\7I_OR/I este o functie continud si derivabild de
parametru t:

s = s(t).
Demonstratie. Din teorema 2.1 rezulta:
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=] Jio]a

unde integrala din membrul al doilea este o integrald definitd scalara, limita superioara fiind
parametrul t. Se demonstreaza in analiza scalara ca o asemenea integrala este o functie
continua si derivabild de parametru t:

s = s(t). O

Observatia 2.6. Daca se considera curba 1n spatiu (I') regulatd, atunci din conditiile de
regularitate, rezulta ca:

%:“?(t)“=\/X2(t)+y2(t)+i2(t)>0,

deci:
s:(t, ) =>s(t, ) c R,

este o functie surjectiva, strict crescatoare si continud, deci bijectiva. In plus, inversa ei:
t=1t(s),

este continua si derivabila, cu derivata:

dt N
E(S) = [Et(S)} >0. O

Y _— N
Observatia 2.7. Fie arcul MoM si coarda M M. Dacd arcul MM este rectificabil,

atunci se demonstreaza usor ca:

unde As este lungimea arcului m, Al este lungimea coardei [MMj], iar punctul M tinde catre
N
M, pe arcul MoM. 0

Fie (I') o curba in spatiu data in reprezentare vectoriala:

@): T=T(0), te(t,t,).

N
Se considera MyM un arc regulat pe curba (I'). Conform teoremei 2.2, lungimea arcului

N
MM este o functie continua si derivabila, de parametru t:
s = s(t).

Definitia 2.8. Se numeste element de arc al curbei in spatiu (I'), diferentiala ds a
functiei s = s(t).

Teorema 2.3. Fie (I') o curba in spatiu regulata si ds elementul de arc pe (I').
1° Daca (I') este data in reprezentare vectoriala:
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D=1, te(t,t,),
atunci:
ds=|dr|.
2° Daca (I') este data in reprezentare parametrica:
X =x(t),
@)y =y,
z=12(0), te (t,, t,),
atunci:
ds= \/dx2 +dy” +dz” .
Demonstratie.
1° Fie punctele M, M’ e (I'), M(t), M’(t + At) (fig. 2.3).
MM'=1(t+At)—1(t) |- —,
unde At este cresterea lui t, rezulta pe baza observatiei 2.7:
MM’ T(t+ At —T(t :
s [MM] R Ol o],
dt A0 | At | A0 | At |
de unde:
ds = || (1) || dt,
M
sau: z
ds = dr|.
| ) (1) o
2° Daca se tine cont de relatiile: T(t+At)
r() = X(0i+y(0) j+ 20k, A9
[Fo]=Viio+y*m+220. o y
_ - _ X g
dr = dxi+dyj+dzk, F
Fig. 2.3.
||df|| = \/dx2 +dy2 +dz?,
rezulta ca:
ds=/X(0)+ 72 (O +2° (1) dt,
sau:
dsz\/de+dy2+dz2 . 0
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Teorema 2.4. Lungimea de arc s(t) poate fi intrebuintatd ca parametru in reprezentarile
parametrice ale curbelor din spatiu regulate. Trecerea de la t la s pastreaza clasa reprezentarii.

Demonstratie. Se face in mod analog cu cea data teoremei similare de la curbe plane

(teorema 1.2).
(. dsj
) S=—1,
dt

Din relatia:
deoarece curba 1n spatiu este regulata, se obtine:

§= || (1)

§2 = (f(1) - T(1))> 0.
Din observatia 2.6 rezulta ca s este bijectiva si inversa ei, t = t(s) are derivata:

dt ds -
<O —{a(us))} >0.

Prin substitutia inversei functiei s = s(t) In reprezentarea vectoriald r =1(t) se obtine
astfel a altd reprezentare parametrica a curbei (I') si anume:

X = x(t(s)),
D) 1y =y(ts)
z=17(t(s)),
adica:
X=X (8),
D) y=y (),
2=12 (s),
sau:
M): T=T (s),
cu s drept parametru. 0

Definitia 2.9. Parametrul s este numit parametru natural al curbei in spatiu (I'), iar
reprezentarea vectoriald a curbei (I'):

(I'): r=1(s), s-parametru natural,
se numeste reprezentare naturald a curbei in spatiu (I).

Notiunea de orientare pe o curba in spatiu se introduce in acelasi mod ca pentru o
curba plana.
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Definitia 2.10. Se numeste sens pozitiv de parcurs pe curba in spatiu:
(T): T=F (1), te (t,t,),

sensul care corespunde la valorile crescatoare ale parametrului t.

Evident, existd doua moduri de orientare a lui (I') si trecerea de la o orientare la
orientarea opusa poate fi efectuatd printr-o transformare parametrica a cdrei derivata este

negativa (fig. 2.4).
M, :
/" + (t,>t))

) — . - (<t
'[('[*) t, = t('[1) \A t, = t(tz) ( dt Oj
dt”

Fig. 2.4.

Observatia 2.8. Utilizarea reprezentarii naturale a unei curbe 1n spatiu va simplifica
unele calcule ce se vor face in consideratiile ce urmeaza a fi facute asupra unei curbe 1n
spatiu.

Observatia 2.9. Punctul M(t = tg) € (I), corespunzator la s = 0, poate fi ales in relatia:

s(t) = j:o || T(t) || dt = j:o JGEw i),

1n mod arbitrar.

Sensul pozitiv al reprezentarii naturale este acelasi cu al reprezentarii initiale:
M):r=1(1), te (t,,t,),

deoarece functia s = s(t) este monoton crescatoare. Pentru a obtine orientarea opusa se poate
A . *
intrebuinta s ca un nou parametru, cu:

S =—38. d

Conventie. In continuare, derivatele functiei vectoriale r In raport cu parametrul
natural s se noteaza cu accente, spre deosebire de derivatele aceleiasi functii in raport cu
parametrul t arbitrar, care inca din capitolul anterior au fost notate cu puncte:

_, dr d’t - dr = d°f
r'=— =—

, I'= ) )
ds ds’ dt dt?

wn
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§2.3. Tangenta la o curba in spatiu

Definitia 1.11. Se numeste tangentd la curba in spatiu (I') In punctul ordinar M,
pozitia limita a dreptei secante MM’ cand M™ — M (fig. 2.5).

Fie curba in spatiu (I') datd in
reprezentare vectoriald:

T): T=T (1), te (t,,1,).

Se considerd doud puncte ordinare
M(t), M’ (t+At), infinit vecine pe curba (I),
de vectori de pozitie: r(t),r (t+At). Se
noteaza:

MM' = Ar =r(t+At) —r(t),
W:E: r(t+ At) —r(t) '
At At

Rezulta ca vectorii MM', MM"' sunt
coliniari. Are loc prin definitie:

i FHAD —F() _
At—0 At

T(1).

z M
N
D)
r(t) / R
M?
E A
r(t+ At)
- O > >
/ j Y
X
Fig. 2.5.

(D)

Pe de alta parte, cand Ar — 0, punctul M’ — M, iar MM"' va tinde catre MN, care
este vectorul tangent in punctul M la curba in spatiu (I'):

MN =T(t) .

Pentru a gasi ecuatia vectoriald a tangentei se considera pe tangenta (T) in M la curba
in spatiu (I') un punct P, de vector de pozitie R .

Are loc relatia vectoriala:

OP =OM +MP.

Cum vectorul MP, este situat pe tangenta (T), rezulta ca el este coliniar cu ?(t), adica:

MP = AT(1),

unde A este un scalar real.
Se poate deci scrie:

(T):ﬁ:f(t)m%, LeR.
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Aceasta este ecuatia vectoriald a tangentei in punctul ordinar M la curba In spatiu (I).
Observatii 2.10.
1° Daca curba 1n spatiu (I') este data in reprezentare parametrica:
x =x(t),
@)y =y(),
z=2(t), te (t,.t,),

atunci, pentru a scrie ecuatiile tangentei (T) in punctul ordinar M € (I') de coordonate x(t),
y(z), z(t), se considerd coordonatele curente X, Y, Z pe (T) si se obtine:

R=Xi+Yj+Zk, T(t)=x(Oi+yt)j+z(Ok, TO)=xt)i+y(0)]j+zt)k.
Prin proiectarea ecuatiei vectoriale a tangentei pe axele de coordonate, rezulta:
X =x(t) + Ax(t),

(T):4 Y =y(t)+ Ay (1),
Z=z(t)+Az(t)

si se obtin astfel ecuatiile parametrice ale tangentei (T).

Prin eliminarea parametrului A, se obtin ecuatiile canonice ale tangentei:

(1y: XX _ Y-y _Z=2(0
x(t) y(t) z(t)

sau:
CX=x(0) _Y-y() _Z-2(1)

dx dy dz

(T)

in care dx, dy, dz sunt calculate in punctul M.

2° Daca curba 1n spatiu (I') este datd prin ecuatiile implicite:

F(x,y,z) =0,
@I): .
G(x,y,2)=0, x,y,z)e DcCR",

atunci, pentru a scrie ecuatiile tangentei (T) in punctul ordinar M € (I') de coordonate x, y,
z, unde X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent al tangentei, se diferentiaza total ecuatiile

curbei (I'). Rezulta:

de+ﬁdy+a—FdZ=O,
ox ay 0z
a—de-+-a—Gdy+a—GdZ:O.
ox ady 0z
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Aceste ecuatii formeaza un sistem de doua ecuatii cu trei necunoscute: dx, dy, dz, care
prin rezolvare conduce la:
dx dy B dz
] " ] ] ] "
F, F, F, F, F F

x y
G, ¢, |6, ¢ |6, G,

X

Se deduce astfel ca parametrii directori dx, dy, dz ai directiei dreptei tangente (T) sunt
proportionali respectiv cu jacobienii:
D(F,G) D(F,G) D(F,G)
D(y,z) " D(zx)  D(x,y)

Ecuatiile tangentei (T) sunt asadar:

X-x Y-y  Z-z
D(F,G) D(F,G) D(G)’
D(y,z) D(z,x) D(x,y)

(T):

Teorema 2.5. Fie (I') o curba in spatiu regulata si fie (T) tangenta la curba (I') intr-un
punct M € (I), de vector de pozitie r (t).
Daca 7 este versorul tangentei (T), atunci:

unde ds este elementul de arc al curbei (I).

Demonstratie. Are loc relatia:
& & &t
ds dt ds’

dt . r .. - .
Deoarece — este un scalar, rezulta ca vectorul — este coliniar cu vectorul r(t), adica

ds ds
este coliniar cu vectorul care da directia tangentei (T).
Se obtine:
o Iy e e
ds| [l dt ds|f |[dt| ds

Conform observatiei 2.6:

- d
Jfo]-2.
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r . .. . .
Asadar, vectorul I este versorul directiei tangentei (T), deci:
S

se obtine:
dr
ds

_ds dt_,
dt ds

=8 I
ds

=]

Teorema 2.6. Fie (I') o curba in spatiu regulata, datd in reprezentarea parametrica:
X = x(1),

D) :y=y),
z=1z(t), te(t,,t,).

Fie (T) tangenta la curba (I') in punctul M € (I') de coordonate x(t), y(z), z(t). Daca cos
o, cos B3, cos v sunt cosinusurile directoare ale directiei tangentei (T), atunci are loc:
cosocz(;—x, cosB:ﬂ cosy:%.

b

S ds ds

Demonstratie. Cosinusurile directoare ale directiei tangentei (T) sunt proiectiile pe
axele de coordonate ale versorului T. Deoarece:

_ dr
T=—),
ds
U - dx dy dz
rezulta ca proiectiile versorului T sunt —, —, —.
ds ds ds
Asadar:
cosoczd—x, cosﬁzﬂ, cosyzg. O
ds ds ds

Definitia 2.12. Fie curba in spatiu (I') si fie un punct M € (I'), de vector de pozitie
r(t). Punctul M se numeste punct de inflexiune al curbei (I'), daca toate derivatele
vectorului r(t) de la ordinul doi si pana la ordinul 2n sunt coliniare cu derivata de ordinul
intai in M a vectorului r(t), adicd daca 1n punctul M sunt satisfacute conditiile:
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dr(t) d'1(t)

x——2=0,i=1,2,...2n,
dt dt!
dr(t) d>™' 1) -
W, 1W.3.
dt dt

Definitia 2.13. Fie o curba in spatiu (I'), data in reprezentare vectoriala:

M):r=r@),te(t,t,),

si fie un punct M € (I'), de vector de pozitie r(t). Dacd in punctul M este satisfacuta
conditia:

dr _d’r  ~

—Xx—=0,

dt dt

atunci tangenta la curba (I') In punctul M se numeste tangentd stationara.
Observatia 2.11. Din ultimele doud definitii rezultd cd tangenta Intr-un punct de

inflexiune este o tangenta stationara. Reciproca nu este mereu adevdratd, adica punctul M € (I')

prin care trece o tangenta stationara nu este intotdeauna punct de inflexiune.
)

Exemplul 2.2. Sa se determine tangentele la curba in spatiu:

N P D
O):r=—t*i-=¢t 'J+t2 -k
2 3
care sunt paralele cu planul:
M)y: 3x-2y-2z-1=0.
Solutie: Parametrii directori ai directiei unei tangente oarecare la curba data sunt (2 £,
—t%, 2 1).
Pentru ca tangenta sa fie paralela cu planul dat trebuie ca produsul scalar dintre

vectorul director, Vv (2 t3, —tz, 2 t), al tangentei i normala la plan, Nn (3, -2, —2) sa fie zero
(cei doi vectori sa fie perpendiculari). Adica:

3:20+28-4t=0,
cusolutiile t, =—1s1 t, = %, (pentru t = 0 nu se obtine un punct ordinar al curbei (I")).

. . .. 1 1 )
Coordonatele punctului corespunzator valorii t; = —1 sunt X ZE’ yzg, z = 1 iar

parametrii directori ai directiei tangentei in acest punct sunt: (2, 1, 2).
Ecuatiile tangentei in acest punct sunt:

2x-1_3y-1_ z-1

(Ty) 2 3 5
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R 2 .
In mod analog pentru t =— se obtine:

81x—-8 8ly+8 9z-4
T4 -3 1

(Ty)

§2.4. Planul normal la o curba in spatiu

Definitia 2.14. Fie (I')) o curbd in spatiu regulatd si fie M € (I'). Se numeste plan
normal in punctul M la curba in spatiu (I'), planul (7ty) ce trece prin punctul M si este
perpendicular pe tangenta (T) in M la curba (I').

Fie (I') o curba 1n spatiu regulata, data in reprezentare vectoriala:
@):T=7), te(t,t,),

M e (I') un punct curent de vector de pozitie T (t), (Ty) planul normal la curba (I') Tn punctul M.

Pentru a scrie ecuatia vectoriala
a planului normal se considerd in \
acest plan un punct curent P de vector
de pozitie R (fig. 2.6).

Deoarece planul (my) este
perpendicular pe tangenta (T) rezulta
ca vectorii MP si MN sunt ortogonali,
adica are loc:

MP - MN = 0.

Daca se tine seama de relatiile:
MP =OP-OM =R -1 (1),
MN =T (1),

rezultd ca se poate scrie:

(my): R-7(0)-T®=0. X Fig. 2.6.

Aceasta este ecuatia vectoriald a planului normal in punctul ordinar M la curba in
spatiu (I).

Observatii 2.12.
1° Daca curba 1n spatiu (I') este data in reprezentare parametrica:
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x =x(1),

M)y =y(v),
z=1z(t), te (t,,t,),

atunci, pentru a scrie ecuatia planului normal se considerd punctul curent M € (I') de
coordonate x(t), y(t), z(t) si punctul curent P € (7y) de coordonate X, Y, Z. Rezulta ca:

R=Xi+Yj+Zk, T()=x()i+y)j+z()k, T(t)=x(0)i+y(t)j+z()k

si prin inlocuirea lor in ecuatia vectoriald a planului normal in punctul M, la curba in spatiu
(I') se obtine ecuatia planului normal sub forma:

(my): (X=x(0))xt)+ (Y -y(®)y(t)+(Z-z(t))z(t) =0,
sau daca se tine seama de coliniaritatea vectorilor df| M S1 ?(t), rezulta:
(my): (X=x(t)dx +(Y —y(t))dy +(Z—z(t))dz=0.

2° Daca curba 1n spatiu (I') este datd in reprezentare implicita:

F(x,y,z) =0,
I): 3
G(x,y,2)=0, (x,y,z)e DcR",

iar M € (I') de coordonate x, y, z si P € (7ty) un punct curent de coordonate X, Y, Z. S-a
vazut (observatia 2.10.2°) ca parametrii directori ai directiei tangentei (T) sunt proportionali
cu jacobienii:

D(F,G) D(F,G) D(F,G)

D(y.z) = D(zx)  D(x,y)’

Rezulta ca ecuatia planului normal 1n punctul M(X, y, z) la curba in spatiu (I') este:

D(F,G D(F,G D(F,G
(my): (X =) 2Dy (y ) DED) (7 ) DED) g
D(y,z) D(z,x) D(x,y)
care se scrie sub forma de determinant astfel:
X-x Y-y Z-z
(my):| F, F, F,|=0.
G' G' G' d

Exemplul 2.3. Fie curba in spatiu de ecuatii:
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x2+z* —4=0,
@M,
X" +y —4=0.

Sa se scrie ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal in punctul M(\/g ,1,1) la curba
data.

Solutie: Parametrii directori ai directiei tangentei la (I') Intr-un punct curent sunt
proportionali cu (dx, dy, dz). Prin diferentierea ecuatiilor curbei (I') se obtine:
{ZX dx+2zdz=0,

2x dx +2y dy =0.

In punctul M, sistemul devine:

V3 dx |y +dz|y =0,
\/gdx|M +dy|M =0,

de unde:
dx|M B dy|M B dz|M

-1 3 3

iar ecuatiile tangentei cautate sunt date de:

x—\/g_y—l_z—l
-1 3 3

(T):

Ecuatia planului normal in punctul M la curba (I') este:

(N): X—\/gy—\/gz+\/§=0. O

Exemplul 2.4. Sa se demonstreze ca orice plan normal al curbei in spatiu:
(D) : T=a(cos ti+sin Ocsintj+cos o sin t K)

trece printr-o dreapta fixa, ale carei ecuatii sa se gaseasca.

Solutie: Ecuatia planului normal la curba intr-un punct curent al acesteia este:
(My) : —asintx+asinocosty+acosocostz=0,
sau, prin impartire cu (a cos O cos t) se poate scrie:

(TN) - Z+ytgoc—atgt-x:0,
cos O

care arata cd planul normal contine dreapta fixa de ecuatii:
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(d): {

x =0,

z+ytgo=0.
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§2.5. Planul osculator la o curba in spatiu

Definitia 2.15. Fie (I') o curba in spatiu regulatad si fie doud puncte P, P’ € (I'). Se
numeste plan osculator la curba (I') in punctul P pozitia limita a planului ce trece prin
punctul P’ si prin tangenta la curba (I') in punctul P, cand P — P, daca aceasta pozitie
existd si este unicd, tangenta in punctul M este presupusa nestationara.

Fie (I') o curba in spatiu regulata de B A
cel putin ordinul doi, data in reprezentare
vectoriala:

@):T=1(t), te(t,t,),

P € (I') un punct curent, (w,) planul
osculator la curba (I') in punctul P.

Pentru a scrie ecuatia vectoriald a
planului osculator in punctul P la curba
(I') se considera in acest plan un punct
curent N € (%), de vector de pozitie R.
Fie punctele P, P° € (I'), de vectori de
pozitie r(t), respectiv r(t+At) (fig. 2.7).

Se considerd planul (7) = (P',PT)
ce trece prin punctul P’ si tangenta la Fig. 2.7.
curba (I) in punctul P, adica prin

vectorul ?(t). Planul () este determinat de punctul P’ si de vectorii ?(t) si PP':
PP'=OP'—OP =T(t+ At) — F(t).
Prin aplicarea formulei lui Taylor se obtine:

2
r(t+At) =71(t)+ % ?(t) + (Azt?

[f()+g]. lime=0.
At—0
De unde rezulta:

_— . 2 ..
PP = % B(t)+ (Azt? [Ft+z].

Daca se noteaza:

— 1

prenl ﬁ: —
PA = PP =i()+ [Fo+z),

planul () va fi generat de PA si T(t) sau, ceea ce este acelasi lucru, de vectorii TA si (t),
deci () = (ﬁ,ﬁ) Tnsa:
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ﬁ:ﬂ—ﬁ:%[ﬁmé].

< a e 2 . T e
Daca se inmulteste vectorul TA cu AL se obtine vectorul TB coliniar cu TA :
t

TB =T(t)+E.

Se poate da planul (1) ca fiind generat de vectorii T(t) si TB. Daci prin punctul P se
duce vectorul PB' echipolent cu TB, rezultd ci vectorii T(t) si PB' genereaza acelasi plan
(7). Dacd P’ tinde catre P, atunci planul (1) va tinde, conform definitiei 2.15, cétre planul
osculator (mg). Insa daca P — P, atunci At — 0 si deci € - 0, de unde rezultd ca
TB —1(t).

Asadar, planul osculator (7)), daca exista, este determinat de vectorii ?(t) si ;f(t).

Vectorii PN =R-T(), ?(t), f(t) fiind continuti in planul (7p), sunt coplanari, deci

produsul lor mixt este nul, adica:

(m): (R-7(0)- v xtm)=0,

care constituie ecuatia vectoriald a planului osculator in punctul P la curba in spatiu (I).

Observatii 2.13.
1° Daca in punctul P tangenta la curba (I') este stationard, adica are loc relatia:

(OXT(t) =0,
atunci planul osculator n punctul P la curba (I') se numeste plan osculator stationar sau

supraosculator.

2° Daca curba regulata (I') este plana, atunci planul osculator in orice punct P € (I),
coincide cu planul curbei.

Intr-adevar, fie (m) planul curbei (I'), deci (I') < (%) si fie punctele P, P’, P”” € (I'). Se
poate usor arata ca planul osculator (7p) in P la curba (I') este pozitia limitd a unui plan (7°)
ce trece prin punctele P, P’, P’ € (I'),cand P’ - Psi P> — P.

Deoarece P, P’, P’ € (%) rezulta ca (%) = (7). Insa pozitia limitd a planului (1), adica
(o) este identica cu (), deci:

(1) = (). m

Observatia 2.14. Daca curba in spatiu (I') este data in reprezentare parametrica:
X =x(1),
)y =y(),
z=1z(t), te (t,,t,),

iar P € (I'), de coordonate x(t), y(t), z(t) si X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent N € (1),
atunci, relativ la un sistem de axe de coordonate ortogonale (Oxyz) se poate scrie:
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T(t) = x()i+y(t) j+z(Ok,
T(t) = X(D)i+y(t) j+z(Ok,
T(t) = X(O)i+ () j+ 2Dk,
R=Xi+Yj+Zk.

Prin transcrierea analiticd a produsului mixt care apare in ecuatia vectoriald a planului
osculator, se obtine ecuatia scalara:

X=x(t) Y-y(t) Z-z)
(mo):| %(0) y(t) 2(t) =0,
X(t) §(t) 7(t)

sau:
X—=x(t) Y-y(t) Z-z)
(TEO): dx dy dz |=0,
d’x d’y d’z
in care dx, dy, dz, d2x, d2y, d?z sunt calculate in punctul curent P. d

Exemplul 2.5. Sa se determine punctele curbei in spatiu:

D): t=t*-Di+1+t>)j-2tk,

ale caror plane osculatoare sunt paralele cu dreapta de ecuatie:

x—1 +1 =z
d: 2 —=¥--Z2
2 -7 2

Solutie: Ecuatia planului osculator intr-un punct curent M € (I'), de vector de pozitie
1(t) este:

x—(t'=1) y—-(1+t}) z+2t

(my): | 4t 3t -2 |=0,
12t° 6t 0
sau:
(M) : 12tx—(t"—=D]-24¢y-(1+t)]-12t"[z+21] =0,
adica:

(M) : —-x—t"+ D +2ty- -1 +t(z+21t)=0.

Pentru ca planul (7)) sa fie paralel cu dreapta (d) trebuie sd fie indeplinitd conditia:
Nno 1 d (vectorul normal la planul osculator: Nno (=1,2t,t7) si fie ortogonal pe vectorul
director al dreptei (d) : 5(12, -7, 2)), deci:

12(-1)=7Q0)+2t=0.
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Solutiile acestei ecuatii sunt: t; = =2, t, = —1, t3 = 3. Deci punctele cautate sunt M;(15,

=1, 4), Mx(0, 0, 2) si M5(80, 28, -6).
)

§2.6. Normala principali la o curba in spatiu

Propozitia 2.1. Daca f:IcR—R" esteo functie vectoriala de argument scalar astfel

incat | f(t) ” = constant, atunci derivata acesteia este perpendiculara pe vectorul dat.

Demonstratie. Deoarece ” f(t) ” = constant, se deduce ca:
f(t) - f(t) = constant .

Prin derivare se obtine:

adica derivata unei functii vectoriale de modul constant este perpendiculara pe vectorul dat.
)

Teorema 2.7. Fie curba 1n spatiu regulatd (I') data in reprezentare vectoriala:
@):T=1(t), te (t,,t,)

st fie (1), (7y), planul osculator, respectiv planul normal la curba (I') In punctul M € (I'), de
vector de pozitie r (t).

Daca curba (I') este regulatd de cel putin ordinul doi si daca ds este elementul de arc pe
2_

. r ) A a o n
curba (I'), atunci vectorul — este continut atat in planul osculator () cét si in planul
S

normal (Tty).

Demonstratie. 1° Deoarece curba in spatiu (I') este regulatd de cel putin ordinul doi,
rezulta ca exista functiile:

r=r(s), s=s(), t=t(s),

continue si cu derivate pana la si inclusiv ordinul doi, continue.
Au loc relatiile:

di _dF du
ds dt ds’

d_zf_g(d_fjﬁﬁ.g(g)
ds> ds\dt) ds dt ds\ds)
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d&’r dzf(dtj2+£‘d2t
ds®  di® \ds dt ds®

4’ _(dt d’t -
ds (dsj (t)+—r(t)

2_
. T Lo Lo .
adica vectorul F este coplanar cu vectorii r(t) si 1 (t), care determina planul osculator
S
. d’r .
(o), deci vectorul d_2 este continut in planul osculator (7).
S

2° Deoarece:

rezulta ca:
d’t _dt
ds®> ds’
unde T este versorul tangentei la curba (I') in punctul M, deci are lungimea constanta:

[ =)=t

rezultd din propozitia 2.1 ca derivata vectorului T este perpendiculard pe T, adica:

d’t  _
— 17
ds’
T d’r
i cum vectorul — trece prin punctul M e (I), rezulta ca e este continut Tn planul
S S

normal (Tty).

Din 1° si 2° rezulta:

d’r
FC(TCO)Q(TEN). O
at_d’r o : : R
Teorema 2.8. Vectorul d_=d_2 calculat Tn orice punct ordinar al unei curbe in
s ds

spatiu, nu depinde de orientarea pe curba.

Demonstratie. Fie s lungimea arcului pe curba (I') cand sensul de parcurgere pe curba
() este pozitiv si fie s~ lungimea arcului cAnd sensul de parcurgere pe curba (I') este negativ.
Se obtine schimbarea de parametru, care modificd orientarea pe curba:

S=—8S.
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Are loc relatia:

& & & __dF
ds ds ds ds’

de unde rezulta ca T depinde de orientarea pe curba (I'), insa:

d’r _ d(dfj ds _d’f

ds”’ " dslds) ds” ds?’

de unde rezulta proprietatea anuntata. )

. . . dt R :
Observatia 2.15. Din teorema 2.8 rezulta ca vectorul o calculat intr-un punct ordinar
S

al unei curbe 1n spatiu este determinat in mod unic.

Definitia 2.16. Se numeste normala principald la curba in spatiu (I'), Tn punctul
ordinar M € (I'), dreapta de intersectie dintre planul normal (7ty) si planul osculator (7)
duse 1n punctul M la curba 1n spatiu (I'), adica:

(N, = ()N (7).

Versorul directiei dreptei normale principale (N,,) se noteazd cu V. Acesta are aceeasi
2= 2=
. . r . . . N e . I .o
directie cu d—z, iar sensul lui se ia astfel Tncat sa coincida cu sensul vectorului F , adica:
S S

ds?’

V=A A>0.

In scopul determindrii ecuatiei vectoriale a dreptei normale principale (N,) se
considera o curba in spatiu regulatad (I') data in reprezentare vectoriala:

@):T=1(1), te(t,t,).

Fie M € (I') un punct curent de vector de pozitie r(t) si (N,) normala principald la

curba (I') in punctul ordinar M. Se considerd Q € (Nj) un punct curent de vector de pozitie R.
Deoarece (N,) < (T) rezulta ca vectorul care da directia normalei principale este coplanar

cu vectorii ?(t) si f(t) care determind planul osculator (7)) in punctul M la curba in spatiu
(I), iar din faptul ca (N,,) < (7y) rezultd cd directia normalei principale este ortogonala pe
vectorul ?(t), deci directia dreptei (N) este coliniard cu vectorul ?(t) X (?(t) X '_f(t)).

Deoarece M, Qe (N ) rezultd ca WQ || X (?xf), se obtine deci:

MQ=A[ix[xi), AeR,
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dar:
MQ=R-f(1),
rezulta:
(N,): R-7(0) = [ix(Exi), reR,
care este ecuatia vectoriald a normalei principale n punctul M la curba in spatiu (I").

Observatii 2.16.
1°. Daca curba (I') este data in reprezentare parametrica:

X =x(t),
(D) :qy=y(1),
z=1z(1), te (t,,t,),

iar M € (I'), de coordonate x(t), y(t), z(t) si X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent Q € (Np),
atunci se obtine:

i j k| . . . . . .
HoxiO =[O ¥ ﬂﬂzki)fi”i+7? ﬁ?i+f® YO g
20§ b y(t) z(t) z(t) X(t) X(t) y(t)
i f k
f0x FfOxE0)=| @ §(0) 2 |=
y(t) z() |z(t) x(t)] [x(t) y(t)
y(©) z()| |z(t) x(t)] [x(t) y(t)

0 w || x|
=||z(t) x() [x(t) YO[|-i+]|x@O yO) |yO) 2z(O)|]-j+
z(t) X(v)] |X(t) y(t) X()  y©)] |y(t) z(t)

x(t) y(t)
+ )z |z(t) x| -k
y(t) zZ(t)| |z(t) X(t)

Daca se transcrie analitic ecuatia vectoriald a normalei principale (N,) se obtin
ecuatiile scalare ale normalei principale:

N p— O - Yy .
70, ) ) X0
20 x| ko v ko y0] o 2w
i x| ko yol| ko o] o i
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Z—1z(t)
X(t) y(t)
‘wo 20| [z x(b)
y(t) Z(t) |z(t) X(t)

2°. In cazul in care curba (I) este dati in reprezentare naturala:
(I'):r=1(s), s parametru natural,

iar M € (I'), de vector de pozitie 1(s), rezultd ca ecuatia vectoriald a normalei principale se
poate da si sub forma:

(N)): R=T(s)+at"(s), aelR,
sau sub forma:

(N)): R=H)+pnv(s), pelR. m)

§2.7. Binormala la o curba in spatiu

Definitia 2.17. Se numeste binormald la curba in spatiu (I') in punctul ordinar M € (I),
dreapta (Ny) ce trece prin M, perpendiculara pe planul osculator () al punctului considerat.

In scopul determindrii ecuatiei vectoriale a dreptei binormale (Ny) se considerd curba
in spatiu (I') datd In reprezentare vectoriala:

@):T=1(t), te(t,t,).

Fie M € (I') un punct curent de vector de pozitie r(t) si (Np) binormala la curba (I') in

punctul ordinar M. Se considera Q € (Ny) un punct curent de vector de pozitie R .
Deoarece binormala (Ny) la curba in spatiu (I') in punctul ordinar M este prin definitie

perpendiculard pe planul osculator (1), determinat de vectorii T (t), T (1), rezultd ca directia
dreptei binormale este coliniard cu produsul vectorial 1 (t) X r(t). Deci vectorul MQ este

coliniar cu vectorul f(t) X f(t), adica are loc:
MQ =1 [F()xF(1), reR.
Daca se tine seama de relatia:
MQ=R-T(1,
se obtine ecuatia vectoriala a binormalei In punctul ordinar M la curba in spatiu (I'):

(N,): R-1(0) =& [f()xE1D), AeR.
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Observatia 2.17. Daca punctul ordinar M € (I') nu este un punct de inflexiune, sau nu
apartine unui segment, iar curba 1n spatiu (I') este de clasd cel putin 2, atunci planul
osculator in M este unic determinat si de aici (Np) si (N},) sunt unic determinate.

Observatii 2.18.
1°. In cazul in care curba (') este dati in reprezentare parametrica:
x =x(t),
@)y =y,
z=12(0), te (t,,1,),
iar M € (I'), de coordonate x(t), y(t), z(t) si X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent Q € (Ny),

atunci prin transcrierea analiticd a ecuatiei vectoriale a binormalei Tn punctul M la curba in
spatiu (I'), se obtin ecuatiile scalare ale binormalei:

(Nb):‘X—x(t) _Yoy© _ Zezn)

y© z()] |z(t) x(O)] [X() y(b)
y© zo [z X)) X)) y(0)

2°. In cazul 1n care curba (I') este data 1n reprezentare naturala:

(I'):r=1(s), s parametru natural,

iar M € (I), de coordonate x(s), y(s), z(s) si X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent Q € (Ny),
rezultd ca ecuatia vectoriald a binormalei se poate da si sub forma:

(N,): R-1(s)=a (T(s)xD(s)), aeRR,
sau sub forma:
(Ny): R=T(s)=p (F'(s9)XT"(s)). ueR,

sau cu componente scalare:

X —-x(s) Y —y(s) Z—1z(s)
(Nb): ' ' = ' ' = ' ' :
‘y (s) z'(s)| |z'(s) X'(s)] [x'(8) Y'(s) 3
ylV(S) Z”(S) Z”(S) X”(S) X”(S) yVV(S)

Definitia 2.18. Se numeste versor binormal la curba in spatiu (I'), in punctul ordinar
M e (I'), vectorul unitar al dreptei binormale, notat cu 3, orientat astfel incat ansamblul

{M, T, ", E} sd formeze un reper orientat ca si reperul {0, ;, 3, E}, (fig. 2.8).

Din aceasta definitie rezulta ca:

B=TxD.
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ege ey

........

lui © (doud pentru fiecare pozitie a lui T), precum
si toate notiunile geometrice introduse 1in
paragrafele 2.3, 2.4, 2.5, 2.6. In fiecare din cele

IR

Fig 2.9.
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Exemplul 2.6. Sa se determine punctele de pe curba in spatiu:
@) : f:ghlntj—tZ k
t
ale caror binoame sa fie paralele cu planul de ecuatie:
mM): x—y+8z+2=0.

Solutie: Vectorul director al binormalei in punctul M € (I'), de vector de pozitie r(t)

este T(t) X ().

) =-S T+ j-21K,
t

f(t):%I—tizj—zi,
i ik

foxio=2 1 -2q=-2i-B5-2k- -2 iserieR)
L

Parametrii directori ai directiei binormalei sunt 2 t ,6 t2, 1.
Conditia de paralelism cu planul (1) este:
Lei+6tj+k) ([-j+8%)=0,

deci:
28 -6t +8=0,

care are radacinile t; = -1 si ty 3 =2.

Exista un singur punct pe curba obtinut pentru t =2: M(1, In 2, — 4), deoarece pentru

t=—1, In t nu exista.
O

§2.8. Planul rectificant la o curba in spatiu

Definitia 2.19. Se numeste plan rectificant la curba in spatiu regulata (I') In punctul
M e (I), planul (mg) determinat de tangenta si binormala la curba (I') ce trec prin punctul M.

In scopul determindrii ecuatiei vectoriale a planului rectificant (g) se considera curba
regulatd (I'), de cel putin ordinul doi, data in reprezentare vectoriala:

@):T=1(t), te(t,t,).
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Fie M € (I'), un punct curent, care nu este punct de inflexiune al curbei (I'), de vector
de pozitie r(t), (mg) planul rectificant la curba (I') In punctul M, iar Q € (7R) un punct

curent de vector de pozitie R .

Prin definitie, planul rectificant (7tr), la curba (I') in punctul M € (I') este determinat
de tangentd si binormald, deci el este generat de vectorii ?(t) si ?(t) X f(t). Rezulta ca
vectorii M_Q, f(t), f(t) X f(t) sunt coplanari, adica are loc:

MQ - [0 x () xF(1))]=0.
Dar:

MQ=R-7(),
deci:

(ny): (R-10) Fox v xiw))=0,
care reprezintd ecuatia vectoriald a planului rectificant la curba in spatiu (I') in punctul M.

Observatii 2.19.
1°. Daca curba in spatiu (I') este data in reprezentare parametrica:

X =x(t),
M)y =y(v),
z=1z(t), te (t,,t,),

iar M € (I), de coordonate x(t), y(t), z(t) si Q € (7r), punct curent de coordonate X, Y, Z, atunci,
daca se transcriere analitic ecuatia vectoriald a planului rectificant, se obtine ecuatia scalara:

X—x(t) Y-y  Z-z)

(mg):|  x(t) y(t) 2ty |=0.
‘ym 20| |2t x| k@) y(t)
§(t) 20| 2t %) |%@®)  $(t)

2°. Daca curba 1n spatiu (I') este data in reprezentare naturala:

(I'):r=1(s), s parametru natural,

iar M e (I'), de vector de pozitie r(s), atunci ecuatia vectoriald a planului rectificant se scrie
sub forma:

(Mg): R=T(s)+yT(s)+8 B(s), 7V,8€R,
sau sub forma:

(Mg): R=T)+ 0T (s)+u[r'(s)xT'(s)] o pelR.
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Observatia 2.20. Din definitia planului rectificant rezulta ca acesta admite dreapta normala
principald drept normald. Dacd se tine seama de acest lucru, rezultd cd reprezentdrile
vectoriald si scalara ale planului rectificant pot fi deduse imediat din reprezentarile analoage
ale dreptei normale principale.

§2.9. Triedrul lui Frenet

Fie (I') o curba in spatiu regulatd de cel putin ordinul doi i M un punct al curbei (I")
care nu apartine unui arc segment de dreapta a lui (I') si nu este punct inflexionar al acesteia.
In aceste ipoteze s-au atasat, Tn mod unic, la curba (I') in punctul M, trei versori: versorul
tangent T, versorul normal principal ©, respectiv versorul binormal P .

Definitia 2.20. Ansamblul {M, T, 0, B} atasat curbei 1n spatiu (I') In punctul M € (I')
se numeste reperul mobil al lui Frenet.

Definitia 2.21. Se numeste triedrul
lui Frenet atasat curbei in spatiu (I') in

punctul M e_ (I;), tE’edrul drept determinat (Nb) \ - (Tn)
de versorii T, U, B (fig. 2.10). )
Planele acestui triedru sunt (Tg), p : \
(Tn), (MR), ale cdror ecuatii se pot rescrie | (Tr) B4 /
si sub forma: g oMo j;
(my):  [R-T(s)] Bs) =0, A - ( 5/ (Np)
- r(t)// oo o
(my): [R-%s)] 7(s) =0, T -
0
(ty): [R-is)] vs)=0,
Fig. 2.10.

iar muchiile triedrului lui Frenet sunt (T),

(Np), (Np).
Deoarece reperul lui Frenet este ortonormat si orientat drept, rezulta ca intre versorii
acestuia au loc relatiile urmatoare:

T-T=0-9=p-B=I,

Al
c
Il
cl
|
Il
|
Al
Il
o

al
X
al
1]
cl
X
cl
1]

=
X

=|
I
ol

unde T, V, E sunt dati prin formulele:
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r”(s)
[Fo]

in cazul 1n care curba (I') este data 1n reprezentare naturala:

_T'(s)xr(s)

PO = e oxr o

Us)=1'(s), (s) =

(I'):r=1(s), s parametru natural,
sau respectiv prin formulele:

2=t gy FOXFOPFO g F0xEO
[i [ Foxico)xio | By

daca curba (I') este data in reprezentare vectoriala:
@) :T=1(t), te (t,,t,),

cu t parametru oarecare. 0

Observatia 2.21. Fie (I') o curba 1n spatiu regulatd, M € (I') un punct curent ordinar si
neinflexionar, (I') fiind data in reprezentare parametrica:

X = x(1),

D)y =y(),
z=1z(t), te (t,,t,).

Functia s = s(t) este continua si derivabila, deci:

dr dr de _dr 1

ds dt ds dt ds
dt

&’r dz‘[dtszr@ d’t _dF 1 df d| 1| _dF 1

ds?  dt® \ds dt ds?  di? ds 2+dt‘ds dS T de? ds)’
(&) =G ()
d’s
df d| 1 |dt _df 1 dfr g2 1 d’T-ds—dr-d’s
dt dt]ds | ds dt? (gg) dt (ds)® ds ds® '
PR v B b

pa— 2_ _

. . ) dr . d7T, _ — .= ) e = —
Prin Tnlocuirea derivatelor = si e in T(s), V(s) si P(s) se obtin versorii T, U, P
S S

in functie de parametrul t.
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O

Exemplul 2.7. Fie curba in spatiu:
M) : T(t)=2ti+t* j+Intk, t>0.

Sa se determine ecuatiile muchiilor si fetelor triedrului Frenet in punctul P(2, 1, 0).
Solutie: Pe curba (I') punctul P(2, 1, 0) corespunde la valoarea t = 1 a parametrului.
Vectorul director al tangentei in P este:

i :{zmmlg} _2T+2]4E.
t t=1
iar ecuatiile tangentei in P la curba (I") sunt date de:

x=2 y-1

2 2

(T):

z
o

Planul normal are drept vector normal N = Tsi ecuatia:

(M) 2x=2)+2(y-D+ 1(z-0)=0,

sau:
(My): 2x+2y+z-6=0.
Planul osculator contine punctul P si este determinat de vectorii ?|P , f|P , ecuatia sa
este:
x=2 y-1 z
(my): | 2 2 11=0,
0 2 -1
sau:

My): 2x-y-2z-3=0.

Dreapta binormald este perpendiculard pe planul osculator in P, deci are vectorul
director N (2,—-1,-2), rezulta ecuatiile:
x=2 y-1 1z

R

Normala principala se afla la intersectia dintre planul normal si planul osculator, si are
ecuatiile:

2x+2y+z-6=0,
(Np) :
2x-y—-2z-3=0.

Planul rectificant contine dreapta tangentd si dreapta binormald iar ecuatia sa este:
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x=2 y-1 z
(M) : | 2 2 11=0,
2 -1 -2
sau:
(Mr): x—=2y+2z=0. 0

§2.10. Indicatoare sferice. Curbura. Torsiune

Definitia 2.22. Fie (I') o curba in spatiu regulatd, M € (I') un punct curent pe curba (I")
si (S) o sfera cu centrul in O si de raza egald cu unitatea. Se considerd vectorul tangentei T

in punctul M si fie OM'=T =T un vector cu originea in O si extremitatea in M” € (S),
echipolent cu T. Cand punctul M va parcurge curba (I') In sens pozitiv, punctul M’ va
descrie pe sfera (S) o curba (I') (fig. 2.11).

Se numeste indicatoare sferica a tangentelor, curba in spatiu (I')) astfel definita.

@)

Fig. 2.11.

Fie M, un alt punct al curbei regulate (I'), (I';) indicatoarea sferica a tangentelor si
M’, M;’ € (I'}), doua puncte pe curba (I'}), corespunzatoare punctelor M si M, (fig. 2.11).
N N
Se noteaza cu As lungimea arcului MM, c (I') si cu Ac lungimea arcului M’M;’ < (I')).

N
Definitia 2.23. Se numeste curburd medie a arcului MM, raportul:

Ao
As

N
Observatia 2.22. Curbura medie se noteaza cu K ,(MM,).

Deci:
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VN
K (MM)) = |2
As

Definitia 2.24.. Se numeste curbura curbei in spatiu (I') In punctul M, limita curburii
N
medii a arcului MM, cand M; — M, daca aceasta limita exista si este finita.

Observatia 2.23. Curbura curbei 1n spatiu (I') in punctul M se noteaza prin K.
Deci:

Ac

As

d_c
ds

K =lim

As—0

Definitia 2.25. Se numeste razd de curburd a curbei in spatiu (I') in punctul M,
inversa curburii curbei (I') in punctul M.

Observatia 2.24. Raza de curbura se noteaza cu R.
Deci:
R = L =
X]

ds

do

Teorema 2.9. Fie (I)) o curba in spatiu regulatad, M, M, € (I) si fie M’, M;” € (I')
punctele corespunzatoare punctelor M, M, (fig. 2.11). Daca se noteaza cu As lungimea arcului

N N
MM, c (I'), cu Ac lungimea arcului M;M,;” < (I'}) si cu AB unghiul versorilor T si T, ai
tangentelor la curba (I') duse in M, respectiv M, atunci:

d_G
ds

K =

Demonstratie. Deoarece:

—k

T =T, T,=1,
rezulta:
7~ PN

.%) =E7).

Atunci au loc relatiile:

Ac
‘ M'M,

HM'M'1
Y

Ao
As

_|ae
As

2
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. |Ac . . Ac . HM'MI
A A |7 A A | A T T A% 20 |
S s S s S M'Ml S

insa:

H M'M,
lim L = lim |——|=1.
As—0 HM.M1 As—0 Ae
Rezulta ca:

. |Ac .| A
lim |—|= lim |—{,
As—0 | As As—0 | As

prin urmare:
k=|%. a

ds

Definitia 2.26. Se numeste unghi de contingenta al tangentelor, unghiul A6 format de
versorii tangentelor la curba (I') duse in punctele M, respectiv M; ale curbei (I').

Definitia 2.27. Fie (I') o curba in spatiu regulata si M un punct curent pe (I'). Fie (S)
sfera unitate cu centrul in O. Daca B este versorul binormalei in M, se considera vectorul
OM':E* =E un vector echipolent cu B, cu originea In O si extremitatea in M’ € (S).

Cand punctul M descrie curba (I') in sens pozitiv, punctul M’ va descrie pe sfera (S) curba
I (fig. 2.12).

Se numeste indicatoare sfericd a binormalelor curba in spatiu (I'") astfel definita.

@)

Fig. 2.12.

Fie M; un alt punct al curbei (I'), E versorul binormalei in M, si fie W‘l :E*

vectorul cu originea in O si cu extremitatea Tn punctul M;” € (S) echipolent cu E. Rezulta
N
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cAM’; € (I). Se noteazi cu As lungimea arcului MM, al curbei (I') si cu AG lungimea arcului

—~ N
MM cT).

Definitia 2.28. Se numeste forsiune medie a arcului @1, numirul real K care
satisface:
Ac’
As
. Definitia 2.29.. Se numeste torsiunea curbei in spatiu (I') in punctul M, numarul real
K’ care satisface:

K,

daca limita exista si este finita, adica:

a0’
ds

= lim =
As—0

As

X

Definitia 2.30. Se numeste razd de torsiune a curbei in spatiu (I') in punctul M,
inversa torsiunii curbei (I') Tn punctul M.

Observatia 2.25. Raza de curburd se noteaza cu T.
Deci:

sau:
ds

do”

|T|=

Teorema 2.10. Fie (I') o curba in spatiu regulata, M, M; € (I') si fie M’, My’ € (F*)
punctele corespunzatoare punctelor M, M; (fig. 2.12). Daca se noteaza cu As lungimea arcului
MM, c (I), cu Ac lungimea arcului MM, c (I"') si cu A® unghiul versorilor B si B, ai

binormalelor la curba (I') duse Tn M, respectiv M, atunci:

*

_|de
ds

| K

Demonstratie. Deoarece:

B*:Ea Bl*:EI’

rezulta:
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SN
(".8) =(.B).

Atunci au loc relatiile:

A" A" AcT H M'M,
As As ‘ M'Mi A
* |AG* HM'Ml
A A | A% A | A e A Tae ]
s S s S s M'Ml s |Ae
insa:
|A0* H M'M,
lim = lim —=1.
As—0 M'le As—0 |Ae
Rezulta ca:
lim |—|= lim A9 s
As—0 | As As—0 | As
prin urmare:
K| = ) 0
ds

Definitia 2.31. Se numeste unghi de contingenta al binormalelor, unghiul A8 format
de versorii bionormalelor la curba (I') duse in punctele M, respectiv M, ale curbei (I).

§2.11. Formulele lui Frenet

Teorema 2.11. Se considera o curba in spatiu (I') regulatd de ordinul k, k > 3, data in
reprezentare naturald:

(I') :T1 =1(s), s parametru natural.

Fie M un punct curent pe curba (I'), de vector de pozitie T (s), care nu este punct de
inflexiune, iar T, V, E versorii tangentei, normalei principale si respectiv binormalei Tn M.
Daca razele de curburd si de torsiune R si respectiv T sunt nenule in punctul M si daca ds
este elementul de arc pe curba (I'), atunci au loc urmatoarele relatii:
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1 _
—=—", 2.5
ds R 2.5)
ﬁ:—lﬁ, (2.6)
ds T
dv 1_ 1=
—=——7T+—0. 2.7
ds R TB @.7)

Demonstratie. Se stie ca vectorii T i V sunt dati de formulele:

_dr 1 d

T=—, V=f———.

ds d%t || ds?
ds?

De aici rezulta:

(2.8)

ds?

ds ds?

d’r|
— V.

Pe de alta parte, conform definitiei 2.24, are loc:

1

2

R

d_G
ds

unde do este elementul de arc pe indicatoarea sferica a tangentelor (I'}). Fie M” € (I'}), un
punct curent pe indicatoarea sferici a tangentelor, de vector de pozitie T , corespunzitor

punctului curent M € (I).
Are loc relatia:

| |=ds].
deci:

do| [dT°

ds| | ds |’
insa:

T =7,
deci:

1 |ldaz| ||d°r

IS

Prin Tnlocuire 1n (2.8) se obtine:
a1
ds R

b
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adica formula (2.5) este demonstrata.
Pentru a verifica formula (2.6) se considera relatia:

B=7TxV,

care prin derivare in raport cu arcul s al curbei (I'), conduce la:

dp dT _ _ dv

— =—XV+TX—.

ds ds ds

insa

dT 1 _

—=—",

ds R

deci: _

B2 (ox5=0). (2.9)
S ds

Deoarece vectorul v are modulul constant (“ ) || = 1), rezulta conform propozitiei 2.1 ca:
dv  _
— 1,
ds

. dvo o= . dv , <
deci, — este coplanar cu vectorii T si . Prin urmare, N poate fi descompus dupa
S

vectorii T si PB:

W _z1uB. ApeR.
ds

Se deduce astfel prin inlocuire 1n relatia (2.9):

adica: _

%=—uﬁ,(f><f:6, TP =-1), (2.10)
de unde:

[15) I—

B - - )-fu @

Fie M’ € (I') un punct curent pe indicatoarea sferici a binormalelor de vector de
pozitie B* = B, corespunzitor punctului curent M e (I').
Are loc relatia:

6|

b
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deci:
w | |
ds ds |
Insa:
| _| 4B
ds ds ||’
deci:
aB|_|do"
ds ds
Dar:
do’| |1
ds T|
deci:
dBl_(L1], 2.12)
ds T
Daca se tine seama de relatiile (2.11) si (2.12) rezulta:
1 1
=|— = i— .
1| ‘ =t =t
Se considera:
ol
T 9
atunci din relatia (2.10) se obtine:
B__15
ds T’

adica formula (2.6) este obtinuta.

In scopul demonstrarii si a formulei (2.7) se observa ca are loc relatia:

V=BxT

de unde:
do dB BX—
ds ds

insd pe baza formulelor (2.5) si (2.6) se obtine:
dv 15 1_ (_
— T
ds T R

deci si formula (2.7) este demonstrata. O



Capitolul 2. Elemente de geometrie diferentiala a curbelor 1n spatiu 107

Definitia 2.32. Egalitdtile (2.5), (2.6) si (2.7) obtinute in teorema 2.11, se numesc
Jormulele lui Frenet relative la curba in spatiu (I).

Formulele lui Frenet sunt de mare importanta pentru demonstrarea urmatoarei teoreme
fundamentale a teoriei curbelor in spatiu si anume:

Teorema 2.12. Fie K = K(s), X = %(s) doua functii continue pe intervalul I < [0, o) si
astfel incat K(s) > O pentru orice s € L. In aceste conditii existd o curbd care admite o
reprezentare naturald cu s ca parametru si pentru care K(s) si x(s) sunt curbura si respectiv
torsiunea. Doud curbe cu aceasta proprietate difera cel mult printr-o rotatie si o translatie.

Observatia 2.26. Rezultatul dat in teorema 2.12 arata ca functiile continue:
K=K(s), x=x(), K(s)>0, (V)sel, (2.13)

determind o curba pana la rotatii si translatii in spatiu. Din acest motiv, ecuatiile (2.13) se
numesc ecuatii intrinseci ale curbelor in spatiu.

§2.12. Aplicatii ale formulelor lui Frenet

Urmatoarele patru rezultate dau unele informatii asupra interpretarii geometrice a
curburii §i torsiunii unei curbe n spatiu.

Teorema 2.13. Fie (I') o curba in spatiu, regulatd de ordinul k, k = 2. Conditia
necesara si suficienta ca aceasta curba sa fie o dreapta este:
K=0.

Demonstratie. Necesitatea. Fie (I') o dreapta. In acest caz tangenta la curba (I') are o
directie constanta, adica:

AB =0,
unde A este unghiul de contingenta al tangentelor.
Se obtine:
49 _o
As
si deci:
K=lim A9\ 0.
As—0 | As

Suficienta. Fie (I') o curba 1n spatiu astfel incat:

K=0.

Din formula (2.5) a lui Frenet, rezulta:
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&y,
ds

deci:
T _3.
ds

adica:
dT=0.

Prin integrare se obtine:

T=T,,

unde T, este un vector constant.

Insa:
_ dr
T=—1,
ds
deci:
dr=T7,ds.

Prin integrare se obtine:
rT=T,s+71,,

unde 1, este un vector constant. Prin transcrierea analiticd a acestei ecuatii se obtine:

X =1s+x,,
y=ms+y,,
z=ns+z,,

unde:
T=xi+yj+zk, T, =X,i+Yy,j+2z,k, T, =1i+mj+nk.

S-au obtinut tocmai ecuatiile parametrice ale unei drepte, adicad (I') este o dreapta.
)

Teorema 2.14. Fie (I') o curba in spatiu, regulata de ordinul k, k > 2, fard puncte

. . g . N |
singulare si astfel incat K > 0. (I') este curba pland daca si numai daca T =0.

Demonstratie. Necesitatea. Se considerd curba In spatiu (I') in reprezentare parametrica
naturala:

X =X(8),
@)y =y(s),
z=12(s), s parametru natural.

Daca se presupune ca (I') este o curba plana, atunci existd un plan:
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(m): Ax+By+Cz+D =0,

astfel incat toate punctele lui (I') 1i apartin, deci are loc:
Ax(s) + By(s) + Cz(s) +D = 0.

Prin derivarea acestei egalitati de doua ori in raport cu s se obtine:

AX’(s) + By’ (s) + Cz’(s) =0, Ax’(s)+By’(s)+Cz’(s) =0,

deci vectorii 1'(s), r''(s) sunt ortogonali pe vectorul normal N(A,B,C) la planul (7).

Rezulti astfel ¢ vectorul T'(s)xT'"'(s) este coliniar cu N, deci:

1

— N
IN]

|

si atunci:

9B _3.
ds

Prin folosirea formulei (2.6) a lui Frenet, rezulta atunci:

1o
T
Suficienta. Daca %: 0 1n toate punctele curbei (I'), atunci din aceeasi formula (2.6)
rezulta:
B _5
ds

si deci prin integrare se obtine:

E:E()a
unde:
B, = Ai +Bj+Ck,

este un vector constant.
Prin Tnmultire scalara a acestei relatii cu T, se obtine:

T'B:T'Bo’
insa:

T-B =0,
deci:

T-B, =0

Dar:
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_ dr
T=—1,
ds
deci:
— dr
-—=0.
Bo &

Prin transcrierea analiticd a ultimei ecuatii se obtine:

Ax'(s)+By'(s)+Cz'(s) =0,
sau:
Adx + Bdy + Cdz =0,

care este o ecuatie diferentiala totala, ce integrata conduce la:
Ax(s) + By(s) + Cz(s) + D =0,

unde D este o constanta.
x(s), y(s), z(s) sunt coordonatele unui punct arbitrar M € (I'), rezulta ca (I') este situata
in planul () de ecuatie:

(m): Ax+By+Cz+D=0. O

Teorema 2.15. Fie (I') o curba in spatiu regulata de ordinul k, k = 3, ale cdrei puncte
. . . A . . ) 1
sunt ordinare si astfel incat K > 0. (I') este o parte a unui cerc daca si numai daca T =0

si K = constant.
Demonstratie. Necesitatea. Fie (I') o portiune a unui cerc. Printr-o translatie se poate

presupune ca centrul acestuia este chiar originea reperului. Fie curba (I") data in reprezentare
naturala:

(I'):r=1(s), s parametru natural.

Deoarece la un cerc raza si tangenta intr-un punct sunt perpendiculare, rezulta ca are
loc relatia:

1(s)-1'(s)=0.
Prin derivarea acestei egalitati se obtine:

T2(s)+1(s)-T'(s) =0,
deci:

_ dt
1+r(s)-— =0,
(s) &

sau prin utilizarea formulei (2.5) a lui Frenet, se deduce:
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. — 1
r(s)-D——E.

Prin derivarea acestei egalitati in raport cu s si prin utilizarea formulei (2.7) a lui
Frenet, se obtine:

%(—%):?-Nf(—l{ﬂ%ﬁj.

Dar:

_ _ 1 .
T-v=0, r-T=0, T =0 (deoarece curba (I') este plana se aplica teorema 2.14).

Rezulta ca:

g1,
ds\ K

1 -
deci E este constanta.

) 1 ) )
Suficienta. Fie curba (I') astfel incat T =0 si K = constant. Conform teoremei 2.14 se

obtine ca (I') este o curba plana. Prin utilizarea formulei (2.7) a lui Frenet se obtine:

i(f+i6jzf+i-d—n:T+L(—K-T)=6,
ds K K ds K
deci:

f+iB:a,
K

unde a este un vector constant. Se obtine astfel:
S 1
==

sau:

(x(s)—a,)* +(y(s)—a, ) +(z(s)—a, )’ =%,

unde x(s), y(s), z(s) sunt coordonatele unui punct curent al curbei (I'), iar a =a ﬁ + azj + a3E .
Aceasta egalitate arata cd (I') se afla la intersectia sferei de centru C(a,, a,, a3) si raza

1 . .
E , cu un plan, adica este o parte a unui cerc. d

Fie (I') o curba 1n spatiu regulata de ordinul k, k > 3, in vecinatatea punctului M, € (I')
corespunzator la s = so. Fie T, U, B,, versorii triedrului lui Frenet, atasati curbei (I') in M,

. & . . . A
si Ko, K, , curbura si respectiv torsiunea presupuse nenule, in acest punct.
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Definitia 2.33. O curba in spatiu (I') regulatd de ordinul k, k > 3, data in reprezentare
vectoriala:

@) :T=1(t), te(t,,t,),

se spune ca este drept orientatd in punctul M, € (I'), corespunzdtor valorii sy a parametrului
s, daca pentru s crescator (s > sg) punctele curbei (I') parasesc planul osculator () In My, pe
partea pozitiva a sa, parte data de EO si este stdng orientatd in punctul M, daca pentru s > s,
punctele curbei (I') pardsesc planul osculator (7)) In M, pe partea sa negativa, parte data
de - B,.

Observatia 2.27. Definitia de mai sus este independentd de orientarea pe curba,

. % . —k P — — . 2
deoarece daca s = — s, se obtine T =—7T,0 =0,darsi B =-B.

Teorema 2.16. Fie (I') o curba in spatiu regulata de ordinul k, k > 3, in vecinatatea
unui punct My € (I'), Ko, K;, curbura §i respectiv torsiunea, presupuse nenule in acest

punct. Daca torsiunea in M, este pozitiva, atunci curba (I') este drept orientatda in My, iar
daca torsiunea In M, este negativa, atunci curba (I') este stdng orientata in M,,.

Demonstratie. Deoarece curba (I') este regulatd de ordinul cel putin trei, rezulta ca

L

existd si sunt continue functiile vectoriale: 1(s),r'(s), r''(s), r'''(s). Prin aplicarea formulei
lui Taylor, se obtine:

Fs) = T(s,) + 250 75, ) +- 3500 gy 8750 pg 445
I 2 3!
unde:

Prin utilizarea formulelor lui Frenet, se obtine:

T'(s))=T,, TI'(50)=K,7D,, (s,)=-KZ T, +K', T, +K,K; B,
Rezulta deci:
3 2 3
f(s):fo%{(s—so)—%Ké}Tm{(s 280) K, +8 680) K'O}ﬁo+

(s —50)3

+ KK, B, +0., (T, =17(s,)). (2.14)

Daca se tine seama ca produsul mixt (TO, Vg, EO ) =1, din relatia (2.14) se obtine:

(S —Sp )3
6

(F-1,,7,,0,)= KK, +¢, (2.15)

unde:
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e=(0,%,,7,)=———0.

S—Sy

(S_So)3 K

Daca s > sy si cum K, > 0, cantitatea o» €ste pozitiva, iar membrul doi al

relatiei (2.15) pastreaza intr-o vecinatate suficient de mica a lui sy, semnul lui K:; Asadar,

daca torsiunea Kz > 0, din egalitatea (2.15) rezulta ca:
(F-1,,7,,D,)>0,

deci curba este drept orientatd in M, iar daca torsiunea K0 <0, rezulta ca:
(F-1,,7,,,)<0,

adica curba (I') este stang orientata Tn M,,. 0

Observatia 2.28. Din teoremele 2.14 si 2.16 reiese cd torsiunea masoara “abaterea”
curbei de la planul osculator al acesteia.

§2.13. Calculul curburii si al torsiunii

Teorema 2.17. Fie (I') o curba in spatiu regulatd de ordinul k, k =3, M € (I') un punct
curent, ds elementul de arc pe curba (I'), iar R raza de curbura a curbei (I') in punctul M.
1° Daca curba (I') este data in reprezentare vectoriala naturala:

(I'):r=1(s), s parametru natural,

iar M e (I) este vector de pozitie r(s), atunci:

i—||f'(s)><f”(s) I

K=—-=
R

2° Daca curba (I') este data in reprezentare vectoriala oarecare:
@):T=1(1), te (t,,t,),

iar M € (I) este vector de pozitie r(t), atunci:

1 || F(OXE(Y) ||
RO ol

3° Daca curba (I') este data 1n reprezentare parametrica oarecare:
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x =x(t),
@)y =y(v),
z=1z(t), te (t,,t,),

iar M € (I) este de coordonate x(t), y(t), z(t), atunci:

\/xm y(t>2+‘y<t> ZICETH
1 VB0 5o o o o s
-5 3

R (CO+320+22 )

Demonstratie. 1° Din formula (2.5) a lui Frenet rezulta:

Lo 1
K ds K ds?

B=Tx7,

se obtine
— 1dr d*
= — —X—
P K ds ds?

Prin considerarea modulului acestei relatii, se obtine:

1 "
=—= || r'(s)Xr''(s) ||
2° Fie:
@) :T=1(t), te (t,,t,),
atunci daca se tine seama ca s = s(t) este functie continua si derivabila, se obtine:

dr _dr dt d°r dr(dtj Ldr d’t dt

E_EE’ E de? \ds dt ds?

De unde:
dr d°t [dtf dr d*) dt dt(df dfj
—X— —X— |[+— X— |,
ds ds? ds dt  dt? ds ds?\dt dt

3
' (8)XT"(s) = (%} [0 xi®).

adica:

Prin Tnlocuire 1n relatia curburii demonstrata la 1° se obtine:
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1 |(atY |y . -
K:E:‘[gj Hr(t)xr(t)”.
Insa:
&)
el ol
deci:
1 Hf(t)xf(t) H
R Jrof
3° Deoarece:
T(t) =x(O)i+y(t) j+z(Ok, T(t)=x(t)i+y(t)]j+z(D)k,
rezulta ca:
[Fo]=VEo+3*m+220),
i ik
T()XT(H) =[%(t) y(t) (1),
X(t)  y(t) Z(b)
de unde:
. . 2 . . 2 . . 2
lioxio)|- J SO +‘¥<t> o [0 s
() y |y z(t) |z2(t) X(t)
Prin Tnlocuire 1n formula curburii demonstrata la 2° se obtine:
\/xm y<t>2+‘y<t> ZICECH
K—l— () y@© |y®) z(] |Z(t) X(1t)
L ; .
R KO+ y2m+22 ) 0

Observatia 2.29. Daca curba in spatiu (I') este data in reprezentare vectorialad naturala:
(I'):r=1(s), s parametru natural,

atunci curbura sa poate fi exprimata si prin relatia:
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K= % =X () +y"2 () +2" (s) .
intr-adevér, deoarece:

=
@ | @

T e)-=1,
E ds?’

rezulta ca:

Atunci are loc:

[Foxe®|=[Fo 7o s,

adica:

i_”f”(s)”:\/x”2 () +y" (s)+2" (s). J

K=—=
R

Observatia 2.30. Din teorema 2.17, ca si din definitia 2.24 rezulta: curbura K intr-un
punct M € (I') este un numar real nenegativ.

Teorema 2.18. Fie (I') o curba in spatiu regulatd de ordinul k, k >3, M € (I') un punct
curent, ds elementul de arc pe curba (I), iar K torsiunea curbei (') in punctul M.

1° Daca curba (I') este data in reprezentare vectoriala naturala:
(I'):r=1(s), s parametru natural,

iar M € () este de vector de pozitie T (s), atunci:

R I OB IO NO)
_E®. 1), r )
T ||r'(s)><r"(s)||

2° Daca curba (I') este data in reprezentare vectoriala oarecare:
@):T=1(1), te (t,,t,),
iar M € () este de vector de pozitie 1 (t), atunci:

1 FOXO) 'f(t))‘
T ||?(t)><?(t) ||2
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3° Daca curba (I') este data 1n reprezentare parametrica oarecare:
x =x(t),
D)y =y,
z=1z(t), te (t,,t,),

iar M € (I) este de coordonate x(t), y(t), z(t), atunci:

x() y(©) z(0)
Xt y z(0

K" = 1 X(t) y(©) z(t)
_¥_ . . 2. a2 - . 2"
x(t) y(t) +Y(t) z(t) +Z(t) x(t)
() y@) |y(© z(t)] |zt X(t)

Demonstratie. 1° Se considera formula (2.6) a lui Frenet:

ap_ 1

b

ds T

de unde, prin inmultire scalard cu v, se deduce:

1__5dB

T ds
Dar:

B=7Tx7,

iar din formula (2.5) a lui Frenet se obtine:

—_ 1dz
V=—"—,
K ds
deci:
- 1_ dt
=—TX—,
b K ds

de unde, prin derivare in raport cu s, se obtine:

dp d(lj_ t 1dt _dt 1_ d°%
—=— | — [ TX—+——X—+—TX——,
ds ds\K ds Kds ds K ds?
adica:
_ .
ﬁﬂ(i(ijfxmLifxd—f.
ds ds \ K K ds
Insa:
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si atunci, daca se tine seama de ultima egalitate, formula torsiunii devine:
sau:

de unde, prin inlocuirea lui v din formula (2.5) a lui Frenet, se obtine:
K = l _ LZ d1: d T
T K ds ds

K'=r Lo (@ P67 ) | F o xE©)|

adica:

2° Deoarece functia s = s(t) este continua si derivabild, au loc relatiile:

df_dF di o dF_dF (dtfﬂ.d_zt
ds dt ds’ ds> dt® \ds dt ds®’

&F_dT(dt P d% dt d* dr dt
33— — —+—"—,
ds dt ds ds® ds ds dt ds

3
T'(s)XT"(s) = (ij (fwxiwm).
ds
dt 6 . .
(F'(). 7" (). T""(s)) = [g} ' (f(t), r(t), r(t) )
Deci, prin inlocuire in relatia torsiunii demonstrata la 1°, se obtine:

1 [fo.fo.Fo)

T Jfoxio ||2

3° Deoarece:

T(t) = x()i+y(t) j+z(H)k,
£(t) = X()i+y(0) j+z(Dk,
r() =X(i+y(0)j+z0k,
F(O=X(Di+J(Oj+7Z(0k,

rezulta ca:
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L. () y(U) ()
(Fo. 5. T )=|x0 30 i),

X() §() Z(t)
2

2 2

x(t) y(®
X(t) ¥y

y(©)  z(t)
y(©) z(t)

z(t)  x(t)
+

||?<t>xf<t>||2= i) x|

+ ‘

Prin Tnlocuire Tn formula torsiunii demonstrata la 2°, se obtine:

x()  y(©  z(t)
Xy z(

1. (0 FO i
T ko yof o zof @0 xof
RN S I O
OO OO ORI

Observatia 2.31. Din teoria 2.18, rezulta ca torsiunea K’ intr-un punct M € (I') de
vector de pozitie r(t) este un numdr real care poate fi negativ, zero sau pozitiv. Semnul

torsiunii este acelasi cu semnul produsului mixt: (?(t), (t), T(t) )

O

Exemplul 2.8. Se considera curba in spatiu:

x*+y>-r* =0,
(F) 2 2 2 3
y +z'-1r"=0, (x,y,2)eR’,

r2r\/§r\/§

1 pe ea punctul P ,
$1p p ( > > >

osculator al curbei in punctul P, curbura si torsiunea curbei in acest punct.

J. Sa se determine tangenta, planul normal §i planul

Solutie: Tangenta are ecuatiile:

rv?2 _ﬂ Z_rﬁ

X y
(T): 2 _ 2 _ 2
D(F, G) D(F, G) D(F, G)
D(y’ Z) P D(Z’ X) P D(X’ Y) P

unde:
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w2
DEF.G)| _ 7 o2
D(y, z) P |, 2 2.r\/§
2 2
o 212
DEF.G)| _ 2 g
D(z,x) P 2'1"\/5 0
2
, W2 2
DEF.G)| _ 2 2 |=o;2
Pl | a2

Ecuatiile dreptei tangente in P devin:

Wi o2 e

A R
(T): 2 - P P
2r -2r 2r
sau:
rv2 rv2 /2
M:x—=-y+—=2———.
2 2 2
Ecuatia planului normal este:
/2 ) D(F,G) /2 ) D(F,G) 2 ) D(F,G)
(TN) @ | X— . +y— . +|z— . =0,
2 D(y,2) |p 2 D(z,x) |p 2 D(x,y) [p
sau:
(7tN) - x—y+z—r 22 =0.

O reprezentare parametrica a curbei (I') este:

X =1 COS t,
I):<qy=rsint,

Z=r1cost.

.. . T - A
Punctul P corespunde valorii parametrului t = 7 Se calculeaza in P:

V2 V2 V2

x(0)]p =T X(0)|p =T O =T
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y(Olp =rg, () = —r@, V(O = —r%

) 2 . 2 2
2(0)| =—r£, Z(0)|p =—r§, Z(0)p =r§.
Versorul binormaleli, B, devine:
i f k
R N N -
=2 o L TR
- = —I‘Q —rﬁ —I‘Q 2 1 1 1
T rOxT) | _ 2 2 2 1_ _
[roxiw][p [Foxio| ‘P [Foxio| ‘P

2
T T -
PR o T2 s SRS

_ _ __N27.42
[Foxio| ‘P Jart 22

Planul osculator in punctul P are ecuatia:

\/5( r 2} \/5( r ZJ
() : —— | x——|+—|z——|=0,
2 2 2 2

(M) : x—2=0.

Sau:

Curbura este:

1
R

_H?(t)xf(t)” P2 4
P o | 3EY2r B
P 4

Torsiunea este:

1| _ . fo.f0) _ o

T‘p [Foxio| P_ 21

Rezulta ca in punctul P curba in spatiu (I') se comporta ca o curba plana.
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Capitolul 3

ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFERENTIALA
A SUPRAFETELOR

§3.1. Reprezentarea analitica a unei suprafete

Definitia 3.1. Se numeste portiune simpla de suprafatd, o multime (X) de puncte M
din spatiu ale caror coordonate X, y, z in raport cu reperul ortonormat R = {O, 1, J, k} al lui
IR’ si ai ciror vectori de pozitie T satisfac una din urmitoarele ecuatii:

(X): Fx,y,2)=0,(x,y,20€ DC R’, 3.1)

X): z=1f(x,y), (x,y) e D’ c R?, (3.2)
x =x(u, v),

(3.3)

@ {y=y(uv),
z=1z(u, V), (u, V)€ (u,u,)X(V,,V,),

X): r=r(u,v), (u,v)e (u,u,)X(v,,v,), (3.4)

unde F, f, x, y, z, r satisfac conditiile:

(i) sunt functii continue,

(i1) functiile x, y, z si r stabilesc o corespondentd biunivoca si bicontinuad intre
punctele M € (I') si perechile ordonate de numere reale (u, v), ((u, v)e (U, u,)X(v,, Vv, )),

(7ii) admit derivate partiale de ordinul intéi, continue.

Relatiile (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) se numesc respectiv: reprezentarea analitica implicita
sau ecuatia implicitd a portiunii simple de suprafatd; reprezentarea analiticd explicita sau
ecuatia explicita a portiunii simple de suprafatd; reprezentarea analitica parametricd sau
ecuatiile parametrice ale portiunii simple de suprafata; reprezentarea vectoriala sau ecuatia
vectoriala a portiunii simple de suprafata.

Exemplul 3.1.

2

x2 y? gz B \
—+b—2+c—2—1_0, (a,b,c>0), (x,y,2)¢€ [-a,a]x[-b,b]x[-c, c]c R?,

2
a

1° (E):

constituie ecuatia implicita a elipsoidului.
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2 2
2° (P,): z=a—2+g—2, (a,b>0), (x,y)e R?,

<

constituie ecuatia explicitd a paraboloidului eliptic.

x=auchv,

3° (Py): yy=bushv,
z=u’, (u,v)e]Rz,

constituie ecuatiile parametrice ale paraboloidului hiperbolic.
4° (H)): f=achu-cosvi+bchu-sin V3+cshuE,ue R, ve[0,2mx],
constituie ecuatia vectoriald a hiperboloidului cu o panza.
Observatia 3.1. O portiune simpld de suprafatd admite o infinitate de reprezentari
parametrice.

7 - o * * .
Intr-adevar, dacd u = u(u, v) si v =
reprezentarea parametrica (3.3) devine:

X = x(u(u*, v, v(u’, V*)),
®: 1y =yl v). v’ v)),

z= z(u(u*, v, v, V),

* *. * * . . .
v(u, v), u, v sunt parametri reali, atunci

adica:
x=x (u,v"),
@) : qy=y @, v),

O

z=z(u,v").

Definitia 3.2. Se numeste portiune regulata de suprafati, o multime (X) de puncte M
din spatiu ale caror coordonate X, y, z n raport cu reperul ortonormat X =10, 1, j, k} al lui

IR’ si ai cdror vectori de pozitie T satisfac una din relatiile (3.1), (3.2), (3.3) sau (3.4), unde
functiile F, f, x, y, z, r satisfac urmatoarele conditii numite de regularitate:

(i) sunt functii reale, uniforme si continue,
(i) admit derivate (F, f - derivate partiale, X, y, z - derivate ordinare) de ordinul ntai,

continue, nu toate nule,
(iii) functiile x, y, z, T stabilesc o corespondenta biunivoca si bicontinud intre punctele

M e (2) si perechile ordonate de parametri reali (u, v), ((u, v)e (u,u,)X(v,, Vz)),
(iv) cel putin unul dintre determinantii functionali (jacobienii):

D(x, y) D(y, z) D(z, x)
D(u,v) D(uv)  D@u,v)’

este nenul.
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Definitia 3.3. Se spune cd o portiune regulatd de suprafatd (X) este o portiune de
suprafati regulata de ordinul n, dacé functiile F, f, X, y, z, T din relatiile (3.1), (3.2), (3.3),
(3.4) admit derivate partiale continue pana la si inclusiv ordinul n > 1, astfel Tncat nu toate
derivatele de acelasi ordin sa se anuleze.

Definitia 3.4. Fie (X) o portiune simpla de suprafata. Un punct M € (X) se numeste
punct ordinar, dacd in punctul M sunt satisfacute toate conditiile de regularitate. In caz
contrar se numeste punct singular.

Observatia 3.2. Punctele singulare sunt de doua categorii: proprii §i improprii.

Un punct singular M € (¥) este propriu, dacd M este singular in orice reprezentare
analitica a lui ().

Un punct singular M € (X) este impropriu, daca existd cel putin o reprezentare
analitica a lui (X), in care M sa nu fie singular.

Definitia 3.5. Fie (X;)ic; o familie de portiuni de suprafata regulate. Se numeste
suprafati regulatd, reuniunea tuturor portiunilor de suprafata regulate din familia (X)),
adica:

@ =UE),

iel

unde frontierele portiunilor (X;) pot fi eventual curbe singulare.

§3.2. Curbe trasate pe o suprafata. Curbe coordonate

Definitia 3.6. Fie suprafata regulata (X), data in reprezentare parametrica:

X =x(u, v),

X)) 1 y=y(u,v),
z=1z(u, V), (u,v)e (u,,u,)X(v,,V,).

Multimea punctelor M € (X) ale caror coordonate x, y, z verifica ecuatiile:

X = x(u(t), V(t)),
@) : 1y =ylu®), v(v), (3.5)
z=z(u(t), v(t)), te(t,,t,),

formeaza o curba (I') (fig. 3.1), numita curbd trasatdi pe suprafata (2).
Ecuatiile (3.5) se numesc ecuatiile parametrice ale curbei (I) trasate pe suprafata (X).

Observatia 3.3. Dacd (Y) este o suprafatd data in reprezentare vectoriald:

X): r=r(,vVv), (u,v)e (u,u,)x(v,,v,),
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si curba (I') trasatad pe suprafata (X), ((I') (X)), atunci reprezentarea vectoriald a curbei (I')
este:

@): t=t(u(0), v(t)), te(t,t,).

Definitia 3.7. Fie (X) o suprafatd regulata, data in reprezentare parametrica:

x =x(u, v),
X): qy=y(u,v),
z=z(u,v), (u,v)e (u,,u,)X(v,,v,).

Se numeste curba coordonata de tipul (u), o curba (I')) c (¥), datd prin urmatoarea
reprezentare parametrica:
x =x(u, v,),

(L) : Jy=y(u, vy),
z=12(u,Vv,),

unde ue (u,,u,), iar v, constant (fig. 3.2).
Se numeste curbd coordonatda de tipul (v), o curba (I'y) c (X), datd prin urmatoarea
reprezentare parametrica:
x =x(u,, V),

(IV): yy=y(u,, v),
z=1z(u,, V),

unde ve (v, V,) iar ug este constant (fig. 3.2).

r
(™) )

X Fig. 3.1. Fig. 3.2.

Observatia 3.4. Dacd suprafata regulata (X) este data in reprezentare vectoriala:
@) T=1, V), (U, V)€ (u,uy)X(Vy,v,),

atunci curbele coordonate (I',) si (I'y) au respectiv reprezentarile vectoriale:
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T,): r=r(u,v,), ue(u,u,), Vvoconstant,

d,): r=1r(uy,v), ve(vy,v,), upconstant.

Teorema 3.1. Printr-un punct M, al unei suprafete regulate (X) trece o singurd curba
din familia (I') si o singura curba din familia (T'y).

Demonstratie. Fie suprafata (X) data in reprezentare parametrica:

x =x(u, v),

) : sy=y(u,v),
Z=Z(u’ V)s (u’ V)E(ul’u2)x(vl’v2)’

si fie X, yo, zyp coordonatele carteziene ale punctului M.
Deoarece My € (X), coordonatele lui M verificd ecuatiile parametrice ale suprafetei,
adica existd u = ug si v = v, astfel incat sa aiba loc:
X, =Xx(uy, vy),

Yo =Yy, Vo),
z, =2(u,, vy).

Se considera curbele de coordonate (I',) si (I'y) date prin reprezentarile parametrice:

x =x(u, v,), x =x(u,, v),
(Fu) : y = Y(U—, V0)9 (FV) : y = Y(uo, V)9
z=12z(u,v,), ue(u,u,), z=12z(u,,v), ve(v,,V,).

Deoarece My e (I'y) si My e (I'y) rezultd ca My € (I'y)) N (I).
Daca se presupune ca prin punctul M, trec si curbele coordonate (I”,), (I",) date prin
reprezentdrile parametrice:

x=x(u,Vv'), x=x(u'y,v),
Iy qy=y(u,vYy), Iy : qy=y'y,v),
Z= Z(ua V'() )a z= Z(u'() ’ V),

adica My e (I”y) N (I'’y), atunci au loc relatiile:

X, =x(u'y, V'),

Yo =y'y, v),

zo=z('y,Vv')).

Deoarece suprafata (X) este prin ipoteza regulatd, rezultd conform conditiei iii) de
regularitate din definitia 3.2, cd functiile x(u, v), y(u, v), z(u, v) stabilesc o corespondenta
biunivoca intre punctele M € (X) si perechile ordonate (u, v), adica punctului M, fi
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corespunde o singurd pereche ordonata (uy, vo) si reciproc. Deci:
0> Vo

u'O = Uy, V,O = Vo,
adica:
I'y=dy, d'y)=dy).

In concluzie, prin M, trece o singurd curba coordonatd (I';) si o singura curba
coordonata (I',).

O

Fie (X) o suprafatd regulata data in reprezentare parametrica:

x =x(u, v),

X): qy=y(u,v),
z=z(u,v), (u,v)e (u,,u,)X(v,,v,).

Conform conditiei iii) de regularitate din definitia 3.2, functiile x(u, v), y(u, v), z(u, v)
stabilesc o corespondentd biunivocd si bicontinud intre punctele M € (X) si perechile
ordonate de numere reale (u, v). Deci perechile (u, v) constituie un sistem de coordonate pe
suprafata (X), numite coordonate curbilinii pe suprafata (X).

Teorema 3.2. Daca (¥) este o suprafatd regulata iar (u, v) este un sistem de coordonate
curbilinii pe suprafata (X), atunci orice curba (I') trasatd pe suprafata (X), (I) < (X)) se
poate reprezenta analitic prin una din urmatoarele ecuatii:

o o, Ju=u),
O e

2° () : g(u,v)=0,
3° (I): v=nh(u).

Demonstratie. 1° Fie (I')) < (X) si M € (X), atunci conform definitiei 3.6, coordonatele
u, v sunt functii de un parametru t:

u = u(t), v = v(t).

Aceste ecuatii sunt ecuatiile parametrice in coordonate curbilinii ale curbei (I') c (¥):

u=u,
@: {V =v(t).

2° Prin eliminarea parametrului t intre aceste ecuatii, se obtine:
@) : g(u,v)=0.

Aceasta este ecuatia implicita, in coordonate curbilinii, a curbei (I').
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3° Daca ecuatia:
gu,v)=0

satisface conditiile teoremei de existentd a functiilor implicite, atunci ea se poate explicita in
raport cu variabila v, de exemplu, si se obtine:

@) : v =h(u),

care este ecuatia explicitd, in coordonate curbilinii, a curbei (I'). d

Observatia 3.5. Conform teoremei 3.2, curbele coordonate (I',), (I'y) trasate pe suprafata
(2) pot fi exprimate analitic Tn modul urmator:

Ty : v=vy,
TIV) : u=uy,

unde uy, Vo sunt constante arbitrare.

Teorema 3.3. Fie suprafata regulata (X), datad in reprezentare vectoriala:
X): r=r(,vVv), (u,v)e (u,u,)x(v,,v,)
si fie M e (), un punct de vector de pozitie r(u,, v, ). Daca:
I,): r=1r(u,v,), ue(u,u,),

I,): r=1(uy,v), ve(v,,v,),
or _ or

Al

sunt curbele coordonate ce trec prin M, atunci vectorii r' :8_ st T, :8_ sunt tangenti
u \%

respectiv la curbele (I'y) si (I'y) in punctul M (fig. 3.3).

Demonstratie. Deoarece M € (I',) rezulta ca el va avea vectorul de pozitie r=r(u, v,).
Conform §2.3, cap. II, derivata ', (u, v,) TV

este tangenta la curba (I',) in punctul M.
In acelasi mod se aratd ca vectorul
r', (u,,v) este tangent la curba (I'y) In

punctul M.
Rezulta ca derivatele partiale:

] !
I‘u(u,Vo), rv(u()’V)a f(ll v )
0°%0
calculate respectiv pentru u = ug $i v = v, /

adica: /0 y

r',(u,, vg) =1, X
wRT0r T0S T o Fig. 3.3.
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Fv (uO’ VO) = FV() ’

reprezintd vectori tangenti in punctul M respectiv la curbele coordonate (I',) st (I'y).

Definitia 3.8. Se considerd o suprafatd regulatd (X) si (I'o)aer, (I'g)pey doud familii de
curbe trasate pe suprafata (X). Se spune cd familiile de curbe (I'q)ger, (I'p)pey formeaza o
retea de curbe pe suprafata (%), dacd aceste familii satisfac urmatoarele conditii:

(i) prin orice punct M € (X) trece cate o singurd curba din fiecare familie,

(i) tangentele In M la cele doua curbe, respectiv din familiile (I'y)qer, (I'g)pey, ce trec
prin punctul M sunt distincte.

Teorema 3.4. Fie (X) o suprafata regulata, datd in reprezentare parametrica:

X =Xx(u, v),

) 1 y=y(u,v),
z=1z(u,v), (u,v)e(u,,u,)x(v,,v,).

Atunci cele doua familii de curbe coordonate (I',), c(y,.vy)» T\ )ujecu,.u, fOrmeaza o

retea de curbe trasate pe suprafata (X).

Demonstratie. Se aratd ca familiille de curbe (I'))

conditiile (7) si (ii) din definitia 3.8.
i) Din teorema 3.1 se obtine cd prin orice punct M € (X) trece cate o singurd curba
coordonatd din familiile (I',) deci conditia (i) este verificata.

voetvivg) > (D) ugecupuy) Vverificd

voe(vy,va)? (FV )uoe(ul,uz) >

ii) Fie M € (X) de vector de pozitie:

f:x(uo,vo)h-y(uo,vo)j+z(u0,u0)E.

Cele doua curbe coordonate (I',) si (I'y) ce trece prin M admit respectiv urmatoarele
reprezentdri vectoriale:

T : fzx(u,VO);+y(u,VO)3+z(u,uo)E,

aTy: f=X(uo,V)I+y(uo,V)3+z(u0,u)E.

Conform teoremei 3.3, vectorii:

r, =x', i+y, j+z', k,

ug u

! '

r,=x' i+y, j+z', k,

Vo v
unde:
ox 0z
1 _ ' —
X'y, —g(uo’vo)’ s 2y, —E(uo,vo),
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sunt tangenti in punctul M respectiv la curbele (I',), (I'y).
Se considera produsul vectorial ', X', . Are loc:

i j X
' 1
u, y u Z u
' '
Vo y Vo z Vo

Deoarece suprafata (X) este regulata, rezulta din conditia iv) a definitiei 3.2 ca cel putin
unul din jacobienii calculati in M:

!

' ' '
Yuo Zu()

e X

D(z, x) _
D(u, v)
M

!

'
_Xu() Yuo

D(x,y) _
D(u, v)
M

D(y,2)| _
D(u, v)
M

[ b

' s
YVO ZVO

1 A\l
ZVO XVO

A\l

1
X' Yy

este nenul. Deci produsul vectorial:

T, XT, #0,

ug v,
adicd vectoril 1', i I', sunt necoliniari. Asadar, tangentele in M la curbele coordonate (I'),

T, sunt distincte.
O

Exemplul 3.2. Se da suprafata in reprezentare parametrica:

X =U+CosV,
X): Jy=u-—sinv,

z=-u,
. T
si punctul Mo[u =1, v= Ej .

. . T . ..
a) Sa se scrie tangentele la curbele u =1 i v= ) in punctul M, si ecuatiile planelor

normale 1n acest punct.
b) Sa se arate ca tangentele in punctul My la curbele u = 1 si u = sin v coincid.
c) Sa se scrie ecuatia implicita a suprafetei si sa se recunoasca natura ei.

Solutie: a) Coordonatele punctului M, sunt:
T

X, =1+cos—,
2

. T
Yo =1—sin—,

z,=—1,

deci My(1, O, -1) iar curba u = 1 are ecuatiile parametrice:
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Xx=1+4+cosv,
I): Jy=1-sinv,

z=-1.

Tangenta in M, la aceasta curba are ecuatiile:

= 0,
(T) : {y

z+1=0,

iar planul normal:

(my): x—1=0.

T .. .
Curba v = B are ecuatiile parametrice:

X =u,
(Iy): Jjy=u-1,
zZ=-u,

adica este o dreapta.

b) Curba (I') : u = sin v are ecuatiile parametrice:

X =sIn V+COSV,
I): qy=0,

Z=-sinv.

Vectorul director al tangentei in M, la curba (I') este v(—1,0,0).

Tangenta Tn M, la curba (I';)) are vectorul tot director v(—1,0,0), deci cele doua

tangente coincid.

c) Pentru a obtine ecuatia implicitd a suprafetei se elimind parametrii u si v intre

ecuatiile suprafetei:

u=-z,
COSV=X+72,

—sinv=y+z

Se foloseste identitatea fundamentald a trigonometriei si se obtine:

@) : x+27+(y+27°=1,

deci suprafata este un cilindru.
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§3.3. Planul tangent la o suprafata

Teorema 3.5. Fie (X) o suprafata regulata datd in reprezentare vectoriala:
X): r=r(u,v), (u,v)e (u;,u,)X(v,,v,).

Fie M € (X) un punct de vector de pozitie 1 (u, v) si (I') o curba trasatd pe suprafata
(2), ce trece prin punctul M, data prin ecuatiile:

0 {u =u(s),

v =v(s),

unde parametrul s este lungimea arcului pe curba (I'). Fie T versorul tangentei la curba (I')
in punctul M.

-y du dv ) _ ) )
Daca derivatele d—, d_ in punctul M sunt date, atunci versorul T este unic determinat
s ds

s reciproc.

. . . - dr ) s )
Demonstratie. Necesitatea. Fie T= d_ . Ecuatia vectoriala a curbei (I') c (¥) este:
S

(@): T =1(u(s), v(s)).
Rezulta ca:
—, du _ dv

=1, —+T

“ds Vds’

Al

Conform teoremei 3.3, vectorii ', si r', sunt unic determinati de curbele (I',) si (I'y)

. . du dv , . - = . .
ce trec prin punctul M. Prin urmare, pentru s dati, rezultd ca T este unic determinat.
s ds

Suficienta. Fie versorul T dat. Daca se tine seama de faptul ca descompunerea lui T

o v o . = . . . du dv ) .
dupa vectorii r', §i r', este unica, rezulta ca derivatele d—, d_ sunt unic determinate.
s ds

O

Observatia 3.6. Fie (I') o curba trasata pe suprafata (X). Atunci directia tangentei la
(I') intr-un punct M € (I') este determinata de raportul le_u
v
Intr-adevar, in punctul M € (X) are loc:
_ dr _ du _ dv
T=—=T, —+1, —,
ds ds ds
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sau:
dr=7', du+71', dv,
adica:

df:(?u§5+f;Jdv

dv

o - - _, du  _ - = .
Se obtine cd vectorul dr este coliniar cu vectorul (r'u d—+r'vj. Cum r', si r', depind
v

) e e e ., du _ .
doar de punctul M(u, v) situat pe (X), rezultd ca directia vectorului r', —+r1',, deci si a
v

- . du
vectorului dr, este determinata de raportul d_ d
v

Teorema 3.6. Fie (X) o suprafata regulata data in reprezentare vectoriala:
D) T=1(, V), (U, V)€ (U, uy)X(Vy,v,),

si fie M € (X) un punct de vector de pozitie 1 (u, V).
Daca {(F) }este multimea tuturor curbelor (I') trasate pe suprafata (X), ce trec prin

punctul M, atunci multimea tuturor tangentelor in punctul M, la curbele (I') este inclusa
intr-un plan (7).

Demonstratie. Fie (I') o curba arbitrara trasatd pe suprafata (X), ce trece prin punctul
M, data in reprezentare vectoriala:

D) : T=T(u®), v(), te (t,,t,).
Vectorul tangent in M la curba (I') este:

T=T - 0+T

A '\./’
unde:
. du . dv
u=—, V=—m,
dt dt

relatie ce aratd ca acest vector este o combinatie liniara de vectorii: r', si r',, adica vectorii:

T, r', si r', sunt coplanari. Conform teoremei 3.3, vectorii ', §i r', sunt tangenti respectiv
la curbele coordonate (I'), (I'y), ce trec prin punctul M, deci sunt necoliniari. Deoarece prin
punctul M trece o singurd pereche de curbe coordonate (I',), (I'y), se obtine ca vectorii 1',,
r', determind un plan unic: (1) si cum curba (I") a fost considerata in mod arbitrar, rezulta

ca toti vectorii T vor fi directii in planul (71), adica toate tangentele in punctul M la curbele
(') sunt situate 1n planul (7ty).

O
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Definitia 3.9. Se numeste plan tangent in punctul M la suprafata regulata (¥), locul
geometric al tangentelor in M ale tuturor curbelor (I') trasate pe suprafata (¥), ce trec prin M.

Observatia 3.7. Conform celor anterioare, rezultd ca planul tangent (mp) este
determinat de M si de vectorii 1', si ', (fig. 3.4).

Fig. 3.4

Teorema 3.7. Fie (¥) o suprafatd regulata si fie M € (X), un punct curent, iar (7r)
planul tangent 1n punctul M la suprafata (X). Se considera Q € (1) un punct curent.

1° Daca suprafata (X) este data In reprezentare vectoriala:

X): r=r(,vVv), (u,v)e (u,u,)x(v,,v,),

fie M € (X), M de vector de pozitie r(u,v), iar Q € (7r), Q de vector de pozitie R, atunci
ecuatia vectoriald a planului tangent (7r) este:

m.): R-T(u,v)) ([, xF,)=0.

2° Daca suprafata (X) este data In reprezentare analiticd parametrica:

X =Xx(u, v),

@) Jy=y(u,v),
Z:Z(u’ V)’ (u’ V)E(ul’u2)x(vl’v2)’

fie M € (¥), de coordonate x(u, v), y(u, v), z(u, v), iar Q € (7r) de coordonate X, Y, Z,
atunci ecuatia planului tangent (7r) determinat de punctul M si de directiile necoliniare 1',,
r',, sub formd de determinant de ordinul al 3-lea este:

X—=x(u,v) Y-y(u,v) Z-z(u,v)

(Tt ): X', Y, z', =0.
X' vy, z

\%



168 Geometrie diferentiala

3° Daca suprafata (X) este data in reprezentare analitica explicita:
() : z=f(x,y), (x,y) € D’ c R?,

fie M € (%), de coordonate x, y, iar Q € (7r) de coordonate X, Y, Z, atunci ecuatia planului
tangent (Ty) este:

(M) pX=x)+q(Y-y) - (Z-12z(x,y)) =0,
unde:

_9z 0%
P ox q ay'

4° Daca suprafata (X) este datd in reprezentare analitica implicita:
(X): F(x,y,2)=0,(x,y,2€ Dc R’,

fie M € (¥), de coordonate x, y, z, iar Q € (my) de coordonate X, Y, Z, atunci ecuatia
planului tangent (7ty) este:

() FX-x)+F(Y-y)+F,(Z-2)=0,
unde:

p =% p % p_ %
ox ' dy oz

Demonstratie. 1° Se considera:

X): r=r(u,v), (u,v)e (u;,u,)X(v,,v,).

Din observatia 3.7 rezulta cad planul tangent (7y) este determinat de M si de vectorii

!

r',, r', si cum vectorul MQ este situat in planul (7r), se obtine cd vectorii: MQ, r', si r',

u’?’

sunt coplanari, adica:
MQ - (F, x ',)=0.
Dar:

M_Q =R-T (u, v),
deci:
(m.): (R-t(u,v)) (¥, xt,)=0.
2° Se considera:

x =x(u, v),
®): Jy=y(u,v),
z=z(u,v), (u,v)e (u,,u,)X(v,,v,),

Prin transcrierea analiticd in reperul cartezian ortonormat %z{O, i, ], k} a ecuatiei
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vectoriale a planului tangent (Ty), date la 1°, se obtine:

X=x(,v) Y-y(u,v) Z-z(u,v)

(m): | x, v, z, |=0.
X', Yy z,
sau:
(1) : AX =x(u, v)) + B(Y —y(u, v)) + C(Z—2z(u, v)) =0,
unde:
A= Yo Z. . B= z', X, . C= Xy Y _
Yy, z, z'y X', Xy oy,

3° Se considera:

X): z=1f(x,y), (x,y)e D’ c R*.

De la o reprezentare explicitda a suprafetei (X) se poate trece la o reprezentare
parametrica a lui (X), daca se noteaza:

u=x, v=y.
Se obtine:
X =1,
X):qy=v,

z=f(u,v), (u,v)eD'c R>.
Rezulta ca:

x,=1,x,=0,y,=0,y,=1,2",=p,2'y=q,
unde:

o %ot
P du Ox Ox a ov dy dy
deci, pe baza rezultatului demonstrat la punctul 2°, are loc:
X-x Y-y Z-z
(mp):| 1 0 p |=0,
0 1 q
adica:
() pX=x)+q(Y-y)-(Z-2)=0.
4° Se considera:

(X): Fx,y,2)=0,(x,y,2) € Dc R’.

Au loc relatiile:
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dz  F| oz F,
p:—:— =, q:—:——"
ox F, dy F,
unde:
=X g g F
ox ' oy oz

Prin 1nlocuirea valorilor lui p si q In ecuatia planului tangent (7r) demonstratd la
punctul 3°, se obtine:

Y "

F
(7or) F—Z(X—X)+ F—,Z(Y—y) +(Z-2)=0,
adica:
(mp): FX-x)+Fy(Y-y)+F,(Z-2)=0. d

Observatia 3.8. Notatiile: p = of siq= g—f apartin matematicianului G. Monge.
X

Definitia 3.10. Se spune ca doua suprafete (X), (X|) sunt tangente intr-un punct comun
al lor M, daca ele admit acelasi plan tangent in punctul M.

§3.4. Normala la o suprafata. Orientarea unei suprafete

Fie o suprafata regulata (X) data in reprezentare vectoriala:

X): r=r(u,v), (u,v)e (u;,u,)X(v,,v,),

Al

., vectorii tangenti la

iar M € (X) un punct de vector de pozitie r (u, v). Se considera r', ,r

curbele coordonate (I',), (I'y) ce trec prin punctul M.

Definitia 3.11. Vectorul normal, ﬁ, in punctul M la suprafata (X) este definit de
relatia:

astfel Incat vectorii, N, r' , ', sd formeze un triedru drept.

Observatia 3.9. Rezultd din definitia 3.11 ca vectorul N este perpendicular pe planul
tangent () In punctul M la suprafata (¥).

Teorema 3.8. Se considera suprafata regulata (X) datad in reprezentare vectoriala:

X): r=r(u,v), (u,v)e (u;,u,)X(v,,v,)
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si fie M € (¥) un punct de vector de pozitie T = x(u,v) i+ y(u,v)3+ z(u,v) k. Dacd T este

versorul vectorului normal N la suprafata (£) in M, atunci:

- ! )
n= (r', 7).
yV ZI 2 ZV XI 2 XI yV 2
‘Iu Vu + Iu Iu + Vu Vu
YV ZV ZV XV XV YV
Demonstratie. Are loc relatia:
— 1 =
n=||T-N,
N
unde:
1 ]k
__ ' " ' [ '
N=1', xr',=|x', y, 2z,
Al ' '
XV YV ZV
s
yl ZI 2 ZI XI 2 XV yl 2
NT u u u u u u
||N||—‘.,+.,+,. 0
YV ZV ZV XV XV YV

Definitia 3.12. Se numeste normald in punctul ordinar M la suprafata (X), dreapta (Ay)
ce trece prin M si este perpendiculara pe planul tangent in M la ().

Observatia 3.10. In fiecare punct ordinar al unei suprafete (X), se poate atasa un triplet
de vectori liniar independenti: 1',, ', §i n, care, in contrast cu reperul lui Frenet al curbelor

in spatiu nu este ortonormat, deoarece, in general, r' sir', nu sunt unitari $i nici ortogonali.

Normala (Ay) se orienteaza astfel incat sensul pozitiv al ei sd coincidd cu sensul
versorului n (fig. 3.5).

Observatia 3.11. O suprafatd (X) se orienteaza
conventional in felul urmator: se considera pozitiva
fata suprafetei dinspre partea pozitiva a normalei,
cealaltd fatd se considera negativa.

Teorema 3.9. Se considerd o suprafatd regulata
(X), M € (¥), un punct curent, fie (Ay) normala in
punctul M la suprafata (¥), iar Q € (Ayn) un punct
curent (fig. 3.5).

1° Daca suprafata (X) este datd in reprezentare
vectoriala:
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X): r=1r(u,v), (u,v)e(u,u,)X(v,,v,),

fie M € (X¥), de vector de pozitie r(u,v), iar Q € (Ay), de vector de pozitie R, atunci
ecuatia vectoriald a dreptei normale (Ay) este:

(Ay): R-T(u,v)=AN, AeR.

2° Daca suprafata (X) este datd in reprezentare analitica parametrica:

x =x(u, v),

) : sy=y(u,v),
Z:Z(u’ V)’ (u’ V)E(ul’u2)x(vl’v2)’

fie M € (X¥), de coordonate x(u, v), y(u, v), z(u, v), iar Q € (Ay) de coordonate X, Y, Z,
atunci ecuatiile canonice ale dreptei normale (Ay) sunt:

(A XoE@Y) _Y-y@v) _Z-2(u,v)

A\l 1
Yu Zu
'

!
YV ZV

- A\l 1
Xy Yu
' '

XV yV

3° Daca suprafata (X) este data in reprezentare analiticd explicita:
) z=f(x,y), (x,y) e D' c R?,

fie M € (X¥), de coordonate X, y, iar Q € (Ay) de coordonate X, Y, Z, atunci, ecuatiile
canonice ale dreptei normale (Ay) sunt:

X=x Y-y Z-2z(u,v)

B === -

b

unde p si q sunt dati de notatiile lui Monge.

4° Daca suprafata (X) este datd Tn reprezentare analiticd implicita:
(X): F(x,y,2)=0,(x,y,2 € Dc R,

fie M € (¥), de coordonate X, y, z, iar Q € (Ay) de coordonate X, Y, Z, atunci, ecuatiile
canonice ale dreptei normale (Ay) sunt:

X-x Y-y Z-z
(AN) aj - % - %
ox ay 0z

Demonstratie. 1° Fie:

X): r=r(u,v), (u,v)e (u,u,)X(v,,v,).
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Prin definitie (Ay) are aceeasi directie cu a vectorului normal N, adicd vectorii MQ si

N sunt coliniari, adica:

MQ=AN, AeR,
M_Q:§—f(u,v),
(Ay): R-T(u,v)=AN, AeR.

2° Fie:
x =x(u, v),
@) yy=y,v),
z=z(u,v), (u,v)e (u,,u,)X(v,,v,),

si se considera (7r), planul tangent in M la suprafata ().
Deoarece:

(Ay) L(mr),

iar ecuatia planului tangent (7y) este:

A\l A\l

Yu Zu
! '

1 1 A\l 1

u Xu Xu YU
! ' !

v v

() (X—x(u,v)) + 2 (Y —y(u,v)) + (Z-2(u,v)) =0,

\% \% v v

rezulta ca ecuatiile dreptei normale (Ay) sunt:

Ay): )‘(—x(u,'v) _ Y'—y(u,'v) _ ij(u,v)

' 1
yu Zu Xu YU
1 1

A\l 1
YV ZV XV YV

3° Fie:
©): z=f(x,y), (x,y) e D' c R>.
Atunci ecuatia planului tangent (7ty) este:

() : p(X=x) +q(Y —y) = (Z-2z(u, v)) =0,
unde p si q sunt date de notatiile lui Monge.
Dar:
(Ay) L (mp),
prin urmare:
X=x Y-y Z-zXy)

(Ay): ,
p q -1
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unde:
B a_f B of

P ox q_g'

4° Fie:
) : F(x,y,2)=0, (x,y,z) € Dc R*.

In acest caz, ecuatia planului tangent (7y) este:

() : Fx(X-x)+Fy(Y-y)+F,(Z-2)=0.

Deoarece:
(Ay) L(myp),
se obtine:
(Ay): X'—X_Y'—y_Z'—z a
F F, F,

Definitia 3.14. Se considera (X;), (X;) doua suprafete regulate si M, un punct comun
acestora. Fie N,, N, vectorii normali in M la respectiv suprafetele (X;), (X,). Se spune ca

suprafetele (X)), (X,) sunt ortogonale in M daca:

N, LN,.

Exemplul 3.3. Se considera suprafata datd in reprezentare parametrica:

X =ue",
X): Jy=ue ™",
z=4uv

si se cere:
a) Ecuatia planului tangent la suprafata in punctul M(u =2, v = 0).
b) Ecuatiile normalei in M.
¢) Versorul normalei Tn M.

Solutie: a) Ecuatia planului tangent in M la (X) este:

X=Xpm Y= YMm Z7Zy
. ' I ' _
(Mp): | X ulyg Y'ulyy z 0,

] ]
X z
y vy

V‘M
unde:
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Xy =€'In =1, Xy =0 M =2,
Y'u\M =e |y =1 si y'V‘M =—ue |y =-2,
Z'u‘M:4V|M:O Z'V‘M=4u|M=8.
Deci:
x=2 y-2 z
(mp): | 1 1 0=0,
2 -2 8
sau:
(mp): 2x-2y—-z=0.
2° Ecuatiile normalei sunt:
X—2 -2 z
(N): —==2"=-2%
2 -2 -1
3° Versorul normalei este:
_ 2i-2j-k 1(: .- —
go2i22i-k 1o o5 g 0
va+4+1 3 ( )

§3.5. Prima forma fundamentala a unei suprafete

Teorema 3.10. Se considera o suprafatd regulata (X), data n reprezentare vectoriala:

X): r=r(u,vVv), (u,v)e (u,u,)x(v,,v,)
si fie (I') o curba trasata pe suprafata (X), data de:

@M : T=1(u®), v(v), te (t,,t,).

Daca ds este elementul de arc pe curba (I'), atunci:
|dF|” =ds>.

Demonstratie. Daca se tine cont ca pe curba (I') are loc relatia:
=% (u®)i+yu®)j+z o)k,

atunci se obtine:

]| = V% @)+ (ww)+2* (ww).

de unde:
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|47 | = (dx)* +(dy)* +(dz)* .

Dar:

ds =+/(dx)* + (dy)> +(dz)*
prin urmare:

JaF| = as.
deci:
|dE|” =ds?. 0

Definitia 3.14. Se considera o suprafata regulata (X), (I') o curba arbitrara trasata pe
suprafata () si fie ds elementul de arc pe curba (I).
Se numeste prima formd fundamentald a suprafetei (X) expresia ds’.

Observatia 3.12. Prima forma fundamentald a unei suprafete se noteazd cu ®; si se
mai numeste metrica suprafetei (2), sau pdatratul elementului liniar al suprafetei, sau
Jorma lui Gauss, deoarece este introdusa in geometrie de matematicianul K.F. Gauss.

Deci:
®, = ds’.

Teorema 3.11. Se considera o suprafata regulatd (X) si (I') o curba trasata pe suprafata

).

1° Daca suprafata (¥) este datd in reprezentare vectoriala:
X): r=r(u,v), (u,v)e (u;,u,)X(v,,v,),
atunci prima forma fundamentala are expresia:
@, =Edu’+2Fdudv+Gdv,

unde, pe baza notatiilor lui Gauss:

2 S 2
, F=r', 't

b

E=r,

G=|r,

v

unde E, F, G sunt functii luate in punctul (u(t), V(t)).

2° Daca suprafata (X) este datd in reprezentare analitica parametrica:

x =x(u, v),

X)) : Jy=y(u,v),
z=z(u,v), (u,v)e (u,,u,)X(v,,v,),
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atunci prima forma fundamentald are expresia:
@, =Edu’+2Fdudv+Gdv,

unde E, F, G sunt functii luate in punctul (u(t), v(t)):

12
v .

E=x'’+y’+z'}, F=x',-x',+y, y.,+Z, 2 G=x'’+y'’+z;

Demonstratie. 1° Fie:
X): r=1r(u,Vv), (u,v)e(u,u,)X(v,,v,)
si se considera (I') o curba oarecare trasatd pe suprafata (X), data de:
@) : =1 (ub), v(t), te(t,,t,).

Are loc relatia:

fop U g W
Ydt v dt]
sau:
dr=r', du+r', dv.
Din teorema 3.10 rezulta ca elementul de arc pe (I') este:
— 12
ds® = || dr|,
insa:
— 112 — —
||dr|| =dr-dr.

Asadar, au loc succesiv:

® =ds’ =dr-dr=(¥', du+7', dv) (', du+7, dv)=7',-T, du’ +
+27 -7, dudv+T1',-T', dv’.

Prin urmare:
®, =Edu’+2Fdudv + G dv?,

unde s-au folosit notatiile:

2

Al

2
v )

, F=r' -1

[ Rl B | o] = e
E—ru-ru—”ru G—rv-rv—”rV

unde E, F, G sunt functii luate in punctul (u(t), v(t)).
2° Fie:
x =x(u, v),

X qy=y(u,v),
z=z(u,v), (u,v)e (u,,u,)X (v, v,).



178 Geometrie diferentiala

In acest caz se poate scrie:
r(u, v) =x (u, V)I+y(u, V)3+Z (u, V)E,
de unde rezulta formulele:
- - = - — - = - - — 2
r',=x',i+y', j+z' k, r ,=x'i1+y,j+z' Kk, r'u2 = || r', || = X'uz+y'f+z'uz,

) T
u v

2 12, 12,02
:XV+YV+ZV’

1 1 1 _V2 o}
:X'u'xv+yu'y'v+zulzvv’ I.V:”rv
deci:

@, =di-dr=72du’ +T, T, du dv+72-dv? = (x'2+y' 242’7 )du’ +

+(X'u X'ty YLz, -Z'V)du dv+(x'3+y'f+z'2)dvz,

v

adica:
&, =Edu”+2Fdudv+ G dv’,
unde E, F, G sunt functii luate in punctul (u(t), V(t)) :

E=x'2+y’+z'}, F=x',-x' +y, -y, +z, -2 G=x'"’+y'’+z'}.

Observatia 3.13. 1° Daca suprafata (X) este data in reprezentare analiticad explicita:
(X): z=f(x,y), (x,y) € D' R?,
atunci prima forma fundamentald are expresia:

@, = (1 +p’) (dx)* + 2 pq dx dy + (1 + q°) (dy)’,

unde p si q sunt dati de notatiile lui Monge.
Intr-adevar, daca se utilizeaza parametrizarea:

X=u,
X): Jy=v,
z=1(u,v),

se obtin egalitatile:

. of of of of

Zu:—:—:p’ ZV:_:_:q’
du Ox ov dy

A\l

X’u=1a Xv=0a y,u=05 YV=1a

de unde:

E= X'uz+y'uz+z'u2 =1+p2, F=x' -x' ,+y', "y,+z',-z',=pq, iar

G=x'"’+y’+z' =1+q",

de unde rezulta pentru &, expresia anuntata.
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2° Daca suprafata (X) este data In reprezentare analitica implicita:
(®): F(x,y,2)=0, (x,y,2) € Dc R,

atunci prima forma fundamentald are expresia:

(F24F?)dx* +2F F, dxdy+(F2+F7)dy
1= .
)

Intr-adevir, daca in 1° se folosesc egalititile:

— F'x q — F'y
p F'Z b F'Z b
se obtine pentru ®, expresia anuntata. 0

Teorema 3.12. Se considera (X) o suprafatd regulatd, data in reprezentare vectoriala:
X): r=r(u,v), (W, V)€ (U, u,)X(V},V,)
si fie metrica sa:

®, =Edu®+2Fdudv + G dv>.

Daci N este vectorul normal in punctul M € (¥) la suprafata (X), atunci:
|N|=VEG-F*.

Demonstratie. Prin definitie are loc:

N ]
N=r1', X1',,

- - - - - 2 - - . _/E 2
IN|=1% xF, |=|F, xE. =J[nr'un-ur'vnsm<r'u,r;>1 -
PN PN
I A T=cost @] =V IR -J7 =[7ul [ -cos 6 ) =
N S

prin urmare:

”N”:JEG—FZ. 0

deci:

T
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Observatia 3.14. Daca suprafata regulata (X) este datd in reprezentare analitica parametrica:

x =x(u, v),
) : Jy=y(u,v),

z =Z(u’ V)’ (u’ V)E (ul’uZ)X(Vl’ VZ)’

atunci, conform teoremei 3.8 are loc:

' ' 2 ' ' 2 ' ' 2
HNH_ Yu Z, +Zu Xy +Xu Yu
- ’
y'V Z'V Z'V X'V X'V y'V
asadar:
2 y' Zl 2 Zl Xl 2 X' yl 2
2 _INT _|Yu u u u u u
EG-F = H NH =, N N '

y v z v z \% X \% X \% y \%

§3.6. Aplicatii ale primei forme fundamentale: elementul de arc;
lungimea unui arc; masurarea unghiurilor; aria unei portiuni
de suprafata

Teorema 3.13. Se considera o suprafatd regulata (X), data n reprezentare vectoriala:
X): r=1r(0,Vv), (u,v)e(u,u,)X(v,,v,).

Daca (I') este o curba trasata pe suprafata (X)data de:
@) : =1 (ub), v(t), te(t,,t,),

atunci elementul de arc pe curba (I') este determinat de relatia:

2 2
ds = E(d—uj +2Fd—u-g+G(ﬂ) dt.
dt dt dt dt

Demonstratie. Prin utilizarea formulelor de derivare a functiilor compuse, pentru
patratul elementului de arc pe curba (I') au loc succesiv egalitatile:

) 2 ’ du)’ du dv dv’ ’
ds"=®P=Edu"+2Fdudv+Gdv' = |E I +2F— —+G de”.

dt dt \dt
Deci:

2 2
ds = E(d—“J +2Fd—“ﬂ+G(ﬁj dt.
dt dt dt dt a
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Observatia 3.15. 1° In cazul in care (I) = (T',), unde:
(Fu) o T :f(ua Vo),
atunci elementul de arc pe curba (I',) este dat de relatia:

ds:\/Edu.

Intr-adevar, deoarece:

V = V( = constant,
rezulta:
dv=0,

prin urmare:
2 2
ds*=E du’,
de unde:

ds=\/Edu.

2° in cazul in care I =d,), unde:
(Fv) DT =f(u0’ V),
atunci elementul de arc pe curba (I'y) este dat de relatia:

ds =+/G dv.

Verificarea se face Tn mod analog cu cea de la cazul 1°. 0

Teorema 3.14. Fie (I') o curba trasata pe suprafata regulata (¥), data de:

@) : =1 (ut), v(t), te(t,,t,).

Dacda M, M, € (IN), M,(t = t;), My(t = t,), atunci lungimea arcului curbei (I') cuprins
intre punctele M, si M, este data de relatia:

2 2
2 du du dv dv
L = E| —| +2F — — [+ G| — | dt|.
MiM2 Itl\/ (dtj (dt dt) (dtj

Demonstratie. Din formula:

Ly, = Ids ,

MM
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se obtine prin Tnlocuirea elementului de arc pe curba (I'):

> 2
| _(du du dv dv
MMy J.tl\/ (dtj - (dt dtj—i_G(dt) « 0

Definitia 3.15. Se considera (X) o suprafata regulata si (I'), (I';), doud curbe trasate pe
suprafata (X). Daca M € (I')) n (I';) si dacd T,, T, sunt respectiv versorii tangentelor in

punctul M la cele doua curbe, atunci prin unghiul curbelor (I'y) si (I';) se intelege unghiul
tangentelor la cele doua curbe In M, adicd unghiul a al versorilor T, si T, .

Teorema 3.15. Se considera suprafata regulata (X), datd in reprezentare vectoriala:
X): r=r(u,v), (W, V)€ (U, u,)X(V},V,)

si fie (I'}), (I';) doud curbe trasate pe suprafata (X). Daca se noteaza prin (dr,du,dv,ds),
respectiv (Or, du, dv, ds) diferentialele de-a lungul curbei (I'}) respectiv (I',), atunci unghiul
a dintre curbele (I'y), (I;) in punctul M € (I'}) N (I',) este dat de formula:

E du 6u + F(du ov + dv du) + G dv ov
\/Edu2+2qudv+de2 -\/ESuZ-+-2F8u8v-+—G8V2 ’

cos =

unde E, F, G sunt coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei () calculati in
punctul M.

Demonstratie. Conform definitiei unghiului a doua curbe trasate pe suprafata:

>
O‘:(T1’Tz)-

Daca se tine seama de faptul ca vectorii T,, T, sunt coliniari cu respectiv vectorii dr,

or, se obtine:
N~
o = (dr, 1),

unde dr, Or sunt diferentialele vectorului de pozitie r in punctul M, intdi considerat ca
fiind un punct al curbei (I'}), apoi ca fiind al curbei (I';).
Asadar se obtine succesiv:

dr-&r (7, dutT, dv) (¥, du+7, 8v)
[t -85 &, du+7, av) -, Su+TF, &v)

u

cos =

b

Sau:
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cos L=

I, ||2 du du+7,-T, (du dv+dvdu)+| T, ||2 dv dv ‘
JIE P du?+27,-F, dudv+|F, | dv’
1

JIE P du+2F, -7, dudv+|7, |’ o2

de unde:
E du du + F(du &v + du dv) + G dv ov

cos o= .
VEdu?+2Fdudv+Gdv? -vVESu2 +2Fdudv+G &v>

O

Observatia 3.16. In cazul particular cand (I')) = (I'y) si (I) = '), adica (I'y), (I)
sunt respectiv curbele coordonate ce trec prin punctul ordinar M, se obtin relatiile:

dv=0, du=0.

Se obtine atunci cd unghiul o dintre doud curbe coordonate ce trec prin punctul M este
dat de:

O

cos L=

F
JEG '

Definitia 3.16. Se considera (X) o suprafata regulata, (I'}), (I';), doua curbe trasate pe
suprafata (X) si fie M € (I')) N (I), iar T,, T, versorii tangentelor n punctul M respectiv la

PN
curbele (I'), (I,) si fie o = (TI,TZ )

Curbele (I'y), (I';) se spune ca sunt orfogonale in M, dacd o = g

Definitia 3.17. Fie (X) o suprafatd regulatd, pe care se considerd o retea de curbe

[(Te)ar Tp)pl-
Se spune ca reteaua [(1'y)y, (I'p)p] este ortogonala pe (X) daca oricare ar fi punctul
M e (¥) cele doua curbe (I'y) € (I'y)o, (I'p) € (I'p)g ce trec prin punctul M sunt ortogonale.

Teorema 3.16. Se considera (X) o suprafata regulata, (I'), (I';), doud curbe trasate pe
suprafata (X) si fie M € (I') N (I,).
Conditia necesara si suficienta ca (I'}), (I';) sa fie ortogonale in M este ca:

E du du + F(du v + du dv) + G dv év = 0.

Demonstratie. Necesitatea. Fie (I')), (I';) ortogonale, adica:

T T
o= (). ([)=7
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Din teorema 3.15 se obtine:

E du du + F(du év + dv du) + G dv ov

cos oL = =0,
VEdu? +2Fdudv+Gdv? -VE&u> +2Fdu v + G 8v°
de unde:
E du du + F(du ov + du dv) + G dv v = 0.
Suficienta. Se demonstreaza pe cale inversa. )

Teorema 3.17. Se considera o suprafatd regulatd (X) si fie [(I'y). (I'y),] reteaua
curbelor coordonate trasate pe (X).

Conditia necesara si suficientd ca reteaua [(I',),, (I'y),] sa fie ortogonala pe (X) este ca
F =01n orice punct M € (¥).

Demonstratie. Necesitatea. Fie [(I',),, (I'y),] o retea ortogonala pe suprafata (). In
concordanta cu definitia 3.17, rezultd ca pentru orice punct M € (), curbele (I'y) € (I'y)y,
T'y) € (I'y)y ce trec prin punctul M sunt ortogonale, adica:

-
a=((T), @)=

| a

Din observatia 3.16 se obtine:

cos oL = F =0
JEG

asadar:
F=0.

Suficienta. Se demonstreaza pe cale inversa. )

Definitia 3.18. Se considera o portiune de suprafata regulatd (X), data in reprezentare
vectoriala:

X): r=r(,vVv), (u,v)e (u,u,)xX(v,,v,).

Se imparte portiunea de suprafata (X) in paralelograme curbilinii cu ajutorul familiilor
de curbe coordonate (I',),, (I}), (fig. 3.6). Fie MM;M,;M; paralelogramul curbiliniu
determinat de curbele coordonate (FUi ), (Fui A ), (F A), (ij . Avj) date de:

vj

(Fui): V=i, (FuﬁAui): vV =Vj+ Avj,
(ij): u=u, (FVJMV],): u=u; + Ay .
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Se asociazd paralelogramului curbiliniu MM ;M;M; paralelogramul MM’ M’,M’;
constituit pe vectorii: T', Au; §i f'vj Avj, unde vectorii T',_, f'vj sunt derivatele partiale ale

vectorului de pozitie 1 al punctului M(u;, vj):

- :i(ui,vj), f'vj:i(ui,vj).

T
Y Ju ov

Se noteaza aria paralelogramului MM’ M’,M’; prin AGj;.
Aceasta arie este data de relatia:

Ao :Hruixr"j

Au; - Av;.

Se numeste arie a portiunii regulate de suprafatd (¥) si se noteaza cu ¢, limita de mai

jos , dacd exista si este unica:

m n
= lim 2 2 Aoy,
=0 i=0
m—co

max‘ Auj ‘—>0

InaX‘AVj ‘—)O

z | &)

-

s /‘\M’z
/M’3J_,r B

~ M |
,;// _, t f'u. Aui // Ml (ui + Aui . Vj )

- 2

0

Fig. 3.6.

5 | M3(ui,vj +AVj) M, (u; +Au;, v, +Av;)
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Teorema 3.18. Daca se considera o portiune de suprafatd regulatd (X), atunci aria
acestei portiuni este data de urmatoarea integrald de suprafata:

<s=ﬂ\/EG—F2 du dv,

(%)

unde E, F, G sunt coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei (2).
Demonstratie. Din definitia 3.18 rezulta:

m n
6= lim

m—>eo

e e
X1, H Au; - Av; .

max| Auj | -0

max‘ AVj ‘—)0

Limita din membrul al doilea este egalad prin definitie cu integrala de suprafata extinsa
asupra portiunii de suprafatd (X), deoarece prin ipoteza, portiunea (X) este regulatd, deci
functiile ', r', sunt continue. Prin urmare:

v

m n
6= lim

m—oo

e e
T XT

Au; - Av; = [[ |7, <7, | dudv.
)

max| Auj |0

max‘ AVj ‘—)0
Conform teoremei 3.12, are loc relatia:

-JEG-F* |

! !
|77,

asadar:

G:IIJEG—Fz dudv. 0

(%)

Definitia 3.19. Se considera (X) o portiune de suprafatd regulata si fie aria sa:

G:U\/EG—FZ du dv.

X

Se numeste element de arie expresia:
VEG-F* dudv.

Observatia 3.17. Elementul de arie se noteaza cu dc. Deci:

do = VEG—F* dudv.
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Observatii 3.18. 1° Daca portiunea de suprafatd (X) este data in reprezentare analitica
parametrica:

x =x(u, v),
&) : sy=y(u,v),
Z= Z(u’ V)’ (u’ V)E (ul’ u2)X(V1’ VZ)’

atunci:

1
YU ZLI

1
yv Z,

do =

Intr-adevar, conform teoremei 3.12, are loc:

VEG -F? =||N

2

1nsa:
yl Z 2 ZI XV 2 XI yl 2
|| N || - || flu XFV || = vu vu + vu vu + vu vu ’
y \'% Z v Z \% X \% X v y \%
deci:
yl ZV 2 Zl XV 2 Xl yl 2
do = '” '“ + '“ '“ + '” '“ dudv.
y \'% Z v Z A% X A% X v y A%

2° Daca portiunea de suprafata (X) este data in reprezentare analitica explicita:
(X): z=f(x,y), (x,y) € D’ c R?,

atunci elementul de arie are expresia:

do =1+p° +q° dx dy,

unde p si q sunt dati de notatiile lui Monge.

Intr-adevar, suprafata () poate fi exprimata parametric astfel:

X =u,
@) : qy=v,
z=f(u,v), (u,v)e D'c R?,

de unde se obtine:

I

xy=1, xy=0, y,=0, y\y=1, z', , 2, =—=
Y Y Jdu P ov

q,

prin urmare dc gasit la 1° devine:
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do =4/1+p° +q* dx dy.

3° Daca portiunea de suprafata (X) este data n reprezentare analitica implicita:
() : F(x,y,2)=0, (x,y,2z) € Dc R,
(asz oF\’ (asz
ox ady 0z

do = F dx dy.

Az

atunci:

Intr-adevar:

oF JF
_of _ 9x _of 9y

P T TR 1Ty T R

oz oz

Prin introducerea acestor expresii ale lui p si q In formula elementului de arie, data la

2°, se obtine:
(apjz oF )’ (apjz
ox ay 0z
aj
0z

do =

dx dy.

O

Propozitia 3.1. In orice punct ordinar al unei suprafete, prima forma fundamentali este
pozitiv definita, adica:

E>0,G>0,EG-F >0.

Demonstratie. Conform observatiei 3.14, are loc:

o = 2
||ru><rv =EG-F°.
Dar:
yV Zl 2 ZV Xl 2 XV yl 2
- = 2
||ruer|| :‘ lu vu + |u |u + vu |u
y v Z v Z v X v X v y v
si cum punctul este ordinar, are loc:
|t T, |>0. 0
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Exemplul 3.4. Se da suprafata de ecuatii parametrice:

X =UCO0S YV,
X): yy=usinv,
Z=u+v,

Si se cere:
a) Prima forma fundamentald a suprafetei.
b) Unghiul curbelor coordonate.
¢) Lungimea arcului curbei u = 1 cuprins intre curbeleu=1gi v=2.
d) Elementul de arie al suprafetei.

Solutie: a) Daca se calculeazd coeficientii E, F, G ai primei forme fundamentale se
obtineE=2,F=151G= u’ + 1. Deci prima forma fundamentald a suprafetei (X) este:

ds® =2 du® + 2 du dv + (u® + 1)dv>

b) Unghiul dintre curbele coordonate este dat de cos 0 = , astfel ca pentru suprafata

F
vEG
data se obtine:

cos 0= [2 (u’ +1)]_é.

c) Elementul de arc pe curba u =1 cu du = 0 este ds = \/E dv, iar lungimea arcului
este:

=42.

L=

jﬁdv

d) Elementul de arie al suprafetei (X) este:

do =vVEG —F*> dudv=+2u’+1dudv.

Exemplul 3.5. Sa se calculeze pe paraboloidul:
@) : x2+y2=2pz,
unghiul format de curbele:
T): x=y,
(Ih): z=a.

Solutie: Daci se considera:

Xx=u : u’ +v?
se obtine z=
y=v 2p
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si de aici rezulta:

Al
p

Al
u

- _T,ux- < V=—
r',=i+—k, 1, ,=j+—k.

Coeficientii primei forme fundamentale sunt:

jdu 8u+u—\2/(du Ov+dv du) +
p

(3.6)

jduﬁu.

2ap:2u2,
u=v,

u
E :1+—2,
uv
F :p—z,
2
\%
G = 1+—2,
deci:
u2
E du 6u + F(du v +dv du) + G dv dv :(H-—Z
p
2
+(1+V—2] dvov.
P
Pe curba (I'y) are loc: u=v deci du=dv.
Pe curba (I',) are loc: 2 ap = u’> +v*, de unde 2udu+2vdv=0, adicd &v= —(Ej du.
A%
Daca se introduc 1n (3.6) se obtine:
u’ uv( u v? u
1+—2+—2(——+1 +|1+— || ——||dudu=
p P v p v
In punctul de intersectie al celor doui curbe au loc:
z=a,
.. 2ap= u?+v2,
X=Y, adica:
2, 2 u=y,
X“+y  =2pz,
rezulta:
X =u==2,/pa,
y=v=xpa,
deci:

cosa=0, asadar: o=

oA
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Exemplul 3.6. Sa se scrie elementul de arie al paraboloidului:

(X): x*+y" -2hz=0, z>0, h>0.

Solutie: Deoarece suprafata este datd implicit prin F(x, y, z) = 0, atunci:

do =41+p° +q* dxdy,

unde:
_odz_ F, 2x x
T T
_oz_ Fy 2y _y
TR T
rezulta:
v \2 , 2 2 2, .2
1+(F"‘J +(F'ZJ _1+X—2+y—2_1+X +2y ,
F, F, h® h h
deci:
do=—h>+x*+y* dxdy 0

§3.7. A doua forma fundamentala a unei suprafete

Definitia 3.20. Se considerd suprafata regulatd (¥), datad in reprezentare vectoriala:
X): t=1(u,v), (u,vV)€ (u;,u,)X(v,,V,)

si fie M € (X) un punct curent al acesteia de vector de pozitie r(u, v), iar n versorul
normalei in M la (X).
Se numeste a doua forma fundamentala a suprafetei (X) expresia:

n-d’r.

Observatia 3.19. A doua forma fundamentala a unei suprafete se noteazd cu ®,. Deci:
®,=1n-d’T.

Teorema 3.19. Se considera suprafata regulata ().

1° Daca suprafata (¥) este datd in reprezentare vectoriala:
X): r=r(u,v), (u,v)e (u,u,)x(v,,v,),

fie M € (), de vector de pozitie r(u, v), atunci a doua forma fundamentala a suprafetei are
expresia:
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<I>2=Ldu2+2MdudV+NdV2,
unde:
L: (f'u ’f'v’f”uu) M — (Fu ’Fv’f”uv) N: (f'u ’Fv’f"vv)
I, x| I, <t || T, x|

sunt functii luate in punctul M.
2° Daca suprafata (X) este datd in reprezentare analitica parametrica:

x =x(u, v),
) : Jy=y(u,v),

y/ :Z(u’ V)’ (u’ V)E (ul’u2)x(vl’ VZ)’

fie M € (X), de coordonate x(u, v), y(u, v), z(u, v), atunci a doua forma fundamentala a

suprafetei are expresia:

®,=Ldu*+2Mdudv +N dv’,

unde:
1 1 1
1 Xy Yu u
_ ' ' '
L= > > 5 Xv YV Zv ’
y' z' z' x' x' y' " " "
u u + u u + u u Xw Yw Zw
1 A\l 1 A\l A\l 1
Y, Z, z, X, Xy Yy,

1
p— ' 1 1
M > > > Xv YV Zv H
y' z' z' x' X' ! " " "
u u + u u + u u Xuv yuv Zuv
1 1 1 1 ' Al
yv Zv Zv Xv Xv yv
1 1 1
Xu yu Zu
1 1 1 1

N: ’ XV YV ZV ’

] A\l ] 2
YU Zu Xu YU
1
Yv Zy

A\l 1

Xy ¥y

sunt functii luate in punctul M (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Demonstratie. 1° Au loc relatiile:

__ N T o _
n=f—=o——" dr=r', du+r1', dv,
INJ |

2_ N 2 bl n 2 ! 2 ! 2
dr=r",duo" +21", , dudv+r", dv +1', du+1', dv,

unde s-a notat:
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_d°F ., 9F — o°t
uu auz ’ uv all aV ’ \'a% aV2 °

f!l

Asadar se poate scrie:
= 2= — =n 2 - n - n 2 - 2 - o 2
®,=n-dr=n-r" ,;du"+2n -1, ,dudv+n-r' dv +n-r',du+n-r',dv.

Daca se tine seama de relatiile:

nlT,, nlf,,

rezulta:
f' f' fIV fl fl f” fl fl f'l
CI>2=( u_" v’_' uu)du2+2( u_" v’_' uv)dudv+( u_" v’_' VV)dV2,
|t xT, |t xT, |7, xT,
sau:
&, =L du*+2Mdudv+ N dv>
2° Au loc relatiile:
yV ZI 2 ZV Xl 2 Xl yV 2
||f|u Xflv — ,EG_FZ — 'u 'u + 'u 'u + 'u 'u ,
YV ZV ZV XV XV \%
1 1 1 1 1 1
X, ¥y, zZ, Xo Yo Zy
] ] n — 1 1 1 | | n — 1 1 1
(ru’rv’ruu)_ Xv YV Zv ’ (ru’rv’ruv)_ Xv yv Zv ’
" " " " " "
X uu y uu Z uu X uv y uv Z uv
1 1 1
X y z
u u u
| | n — 1 1 1
(ru’rv’rvv)_ Xv yv Zv ’
" " "
X Vv y Vv Z Vv
de unde se obtine:
X'u qu Z'u Xlu ylu Zlu
1 1
— 1 ' ' — 1 1 1
R o= LAY R s R AL &
- " " " - " " "
X uu y uu Z uu X uv y uv Z uv

1
XLI yl] ZLI

N:—' XV y'V z

"
X \A% y \A% 4 \A%

Observatia 3.20. Daca suprafata (¥) este datd in reprezentare analitica explicita:
(X): z=f(x,y), (x,y) € D’ c R?,

fie M € (X), de coordonate (x, y), atunci a doua forma fundamentala a suprafetei (¥) este:
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1 S o°f *f . ,
d, = dx*+2 dx dy+——dy” |,
2 +p2+q° (axz ox dy g dy” g

unde p si q sunt dati de notatiile lui Monge.
Intr-adevar, suprafata (X) poate fi exprimata parametric astfel:

X=u,

&) : qy=v,

z=f(u,v), (u,v)e D'c R?,
de unde:
o’ f
X,u= 15 X’V=07 ,u=0’ ’V= 13 Z’u= s Z’V= s Z”uV: ’
y y p q 9x dy
uu axz ’ Vv ayZ ’
X”uu =0, X”uv =0, X”vv =0, y,uu =0, y”uv =0, y”vv =0.
Atunci, rezulta:
o X e
L= ox > M= ox dy N< dy”
,/l+p2+q2 ,/1+p2+q2 \/1+p2+q2

de unde se obtine rezultatul. 0

Exemplul 3.7. Dacd se considera drept suprafatd regulatd (X), sfera data in
reprezentarea analitica parametrica:
Xx=Rcosusinv,
2): yy=Rsinusinv,

z=R cosv,
atunci cele doua forme fundamentale sunt proportionale.

Solutie: Au loc relatiile:

Xy =—-Rsinusinv, x'y=Rcosucosv, y,=Rcosusinyv,
yv=Rsinucosv, z',=0, z,=—Rsinv, x",,=—Rcosusinv,
x"w=-Rsinucosv, x",w,=-Rcosusinv, y",,=—Rsinusinv,
y'w=Rcosucosv, y'.=-Rsinusinv, z",=0, z",=0,

z",,=—Rcosv,
atunci:

E=x'7+y'’+z'J =R (sin” usin’ v+cos’usin’ v)=R*sin’ v,
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2 . .
F=x"xXy+y.wv+2,Zy=—R"sinusinvcosucosv+
2 . .
+ R sinusinvcosucosv=0,

G=x'2+y'’+z'?=R*(cos’ u cos’ v+sin® u cos’ v+sin’ v) =
=R?(cos? v—sin® u cos® v+sin’ u cos® v+sin’ v) =R?
L=-Rsin’v, M=0, N=-R.
Rezulta ca pe sfera au loc relatiile:
®, = R(sin’ v du® + dv?), P, = —R(sin’ v du” + dv?).

Daca se face raportul intre cele doud forme fundamentale, se obtine:

L_ R
q)2
Asadar, pe sfera cele doua forme fundamentale sunt proportionale. )

Observatia 3.20. Este adevaratd si reciproca propozitiei demonstrate in exemplul 3.6,
si anume: daca pe o suprafatd (X) cele doua forme fundamentale sunt proportionale, atunci

suprafata (X) este o sfera.
W)

§3.8. Curbura unei curbe trasate pe o suprafata

Teorema 3.20. Se considera o suprafatd regulatd (X), data in reprezentare vectoriala:
@) : r=r(u,v), (u,v)€ (U, u,) XV, V,),

M e (X) un punct curent de vector de pozitie r (u, v) si fie (I') o curba trasata pe suprafata
(X) ce trece prin M.
Se considera: T versorul tangentei la curba (I') In punctul M, vV versorul normalei
principale la curba (I') in punctul M, n versorul normalei in punctul M la suprafata (¥) (fig. 3. 7).
Daca 0 este masura unghiului format de versorii V §i n, iar R raza de curbura a curbei
(I') in punctul M, atunci are loc relatia:

cos®_ @,
R &

Demonstratie. Fie ds elementul de arc pe curba (I'). Atunci, conform primei formule a
lui Frenet in punctul M:

T

1 _
___1),
ds R
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de unde, prin inmultire scalard cu n, rezulta: z
_dT 1_ _
n-—=—n-v,
ds R
adica:
_ dT cosO
n-—-=
ds R

Daca se tine seama de relatiile:

_ dr dt 4
T=—, — =,
ds ds ds®
®, =ds?, @, =n-d’T, X Fig. 3.7.
se obtine ca:
_ d_zf _cos ©
ds? R ’
deci:
& _ cos 0 ‘ |
P, R

Teorema 3.21. Se considera (X) o suprafatd regulata, data in reprezentare vectoriala:
X): r=r(,v), (W, V)€ (U, u,)X(V},V,),

M e (X) un punct curent de vector de pozitie r (u, v) si fie (I')), (I';) doua curbe trasate pe
suprafata (¥), ce trec prin M. Fie v,, v,, versorii normalelor principale in M la curbele (I'})

si respectiv (I;) si n, versorul normalei in punctul M la suprafata (¥), iar Ry, R, razele de
curburd in punctul M ale curbelor (I'),
respectiv. (I;). Se considera 7T,, T, z
versorii tangentelor In punctul M la
curbele (I';) si respectiv (I,) si 6;, 0,
masurile unghiurilor versorilor v, si
respectiv v, cu n (fig. 3. 8).
Daca T, = T,, atunci are loc relatia:

cos 0, cos0,
1{1 R2

Demonstratie. Daca se noteaza cu d
si O operatorii de diferentiere pe curbele
Iy si (I), atunci in M , conform
teoremei 3.20, au loc relatiile: Fig. 3.8.
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cos®, Ldu’+2Mdudv+Ndv’ cos®, L&u’+2Mdudv+Nav’

R, ds’ ’ R, Ss’ ’
de unde:
2 2
cos b, :L(d—uj +2Md—“~ﬂ+N(ﬂ) :
R, S ds ds ds

2 2
S S S

du dv ou ov ) ) ) ..
Deoarece | — , — | sunt, conform teoremei 3.5, unic determinate de versorii

ds ds ds Os
T, sirespectiv T, si cum prin ipoteza are loc:
T, =1,
se obtine:

d_du dv_&v
ds & ds O’
prin urmare:

cos O, cos0,
1{1 R2

§3.9. Sectiune normala. Teorema lui Meusnier. Curburi normale si
tangentiale

Definitia 3.21. Se considera (X) o suprafata regulatd, M € (X) un punct curent si fie
(I'¢)aer 0 familie de curbe trasate pe suprafata (X), tangente in punctul M. Fie n versorul
normalei in punctul M la suprafata (¥) si (7,) un plan ce trece prin punctul M, determinat de
versorii T si n.

Se numeste sectiune normala asociatd familiei (I'y)qer, curba (I'y) de intersectie a
suprafetei (X) cu planul (m,) (fig. 3.9).

Observatia 3.21. Din definitia 3.21 rezulta ca sectiunea normald (I",), asociata familiei
(I"w)ae1, apartine acestei familii:

(Fn) € (FOC)OCEI’

adica curba (I';)) admite acelasi versor tangent, T comun tuturor curbelor (I'y) din familia
(Foc)ocel-
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X
Fig. 3.9.

Teorema 3.22 (Teorema lui Meusnier). Fie R, si R, razele de curbura 1n punctul
M e (I'y) n (I, ale curbelor (I'y) si respectiv (I',), unde (I')) este sectiunea normala
asociatd familiei (I'g)oec;, trasate pe suprafata regulata (X). Daca v,, D, sunt versorii

normalelor principale in punctul M ale curbelor (I'y) si respectiv (I',), atunci are loc relatia:

n

cos 0,

unde 6, este mdsura unghiului format de vectorii n §i V.

Demonstratie. Fie 6, masura unghiului format de vectorii n si », . Daca se tine seama
de faptul ca in punctul M curbele (I'y) si (I') sunt tangente, atunci prin aplicarea teoremei

3.21, se obtine:

cos 0, cosO,
ROC Rn .

Deoarece curba (I',)) < (7,), unde planul (t,) trece prin M si este determinat de versorii
T si n, se obtine cd versorii n, Vv, sunt coliniari, deci:

n=v, sau n=-0,.
Asadar:
0,=0, sau 6,=m,

de unde:
cos0,=1, sau cos®O,=-1,
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prin urmare:

cosea__i_i g
R "R,

o n

Consecinta 3.1. Din teorema lui Meusnier rezulta:

R,=R,

cos 0,

b

deci curbura unei curbe oarecare (I'y) (pland sau in spatiu) se poate studia cu ajutorul
curburii unei curbe plane (I',) (sectiunea normalad).

Definitia 3.22. Se considerd o suprafatd (¥), data in reprezentare vectoriala:
X): r=1(w,v), (W, V)€ (u;,u,)X(V},V,),

M e (X) un punct ordinar al acesteia, de vector de pozitie r(u, v)iar (I'y) € (I'g)ge1 < (X) O
curbd din familia (I'y)4c; de curbe tangente in M pe suprafata (X). Fie (I';)) < (X) sectiunea
normala 1n punctul M, asociata familiei (I'y)qer-

Se numeste curburd normala a curbei (I'y) In punctul M, expresia:

L

R

n

b

unde R, este raza de curbura in M a sectiunii normale (I',).

. g g 1
Observatia 3.22. Curbura normala se noteaza cu —.
Pn

Deci:

L
Pn R,
Observatii 3.23. 1° Din formula lui Meusnier rezulta:

1 cos6,

P, R

2

o

. .1 e o . y . .
adica curbura normald — este pozitiva sau negativa, dupa cum unghiul 0, este ascutit sau

n

obtuz.
2° Se obtine din definitia 3.22 ca valoarea absoluta a curburii normale a unei curbe

Ty < (), i, este egald cu curbura RL a sectiunii normale (I',) atasata curbei (I'y).

n n
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Definitia 3.23. Se considerd suprafata (¥) si (I')) o curba trasata pe suprafata (X). Se
numeste curburd tangentiald (geodezicd) a curbei (I') In punctul M € (I') expresia:

sin O
R b

unde R este raza de curburd a curbei (I') in punctul M, 0 este masura unghiului dintre
vectorii U si n, cu U versorul normalei principale la curba (I') in punctul M, iar n versorul
normalei la suprafata (¥) in punctul M.

. e 5 1
Observatia 3.24. Curbura tangentiala se noteazd cu —.

Pe

Deci:

Propozitia 3.2. Se considera o suprafata regulatd (X), data In reprezentare vectoriala:
X): r=1(w,v), (W, V)€ (u;,u,)X(V},V,),

(I') o curba trasata pe suprafata (X), iar M € (I'), de vector de pozitie 1 (u, v). Atunci curbura
tangentiald a curbei (I') in punctul M este data de:

|
= (n’ I.v’ rvv)’
Pe
unde n este versorul normalei la suprafata (¥) in punctul M, ds este elementul de arc pe
o, dr ., d'T
curba(I),jar r'=—si r'=—.
@ ds ; ds®

Demonstratie. Au loc succesiv egalitatile:

N « A (U e B
I'XT'=TX—=TX| =70 |=— (TxV)=—B,
ds R R R
unde s-a folosit prima formula a lui Frenet, iar B este versorul binormalei in punctul M la
curba (I).
Rezulta ca:

(ﬁ,f’,f")=%(_'3):%”ﬁ“'”E” o [g_ej: Silr;e :é’

unde 0 este masura unghiului format de vectorii v si n .
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§3.10. Curburi principale. Directii principale. Curbura totala.
Curbura medie. Clasificarea punctelor unei suprafete

Se considera o suprafata regulata (¥), datd in reprezentare vectoriala:
X): r=1(,v), (W, V)€ (u;,u,)X(Vy,V,),

si fie (I') o curba arbitrara trasatd pe suprafata (X), ce trece prin M € (), iar (m,) planul
determinat de vectorii n §i T.

Conform teoremelor 3.20, 3.22 si a definitiei 3.22, pentru curbura normala a curbei (I")
se obtine formula:

1 Ldu’+2Mdudv+Ndv’

p. Edu’+2Fdudv+Gdv? '

- 2 . - du .
Daca se scoate factor dv” si se noteaza d_ =m, se obtine:
\%

1 Lm*+2Mm+N

p. Em’+2Fm+G

1
Se deduce cd — depinde de punctul de pe suprafatd, precum si de raportul m = j—u,
Pa v

care determind o anumita directie 1n planul tangent la suprafata.
Rezulta ca toate curbele de pe suprafata (X), care trec printr-un punct al suprafetei si
care admit aceeasi tangentd, au aceeasi curbura normald in acel punct.

Intr-un punct de pe suprafata, curbura normald este o functie continua si derivabild de
variabila m.

e g - .1 ) .
Pentru simplificarea scrierii se noteazd — (m) = k(m) si deci:

n

Lm>+2Mm+N

k(m) = .
(m) Em?>+2Fm+G

Definitia 3.24. Se numesc curburi principale la suprafata (X) in punctul M € (I
valorile extreme ale curburii normale.

Observatia 3.25. Curburile principale se noteaza cu k;, k.
Definitia 3.25. Se numesc raze de curbura principale inversele curburilor principale.

Observatia 3.26. Razele de curbura principale se noteaza cu Ry, R,.
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Definitia 3.25. Se considerd o suprafata regulatd (X) si M € (¥). Fie k;, k, curburile
principale pe suprafata (X) in punctul M, iar (I'}), (I';), doud curbe trasate pe suprafata (X),
ce trec prin punctul M si care au curburile normale in M egale cu k;, respectiv k.

Se numesc tangente principale pe suprafata (¥) In punctul M, tangentele (T;), (T,)
duse in M la (I'}), respectiv (I,), adica tangentele pentru care functia k(m) ia valori extreme.

Definitia 3.26. Se numesc directii principale pe suprafata (X) in punctul M, valorile
argumentului m pentru care functia k(m) admite extreme.

Definitia 3.27. Se considera (X) o suprafata regulatd si M € (X). Fie k;, k, curburile
principale pe suprafata (¥X) in punctul M, iar (I'}), (I';), doud curbe trasate pe suprafata (¥),
ce trec prin punctul M si care au curburile normale in M egale cu k;, respectiv k,.

Se numesc sectiuni normale principale pe suprafata (X) in punctul M, sectiunile
normale (Fnl ). (T, ), atasate curbelor ('), respectiv (I').

na

Teorema 3.23. Se considera o suprafatda regulatd (X). Atunci k;, k,, curburile
principale ale suprafetei (X) intr-un punct M € (X) sunt radacinile urmatoarei ecuatii in k:

2

Ek-L Fk-M
Fk-M Gk-N

unde E, F, G sunt coeficientii primei forme fundamentale, iar L, M, N sunt coeficientii celei
de-a doua forme fundamentale a suprafetei (X).

Demonstratie. Pentru a gasi ecuatia curburilor principale se deriveaza functia k(m):

kmnzﬂEmMQFm+GﬂLm+MyaﬁAM+2Mm+NMEm+m
(E m2+2Fm+G)2

b

care se anuleaza daca numaratorul este zero, altfel scris daca:

Lm’+2Mm+N _ Lm+M

2 = . (3.7
Em“ +2Fm+G Em+F
deci:
k(m)zﬂ_
Em+F

In relatia (3.7) se amplificA membrul drept cu m si se scad in proportia obtinuta
numadratorii intre ei $i numitorii intre ei, se obtin succesiv:
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Lm*>+2Mm+N _ Lm+M Lm’+Mm_Mm+N
Em’+2Fm+G Em+F Em’+Fm Fm+G '

adica:
Mm+N

k = .
(m) Fm+G

S-a obtinut astfel sistemul:

k_Lm+M
Em+F’
(3.8)
k_Mm+N
Fm+G’

care reprezintd valorile extreme ale functiei k(m), adica curburile principale.

SN o . du o e .
Daca se inlocuieste 1n sistemul obtinut m = e se obtine sistemul liniar si omogen in
v

variabilele du si dv:

(Ek—-L)du+(Fk—M)dv=0,
(Fk—=M) du + (Gk—N) dv=0.
Pentru ca acest sistem sda admitad si solutii nebanale este necesar si suficient ca
determinantul sau sa fie nul, deci:

Ek-L Fk-M
Fk-M Gk-N

Radacinile k;, k, ale acestei ecuatii sunt curburile principale ale suprafetei (X) in

punctul M.
)

Observatia 3.27. Dezvoltat, determinantul anterior conduce la ecuatia:

(EG -F) k> = (EN-2FM + GL) k + (LN - M?) = 0.

Teorema 3.24. Se considerd (X) o suprafatd regulatd si M € (X), de coordonate
curbilinii u, v. Atunci ecuatia directiilor principale se poate scrie sub una din urmatoarele
forme echivalente:

(EM —FL) m*+ (EN-GL) m + FN - GM = 0,

b

Em+F Lm+M
Fm+G Mm+N
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Il —m m’
E F G|=0.
L M N

Demonstratie. Din sistemul (3.8) rezulta:

Lm+M Mm+N
Em+F Fm+G'’

ecuatie care se poate scrie i sub forma:

Em+F Lm+M
Fm+G Mm+N

sau sub forma echivalenta:
(EM -FL) m’ + (EN-GL) m+FN -GM =0, 3.9

sau sub forma mai usor de retinut:
1 -m m’
E F G|=0.
L M N

Observatii 3.28. 1° Directiile principale sunt definite de coeficientii celor doua forme
fundamentale.
2° In cazul 1n care:

EM-FL=0, EN-GL=0, FN-GM =0, (3.10)

atunci ecuatia (3.9) devine identitate.
Conditiile (3.10) se scriu echivalent sub forma:

LM _N_,. (3.11)
E F G
0

Definitia 3.28. Un punct M al unei suprafete (X) in care au loc relatiile (3.11) se

numeste punct ombilical al suprafetei (X).

Observatia 3.29. Intr-un punct ombilical curbura normali este constanti.
Intr-adevar:

1 a (Edu® +2 Fdu dv+G dv?)
— =k(m)= ; —=a
P, Edu”"+2Fdudv+Gadv
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Exemplul 3.8. Toate punctele sferei si ale pseudosferei sunt ombilicale.

Solutie: Afirmatia pentru sfera este imediata din exemplul 3.7. 0

Propozitia 3.3. Se considera (X) o suprafata regulatd. Atunci directiile principale intr-un
punct M € (X),care nu este ombilical, sunt reale si distincte.

Demonstratie. Tangentele principale pe suprafata (X) In punctul M sunt independente
de alegerea sistemului de coordonate curbilinii u, v pe suprafata (X).
Se alege atunci un sistem de coordonate (I',), (I'y) ortogonal. In acest caz:

F=0,
st atunci discriminantul ecuatiei (3.9) care determina directiile principale, este:

A = (EN - GL)* + 4 EGM>.

Dar:
E= x'uz+y'uz+z'f >0
si
G= x'V2+y'V2+Z'V2 >0,
deci:
A>0.

Asadar ecuatia (3.9) are radacini reale si distincte, adicd directiile principale pe

suprafata () In punctul M sunt reale si distincte.
W)

Observatia 3.30. Fie (Y) o suprafatd regulatd si M € (X). Daca M este un punct ombilical,
atunci orice directie pe suprafata (X), In punctul M este o directie principala.
Intr-adevar, daca M este un punct ombilical al suprafetei regulate (¥), atunci:

k(m) = a,
de unde prin derivare se obtine:
k’(m) =0,

deci orice directie pe suprafata (X) in punctul M este o directie principala.
)

Propozitia 3.4. Fie (X) o suprafatd regulata si M € (X). Atunci directiile principale in
M, punct care nu este ombilical, sunt ortogonale.

Demonstratie. Se considera doud curbe: (I'y), (I';) ce trec prin punctul M, sunt trasate
pe suprafata (X) si ale caror directii ale tangentelor sunt identice cu directiile principale ale
suprafetei (X) in punctul M.
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Conditia de ortogonalitate a doud curbe trasate pe o suprafata este:

E du du+F (du ov + dv du) + Gdv év =0,

de unde:
Ed—u-s—u+F(d—u+8—uj+G =0
dv ov dv dv
si daca se noteaza:
du du
- = ml s = — m2 D
dv ov

atunci conditia de ortogonalitate devine:

Emm, + F(m; + my) + G =0.

Prin ipoteza, m;, m, sunt raddcinile ecuatiei 3.9 a directiilor principale, atunci conform
relatiilor lui Viete, se poate scrie:

EN - GL _FN-GM

M =T T ™ T EMCEL

Atunci au loc egalitatile:

Emm, +F(m, +m,)+G=E FN_GM—FEN_GL+G=
EM -FL EM -FL

_ EFN-EGM -EFN + FGL+EGM -FGL _
EM -FL

0.

Deoarece conditia de ortogonalitate este verificatd, rezultd cd directiile principale pe

suprafata () In punctul M € () sunt ortogonale.
)

Definitia 3.29. Se numeste curburd totald sau curbura lui Gauss intr-un punct M al
unei suprafete regulate (X), produsul curburilor principale.

Definitia 3.30. Se numeste curburda medie ntr-un punct M al unei suprafete regulate
(X), semisuma curburilor principale.

Observatia 3.31. Curbura totala se noteaza cu K, iar curbura medie cu H.
Deci:

K=k -k, H=%(k1+k2).

Observatia 3.32. Curbura totala K si curbura medie H n punctul M al unei suprafete
(X) sunt date de formulele:
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LN-M? EN-2FM +GL
K=s—7"—-, H= I
EG-F 2 (EG-F?)

Intr-adevar, formulele pentru K si H rezulta prin aplicarea relatiilor lui Viete, ecuatiei

curburilor principale.
)

Teorema 3.25 (Teorema lui Gauss). Se considera o suprafata regulata (X), data in
reprezentare vectoriald:

X): r=1r(0,Vv), (u,v)e(u,u,)X(v,,v,),

K, curbura totala intr-un punct curent M(u, v) al acesteia, iar E(u, v), F(u, v), G(u, v)
coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei (X) In punctul M. Atunci curbura totala
K, poate fi exprimatd in functie de coeficientii E, F, G si de derivatele partiale de ordinul
intai si doi ale acestor coeficienti.

Demonstratie. Din observatia 3.32, are loc:

_ 2
K = LN M2 ’
EG-F
unde:

2! ) T
P G ) S A NPTy

JEG-F* JEG-F* JEG - F2

Se obtine succesiv:

1

2 _ ' ' ' ' ' '
LN-M _EG F2 Xy Yy Z,|"|Xy Yy Zy |~
" " " " " "
X Y w Z W X Y w Z
X' ' 7' 2 ' ' ' ' ' "
u Yu u Xy Y. Z, Xy Xy X w
—| x' ' A _ 1 ' ' ' v ' "
v Yy v _EG F2 Xy Y, z, Y. Yy Y w
" " " " " " 1 A\l "
X uv y uv z uv X w Y w Z Z, Z, Z
|l 1 1 1 1 "
Xy Y. Z, Xy Xy X uy
—|x' yv 7' ‘yv yv yn — 1 .
v v v u v uv 2
" " " ' ' " EG-F
X uy Y w Z Z, Z, Z
|2+ |2+ 12 ' v_+_v |+| ' [ " +| " +v "
Xu yu Zu XuXv yuyv ZuZV Xuva Yuy Vv ZuZVV
' ' ' ' ' ' 12 12 12 ' " ' " ' "
XuXV+YuYV+ZuZV Xv-'_}lv-i_zv X, X VV+YVy VV+ZVZ \%%

\l " ' " \l " \l " Al " \l " " " " " " "
X X uu+Yuy uu+ZuZ uu XVX uu+YVy uu+ZVZ uu X llllX VV+y lllly VV+Z z

u uu \A%
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Y2 |2 Y2 1 1 1 1 1 1 1 " 1 " 1 "
Xu-i_Yu-i_Zu XIJXV+YUYV+ZL1ZV Xuxuv-’_},uy uv+ZuZuv
1 1 1 1 1 1 |2 V2 |2 1 " 1 " |l " —_
- Xuxv_+-},uyv+zuzv Xv+yv+Zv vauv+YVy uv+ZvZuv -
1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " VV2 V|2 V|2
Xy X uv+Yuy uv-i_ZuZ w Xy X uv+YVy uv-i_ZvZ uv X uv+y uv-i_Z uv
! 2 bl el ) N ) 2 bl bl bl T
1 ||ru ry,-r, r, T ”ru r,-r, r, -1
— b o | b 2 b " b b o ] 2 b n
_EG F2 I'u.rv ”rv r, I'vv _ru I‘v ”rv I'V'ruv ’
- b ‘_Vl | I " ‘_YV ] -n i -n -n 2
r, w T g T Ty ryry Iy ”I' uv
dar:
! 2_ ! bl ! 2_
| u _E’ u v:F’ || v _G’

rezulta ca prin derivare se obtin relatiile:

b | -n aE | -n aE o | n b | -n aF
zru.ruu:_’ zru.ruv:_’ I‘u'ruv-i_rv'ruu:_’
Jdu ov Jdu
rVu rlivv+f|v f”uv:a_F’ 2_|V _VVuv_a_G’ 2_|V _va:a_G’
ov Jdu ov
deci:
e p 13 | L 1o
ov 2 du 2 ov
IN-M>=— F G 166 || g g 196}|_
EG - F* 2 dv 2 du
o ok 1 L | o 1ae LS
2du du 2 ov w W 20v 2 du "
L fefor, r, MEE L) (o 1),
EG-F 2 0vou 409v ov 4 du 9dv

+(£_18_G F(E_ia_E)_Gla_E ~E|G|,
ov 2 du du 2 ov 2 du
2 laEan_la_E(FlaG Gla_Ej}

2avl 200  20v

2) 1 9F 9G 1 JE 9G 1(8Gj2
+E|l-————+———+—| | |+
20u odv 40v ov 4\ du

+F[1 JE 0G JF JF 10dF dG 1 0E oF 18E8G}

4\ du

4 ov du

+F(F||f"w

|f”

uv

40uodv duodv 20udu 2 9v ov 48v$+

1 0E G 1 OE OF 1(an2
+G|-—————— +—|=— =
40udu 29duodv 4\av
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o e 2 1 dGY OE dG . oF oG
=7, T W—|r w| t———— || = | t=—=-2—=—|E+
4(EG-F") du ov ov du dv
1 [aE 0G OEJG _OFJG _OEOJF | OF aFj
y— | = =27 2— 22— 44— |F+
4(EG-F*)du dv dv du du du dv ov  du ov
1 (an2 OE G . JE oF
f—— || =] + =2 22=2|G.
4(EG-F*) | av du du du dv

Fie relatiile:

. OF 13G _ _. 10E
ro-T T, T, = —.
2 dv

Prin derivarea primei relatii in raport cu u, a celei de a doua n raport cu v si apoi prin
scaderea lor, se obtine:
e} e}

r T,

uu

|_H

\A%

»_ 0°F _1(9°G J°E
duov 2| ou? ov? )

deci:

LN-M?> 1 ’F 1(9°E 9°G E (BG)Z
K= = —— + + — | +
EG-F> EG-F |oudv 2(ov> au’ ) 4(EG-F)| du
B0, H], B (050G 6 80,06 00,0 i
ov ov du dv 4‘EG—F25 du ov odv du du Jdu ov dv
+48_F8_Fj+ G (a_Ej2+a_Ea_G_28_Ea_F
du ov 4‘EG—F2i ov du odu ou ov ||

asadar curbura totald K este functie de coeficientii E, F, G si derivatele partiale de ordinul
intai si de ordinul doi ale acestor coeficienti.
)

Definitia 3.31. Se considera (X) o suprafatd regulata si fie K curbura totala intr-un

punct M € (X).
1° Punctul M se numeste punct eliptic al suprafetei (X), daca in M curbura totald este

pozitiva.
O suprafata care este formata numai din puncte eliptice se numeste suprafata de tip

eliptic.
2° Punctul M se numeste punct hiperbolic al suprafetei (X), dacd in M curbura totala

este negativa.
O suprafata care este formatd numai din puncte hiperbolice se numeste suprafatd de

tip hiperbolic.
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3° Punctul M se numeste punct parabolic al suprafetei (X), daca in M curbura totala se
anuleaza.

O suprafata care este formata numai din puncte parabolice se numeste suprafata de tip
parabolic.

Exemplul 3.9. 1° Elipsoidul, sfera, paraboloidul eliptic, hiperboloidul cu doua péanze
sunt suprafete de tip eliptic.

2° Paraboloidul hiperbolic, hiperboloidul cu o panza sunt suprafete de tip hiperbolic.

3° Planul, suprafetele cilindrice, suprafetele conice sunt suprafete de tip parabolic.

Observatii 3.33. 1° Daca se tine cont de faptul ca:

EG-F >0,

rezultd ca un punct eliptic este caracterizat de conditia:
LN - M’ >0,

un punct hiperbolic este caracterizat de conditia:
LN - M’ <0,

iar un punct parabolic este caracterizat de conditia:
LN - M’ =0.

2° Orice punct ombilical este eliptic.
Intr-adevar, din relatia:

elle

M N
—:—:a,
F G

se obtine:

LN - M? = a%(EG - F) > 0. m)

Exemplul 3.10. Sa se gaseasca directiile principale si razele de curbura principale ale
sferei:

Z): x2+y2+22=R2.
Solutie: Ecuatiile parametrice ale sferei sunt:

Xx =R cosusin v,
(X): yy=Rsinusinv,

z=Rcosv.
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Coeficientii celor doud forme fundamentale ale acestei suprafete sunt:

E=R?sin’ v,
F=0,
G=R?,
L=-Rsin’v,
M=0,

N =-R.

Directiile principale sunt definite de ecuatia:
R*sin’ v 0 R’
—Rsin’v 0  —R|=0.
dv’ —dudv du’

0 - du dv =0, deci orice directie ce trece prin A € () este o directie principala.

Razele de curbura principale p sunt date de ecuatia:
R?sin® vk+R?sin’ 0 1
Y YT =0, adicd k=-—.

0 R k+R R

Deci razele de curbura sunt egale intre ele si egale cu —R.

U |
Rezultd ca — este constant:
Pn

1 _Ldu2+2MdudV+Ndv2 —Rsin® vdu? —R dv? 1

p. Edu’+2Fdudv+Gdv> RZsin’vdu®’+R>dv®> R’

. 9 1 o,(M .
Pentru orice suprafata la care — = 2 ):constant, razele de curburd principale

P (M)
sunt egale. 0

Exemplul 3.11. Sa se calculeze curburile principale, curbura medie si curbura totala a
elicoidului:
X =UCOoS YV,

I): sy=usinv,

z =hv.

Solutie: Coeficientii celor doua forme fundamentale sunt:

E=1 F=0, G=u’+h% L=0 M=-—1"_ N=0

vu? +h? ’
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In cazul elicoidului, ecuatia ce da curburile principale este:

K _h
2 2
vu“+h —0,
(u* +h?)k
u’+h?
sau:
h2
k*(u?+h?)- =0,
( ) u>+h?
asadar:
2 h? _
(u? +h?)?
de unde:
h
k,,=d———,
2 u>+h?
deci:

H:%(k1+k2)=0.

Rezulta ca elicoidul este o suprafatd minimald (a se vedea definitia 3.43).

h2
K=k, k,=- 2<0’
(u2 + h2)
deci elicoidul este o suprafata de tip hiperbolic. 0

§3.11. Linii asimptotice. Linii de curbura. Linii geodezice

Se considera suprafata regulata (X) si M € (X), un punct situat pe suprafata.

Definitia 3.32. Se numesc tangente asimptotice la suprafata (X) in punctul M € (%),
tangentele curbelor (I') ce trec prin M si sunt continute pe suprafata (¥), pentru care curbura

U A o
normald — in punctul M se anuleaza.
Pn

Definitia 3.33. Se numesc directii asimptotice la suprafata () in punctul M e (),
directiile tangentelor asimptotice ce trec prin punctul M.

Definitia 3.34. Se numeste linie asimptoticd, o curba (I') trasata pe suprafata (X), care
este tangenta in fiecare punct M € (I') la una din tangentele asimptotice ce trec prin M
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Propozitia 3.5. Directiile asimptotice In punctul dat M € (X), la suprafata (¥X) sunt
determinate de ecuatia:

Lm?+2Mm+N =0,

unde L, M, N sunt coeficientii celei de-a doua forme fundamentale a suprafetei (), iar

du
m=—.
dv
Demonstratie. Expresia curburii normale este:
1 _Ldu’+2Mdudv+Ndv’
p, Edu’+2Fdudv+Gdv?
Daca se noteaza:
du_
dv ’
rezulta ca:
1 _Lm’+2Mm+N
p, Em’+2Fm+G
Pentru a determina directiile asimptotice, trebuie ca:
1
—=0,
Pu
asadar:
Lm’+2Mm+N=0. 0

Observatii 3.34. 1° In punctul M e (X), pot fi doud directii asimptotice reale si
distincte, sau doud directii asimptotice reale si confundate, sau directii imaginare, dupa cum
realizantul A> = M” — LN al ecuatiei de gradul al doilea Lm* + 2 Mm + N = 0 este respectiv
pozitiv, zero sau negativ.

2° Daca se tine seama ca semnul curburii totale:

_LN-M?

K=",
EG -F

este dat de semnul expresiei LN - M? rezultd ci: daci M € (X) este un punct hiperbolic (K <
0), atunci in M exista doua directii asimptotice reale si distincte, dacd M € (X) este un punct
parabolic (K = 0), atunci in M existd doud directii asimptotice reale si confundate si care
coincid cu una din directiile principale, iar daca M € (X) este un punct eliptic (K > 0), atunci
in M exista doua directii asimptotice imaginare.

O
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Propozitia 3.6. Pe o suprafatd regulata (¥X) existd doua familii de linii asimptotice,
determinate de ecuatia diferentiala:

Ldu’+2Mdudv+Ndv:=0.

Demonstratie. Prin definitie, o linie asimptotica (I') este tangentd in orice punct M al
sau la una din tangentele asimptotice ce trec prin punctul M. Deoarece ecuatia directiilor
asimptotice in punctul M € () este:

Lm?+2Mm+N =0.
unde:
_du

m__
dv

si cum M este un punct curent al curbei (I'), se obtine ca aceastd ecuatie este verificata de

. A . du C e . .
toate punctele curbei (I') si daca se inlocuieste m = . in ecuatia directiilor asimptotice se
v

obtine ecuatia liniilor asimptotice din enunt.
Prin rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea:

2
L(d—u) +2Md—u+N:O,
dv dv

N du . . . . s
in raport cu v se obtin doua ecuatii diferentiale de ordinul intai:
v

du du
—=f(u,v i —=1f,(u,v),
v (V) s v ,(u, v)

ale cdror solutii generale sunt de forma:
(pl(ll, v, Cl) =0,

respectiv:
@a(u, v, ¢3) = 0.

Prin urmare, in general, pe suprafata regulata (X) existd doua familii de linii asimptotice,

prin fiecare punct al suprafetei trec doua linii asimptotice, cite una din fiecare familie.
W)

Observatia 3.35. 1° Daca M? - LN, realizantul ecuatiei liniilor asimptotice este
pozitiv, atunci cele doud familii de linii asimptotice sunt reale si distincte, prin fiecare punct
M € (¥) trec doud linii asimptotice reale si distincte (cate una din fiecare familie), care au
directii asimptotice reale si distincte.

2° Daca realizantul:
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M* - LN =0,
atunci cele doud familii de linii asimptotice sunt reale si confundate.

3° Daca realizantul:
M? - LN <0,

atunci cele doua familii de linii asimptotice sunt imaginare.

Teorema 3.26. Se considera (X) o suprafata regulatd si fie (I') o curbd trasatd pe
suprafata (X). Conditia necesara si suficientd ca (I') sd fie o linie asimptotica este ca planul
osculator (7y) al curbei (I') in punctul curent M € (I') sd coincida cu planul tangent () In
punctul M la suprafata ().

Demonstratie. Necesitatea. Se presupune cd (I') < (X) este o linie asimptotica, adica
are loc:

Ldu’+2Mdudv+Ndv?=0.

S
Fie R raza de curbura a curbei (I') In punctul curent M € (I') si fie 6 = (n, V), unde n

este versorul normal in M la suprafata (X), iar © este versorul normalei principale la curba
(I') in M.
Are loc formula:

cos® Ldu*+2Mdudv+Ndv’
R Edu’+2Fdudv+Gdv?

Se obtine:

cosO
R

0.

Se pot intalni doua cazuri:
1° Daca % # 0, atunci cos 0 =0, deci 0 =g, agsadar v L n.
Pe de alta parte:
Tln ,
unde T este vectorul tangentei la curba (I') in M.
Deoarece planul osculator (7)) in punctul M la curba (I') este determinat de versorii T

si 0, rezulta:
nl(m,),
dar:
n L (), deci (1) = (7oy).
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1 . .
2° Daca R =0, atunci curba (I') este o dreaptd. Deoarece planul osculator al unei

drepte este nedeterminat, se ia prin conventie ca plan osculator al dreptei (I'), planul (7y),
deci:

(1) = (Tp).

Suficienta. Se presupune () = (Ty). In acest caz:

A~
S/

0= (0,n)=—,
(v, ) 5

deci:
cos® Ldu?+2M dudv+ N dv?
R  Edu’+2Fdudv+Gdv?’

asadar se obtine:
Ldu’+2Mdudv+Ndv’=0.

prin urmare curba (I') este o linie asimptotica. W)

Definitia 3.35. Se considerd suprafata regulatd (X) si (I') o curba trasatd pe suprafata
(X). Curba (') se numeste linie de curbura a suprafetei (X), daca in fiecare punct M al sau,
este tangenta la una din directiile principale ce trec prin punctul M.

Propozitia 3.7. Pe o suprafatd regulatd (¥X) existd doua familii de linii de curbura
determinate de ecuatia diferentiala:

du

(EM-FL) (dv

2
j +(EN—GL)j—u+(FN—GM)=O.
v

Demonstratie. Fie:
(EM - FL) m* + (EN — GL) m + (FN - GM) = 0,
ecuatia care determind directiile principale in punctul M la suprafata (X), unde:

du
m=—.
dv

Deoarece versorul T intr-un punct M € (I') la curba (I') este, conform definitiei 3.35,
coliniar cu versorul unei tangente principale Tn punctul M, rezulta ca ecuatia:

du

(EM-FL) (dv

2
j +(EN—GL)j—u+(FN—GM)=O,
v
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este verificatd in fiecare punct al curbei (I'), prin urmare aceasta ecuatie diferentiald
determina liniile de curbura pe suprafata (X).
Prin rezolvarea ecuatiei diferentiale a liniilor de curbura ale suprafetei (X) in raport cu

du . i . A
> se obtin ecuatiile diferentiale de ordinul intai:
v

du du

—=f u,v i —=f1 u,v).
v 1w, v) s v > (1, v)

Prin integrarea acestora se obtin ecuatiile a foud familii de linii de curbura ale
suprafetei (X):

(I'y) : F(u,v,a) =0,

(I'g) : F(u,v,B)=0.
Pentru o si B dati, se obtine ca prin punctul M € (X), M(u, v) trec doua linii de curbura
corespunzatoare constantelor a si 3. Deoarece tangentele principale care trec prin punctul

M e (X) sunt rele, distincte si ortogonale, se obtine ca si liniile de curburad vor fi reale,

distincte si ortogonale.
0

Observatia 3.36.. Ecuatia diferentiald a liniilor de curbura se mai poate scrie:

Ldu+Mdv_Mdu+NdV
Edu+Fdv Fdu+Gdv’

sau:
Edu+Fdv Ldu+Mdv 3

Fdu+Gdv Mdu+Ndv|l

b

sau:
dv’ —dudv du’
E F G |=0.
L M N

Definitia 3.36. Se considerd suprafata regulatd (X) si fie (I') o curba trasatd pe
suprafata (). Curba (I') se numeste linie geodezicd, daca planul osculator in fiecare punct
M e (I') contine versorul n al normalei la suprafata (¥) in punctul M.

Teorema 3.27. Se considerda (¥X) o suprafatd regulatd si fie {(I')} multimea liniilor
geodezice trasate pe suprafata (X).
1° In cazul 1n care suprafata (X) este data in reprezentare vectoriala:

X): r=r(u,v), (u,v)e (u;,u,)X(v,,v,),

atunci ecuatia diferentiald a liniilor geodezice ale suprafetei (X) este:
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(D): (m, dr, dF)=0,
unde n este versorul normalei la suprafata (X) in punctul curent M al lui (I).

2° In cazul 1n care suprafata (X) este datd in reprezentare parametrica:

X =x(u, v),

@) : qy=y(u,v),
z=1z(u, V), (u, V)€ (u,u,)X(V,,V,),

atunci ecuatia diferentiald a liniilor geodezice ale suprafetei (X) este:

y'l] Z'l.l Z'Ll X'Ll X'l.l y'u
y'V Z'V Z'V X'V X'V y'V

I): dx dy dz =0

d*x d’y d’z
sau:

@I): d*x _ d’y _ d’z
. 'Ll 'l.l Z'Ll X'Ll X'Ll y'l.l
MV AN I VAV SM I L SV

3° In cazul in care suprafata (X) este data in reprezentare implicita:
(X : F(x,y,2)=0,(x,y,z) € Dc R,

atunci ecuatia diferentiala a liniilor geodezice ale suprafetei (X) este:

__dzx_dzy_dzz
IT): _aj _aj _aj'
ox dy 0z

Demonstratie. 1° Deoarece planul osculator () la linia geodezica (I') in punctul M € (I)
este determinat de versorii dr si d’T, iar prin ipoteza el contine versorul n al normalei in
punctul M € (¥) la suprafata (¥), rezulta ca vectorii n, dr, d’T sunt coplanari, adica:

(m, dr, d’F)=0.

Deoarece aceastd ecuatie este verificatad n fiecare punct al unei linii geodezice, se
obtine ca ea este ecuatia diferentiald a liniilor geodezice ale suprafetei (2):

(D): (7, dr, d°F)=0.
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2° Au loc relatiile urmatoare in reperul ortonormat X = {O, I, 3, E}:

_ 1 N 1
1’1:—_' p— (ruxrv):
[ %7 v 2P 2 xF v v F
u u u u u u
1 1 +V 1 + 1 1
YV Zv Zv Xv Xv YV
1 1 1 1 1 1
Yu ZuT Zu Xu‘- Xu Yu_
1 V1+| V‘]+| Ik
Yy z, Z, Xy Xy Yy

Prin scrierea expresiei analitice, in raport cu reperul ortonormat %z{O,i, j,k} a

produsului mixt obtinut la punctul 1°, se obtine ecuatia diferentiala a liniilor geodezice in
acest caz:

Ye 2z 2 Xy K. Y.
yy 2z, |z, x| |xy ¥,
I): dx dy dz =0.
d*x d’y d’z

Deoarece planul osculator (7,) este determinat de versorii T §i VU, iar prin ipoteza el
contine versorul n se obtine cd T, V si n. Sunt coplanari. Cum v si n sunt ortogonali pe
T, rezulta ca ei sunt coliniari, deci:

vV =0n,
dar:
__Yd%
ds?’
adica:
2_
d—gzkﬁ, unde A=—,
ds Y
sau:
d’r .
=A r' Xt ),
d82 | T X7 ”( u v)

de unde se obtine:

d*x
ds’ _
Yo 2
y, Z,
y'u Z'l.l 2+ Z'Ll X'l.l 2+ X'L] y'l.l 2
y. z z', x| X',y
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d’y d’z

= — ds?

Y. Z',
y, 7,

rezulta ca au loc egalitatile:

@0): d*x d’y d*z
Iu ZVu

' 1

yV ZV

3° Daca suprafata (¥) este definita prin ecuatia implicita:

(X): F(x,y,2)=0, (x,y,2)e Dc R’,

1n acest caz:
1

= (B i+F, j+F, X),
'F|x2+Fvy2+F|Z2

de unde rezulta:

'
yl] Zl.l

A\l
YV ZV

se obtin ecuatiile diferentiale ale liniilor geodezice sub forma:

d’x _d’y d’z

X y z

@): =

Observatii 3.37. Fie (X) o suprafatad regulata si fie:
@) (@, dr, d%F)=0 ,
ecuatia liniilor geodezice pe suprafata (¥).

atunci:

dr = (f'u d—u+f'vj dv
dv

1° Daca in lungul liniilor geodezice se considera v ca variabila independenta si u = u(v),
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2 2
. du _, du _ _, du
dzrzl:r"uu [d— +2r"uvd—+r”w+r'u d_2 dVZ.
A% A%
Prin Tnlocuire 1n ecuatia liniilor geodezice se obtine:

2 2
M):n (f‘u d—u+f'vj>< [ [d_u) +21", d—u+f”w+f'u d_121 =0.
dv dv dv dv

Daca se efectueaza calculele, se obtine:

ol o | | d2u — o | n du 3 — o | n
(F) n(ruxrv)_z_[n'(ruxr uu)] . _[Zn'(ruxr uv)+
dv dv

2
+a-(f'vxf~w)1[d—“j -, X )4 2w, ) S (7, X ) =0,
dv dv

2° Daca in lungul liniilor geodezice se considera u ca variabild independentd iar v = v(u),
atunci:

dr = (f'u +1', gj du,
du

2 2
d’t = f”uu+2f”uvﬂ+f”w[ﬂJ +f'vd—z du’.
du du du

Prin inlocuire 1n ecuatia liniilor geodezice, in urma efectuarii calculelor, se obtine:

ol o | ] d2V _ ! " dV 3 — ] i
(F):n(ruxrv)—2+[n-(rv><r W)] — +[n-(ru><r VV)+
du du

2
+21-(r, xf"w)](ﬂj +[2n- (@, xt, )+0- ([, xT", )]ﬂ+ﬁ-(f'u xt" )=0.
du du

3° Daca E, F, G sunt coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei (X), atunci
printr-un calcul simplu rezulta:

- (f, xt',)=vEG-F*, - (F, Xt du_ov) ou
2VEG - F?
F(ng—gEj—GgE g% g%
ﬁ'(f'v ><f”uu): - - - o v

: n-(r, xr",, )=—2—%,
2JEG —F? 2VEG - F?
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pdG _GoE EaG—F(zaF—aG
— e = — = =1 ov ov du
n'(rvxr uv):— n'(ruxr vv):

WEG-F* 2JEG —F? ’

Prin inlocuirea acestor produse mixte in ecuatiile liniilor geodezice din 1° si 2° se
obtine respectiv:

2 3
i) (D) 2(EG—F2)3—2+{F8—E+E(8_E_28_Fﬂ(d_uj .
v

Ju ov Jdu dv
2
+ Ga—E+(3a—E—28—F)F—2Ea—G d—uj +
ou ov Ju ou [\ dv
' 2Ga—E+[28—F—38—GjF—Ea—G du, G(Za—F—a—Gj—Fa—G ~0:
ov ov Ju ov |dv ov du ov
2 3
i) (D): 2EG-F) Y4 Fa—G+G(a—G—2a—FJ (ﬂj +
du? ov Jdu ov ) [\ du
2
+ Ea—G+(3a—G—2§jF—2Ga—E (ﬂj +
ov Ju ov ov [\ du
' 2Ea—G+(2a—F—38—EjF—Ga—F v, E(Za—F—a—Ej—Fa—E —0.
Ju Ju ov Ju |du du ov Ju

4° Din 1°-3° rezulta ca ecuatia liniilor geodezice este o ecuatie diferentiald de ordinul
doi. Solutia generald a acestei ecuatii va fi de forma:

¢(u, v, ¢, c) =0.

Deci multimea liniilor geodezice este o familie ce curbe ce depinde de doi parametri,
c,,c,eR.

5° Daca reteaua [(I',), (I'y)] de curbe coordonate pe (X) este o retea ortogonald pe (),
atunci liniile geodezice (I') pe (X) sunt determinate de sistemul de ecuatii:

d—u_LCOS(X
ds +E ’
dv

=——sin o,

ds G
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do 1 JmnE 1 dnG

= —— oSO ———"
ds 2JG ov 2JE du

unde o este unghiul format de tangenta in M la geodezica (I') cu tangenta in M la curba
7~

sin Ot ,

coordonata (I',), adica o = (T, I, )

Prin Tmpartire membru cu membru a ecuatiei a doua si a treia cu prima ecuatie se obtine:

dv E

—=1/—tgoc,

du G

doo 1 fE JnE 1 dnG
du 2VG odv 2 ou

Solutia generald a acestui sistem este de forma:

v =1(u, ¢ci, ¢), o = g(u, ¢y, ).

Prima ecuatie determina familia de linii geodezice si a doua ecuatie determina directia
tangentelor la liniile geodezice.

O

Teorema 3.28. Printr-un punct M(u, v) al suprafetei regulate (X) trec o infinitate de
linii geodezice ale suprafetei (X).

Demonstratie. Liniile geodezice (I'), ale suprafetei (X) sunt determinate de ecuatia
diferentiala:

@): (@, dr,d%)=0.

Daca se considera u variabild independenta si v functie de u, ecuatia liniilor geodezice
este conform observatiei 3.37 o ecuatie diferentiald de ordinul doi. Solutia generala a acestei
ecuatii este de forma:

¢(u, v,c,c)=0, ¢c;,c,eR.

Se obtine ca printr-un punct M(u, v) € () trec o infinitate de linii geodezice.

O

Observatii 3.38. 1° Pentru a determina o geodezica ce trece printr-un punct M(u, v) € (X),
este necesar a cunoaste in afara de punctul M inca o conditie initiala.

2° Daca se tine cont de cele prezentate in paragraful 3.9 rezulta ca liniile geodezice ale
suprafetei regulate (¥X), sunt curbele (I') < (X), pentru care curbura geodezicad (tangentiald)

i in orice punct M € (I') este nula.
P
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3° Se poate demonstra urmatorul rezultat: drumul cel mai scurt pe o suprafata intre
doua puncte ale acesteia este geodezica ce trece prin ele.

Exemplul 3.12. Se considera pseudosfera data in reprezentarea parametrica:

X): yy=Rsinusinv,
z=R(cosu+Intgu/2), tgu/2>0.
Sa se determine liniile de curbura.
Solutie:
\ . . , . 1
x',=Rcosucosv, yu=Rcosusinv, z',= R| —sin u+— ,
sinu
x',=—-Rsinusinv, yy=Rsinucos v, z', =0,
) ) ) cosu
X".w=-Rsinucosv, y'w=—-Rsinusinv, 2" =R|—cosu————|,
sin” u
x",w=—-Rcosusinv, y'ww=Rcosucosv, z"w =0,
x"w=—-R sinucos v, y'w=-Rsinusinv, z"=0,
deci:
2
2 COS U 2 .2 2 4 2
E=R —> F=0, G=R°sinnfuy, EG-F =R cos u.
sin” u
) ) 1
Rcosucosv Rcosusinv  R|—sinu+—
in
1 . . . sint R cosu
L:2——Rsmus1nv Rsinucosv 0 =,
R” cosu ) ) ) cos u sinu
—Rsinucosv —Rsinusinv Rl —cosu————
sin” u
. . 1
Rcosucosv Rcosusinv R|—sinu+—
1 sinu
M=— —Rsinusinv Rsinucosv 0 =0,
R“ cosu .
—Rcosusinv Rcosucosv 0
) ) 1
Rcosucosv Rcosusinv R|—sinu+—
1 sinu
N=— —Rsinusinv Rsinucosv 0 =Rsinucosu.
R~ cosu ) . .
—Rsinucosv —Rsinusinv 0

Xx =R sinucos v,
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Liniile de curbura sunt definite de ecuatia diferentiala:

dv? —dudv du?
E F G =0,
L M N

dar:
F=0,
M=0.
Se obtine ecuatia:
(EN-GL) dudv =0,
de unde:
du=dv=0,
asadar:
u = Uy,
V =V,
sunt linii de curbura trasate pe suprafata (X). 0

§3.12. Clase remarcabile de suprafete

3.12.1. Suprafete riglate

Definitia 3.37. Se numeste suprafata riglata, o suprafatd generatd de o dreaptd (A),
numitad generatoare, care se sprijind pe o curba in spatiu (I'), numitd curba directoare a
suprafetei riglate.

Se considera curba 1n spatiu (I'), de clasa 1, data in reprezentare vectoriala:
M: r=a().

Fie P € (I'), P(u) si b(u) un versor al dreptei (A), ce trece prin acest punct (fig. 3.10).

Deoarece orice punct M, al suprafetei riglate (X), apartine unei drepte (A), se obtine ca
aceastd suprafata poate fi datd printr-o reprezentare vectoriala de forma:

X): r=r(u,v),

unde:
r(u,v)=a(u)+v- E(u), (u,v)e (U, u,) X(v,, v,).
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Din ecuatia vectoriala a suprafetei riglate (X) se obtin ecuatiile parametrice ale acesteia:

x=a,(u)+vl(u), @)
(X): qy=a,(u)+vm(u), =

z=a,(u)+vn(u), P (E) M &
unde X, y, z sunt coordonatele carteziene ale _
punctului M, a;(u), a,(u), az(u) sunt coordonatele B r(u,v)
punctului P, iar I(u), m(u), n(u) sunt componentele a(u)
versorului b.

Observatia 3.39. Ecuatia vectoriala a unei o

suprafete riglate este liniara in raport cu parametrul Fig. 3.10

v. Reciproc, se aratd imediat ca orice ecuatie liniard
in raport cu unul dintre parametri, reprezintd o
suprafata riglata.

Teorema 3.29. Se considera (X) o suprafata riglata data in reprezentare vectoriala:
(Z): T=au)+v-b), (u,v)e (U, uy)X(v,v,),

si M € (X) un punct curent, atunci planul tangent (7r) in punctul M la suprafata (X) contine
generatoarele ce trec prin punctul M.

Demonstratie. Planul tangent (7p) in punctul M la suprafata (¥) este determinat de
vectorii I',, r',. Din ecuatia vectoriald a suprafetei riglate se obtine:

¥, =a+vb, T, =b,

deci, b(u) este o directie in planul tangent (y). Cum planul tangent in punctul M la
suprafata (X) contine vectorul director b(u), va contine si generatoarea prin M determinati

de vectorul E(u) .
O

Observatia 3.40. Punctele in care r') Xr1' = (§'+V B')XB =0, adica punctele singulare
ale suprafetei riglate, nu vor fi studiate in cele ce urmeaza.

Coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei riglate (X) sunt:
E=7 =23"+2va'b'+v’> b7,
ab,

F=
G=1,

unde:
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_, da
a'=—.
du
Directia normalei la suprafata riglata (¥) este datd de vectorul unitar:
- 1 ! ! i } _V N
HZT(IUXTV): (a +Vb)Xb.
|7, xT,

1
VEG -F?

Propozitia 3.8. Se considera (X) o suprafata riglatd data in reprezentare vectoriala:
(Z): T=au)+v-bu), (u,v)e (U, u,) XV, V,).

Daci bxb'=0, atunci suprafata riglatd (X) are acelasi plan tangent (7p) in toate
punctele unei generatoare.

Demonstratie. Deoarece:

m=——L (3" xb+vb xD),

VEG -F?

pe baza ipotezei se obtine:

_ 1 =
n=————a' Xxb,
VEG - F
deci n este coliniar cu vectorul a' XE, care este constant dacd punctual P al curbei

directoare (I') este fixat.
0

Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale a suprafetei riglate (X) sunt:

L=ﬁ[(§”,5',b)+(E',B,B")v—(a',E,E')v—(E,E',E”)VZ],
1 A
M=———1\a',b,b'),
VEG - F? (a )

iar curbura sa Gauss este:
_ [@.bb)

- EBG-F)

Propozitia 3.9. Se considera (X), o suprafata riglata data in reprezentare vectoriala:
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) : fzﬁ(u)+v-g(u), (u,v)e (u;,u,)X(v,, v,).

Punctele suprafetei (X) sunt:
1) hiperbolice, daca (E', b, B’) #0,
2) parabolice, daca (E', E, E') =0.
Demonstratie.

LN-M?2 =-M? =—ﬁ(§',€,€') .

Pentru (5' b E‘) #0, se obtine LN — M” < 0, adica punctele suprafetei sunt hiperbolice,

iar daca (5', b,b')=0 rezulti ci LN — M* = 0, adica punctele suprafetei sunt parabolice.
0
Propozitia 3.10. Generatoarele unei suprafete riglate sunt linii asimptotice ale acesteia.
Demonstratie. Deoarece N = 0, rezulta ca ecuatia liniilor asimptotice devine:
du(Ldu+2Mdv)=0,

de unde se obtine:

u = constant.

3.12.2. Suprafete desfasurabile

Definitia 3.38. Se numeste suprafatd desfasurabild, o suprafata riglatda (X), cu
proprietatea ca planul tangent (7y) la suprafata (X) in punctul M € (X) rdméane constant,
atunci cand punctul M parcurge o generatoare oarecare (A) a suprafetei (X).

Teorema 3.30. Se considera (X) o suprafata riglata data in reprezentare vectoriala:
(Z): T=a()+Vv-b), (u,v)e (u,,u,)X(V,,V,).

Conditia necesara si suficienta ca suprafata (X) sa fie o suprafata desfasurabila este ca:
@.v,b)=o0.

Demonstratie. Necesitatea. Se considera o suprafatd desfasurabild (X), rezulta ca
vectorul N normal la suprafata (¥X) pdstreazd o directie constantd de-a lungul unei
generatoare arbitrare (A)  (X) de ecuatie:
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(A) : u=constant.

Deoarece:
=t _ T 'R = ™
r',=a+vb, r,=b,

rezulta ca:

N =7, X7, =a'xb+vb'xb.

Dar vectorii @' xb si b' xb sunt constanti, deoarece de-a lungul generatoarei (A) are

loc:
u = constant

si cum N pastreaza aceeasi directie, se obtine ca vectorii:
a'xb, b' Xb

sunt coliniari.

—_ T

Deoarece vectorul a' xb este ortogonal pe vectorii a',b, iar vectorul b' xb este
ortogonal pe vectorii b',b rezulti cd vectorii @', b, b' sunt coplanari fiind toti perpendiculari

pe aceeasi directie, directia lui N, asadar:
@.v.v)=0.
Suficienta. Se presupune cd are loc relatia:
@.v.v)=0,
rezultd ca vectorii E',B, b' sunt coplanari, asadar vectorii a' XB, b' xb sunt coliniari sau

unul dintre ei este vectorul nul. Prin urmare vectorul normal N pastreaza aceeasi directie
de-a lungul oricarei generatoare, adicd planul tangent (7r) este constant de-a lungul unei

generatoare oarecare, deci (X) este o suprafatd desfasurabila.
W)

Exemplul 3.13. Se considera suprafata:
X):r= [cosu—(u+v)sin u]f+[sinu+(u+v)cosu]j+(2u+V)E.
Sa se arate ca (X) este o suprafata desfasurabila.

Solutie. Deoarece ecuatia suprafetei (X), este liniard in v, se obtine cd (X) este o
suprafata riglata.
Au loc relatiile:

r', :[—ZSinu—(u+V)cosu]f+[200su—(u+v)sin u]3+2E,

T :—sinui+cosu3+E,

v
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de unde:
i ] k
N:f'uxf'vz—2sinu—(u+v)cosu 2cosu—(u+v)sinu 2=
—sinu cosu 1
i f k i ik
=—~(u+v)cosu —(u+v)sinu Ol=(@u+v)—cosu —sinu 0.
—sinu cosu 1 —sinu  cosu 1
Se obtine:

N:(u+v)(—sinui+cosu3—ﬁ).

Pentru u = constant, adicd de-a lungul oricarei generatoare (A), vectorul N este

coliniar cu vectorul constant ¢ =-sinui+cosu j—k, deci vectorul normal N pastreaza

aceeasi directie de-a lungul oricarei generatoare, prin urmare planul tangent (7p) este
constant de-a lungul unei generatoare oarecare, deci (X) este o suprafata desfasurabila.

)
Se considera (), o suprafata desfasurabild, datd in reprezentare vectoriala:
(X): T=a(u)+v-b), (u,v)e (U, u,)X (v, V,),
unde vectorii a(u), b(u) satisfac conditia:
@.v,b)=0.
Au loc relatiile:
r',=atv b, T',=b, ', =a'+vb'", ', =b, 1",=0,

de unde:
(@7 P) @+ vb) (bxa+ vbxb)

N= (P, 7T (5'+v5')-(5><6):0’

VEG -F? VEG - F?

deci:
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LN-M>=0,
asadar:
K=0.

3.12.3. Suprafete cilindrice

Definitia 3.39. Se numeste suprafata cilindricd, o suprafata riglatd ale carei
generatoare pastreazad aceeasi directie.

Se obtine ca o suprafata cilindrica (X) admite o reprezentare vectoriald de forma:

X): r=a(w+v-b,

unde b este un vector constant.

Exemplul 3.14. Sa se gaseasca ecuatia suprafetei cilindrice (¥X) ale carei generatoare
sunt paralele cu dreapta de ecuatii:

(Tc1):0a
d):
@ {(nz)zo

si are curba directoare:

D) {F(x, y,2)=0,
G(x,y,2)=0.

Solutie. Deoarece ecuatiile a doua plane paralele diferd numai prin termenii liberi,
rezulta ca orice dreapta (A,,) paraleld cu (d) are ecuatiile:

(Tc1):k,
A, L)
( 7‘”) {(TCZ):M

Dreapta (Ay,) este generatoare a suprafetei (X) cautate dacd (Ay,) N (I') # . Se obtine
astfel o conditie de compatibilitate prin eliminarea lui X, y, z intre cele patru ecuatii ale
sistemului:

(Tcl ) = }\'9
(TCZ) = “’9
F(x,y,z)=0,
G(x,y,2)=0,
si anume:
0L, w) =0.

Problema a fost astfel redusa la gasirea locului geometric al dreptelor (A,,), pentru care
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are loc conditia ¢(A, W) = 0. Prin eliminarea parametrilor A si | intre aceste ecuatii se obtine
ecuatia implicita a suprafetei cilindrice:

(®):0((m,), (m,))=0.
a

3.12.4. Suprafete conice

Definitia 3.40. Se numeste suprafatd conicd, o suprafata riglata ale carei generatoare
trec printr-un punct fix V, numit vdrf al suprafetei.

Se obtine ca o suprafata conica (X) admite o reprezentare vectoriala de forma:
(£): T=a+v-b), (M)
unde a este vectorul constant OV (fig. 3.11).

Exemplul 3.15. S3 se gdseascad ecuatia suprafetei
conice (X) cu varful:

(n1):0’
V:d(n,)=0,
(753)20,

si a carei curba directoare este:

F(x,y,z)=0,
I): .
(I {G(x, y.2)=0. Fig. 3.11.

Solutie. Orice dreapta (Ay,), care trece prin punctul V are ecuatii de forma:

(TCI)—?L(TC3)=O,
A, )
(Ban) {(nz)—umg):o.

Dreapta (Ay,) este generatoare a suprafetei (X) cautate daca (Ay,) N (I') # . Se obtine
astfel o conditie de compatibilitate a sistemului prin eliminarea lui X, y, z Intre ecuatiile:

(1) —A(m;) =0,
(m,) —p(my) =0,
F(x,y,z)=0,
G(x,y,z)=0

si anume:

O, w) =0.
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Ecuatia suprafetei conice cautate rezulta prin eliminarea parametrilor A si [ intre ecuatiile:

()= A(m;) =0,
(1,) —u(m;) =0,
oA, ) =0.

Rezulta 1n final:

(m,) (m,)
Y): o —2L, 22 |=0 m
® q{(%) (ng)J

3.12.5. Suprafete conoide

Definitia 3.41. Se numeste conoid cu plan director, o suprafatd riglatd ale carei
generatoare sunt paralele cu un plan (), numit plan director si se sprijina pe o dreapta fixa
(d), numita axd.

Se obtine ca reprezentarea vectoriala a unui conoid cu plan director este:

(X): T=a(u)+v-bu),
Cu.
b| () si (5—5)”5,

unde d este vectorul director al dreptei (d).

Exemplul 3.16. Sa se gadseasca ecuatia conoidului (X) cu planul director (%) = 0, de axa:

(TC1):O,
d):
@ {(TCZ)ZO

si a carui curba directoare este:

@): {F(X, y,z)=0,
G(x,y,z)=0.

Solutie. Dreptele paralele cu planul () si care intersecteazd dreapta (d) au ecuatiile de
forma:

(m) = A,

A, )
(Ban) {<n1>—u<n2>=0.
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Dreapta (Ay,,) este generatoare a suprafetei (X) cautate, daca (Ay,) N (I') # D. Se obtine
astfel o conditie de compatibilitate prin eliminarea lui X, y, z intre cele patru ecuatii ale
sistemului:

(M) =2,

(7)) —W(m,) =0,
F(x,y,z)=0,
G(x,y,2)=0

si anume:

0L, w) =0.

Problema a fost astfel redusa la gasirea locului geometric al dreptelor (A,,), pentru care
are loc conditia ¢(A, W) = 0. Prin eliminarea parametrilor A si | intre aceste ecuatii se obtine
ecuatia implicita a conoidului cu plan director:

®): q{(n), ((“n _0. 7

T,

3.12.6. Suprafete de rotatie

Definitia 3.42. Se numeste suprafatd de rotatie, o suprafatd generatd prin rotirea unei
curbe 1n jurul unei drepte, numitd axd de rotatie.

Exemplul 3.17. Sa se gaseasca ecuatia suprafetei de rotatie (X) generatd prin rotirea
curbei (I') data in reprezentare implicita:

I): {F(X, y,z)=0,
G(x,y,z)=0,

in jurul axei de rotatie, de ecuatii canonice:

Solutie. Orice punct M € (I') se deplaseaza intr-un plan perpendicular pe axa (A), de
ecuatie generala:

(M) :lx+my+nz—-A=0

si descrie un cerc cu centrul pe (A). Astfel, suprafata de rotatie (X) poate fi privitd ca locul
geometric al cercurilor (%) cu centrul pe (A), situate n planul () si care se sprijina pe curba

@ .

Asadar, ecuatiile cercului sunt:
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Ix+my+nz=A2,
(X_Xo)2 +(Y‘Yo)2 +(Z_Zo)2 :Uz-
Cercul (@) este o generatoare a suprafetei de rotatie (X) cautate, daca (®) N (I') # &.
Se obtine astfel o conditie de compatibilitate, prin eliminarea lui x, y, z intre cele patru
ecuatii ale sistemului:

IXx+my+nz=A2,

(X_X0)2 +(Y‘Y0)2 +(Z_Zo)2 :Hz,

F(x,y,z)=0,
G(x,y,2)=0
si anume:
oA, 1) =0.

Problema a fost astfel redusa la gasirea locului geometric al cercurilor (), pentru care

are loc conditia ¢(A, W) = 0. Prin eliminarea parametrilor A si },Lz intre aceste ecuatii se obtine
ecuatia implicita a suprafetei de rotatie:

2): q)(lx+my+nz, (x—xo)2 +(y—y0)2 +(Z—Zo)2)20- O

Observatia 3.41. In situatia cand axa de rotatie este (Oz), iar curba (1) este plana si
admite o reprezentare parametricd de forma:

x =f(u),
(I): 9y =0,
z=g(u),

atunci suprafata de rotatie (X) are reprezentarea parametrica:
x =f(u)cos v,
(2): Jy=~f(u)sinv,
z=g(u).

In acest caz F = 0, deci curbele coordonate u = constant, numite paralele, si v = constant,
numite meridiane sunt ortogonale.

O

3.12.7. Suprafete minimale

Definitia 3.43. Se numeste suprafati minimala (minimd), o suprafata (X) pentru care
curbura medie H este egala cu zero in toate punctele sale.
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Propozitia 3.10. Daca (Y) este o suprafatd minimald, atunci curbura sa totala, K, este
negativa.

Demonstratie. Deoarece (X) este o suprafatd minimala, rezulta ca:

H=%(k1+k2)=0,

de unde:
k] = - kg.

Curburile principale sunt deci de semne contrare, asadar:

K:k1k2<0. O

Teorema 3.31. Daca existd o suprafatd de arie minima, marginitad de o curba inchisa,
data, atunci aceasta este minimala.

Demonstratie. Fie (I') o curbad Inchisa si (X) o suprafatd marginita de (I'), datd in
reprezentare vectoriala:

X): r=1(u,v), (u,v)e(u,u,)xX(v,v,).
Daci (X)) este o alta suprafatd marginita de (I') si obtinutd din (X) printr-o ,,deplasare
mica” €, in directia normalei, atunci reprezentarea lui (Z*) este:

X): T =t(u,v)+e-n(u,v).

Au loc relatiile:

=% = ' ol - =¥ _ = ' = -
r =T +8u‘n+8‘nu, r =T +8V‘n+8‘nv.

u u

Daca se presupune ca €', — 0 si €, — 0 atunci cand € — 0 si daca se neglijeaza
termenii care contin € la puteri mai mari sau egale cu doi, rezulta:

E'=E-2¢l, F=F-2eM, G =G-2¢N.
Se obtine atunci:
E'G' -F’=EG-F -2¢EN + GL -2 FM),
de unde se deduce:

1
VB -F7 =BG [1-2e ERESLAIM

G-F?

Daca se tine seama de definitia curburii medii H, se poate scrie:
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1
VE'G"-F’ =VEG-F* (1-2¢H)’
1

. . . 2 y . s . .
si prin dezvoltarea binomului (1-2&H)~ dupa formula lui Taylor in jurul lui € = 0, in care
se pastreaza doar termenii de gradul intdi 1n €, se obtine:

VE'G"-F” =JEG-F* (1-2¢H).

Ariile suprafetelor (¥) si (X") sunt:
Ay, = [[VEG-F dudv, . = [[VE'G'-F" dudv
) =
si daca se tine cont de egalitatea precedenta, rezulta:

oA . =y ~2¢ [[VEG-F Hdudv.
&)

)

Daca (X) este stationard, atunci in egalitatea precedentd termenul in € nu existd, deci
are loc:

jjJEG—FZHdudvzo

)

si cum VEG—-F? >0, rezulta H = 0. d

Observatia 3.42. Notiunea de punct stationar este in esentd cea clasica: daca se
considera functia f(X) =.« , suprafata (X) este stationara daca:

i JED ) _

£—0 e

0,

unde expresia din primul membru este analoagd cu definitia derivatei unei functii Tntr-un
punct.

3.12.8. Suprafete de curburi totali constanta

Definitia 3.44. Suprafata (X) pentru care curbura totala K este aceeasi in orice punct M
al suprafetei (X) se numeste suprafati de curbura totala constantd.

Exemplul 3.18. Sfera este o suprafatd de curbura totald constanta pozitiva, adica sfera
este o suprafatd de curbura totala constanta de tip eliptic.
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Solutie: Pentru sfera (X), cu centrul in origine si de razd R, datd in reprezentarea

parametrica:

X =R cosucosv,

y=Rcosusinv,

@) -
z=R sin u, (u,v)e(—z,zjx(OJTE),

coeficientii celor doud forme fundamentale sunt proportionali:

E=R> F=0, G=R?’cos’u, L=R, M=0,
deci:

unde R este raza sferei.
Atunci curburile principale k;, k, sunt solutiile ecuatiei:

R’k-R 0 0
0 R’k cos’> u—R cos’ u ’
sau:
R%cos’u (Rk — 1)* =0,
asadar:
1
ki=k,= +—,
1 ) R
de unde:

1
K=k1k2=?>0.

Deci, curbura totala a sferei este constanta si pozitiva.

2
N=Rcos u,

Exemplul 3.19. Pseudosfera (¥) data in reprezentare parametrica:

x=Rsinucosv,

X): 4 y=Rsinusinv,

z:R{cosu+ln(tg%H, (u,v)e (g,nJ x (0,2 m),

este o suprafatd de curbura totald constanta negativa.

Solutie: Intr-un punct oarecare al pseudosferei au loc relatiile:
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E=chtg2u, F=0, G=R*sin’u, L=—Rctgu, M=0, N=Rctgusin2u.

Ecuatia curburilor principale este:

2
cos“u cos u
R?=——k+R = 0
sin“u sin u =0,
0 R%sin“uk—R sinucosu
sau:
cosu )
chosu(R+ - k+lj(Rsmuk—cosu)=0,
sin u

de unde se obtin curburile principale:

1 si ) 1
K =t sinu si k2:_CF)SU.'
R cosu R sinu

Rezulta pentru curbura totala expresia:
K= kl . kz.

Asadar se obtine:

K:—%<O. d

Observatia 3.43. Prin rotirea in jurul axei (Oz) a curbei plane (I'), datd in reprezentarea
parametrica:

X =R sin u,

M:4 y=0,

z=R cosu+ln(tggj , ue(z,nj,
2 2

numitd tractrice se obtine suprafata datd de ecuatiile parametrice din exemplul 3.19 si
numitd pseudosfera (observatia 3.41) (fig. 3.12).

Lungimea segmentului de tangenta la tractrice dintre punctul de tangenta si asimptota
(Oz), are marime constantd, egald cu constanta R, de aici vine numele de pseudosfera
(MN =R) (fig. 3.12).

Exemplul 3.20. Suprafetele desfasurabile sunt suprafete de curbura totala nula (§3.12.2).
In particular, planul are curbura totald nula.
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Definitia 3.45. Se numeste geometrie intrinsecd a unei suprafete, totalitatea notiunilor
si proprietatilor definite cu ajutorul primei forme fundamentale a respectivei suprafete.

3.12.9. Suprafete Titeica

‘o e, < K
Definitia 3.46. Se numeste suprafati Titeica, o suprafatd pentru care — = constant,
5 > dl’l

unde d este distanta de la un punct fix, de exemplu originea reperului, la planul tangent la
suprafata, iar K este curbura totala.

3.12.10. Suprafete elicoidale

Definitia 3.47. Se numeste suprafati elicoidala, o suprafatd generata de o curba ce
executa o migcare obtinutd din compunerea unei rotatii in jurul unei axe cu o translatie
paralela cu axa respectiva - direct proportionald cu unghiul de rotatie.

Din aceasta definitie si din parametrizarea unei suprafete de rotatie (observatia 3.41),
rezultd urmatoarea parametrizare pentru o suprafata elicoidala:

X): f=f(u)cosvf+f(u)sin Vj+[g(u)+c-V]E, (u,v)e IX[O,ZR).

Daca se particularizeaza curba generatoare - intr-o dreapta - chiar (Ox) intr-o pozitie
initiald - se va lua:



Capitolul 3. Elemente de geometrie diferentiala a suprafetelor 241

f(u) =usig(u) =0,

se obtine elicoidul drept cu plan director, o suprafata cu aplicatii fizice, a carei reprezentare
vectoriala este:
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X): f=ucosvi+usinv}+c-v§.

Curbele coordonate sunt:
I,): r(u,vy)=cv, E+u(cos Vo i+sin Vo j) ,
care este reprezentarea vectoriald a unei drepte, dusa prin My(ug, Vo), paraleld cu planul

(xOy).

(I,): T(u,, v)=u, cos vi+u,sinvj+cvk,

care este reprezentarea vectoriald a unei elice.
Deoarece aceasta suprafatd contine drepte paralele cu un plan fix (plan director) si

elice, se justifica denumirea acestei suprafete.
Evident, elicoidul drept cu plan director este si o suprafata riglata.

§3.13. Invarianti pe o suprafata

Se considera o suprafata (X), datd in reprezentare vectoriala:
X): r=1r(0,Vv), (u,v)e(u,u,)X(v,,v,).
Se spune ca functia ¢p(u, v) de argumentele u si v, este un invariant pe suprafata (X)
Jata de transformarea de coordonate curbilinii:
u =u" (u, v),
vi=v (u, v),
daca :
O(u, v) =¢u, v).

Definitia 3.48. Se considera o suprafata (X), datd In reprezentare parametrica:

x =x(u, v),

@) 1 y=y(u,v),
z=12(u,v), (u,v)e (u,,u,)xX(v,,v,).

Se spune ca functia ¢(x, y, z), de argumentele x, y si z, este un invariant pe suprafata
(X) fata de transformarea de coordonate carteziene ortogonale:

x = x*(x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
y* = y*(x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
Z*

z' (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
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daca:
0x,y,2)=0(x,y,2).

Propozitia 3.11. Se considera o suprafata regulata (X), data in reprezentare vectoriala:

X): r=r(,vVv), (u,v)e (u,u,)xX(v,,v,).

Vectorul normal la suprafatd, n, este, abstractie facind de semn, un invariant pe
suprafata (X) fata de transformarea de coordonate curbilinii:

{u* =u*(u,v),

v =v (u, V).

Demonstratie. Fie reprezentarea vectoriald a suprafetei () in coordonatele curbilinii
* . *
usiv:

(X): t=t (' ,v), @,v)He,,u,)xXv,,v,).

Daca se aplicd regula de derivare a functiilor compuse se obtine:

_«, ., ou LT v —, -, odu _ ov
r' =r, —+17 — I'. =7 — v
# u * \ ® 9 * u # \% ®°
u ou Ju v ov ov
. — I Xr, R .
Fie n = ”_'—_' versorul normal la suprafata (X), in coordonatele u si v.
I, 1|
u v

Se noteazi cu 1, versorul normal la suprafata (X) in coordonatele u” si v .
Au loc egalitatile:

) . [f’ du L7 ov jx(? du o7 avj
e DX “out Vod Yovi oy

(_, ou _ ov j (_, ou _ ov J
r, — +r Vo~ % X|r u o~ ¥ +r Vo~ k.
Y du Jou ov ov

o du dv du Ov
(r u ><IJv) P P P
du dv oJv odu
‘(au‘av_au‘avJ
ou” ov' 9v. au

Propozitia 3.12. Se considera suprafata regulatd (X), datd in reprezentare vectoriala:

X): r=1(u,v), (u,v)e (u;,u,)X(v,,v,).
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Prima forma fundamentald a suprafetei (X), este un invariant fata de transformarea de
coordonate curbilinii:

{u* :u*(u, V),

v =v (u, V).
Demonstratie. Prima forma fundamentald a suprafetei (X), in coordonatele u si v este:
® =Edu’+2Fdudv+Gdv’ = (r', du+T, dv)’.

* # %2 ® ® # # %2 . o -
Se noteazd cu @, =E du +2F du dv +G dv , prima formd fundamentala a

. N EE - .o . ..
suprafetei (X), In coordonatele u si v si daca se aplica regula de derivare a functiilor
compuse, se obtine:

@ =E du” +2F du"dv' +G dv” = ([f" du” +7" dv') =

[_, du _, ov j ) [_, du _ ov j ak
=||1', —+1, — |du +|1', —+1', — |dv =
Jdu Jdu 0 ov

.
2
:{f'u (;“* du” +2% dv*J+f'V (aav* du” +2Y dv*ﬂ = (F, du+7, dv)’ =
u

ov u ov
=Edu’+2Fdudv+Gdv’=®,. 0

Observatia 3.44. Coeficientii E, F, G, ai primei forme fundamentale a suprafetei (X)
nu sunt invarianti fata de transformarile de coordonate curbilinii.

Demonstratie. Intr-adevar, din demonstratia propozitiei 3.11 se deduce ca:

2 2 2
E*:f$,*2:(f,ua_ll*+f,v aij :f'u2[au*j +2Fqu au* a\i +f.vz(av*j _
u Jdu Jdu Jdu du ov Jdu
2 2
=E[a‘tj +2F a‘i+G[aV*j .
Jdu du odv Jdu

R (_, ou _, avj (_, ou _, avj
F=r'.-r'.=|1, —+r — ||, =—tTr, — |=
u v du du ov ov
_,, Ou du _ _ (au ov  du avj _,, OV 0v
+r, 1, +

=T % 3 3 *+ > * rv * 3
Y ou” v du dv dv Jdu Ju ov

du du ( du dv du odv j ov ov
Ju ov du dv dv odu

=E

" oy
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2 2 2
I LA S
ov ov ov ov ov ov

2 2
:E(a“*j 2p M aV*+G(aV*j . 0
ov ov odv ov

Propozitia 3.13. Se considerd suprafata regulatd (X), datad In reprezentare vectoriala:

X): r=1r(u,v), (u,v)e(u,u,)X(v,,v,).

Abstractie facand de semn, forma a doua fundamentald a suprafetei (X), este un
invariant fata de transformarea de coordonate curbilinii:

u=u(u,v’),

v=v(u',v)).

Demonstratie. Deoarece n, versorul normal la suprafata este ortogonal pe vectorii 1',,

r',, rezultd ca:

o, T +0-1, =0,
o, T, +n-r, =0,
n T, +n-T, =0,
-0, =0.

Pe de alta parte, au loc relatiile:

L=n-f',, M=n-f,, N=f-T

Se obtine:

L=-n', -1 M=-n',-r',=-n',-r',, N=-n' -1

u?’ u v v u?’ v v*©
~ —k ~ * : *
Se noteazd cu n , versorul normal la suprafata (¥) in coordonatele u si v .
In mod analog rezulta:

* —k, —%

L=—mn',r',, M=-—n'_r' =-n'_r',, N=-n'_1"_,
u u u v v u v \4
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unde L, M si N sunt coeficientii celei de-a doua forme fundamentale a suprafetei (X),
obtinuti in urma transformarii de coordonate curbilinii.

Dar:
n =+1-m,
asadar:
— _, ou _ ov o _, du _, ov
n',=*ln, —+n', — |, ',=*l|n', —+n', — |,
u Ju ou v ov ov
iar:
—«, -, ou _ ov —+, - du _ ov
r' =1, —+1, —, r',=r,—+r, —.
u Ju Ju v ov ov
N . . —k — —% —% o o * k. * .
Prin inlocuirea vectorilorn ' _,,n ' ., r ' , 1 ' ., rezultdcaL ,M si N devin:
u v u v

2
L =+l —(ﬁ'ua—{m'v a—ZJ-(Fua—ing a—VJ =+1.|-7, T, (a—“J -
ou Ju ou ou Ju

2 2 2
i, av*—ﬁ'v.f'v[av*j =1 L(au*j ram- avﬁN(aV*j ’
ou du ou ou Ju du du

M*:il _(ﬁ'u au* +ﬁ'v avﬂsj'(f‘u a_u*"'flv aV*J =
Ju Ju ov ov

+ [_, _ du du _, _ Odu Oov _, _ du ov _, v av}
:_1 _nu.ru_ — - . - . - | =

!
£

—— -7, T : ——n', T : ——n', T , ,
ov YoV ou oy R VA 11 Yol out oy’

il ag'a_q+M(au* 8V*+8u* av*j_i_N. BV* av* ’
du dv dv adu du ov

2
N" =+1. —(ﬁ'ua—‘i+ﬁ'v a‘ij-(?ua—u*+f'v ai} —+]. —ﬁ'u-f'u(au*j -
ov ov ov ov ov

_, _, ou ov _ _ du Jdv _, _ (avjz}
-0, T n, T -n', T, =

! Vav*'av*_ ' “av*'ﬁ oV’
2 2
—+1. L(a“*j +2M- au* a—V*+N(aV*j .
ov ov 9dv ov

Dar:

au* du” + au* dv*, dv = BV* du” +
Ju ov Jdu v

du= dv .

*
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A doua forma fundamentald a suprafetei (¥), in coordonatele u si v este:

®,=Ldu*+2Mdudv + G dv*.

Se noteaza cu CIDZ* =L (du)*+2M du dv + N’ (dv*z), a doua forma fundamentala

a suprafetei (X), in coordonatele u” si v'. Cu ajutorul rezultatelor de mai sus, se obtine:

2 2
@, =+l {L(aau*j oM ﬂ+N(an }(du*)2+

u du” du’ ou’
+2|L 8u* 8u*+M(8u* 8\1+ au* av*j+N aV* 8\1 du” dv' +
du ov du dv odv du du ov

2 2
+ L(a“*) oM a"*+N(aV*j (dv)?b=+1 (Ldu’ +2Mdudv + G dv?) =+ ®,.
d ov ov ov

\%

O

. < < .1 : o
Consecinta 3.2. Pe o suprafata regulata (X), curbura normald —, curburile principale

Py
ki, k,, curbura totala K si curbura medie H, abstractie facand de semn, sunt invarianti fatd de
transformarea de coordonate curbilinii:

{u* = u*(u, V),

v =v (u, V).

Demonstratie. Are loc formula:

Deoarece @, este un invariant fata de transformarea de coordonate curbilinii, iar &,
este si ea, abstractie facand de semn, un invariant fatd de aceeasi transformare, rezulta ca

1 e A . g S
— este, abstractie ficand de semn, un invariant fata de transformarea de coordonate curbilinii.
Pu

Lm’+2Mm+N _ 1

Prin definitie k; si k, sunt extremele functiei k(m)= > =—, cu
Em"+2Fm+G p,

du 1 NP . . .
=—_. Cum — este, abstractie facind de semn, un invariant fatd de transformarea de

dv Pa
coordonate curbilinii, rezultd ca si k; si k, sunt, abstractie facand de semn, invarianti fata de
aceeasi transformare.

m

.. . ) ) 1 )
De aici se obtine cd si K=k; +k; si H :5(k1 +k,) sunt, abstractie facind de semn,

invarianti fatd de transformarile de coordonate curbilinii. )
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Teorema 3.32. Se considera suprafata regulata (X), data in reprezentare parametrica:

x =x(u, v),
@) qy=y(u,v),
z=1z(u, V), (u,v)e (U, u,)X(v,,v,).

Versorul n, prima forma fundamentala &, a doua forma fundamentala ®,, curbura

L1 o : C . o
normald —, curburile principale k; si k,, curbura totald K si curbura medie H sunt invarianti
Pn
fata de transformarea de coordonate carteziene ortogonale:

X=X [x*(x(u, v),y (u,v),z (u, V))],
y=y [ (k). y @ v,z @), (3.12)
Z=1 [X*(x(u, V), y*(u, v), 2 (u, V))].

Demonstratie. Fie X, y, z, r coordonatele carteziene si vectorul de pozitie ale unui
punct curent M € (X) fatd de sistemul de axe (Oxyz) si fie X, y*, z', T  coordonatele
carteziene si vectorul de pozitie ale aceluiasi punct fata de sistemul de axe (O*x*y*z*).

Transformarea (3.12) de coordonate carteziene ortogonale este echivalentd cu
transformarea:

r=00 +r, (3.13)

unde OO este vector fix.
Versorul n, prima formd fundamentald ®,, a doua forma fundamentald ®,, curbura

L1 . . : 9 : : .
normalda —, curburile principale k; si k,, curbura totala K si curbura medie H sunt functii
Pn
de diferentialele de ordinul intai si doi si de derivatele partiale de ordinul intdi si doi ale
vectorului r.
Prin diferentierea si derivarea ecuatiei vectoriale (3.13), se obtine:

dr=dr, d’r=dr,

—

-
r',=r

A\l

f“ :f*” f” :f*” f“ :f*”

uu uu ? uv uv? \A% Vv *©
Rezulta ca diferentialele si derivatele partiale de ordinul Intai si doi sunt invarianti fatd de

. 1 . ) ) e ..
transformarea (3.12), deci n, @, ®,, —, k; si k,, K si H sunt invarianti fatd de transformarile
n

de coordonate carteziene ortogonale (3.12).
O
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§3.14. Probleme propuse

Se da suprafata de ecuatii parametrice:
X=u+v,
X): <y=u-v,
Z=uv.

Se cere:
a) sa se afle coordonatele punctelor:

A@u=8,v=1), Bu=1,v=0);
b) sa se verifice daca punctele C(4; 2; 3), D(1; 7; —8) apartin suprafetei;
c) sa se afle ecuatia carteziand a suprafetei.
Sa se determine ecuatia carteziand a suprafetei a carei ecuatie vectoriala este:

(X): T=u’-i+uv-j+(au+v?) - k.

Se da suprafata:
(X): x=Rcosucosv, y=Rcosusinv, z=Rsinu.

Se cere:

a) sa se arate cd suprafata este o sfera cu centrul in originea axelor de coordonate si raza R;
b) sa se afle natura curbelor u = constant, v = constant;

c) sa se afle semnificatia geometrica a parametrilor u, v.

Se da suprafata de reprezentare parametrica:
x=u’+v+1,
&) : y=u2 —v+1,
z=uv+2
si fie punctul M(u = 1, v =—1) pe suprafata.

Sa se scrie ecuatiile carteziene ale curbelor u = constant §i v = constant care trec prin
punctul M.

Fie data suprafata Tn reprezentare parametrica:
Xx=u’+v?,
%) : y:u2 —v?,

Z =1UuV.
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10.

11.

Se cere:

a) sa se scrie prima forma fundamentald a suprafetei;

b) sa se calculeze elementul de arc pentru curbeleu =2, v=1, v=au;

c) sa se calculeze lungimea arcului curbei u = au, cuprins intre intersectiile curbei u = au cu
u=1lsiu=2.

Se da suprafata de ecuatii parametrice:

x=2(u+v),

(X): {y=u’+v>,

1 3 3
z=—(’ +v>).
3( )

Se cere sa se calculeze:

a) lungimea arcului curbei u = 1, cuprins intre curbele v=1, v =2;

b) unghiul curbeloru=2siv=-1;

c) elementul de arie al suprafetei.

Sa se calculeze unghiul curbelor v =u + 1 si v =3 — u de pe suprafata de rotatie:
(¥): T=ucosvi+usin v3+u2 k.

- 2 2 2 < < : < .
Fie ds” = du” + dv°, prima formd fundamentala a unei suprafete. Sa se determine
unghiul sub care se intersecteaza curbeleu=2usiv=-2u.

Sa se calculeze intre punctele M;(1; 2) si My(2; 3) lungimea arcului de curbd v=u + 1,
situat pe suprafata de rotatie:

Z): T=ucosvi+usin V}+§u\/EE.

Fie punctele M (2; 6), M,(—1; 3) si M5(0; 2), situate pe suprafata de rotatie:
2): T=ucosvi+usin v3+§u\/EE.

N
Sa se calculeze unghiurile triunghiului curbiliniu M;M,;M;3, daca se stie ca MM, este
N N
un arc al curbei v = u + 4, M,M; este arcul curbei v = —u + 2 si M3M; arcul curbei
v=ul+2.
Pe conul de rotatie:
Z): F=ucosvi+usin V]+uE,

. o iy 2 - .
se considerd familia de curbe v = u” + o, unde a este un parametru. Sa se determine
curbele ortogonale acestei familii.
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12. Se considera suprafata de ecuatie explicita:
Z): z=x3+y3.
Se cere:
a) sa se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei in punctul M(1, 2, 9);
b) sd se arate cd toate planele tangente duse la suprafatd in punctele (o, —o, 0)
formeaza un fascicul de plane.
13. Sa se determine punctele de pe suprafata de reprezentare vectoriala:
(X): T=u? -I+uv-j+(v2+2u)-E,
ale caror plane tangente trec prin dreapta de ecuatii:
x y z-1
M: 2=2=22
2 5 14
14. Sa se analizeze natura punctelor suprafetei de reprezentare vectoriala:
X): r=ucosv-i+usinv-j+ 7—5u+6lnu+7 k.
15. Sa& se determine curburile principale in punctul M(1, 1, 1) ale suprafetei de ecuatie
explicita:
(X): z=xy.
16. Sa se determine vectorii directori ai tangentelor principale la suprafata de reprezentare
vectoriala:
(X): T=u’-i+v? -3+(U+V) k.
17. Se considera suprafata (X) de ecuatii parametrice:

x=u’+2v,
X): qy=u’-2v,
Z=uv.
Fie punctul M(u = 1, v = 2) pe suprafata si curba:
M): v=2u,

care trece prin punctul M.
Sa se calculeze curbura sectiunii normale prin planul determinat de normala in M la

suprafata si tangenta (T) 1n punctul M la curba (I).
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18. Se considera suprafata (X) de ecuatii parametrice:

X=u’+v?,
Z): y=u2—v2,
Z=uv

si fie punctul P(u = 1, v = 1) pe suprafata.
Sa se calculeze curbura totala si curbura medie a suprafetei in punctul P.

19. Sa se demonstreze ca toate punctele suprafetei:
X): x+y-2"=0,

sunt parabolice.

20. Sa se determine curburile principale in punctul M(1, 1, 1) de pe suprafata de ecuatie
explicita:

X): z=xy.
21. Sa se determine vectorii directori ai tangentelor principale la suprafata de ecuatie
vectoriala:

Z): f=u2;+vzj+(u+V)E.

22. Sa se arate ca suprafata de ecuatii parametrice:

X =1UCoSV,
X): yy=usinv,

Z=A\u,

este desfasurabila.

23. Se da suprafata (X) de ecuatii parametrice:

x=u’+v?,
Z): y=u2—V2,
Z=Av.

Sa se arate ca liniile ei de curbura sunt familiile de curbe u = constant si v = constant si
cele doua familii sunt ortogonale.

24. Sa se determine liniile de curbura ale paraboloidului de ecuatie explicita:

E z=%(x2—y2).



252

Geometrie diferentiala

2S.

26.

27.

28.

Sa se afle liniile asimptotice ale suprafetei de ecuatii parametrice:

X=u,
X): <y=uyv,
z=v+Inu.

Sa se arate ca liniile asimptotice ale paraboloidului hiperbolic:
1(x2 yz
Y): z=—|—5—=|,
® 2 (az b’ ]
sunt chiar familiile de generatoare rectilinii ale suprafetei.

Sa se determine liniile geodezice ale unui cilindru oarecare si sd se demonstreze ca ele
sunt elice.

Sa se determine liniile geodezice ale unui plan.
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