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PPRREEFFAAŢŢĂĂ  

 
 
 
Începuturile geometriei diferenţiale se găsesc în lucrările lui Leibniz (1646-1716) şi 

sunt indisolubil legate de începuturile analizei matematice. 
Teoria curbelor plane a fost elaborată în a doua jumătate a secolului al XVII-lea şi în 

prima jumătate a secolului al XVIII-lea. L. Euler (1707-1783) a studiat curburile secţiunilor 
normale ale suprafeţelor, a dat definiţia direcţiilor principale şi a curburii unei suprafeţe, 
proprietăţile suprafeţelor desfăşurabile şi unele proprietăţi ale curbelor în spaţiu. 
A doua etapă în dezvoltarea geometriei diferenţiale a fost inaugurată de G. Monge, care în 

lucrarea „Application de l’analyse a la geometrie”, publicată în 1795, construieşte teoria 
curbelor în spaţiu. S-a ocupat, de asemenea, cu studiul generării suprafeţelor prin curbe. 

A treia etapă în dezvoltarea geometriei diferenţiale o inaugurează K. Gauss (1777-1855), 
care s-a ocupat de teoria suprafeţelor, pornind de la geodezie. 

Contribuţii la dezvoltarea acestei teorii au avut de asemenea: J. Schouten, G. Darboux, 
E.J. Cartan, G. Fubini, I.N. Lobacevski, I. Bolyai, E. Beltrami, F. Klein, H. Poincaré, B. 
Riemann şi alţii. 

Prima lucrare de geometrie diferenţială din ţara noastră este scrisă de E. Bacaloglu, 
care în 1859 a considerat o altă curbură a unei suprafeţe pe lângă curbura totală şi medie. 

Primul geometru român, ale cărui lucrări de geometrie diferenţială s-au impus atenţiei 
matematicienilor din întreaga lume, este Gh. Ţiţeica (1873-1939). Deoarece el a introdus şi 
studiat o clasă de curbe şi una de suprafeţe, care astăzi îi poartă numele, el este considerat 
unul dintre creatorii geometriei centro-afine. 
Contribuţii importante la dezvoltarea geometriei diferenţiale proiective şi afine a curbelor şi 

a suprafeţelor au adus şi: acad. Al. Myller şi acad. O. Mayer. 
Un alt geometru roman, Al. Pantazi (1896-1948), format în şcoala geometrului francez 

E.J. Cartan, a adus prin lucrările sale contribuţii importante în domeniul geometriei diferenţiale 
proiective a curbelor şi a suprafeţelor. 

Un loc proeminent între geometrii români, îl ocupă acad. G. Vrânceanu, creator al 
teoriei spaţiilor neolonome şi al unei teorii unitare relativiste, care a adus contribuţii 
importante în aproape toate ramurile geometriei diferenţiale moderne. 

 
În cartea de faţă sunt prezentate, pe parcursul a trei capitole, rezultate clasice din 

geometria diferenţială: a curbelor plane, a curbelor în spaţiu şi a suprafeţelor. 
Capitolul 1, intitulat: Elemente de geometrie diferenţială a curbelor plane, are în 

vedere, pe parcursul a şaisprezece paragrafe, studiul noţiunilor de: tangentă şi normală la o 
curbă plană, subtangentă, subnormală, segment tangentă şi segment normală, lungime a unui 
arc de curbă plană, element de arc, curbură şi rază de curbură, contact între două curbe 
plane, cerc osculator, puncte multiple ale unei curbe plane, înfăşurătoare a unei familii de 
curbe plane, evolută şi evolventă. De asemenea, pe câteva curbe plane, des utilizate în 
tehnică, este exemplificată reprezentarea analitică a curbelor plane. 



 VI 

Capitolul 2, intitulat: Elemente de geometrie diferenţială a curbelor în spaţiu, este 
dedicat studierii, pe parcursul a şaptesprezece paragrafe, a noţiunilor de: tangentă, plan 
normal, plan osculator, normală principală, binormală, plan rectificant, triedru Frenet, 
indicatoare sferică, curbură, torsiune, formule ale lui Frenet cu aplicaţii, curbă aproximantă, 
contact între două curbe în spaţiu, contact între o curbă şi o suprafaţă, sferă osculatoare. Sunt 
de asemenea prezentate câteva clase remarcabile de curbe în spaţiu. 

Capitolul 3, intitulat: Elemente de geometrie diferenţială a suprafeţelor, conţine 
paisprezece paragrafe, în care se realizează studiul noţiunilor de: curbă trasată pe suprafaţă, 
curbe coordonate, plan tangent, normală, prima formă fundamentală cu aplicaţiile sale, a 
doua formă fundamentală, secţiune normală, curburi normale şi tangenţiale, curburi 
principale, direcţii principale, curbură totală şi medie, linii asimptotice, linii de curbură, linii 
geodezice, invarianţi pe suprafaţă. Sunt de asemenea prezentate câteva clase remarcabile de 
suprafeţe. 

Realizată pe o structură de curs universitar, conţinând partea teoretică a problematicii 
abordate, cartea de faţă cuprinde şi un bogat material exemplificativ şi în acelaşi timp, 
propune o serie de probleme spre rezolvare, ce permit cititorului să verifice singur calitatea 
însuşirii cunoştinţelor studiate. Paragrafele teoretice sunt susţinute de probleme rezolvate, 
care dau posibilitatea aprofundării noţiunilor cuprinse în paragraful respectiv. 

Această carte a fost scrisă, astfel ca limbajul, noţiunile teoretice şi succesiunea lor să 
fie în concordanţă cu programele analitice în vigoare. 

Lucrarea de faţă se adresează studenţilor care urmează cursul de geometrie diferenţială 
clasică dar şi fizicienilor şi inginerilor care folosesc metodele geometriei în studiile lor. 

În acelaşi timp, cartea este utilă tuturor acelora care vor să se iniţieze în acest important 
domeniu al matematicii. 

 
 
 
23 aprilie, 2003        Autorul 
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EELLEEMMEENNTTEE  DDEE  GGEEOOMMEETTRRIIEE  DDIIFFEERREENNŢŢIIAALLĂĂ    

AA  CCUURRBBEELLOORR  PPLLAANNEE 
 
 
 

§§11..11..  RReepprreezzeennttaarreeaa  aannaalliittiiccăă  aa  ccuurrbbeelloorr  ppllaannee  

 
 Fie (π) planul (xOy) în care s-a fixat un sistem de coordonate carteziene x, y. 
 

Definiţia 1.1. Se numeşte arc simplu de curbă plană, o mulţime (Γ) de puncte M din 
plan ale căror coordonate carteziene x, y în raport cu reperul ortonormat { }j ,i ,0=R  al lui 

2
R  şi vectori de poziţie r  satisfac una din următoarele relaţii: 

 

(Γ) :  F(x, y) = 0,  (x, y) ∈ D ⊆ 2
R , (1.1) 

(Γ) :  y = f(x),  x ∈ (x1, x2) ⊆ r , (1.2) 

(Γ) : 




⊆∈=

=

,  ) t,(t   t ),t(yy

),t(xx

21  r
 

 
(1.3) 

(Γ) : r ) t,(t   t (t), rr 21 ⊆∈= , (1.4) 
 

unde funcţiile  F, f, x, y, r  satisfac condiţiile: 
 i) sunt reale, uniforme şi continue; 
 ii) funcţiile x şi y stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între punctele M ∈ (Γ) 
şi mulţimea valorilor parametrului real t ( ))t,t(t 21∈ ; 

 iii) admit derivate de ordinul întâi continue. 
 

Relaţiile (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) se numesc respectiv reprezentarea analitică implicită 

sau ecuaţia implicită a arcului simplu de curbă plană (Γ), reprezentarea analitică explicită 

sau ecuaţia explicită a arcului simplu de curbă plană (Γ), reprezentarea analitică 

parametrică sau ecuaţiile parametrice ale arcului simplu de curbă plană (Γ) şi 
reprezentarea vectorială sau ecuaţia vectorială a arcului simplu de curbă plană (Γ). 

 
Definiţia 1.2. 1° Se numeşte arc regulat de curbă plană, mulţimea (Γ) a punctelor M din 

2
R , ale căror coordonate carteziene x, y în raport cu reperul ortonormat { }j ,i ,0=R  al lui 
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2
R  şi vectori de poziţie r  satisfac ecuaţia (1.1), sau ecuaţia (1.2), sau sistemul (1.3), sau 

ecuaţia (1.4), unde funcţiile  F, f, x, y, r&  îndeplinesc condiţiile numite de regularitate: 
i) sunt reale, uniforme şi continue; 

 ii) funcţiile x şi y stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între punctele M ∈ (Γ) 
şi mulţimea valorilor parametrului real t ( ))t,t(t 21∈ ; 

 iii) admit derivate de ordinul întâi continue; 
 iv) în intervalele considerate sunt îndeplinite relaţiile: 
 

 0)'F()'F( 2
y

2
x ≠+ ,     0)t(y)t(x 22 ≠+ && ,     0)t(r ≠& , 

unde: 

 
x

F
'F x

∂

∂
= ,     

y

F
'F y

∂

∂
= ,     )t(

dt

dx
)t(x =& ,     )t(

dt

dy
)t(y =& ,     )t(

dt

rd
)t(r =& . 

 

2° Se numeşte arc regulat de ordinul n, sau clasă n un arc regulat de curbă plană (Γ), 

pentru care funcţiile F, f, x, y, r&  admit derivate (parţiale, respectiv ordinare) continue până la 
şi inclusiv ordinul n > 1, astfel încât nu toate derivatele de acelaşi ordin să se anuleze. 

 

3° Se numeşte curbă regulată de ordinul n, sau curbă de clasă n, pe scurt: curbă, o 
reuniune de arce regulate de ordinul n, care au extremităţile, eventual, puncte singulare (în sensul 
definiţiei 1.3), adică: 

 

( )i
Ii
 )( Γ∪=Γ

∈
. 

 

 Definiţia 1.3. 1° Se numeşte punct singular al unei curbe plane, punctul în care nu 
este îndeplinită cel puţin una din condiţiile de regularitate. 

2° Se numeşte punct ordinar al unei curbe plane, punctul în care sunt îndeplinite toate 
condiţiile de regularitate. 
 
 

§§11..22..  SSttaabbiilliirreeaa  eeccuuaaţţiiiilloorr  uunnoorr  ccuurrbbee  ppllaannee  

 
Pentru a studia curbele plane este nevoie de ecuaţiile lor, adică de reprezentările lor 

analitice. Se pot studia curbele plane în două moduri: 
� fie se pleacă de la o reprezentare analitică, adică de la ecuaţia sau ecuaţiile curbei; 
� fie se stabileşte ecuaţia curbei, prin determinarea ei ca loc geometric, adică se pleacă 

de la o anumită proprietate a ei. 
În cele ce urmează se vor stabili ecuaţiile câtorva curbe plane. 
 
1.2.1. Cisoida lui Diocles 
 
Se consideră un cerc de rază dată a şi o tangentă într-un punct A fixat pe cerc. O secantă 

oarecare, dusă prin punctul O, diametral opus lui A, taie cercul în C şi tangenta în B (fig. 1.1). 
Definiţia 1.4.  Locul geometric al punctului P care are proprietatea: 
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B P = O C 
 

este curba care poartă numele de cisoida lui Diocles. 
 
 Pentru a determina ecuaţia locului geometric, se 
consideră punctul O originea reperului, axa Ox dreapta 
(OA) şi axa Oy perpendiculara în O pe OA (fig. 1.1). 

Fie θ unghiul variabil format de secantă cu axa Ox şi 
ρ lungimea segmentului OP. 
 Coordonatele x, y ale punctului P sunt: 
 

  x = ρ cos θ, y = ρ sin θ. 
 

Deoarece ρ variază cu θ, trebuie exprimat ρ în funcţie de θ şi în acest scop se obţine: 

 ρ = OP = OB – BP = OB – OC = 
θ cos

a 2
 − 2 a cos θ,  

 

cum rezultă din triunghiurile dreptunghice OAB şi OCA. 
 Deci: 
 

(Γ) :  
θ

θ
=ρ

 cos

 sin
 a 2

2

, 

 

relaţie care reprezintă ecuaţia cisoidei în coordonate polare, sau reprezentarea polară a 

cisoidei. 
Prin introducerea valorii lui ρ în expresiile pentru x şi y, se obţine: 
 

 (Γ) :  








θ

θ
=

θ=

, 
 cos

 sin
 a 2  y

, sin a 2 x 
3

2

 

 

relaţii ce exprimă reprezentarea parametrică a cisoidei. 

Prin eliminarea între cele două ecuaţii a parametrului θ,  
se obţine: 

 

 θ=  tg
x

y
,  

22

2

2

2
2

yx

y

 tg1

 tg
   sin

+
=

θ+

θ
=θ , 

deci: 

  x = 2 a 
22

2

yx

y

+
, 

sau: 
  (Γ) :  x3 + xy2 – 2 ay2 = 0, 
 

relaţie care constituie reprezentarea implicită a cisoidei. 
 Din ultima ecuaţie se obţine reprezentarea explicită a cisoidei: 
 

Fig. 1.2. 

Fig. 1.1. 

xxxx    
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  (Γ) :  
 x a 2

x
 xy

−
±= . 

 

Cisoida lui Diocles este reprezentată grafic în fig. 1.2. 
 
 
1.2.2. Cicloida 
 
Definiţia 1.5. Cicloida este curba plană descrisă de un punct fix de pe un cerc, care 

rulează, fără să alunece, pe o dreaptă fixă. 
 
Fie O un punct fix al unui cerc de rază a, tangent în O la dreapta (d). 
Pentru a determina ecuaţia cicloidei se consideră punctul fix O drept origine a 

reperului, dreapta tangentă (d), drept axă Ox şi axa Oy perpendiculară în O pe (d) (fig. 1.3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Când cercul rulează din poziţia O până în poziţia A, punctul care a fost în O a ajuns în 

M. Se obţine: 
 

 OA = AM = a ϕ, 
 

unde ϕ este unghiul de rulare. 
În triunghiul OωM se obţine: 
 

 M  O OM ω+ω= . 
 

Dacă se proiectează pe axa Ox, respectiv pe axa Oy, ultima egalitate şi se notează cu x, 
y coordonatele carteziene ale lui M rezultă: 

 

 M pr O prx OxOx ω+ω= ,  M pr O pry OyOy ω+ω= . 
 

Dar: 
 

 ϕ==ω  a OA   O prOx ,    a  A   O prOy =ω=ω ,  α + ϕ = 270°, 
 

 ⋅ω=ω  M  M prOx =α=α−−=ω−=−=  cos a)180( cos aS 'AMi 0  

ϕ−=ϕ−=  sin a)270( cos a 0 , 

⋅ω=ω  M  M prOy ϕ−=ϕ−=α=α−==  cos a)270(sin  asin  a)180(sin  aSMj 00 , 
 

Fig. 1.3. 
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de unde: 
  

 (Γ) :  




ϕ−=

ϕ−ϕ=

,  cos aa y 

,sin  a a  x
 

sau: 

  (Γ) :  




ϕ−=

ϕ−ϕ=

, ) cos(1 a y 

)sin ( a  x
 

 

care constituie reprezentarea parametrică a cicloidei. 
 Eliminarea parametrului ϕ între cele două ecuaţii parametrice conduce la ecuaţia: 
 

  (Γ) :  2yay 2  
a

ya
 cos arcx −−

−
= , 

 

care constituie reprezentarea explicită a cicloidei şi care în general nu este utilizată. 
 Cicloida este reprezentată grafic în fig. 1.4. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
1.2.3. Epicicloida. Cardioida  
 
Definiţia 1.6. Epicicloida este curba descrisă de un punct de pe un cerc care rulează, 

fără să alunece, pe un alt cerc exterior fix. 
  

Fie cercul cu centrul în O’ de rază b care rulează pe cercul fix cu centrul în O şi de rază a. 
Se alege reperul xOy cu originea în centrul O, iar axele, doi diametri perpendiculari, 

astfel încât axa Ox să treacă prin punctul A, 
punct iniţial de contact între cercurile 
considerate. 

Se consideră rularea cercului O’ din 
poziţia A într-o poziţie arbitrară, cu N punct de 
contact. 

Punctul A va trece în punctul M (fig. 1.5). 
Se notează: 
 

ϕ = NOx,  ϕ’ = NO’M, 
  

are loc: 
 

  AN = NM, 

Fig. 1.4. 

Fig. 1.5. 
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adică: 
  a ϕ = b ϕ’, 
de unde: 

 ϕ=ϕ  
b

a
'  

şi deci: 

  ϕ
+

=ϕ+ϕ  
b

ba
' , 

 

relaţie care se va utiliza în cele ce urmează. 
Din triunghiul OMO’ rezultă relaţia: 
 

 M'O OO'  OM += , 
 

care, prin proiectare pe axele de coordonate, unde x, y sunt coordonatele carteziene ale 
punctului M al epicicloidei, conduce la: 

 

MO' pr OO' prx OxOx += ,  MO' pr OO' pry OyOy += . 
 

Dar: 

 ⋅= OO'  OO' prOx ϕ+=  cos )ba(i ,  ϕ+= sin  b) (a  OO' prOy ,  
 

 MO' pr MO' pr 'x'OOx =  = b cos (MO’x’) = b cos (ϕ + ϕ’ – 180°) = 

= –b cos (ϕ + ϕ’) = –b cos ϕ
+

 
b

ba
, 

 

 MO' prOy = b sin (MO’x’) = b sin (ϕ + ϕ’ – 180°) = –b sin (ϕ + ϕ’) = 

= –b sin ϕ
+

 
b

ba
. 

 

Deoarece: 
 

MO’N = MO’x’ + x’O’N,  
adică: 

ϕ’ = MO’x’ + 180° – ϕ, 

rezultă: 

MO’x’ = ϕ’ + ϕ – 180°,  
 
relaţie ce a fost folosită. 
 
 În acest fel se obţine reprezentarea parametrică a epicicloidei sub forma: 
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  (Γ) :  










ϕ
+

−ϕ+=

ϕ
+

−ϕ+=

.  
b

ba
sin  bsin  )ba(y

, 
b

ba
 cos b cos )ba(x

 

 
Definiţia 1.7. Cardioida este epicicloida în care cele două cercuri, cel fix şi cel mobil, 

au raze egale. 
 
Dacă se consideră a = b în reprezentarea parametrică a epicicloidei, se obţine 

reprezentarea parametrică a cardioidei: 
 

 (Γ) :  




ϕ−ϕ=

ϕ−ϕ=

, ) 2sin sin  (2 ay

, ) 2 cos  cos 2( ax
 

 

reprezentată grafic în fig. 1.6. 
Este interesant de determinat ecuaţia cardioidei în coordonate polare. 
În acest scop este avantajos a se translata reperul xOy în punctul A. Rezultă 

schimbarea numai a abscisei x, care devine x + a. În acest reper rezultă deci: 
 

 (Γ) :  




ϕ−ϕ=

−ϕ−ϕ=

, ) 2sin sin  (2 ay

, )1 2 cos  cos 2( ax
 

sau:  

  (Γ) :  




ϕ−ϕ=

ϕ−ϕ=

. ) cos(1 sin  a 2y

), cos 1(  cos a 2x
  

 

 Prin eliminarea, între cele două ecuaţii, a parametrului ϕ, se obţine: 
 

  
x

y
 tg =ϕ    şi 

22 yx

x
 cos

+
=ϕ , 

deci: 

  














+
−

+
=

2222 yx

x
1 

yx

x
 a 2x , 

adică: 

(Γ) :  ( )xyx a 2yx 2222 −+=+ , 

sau: 
  (Γ) :  (x2 + y2 – 2 ax)2 – 4 a2 (x2 + y2) = 0. 
 

Ultimele două ecuaţii, constituie reprezentarea implicită (iraţională, respectiv raţională) a 

cardioidei. 

 Prin substituirea formulelor x = ρ cos θ, ρ = 22 yx + , se obţine ecuaţia cardioidei în 

coordonate polare, sau reprezentarea polară a cardioidei: 
 

  (Γ) :  ρ = 2 a (1 – cos θ), 

Fig. 1.6. 
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reperul polar are drept pol, punctul de contact al cercurilor, iar drept axă polară, linia 
centrelor celor două cercuri. 

 

 
1.2.4. Hipocicloida. Astroida  
 
Definiţia 1.8. Hipocicloida este curba descrisă de un punct de pe un cerc care rulează, 

fără să alunece, pe un alt cerc fix, cercurile fiind interioare. 
 
Se alege reperul xOy, format din doi diametri perpendiculari ai cercului fix de centru O, 

astfel încât axa Ox să treacă prin punctul A, punct iniţial de contact între cercurile considerate. 
Se consideră rularea cercului de centru O’ din poziţia A într-o poziţie arbitrară, cu N 

punct de contact între cercul fix şi cercul mobil. Punctul A va trece în punctul M (fig. 1.7). 
Se notează: 
 

 ϕ = NOx, ϕ’ = MO’N 
 

(în sens trigonometric), şi se obţine: 
 
 

  AN = MN, 
 

(în sens trigonometric), adică: 
 

  aϕ = bϕ’, 
de unde: 

  ϕ=ϕ  
b

a
'  

şi deci: 

  ϕ
−

=ϕ−ϕ  
b

ba
' , 

 

relaţie care se va utiliza în cele ce urmează. 
Din triunghiul OO’M se obţine: 
 

 M'O 'OO OM += , 
 

din care rezultă: 
 

M'O pr 'OO prx OxOx += ,  M'O pr 'OO pry OyOy += . 
 

Dar: 

 ⋅= 'OO  'OO prOx ϕ−=  cos )ba(i  ϕ−= sin  b) (a  'OO prOy ,  

 
 

 ⋅= M'O  M'O prOx i = −O’S = −b cos (MO’x’’) = −b cos (ϕ’ − ϕ – 180°) = 

= b cos (ϕ’ − ϕ) = b cos ϕ
−

 
b

ba
, 

Fig. 1.7. 
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 ⋅= M'O  M'O prOy j= SM = b sin (MO’x’’) = b sin (ϕ’ – ϕ – 180°) = 

=  –b sin (ϕ’ – ϕ) = –b sin ϕ
−

 
b

ba
. 

 

Deoarece: 
 

MO’x” + x”O’O + 180° = MO’N, 
 

(în sens trigonometric) adică: 
 

MO’x” + ϕ + 180° = ϕ’, 

de unde: 

MO’x” = ϕ’ – ϕ – 180°,  
 

relaţie ce a fost folosită. 
 În acest mod s-a obţinut reprezentarea parametrică a hipocicloidei de forma: 
 

  (Γ) :  










ϕ
−

−ϕ−=

ϕ
−

+ϕ−=

.  
b

ba
sin  bsin  )ba(y

, 
b

ba
 cos b cos )ba(x

 

 
Definiţia 1.9. Astroida este hipocicloida care are patru ramuri simetrice. 
 
În acest caz, raza b a cercului mobil trebuie să fie a patra parte din raza cercului fix, 

pentru ca el să se aştearnă într-o rulare completă pe un sfert de cerc fig. 1.8. 
Dacă se consideră a = 4 b în ecuaţiile parametrice ale hipocicloidei, se obţin ecuaţiile: 
  

 (Γ) :  




ϕ−ϕ=

ϕ+ϕ=

, ) 3sin sin  (3 by

), 3 cos  cos 3( bx
 

 

care constituie reprezentarea parametrică a astroidei şi care 
se mai poate scrie şi sub forma: 

 

 (Γ) :  






ϕ=

ϕ=

.  sin b 4y

, cos b 4x
3

3

  

 

 Prin eliminarea parametrului ϕ între cele două ecuaţii, 
se obţine reprezentarea implicită a astroidei: 
 

  (Γ) :  3

2

3

2

3

2

ayx =+ . 
 

 Se vor da în continuare câteva exemple de curbe plane în reprezentarea polară: 
 

  ρ = ρ(θ). 

 Fig. 1.8. 
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1.2.5. Ecuaţia unei drepte în coordonate polare  
 
Fie OP = p, distanţa de la originea O a reperului xOy la dreapta (d), α unghiul de 

înclinare al dreptei (d) faţă de Ox şi ρ, θ coordonatele polare ale unui punct M ∈ (d) (fig. 1.9). 
Se obţine: 
 

 OP = OM sin ϕ, 
 

şi deoarece ϕ = α − θ, rezultă din ultima egalitate 
relaţia: 
 

  p = ρ sin (α − θ), 
 

adică ecuaţia dreptei în coordonate polare, sau 
reprezentarea polară a dreptei, sub forma: 
 

  (d) :  
)( sin

p

θ−α
=ρ ,    (α = arctg m,  m = panta dreptei). 

 
 
1.2.6. Spirale  
 
1.2.6.1. Spirala lui Arhimede 

 
 Definiţia 1.10. Spirala lui Arhimede ia naştere prin deplasarea unui punct cu o 
mişcare uniformă pe o semidreaptă, în timp ce semidreapta se roteşte în jurul unei 
extremităţi fixe cu o viteză unghiulară constantă. 
 
 Se consideră semidreapta OD care se roteşte cu viteză unghiulară constantă ω în jurul 
punctului O. Punctul M parcurge dreapta cu o viteză constantă (fig. 1.10). 
 Se notează: 
 

  OM = ρ,  xOD = θ  şi cu t, timpul.  
 

 Se obţine:  
 

  ρ = vt, θ = ωt, 
 

de unde: 

  θ
ω

=ρ
v

, 

adică: 
  (Γ) :  ρ = k ⋅ θ, 
 

care constituie ecuaţia spiralei lui Arhimede în coordonate polare, sau reprezentarea 

polară a spiralei lui Arhimede (fig. 1.11).  

Fig. 1.9. 
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Fig. 1.12. 

a) b) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.2.6.2. Spirala hiperbolică 
 

 Se construiesc în jurul polului O o serie de cercuri concentrice, care taie axa polară în 
punctele A1, A2, A3, ... Se duc din aceste puncte pe cercurile respective arce egale, de 
lungime dată a. Locul geometric al extremităţilor acestor arce este spirala hiperbolică (fig. 
1.12 a şi b). 
 
 
  
  
 
 
 
 
 
 

 Rezultă: 
 

  A1M1 = A2M2 = A3M3 = ... = a, 
sau  

ρ1θ1 = ρ2θ2 = ρ3θ3 = ... = a. 
 

 Coordonatele polare ale punctului Mi verifică deci ecuaţia: 
 

  ρ ⋅ θ = a,   
de unde: 

  (Γ) :  
θ

=ρ
a

, 

 

este ecuaţia în coordonate polare a spiralei hiperbolice, sau reprezentarea polară a 

spiralei hiperbolice. 
 Din această ecuaţie rezultă că dacă θ → ∞, atunci ρ → 0, adică punctul de pe curbă 
ajunge în pol după un număr infinit de mare de rotiri complete. Se spune că polul este punct 

asimptotic. 

Fig. 1.10. Fig. 1.11. 
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 Mai mult, din: 

y = ρ sin θ       şi       
θ

=ρ
a

, 

se obţine: 

  
θ

θ
=

 sin
 ay , 

de unde: 

  a
sin 

 a limy lim
0  0  

=
θ

θ
=

→θ→θ
, 

 

ceea ce arată că y = a este asimptotă orizontală pentru spirala hiperbolică şi motivează 
reprezentarea grafică a ei dată în fig. 1.12 b. 
 Spirala lui Arhimede şi spirala hiperbolică sunt cazuri particulare ale spiralelor 
generale de ecuaţie: 
 

  ρ = K ⋅ θm. 
 
 

1.2.6.3. Spirala logaritmică 
 

 Definiţia 1.11. Spirala logaritmică este curba în care argumentul θ este proporţional 
cu logaritmul razei vectoare (fig. 1.13), adică: 
 

  ρ=θ ln  
k

1
, 

de unde: 
ρ = eKθ. 

 
 

1.2.7. Lemniscata  
 
Definiţia 1.12. Lemniscata este locul geometric al punctelor cu proprietatea că 

produsul distanţelor la două puncte fixe este constant şi egal cu pătratul jumătăţii distanţei 
între cele două puncte fixe. 

 
Se consideră F1, F2, cele două puncte fixe, O mijlocul segmentului [F1F2] şi M un 

punct oarecare al lemniscatei. Prin alegerea reperului polar cu O drept pol şi axă polară 
dreapta (OF2) (fig. 1.14), se obţine: 

 
OM = ρ, xOM = θ, OF1 = OF2 = a. 

 

Dacă se aplică teorema cosinusului în triunghiurile OMF1, respectiv OMF2, rezultă 
relaţiile: 
 

  θρ++ρ=  cos  a 2aMF 222
1 ; θρ−+ρ=  cos  a 2aMF 222

2 , 
 

care introduse în definiţia locului geometric: 

Fig. 1.13. 
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Fig. 1.15. 

  MF1 ⋅ MF2 = a2, 
 

conduc la ecuaţia: 
 

(ρ2 + a2)2 – 4 a2 ρ2 cos2 θ = a4. 
 

 Ultima ecuaţie este echivalentă cu ecuaţia: 
 

  ρ4 + 2 a2 ρ2 = 4 a2 ρ2 cos2 θ, 
 

sau cu ecuaţia: 
 

ρ2 = 2 a2 (2 cos2 θ − 1),   
 

şi prin înlocuirea parantezei, se obţine ecuaţia lemniscatei în coordonate polare, sau 
reprezentarea polară a lemniscatei, de forma: 
 

  (Γ) :  ρ2 = 2 a2 cos 2θ. 
 

Dacă se folosesc formulele 22 yx +=ρ , 
x

y
 tg =θ  se obţine ecuaţia: 

(Γ) :  (x2 + y2)2 – 2 a2 (x2 – y2) = 0, 
 

adică reprezentarea implicită a lemniscatei. 
 
 

1.2.8. Concoide  
 
Definiţia 1.13. Concoida unei curbe dată în reprezentare polară: 
 

(Γ) :  ρ = ρ(θ), 
 

este curba obţinută din curba dată prin adăugarea unui segment constant razei vectoare. Cu 
alte cuvinte concoida curbei (Γ) :  ρ = ρ(θ) este: 

 

 (Γ’k) :  ρ’ = ρ(θ) + k. 
 
 

1.2.8.1. Concoida cercului 
 

 Pentru a determina concoida unui cerc de rază dată a, se scrie ecuaţia în coordonate 
polare a acestui cerc. Se consideră reperul polar cu polul O, un punct fixat pe cerc şi, axă 
polară, prelungirea unui diametru fixat ce trece prin O (fig. 1.15). 
 În triunghiul OMN se obţine: 
 

  OM = ON cos (180° − θ) = −2 a cos θ. 
 

Se adaugă razei vectoare mărimea constantă k şi se 
obţin toate concoidele cercului dat, în reprezentare polară: 

 

  (Γ’k) :  ρ’ = k − 2 a cos θ. 

Fig. 1.14. 
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Dacă k = 2 a, se obţine una din concoidele cercului, de ecuaţie: 
 

  )'(
0kΓ  :  ρ’ = 2 a (1 – cos θ), 

 

care, comparată cu ecuaţia cardioidei în coordonate polare, permite a afirma că această 
concoidă este cardioida. 
 
 

1.2.8.2. Concoida unei drepte (concoida lui Nicomede) 
 

 Se consideră o dreaptă (d) perpendiculară pe axa polară, la distanţa a de pol şi se 
urmăreşte determinarea concoidei acestei drepte. 
 În acest scop, dacă se foloseşte ecuaţia dreptei în coordonate polare din paragraful 
curent, cu α = 900, p = a, rezultă pentru dreapta (d) 
reprezentarea polară: 
 

  (d) :  
θ

=ρ
 cos

a
. 

 
 Atunci reprezentarea polară a conoidei drepte (d) 
este: 

 (Γ’k) :  k
 cos

a
' +

θ
=ρ  

 

şi reprezentarea ei grafică este dată în fig. 1.16. 
 
 

  

§§11..33..  TTaannggeennttaa  şşii  nnoorrmmaallaa  llaa  oo  ccuurrbbăă  ppllaannăă  îînnttrr--uunn  ppuunncctt  oorrddiinnaarr    

 
Definiţia 1.14. Se numeşte tangentă la o curbă plană (Γ) într-un punct ordinar M0 ∈ (Γ), 

poziţia limită a dreptei secante la curbă ce trece prin M0 şi printr-un punct M ∈ (Γ) când 
M → M0 (fig. 1.17). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se determină ecuaţia tangentei pentru diverse reprezentări analitice ale curbei (Γ): 

Fig. 1.16. 

M → M0 

M0 

(T) 

(dreapta tangentă) 

(Γ) 

M0 

M 

(dreapta 
secantă) 

(Γ) 

Fig. 1.17. 
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1° Fie curba (Γ), dată în coordonate carteziene ortogonale prin ecuaţia explicită: 
 

(Γ) :  y = f(x),  x ∈ (x1, x2) ⊆ R  
 

şi fie M un punct ordinar oarecare de pe această curbă. Ecuaţia tangentei în M este de forma: 
 

  (T) :  Y – y(x) = m(X − x), 
 

în care m = y’(x), conform interpretării geometrice a derivatei. 
 Rezultă atunci că ecuaţia tangentei este: 

 

  (T) :  Y – y(x) = y’(x) (X − x), 
 

unde X, Y sunt coordonate curente pe dreapta tangentă.  
 

 
2° Fie curba (Γ) dată prin ecuaţia implicită: 
 

(Γ) :  F(x, y) = 0,  (x, y) ∈ D ⊆ 2
R , 

 

care defineşte pe y ca funcţie implicită pe x, se obţine: 
 

  
y

x

'F

'F
 m'y −== , 

 

conform formulei de derivare a funcţiilor implicite. Atunci ecuaţia tangentei devine: 
 

 (T) : x)(X  
'F

'F
 yY

y

x −−=− , 

 

care se mai scrie după efectuarea calculelor: 
 

  (T) :  (X – x) F’x + (Y – y) F’y = 0. 
 
 

3° Fie curba (Γ) dată prin ecuaţiile parametrice: 
 





⊆∈=

=

. ) t,(t    t,)t(yy

),t(xx
:)L(

21 R
 

 

 Au loc succesiv: 
 

  0(t)x    ,
)t(x

)t(y

dt

dx
dt

dy

dx

dy
m'y ≠==== &

&

&
. 

 

 Ecuaţia tangentei se scrie atunci: 
 

  (T) : [ ]x(t)X 
)t(x

)t(y
)t(yY −=−

&

&
, 
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sau sub forma: 
 

 (T) : 
)t(y

)t(yY

)t(x

)t(xX
&&

−
=

−
. 

 
 

Definiţia 1.15. Se numeşte normală într-un punct ordinar la o curbă plană, perpendiculara 
pe tangenta în acel punct la curba dată (fig. 1.18). 
 

Corespunzător celor trei cazuri considerate 
în determinarea ecuaţiei tangentei, rezultă 
cazurile similare în scopul determinării ecuaţiei 
normalei: 
 

1° Deoarece normala este perpendiculară pe 
tangentă, se obţine: 

 

 
)x('y

1

m

1
−=−=µ , 

 

unde µ este panta normalei în punctul M la curba (Γ) dată de ecuaţia: 
 

y = y(x),  x ∈ (x1, x2) ⊆ R . 
 

 Ecuaţia normalei este aşadar: 
 

(N) : ( )xX 
)x('y

1
)x(yY −−=− , 

 

unde X, Y sunt coordonate curente pe dreapta normală.  
 

 

2° Dacă curba (Γ) este dată prin ecuaţia implicită: 
 

(Γ) :  F(x, y) = 0,  (x, y) ∈ D ⊆ 2
R , 

 

se obţine: 
 

  
x

y

'F

'F

m

1
=−=µ . 

 

 Ecuaţia normalei devine: 
 

  (N) : ( )xX  
'F

'F
yY

x

y
−=− , 

 

care după efectuarea calculelor se mai scrie: 
 

(N) : 
yx 'F

yY

'F

xX −
=

−
. 

M 
(T) (N) 

(Γ) 

α 

α 

x 

 y 

 O Q   P R 

Fig. 1.18. 
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3° Dacă curba (Γ) este dată prin ecuaţiile parametrice: 
 





⊆∈=

=
Γ

, ) t,(t    t,)t(yy

),t(xx
:)(

21 R
 

 

atunci se obţine: 
 

0(t)y    ,
)t(y

)t(x

m

1
≠−=−=µ &

&

&
. 

 

 Ecuaţia normalei se scrie: 
 

  (N) : [ ]x(t)X 
)t(y

)t(x
)t(yY −−=−

&

&
, 

 

sau sub forma: 
 

(N) : [ ] [ ] 0)t(yY )t(y)t(xX )t(x =−+− && . 
 

Observaţia 1.1. Dacă se ţine seama de faptul că în cazul în care m = 0 atunci dreapta este 
paralelă cu axa Ox, iar dacă m = ±∞ dreapta este paralelă cu axa Oy, se obţine pentru F’x = 0 şi  
F’y ≠ 0 că tangenta este paralelă cu Ox, iar dacă F’x ≠ 0 şi F’y = 0 tangenta este paralelă cu Oy. 

Condiţia ca punctul să fie ordinar este esenţială, deoarece în caz contrar ambele 
derivate parţiale s-ar anula şi deci nu s-ar putea preciza panta tangentei. 

 
 

Exemplul 1.1. Să se scrie ecuaţiile tangentelor şi normalelor în punctele indicate, la 
curbele: 

a) y = ln x + 1  în punctul de abscisă e; 
b) x = et cos t,  y = et sin t  în punctul A(1, 0); 
c) x3 + 3 x2y – y2 + 9 = 0  în punctul B(0, 3). 
 

Soluţie: a) Punctul de abscisă e are ordonata y = 2, iar panta tangentei 
x

1
'ym ==  se 

calculează pentru x = e. Ecuaţia tangentei este: 
 

(T) :  )ex( 
e

1
2y −=− ,    sau    (T) :  x – ey + e = 0, 

iar a normalei:  
 

 (N) :  y – 2 = –e(x - e),    sau    (N) :  ex + y – 2 − e2 = 0. 
 

b) Se observă că punctul A(1, 0) corespunde bijectiv valorii t0 = 0. Derivatele : 
 

x& (t) = et (cos t – sin t),  y& (t) = et (sin t + cos t), 
 

calculate în A au valorile 1x0 =&  şi 1y0 =& . 

Panta tangentei în A este m = 1, iar ecuaţia tangentei în A la curba considerată este: 
 

 (T) :  x – y – 1 = 0. 
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Ecuaţia normalei se scrie:  
 

 (N) :  x + y – 1 = 0. 
 

c) Deoarece: 
 

y 2x 3

 xy6 x3

F

'F
'y

2

2

y

x

−

+
−=−= , 

 

panta tangentei în B are valoarea m = 0. Ecuaţia tangentei în B la curba considerată este: 
 

(T) :  y – 3 = 0, 
 

şi a dreptei normale:  
 

(N) :  x = 0.            � 
 

  
§§11..44..  SSuubbttaannggeennttaa,,  ssuubbnnoorrmmaallaa,,  sseeggmmeennttuull  ttaannggeennttăă,,  sseeggmmeennttuull  

nnoorrmmaallăă    

 
 Definiţia 1.16. 1° Segmentul tangentă într-un punct ordinar al unei curbe plane este 
segmentul de pe tangentă cuprins între punct şi intersecţia acestei tangente cu axa Ox. 

 

2° Segmentul normală într-un punct ordinar al unei curbe plane este segmentul de pe 
normală cuprins între punct şi intersecţia acestei normale cu axa Ox. 

 

3° Subtangenta într-un punct ordinar al unei curbe plane este proiecţia ortogonală pe 
axa Ox a segmentului tangentă. 

 

4° Subnormala într-un punct ordinar al unei curbe plane este proiecţia ortogonală pe 
axa Ox a segmentului normală. 

 

Lungimea segmentelor tangentă, normală, subtangentă şi subnormală se notează cu stg, 
sn, sstg şi respectiv ssn. 

Fie curba plană (Γ) dată prin ecuaţia explicită: 
 

(Γ) :  y = y(x), x ∈ (x1, x2) ⊆ R  
 

şi fie M un punct ordinar oarecare de pe această 
curbă. Se notează cu Q, R punctele de intersecţie 
cu axa Ox a tangentei (T), respectiv a normalei 
(N), în punctul M la curba plană (Γ), cu P 
proiecţia ortogonală pe axa Ox a punctului M şi 
cu α unghiul format de tangentă cu sensul 
pozitiv al axei Ox (fig. 1.19). 

Conform definiţiilor se obţine: 
 

[PQ] = subtangenta, 
[PR] = subnormala, 

M 
(T) (N) 

(Γ) 

α 

α 

x 

 y 

 O Q   P R 

Fig. 1.19. 
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[MQ] = segmentul tangentă, 
[MR] = segmentul normală. 

 
În triunghiurile dreptunghice QPM şi RPM, au loc relaţiile: 
 

α
=

tg

MP
PQ ,    PR = MP αtg ,    

α
=

sin

MP
MQ ,    

α
=

cos

MP
MR . 

 

Se obţine apoi succesiv: 
 

yMP = ,    tg α = y’,   
22 'y1

'y

tg1

tg
sin

+
=

α+

α
=α , 

22 'y1

1

tg1

1
cos

+
=

α+
=α . 

 

Rezultă astfel că se poate scrie: 
 

 
'y

y
PQ = ,    'yyPR = ,    2 'y1 

'y

y
MQ += ,    2 'y1 yMR += , 

adică: 

'y

y
s tg = ,    'yysn = ,    2 

stg 'y1 
'y

y
s += ,    2 

sn 'y1 ys += , 

 

unde valorile lui y şi y’ se calculează în abscisa x a punctului M considerat. 
 

 
Exemplul 1.2. Să se calculeze segmentul tangentă, segmentul normală, subtangenta şi 

subnormala curbei: 
 

  (Γ) :  x3 – xy2 +2 x + y – 3 = 0, 
 

în punctul în care aceasta se intersectează cu axa (Oy). 
 
Soluţie: Lungimile celor patru segmente se calculează cu ajutorul formulelor: 
 

2 
tg y'1 

'y

y
s += ,    2 

n y'1 ys += ,    
'y

y
sstg = ,    y'  ysn ⋅= , 

 

unde y = f(x) este reprezentarea explicită a curbei, iar valorile lui y şi y’ se calculează în 
abscisa x = 0 a punctului de intersecţie a curbei cu axa (Oy). În cazul exemplului, 
reprezentarea curbei din enunţ este implicită, prin urmare: 

 

1xy 2

2y x3

F

'F
'y

22

y

x

+−

+−
−=−= . 
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Punctul de intersecţie dintre curbă şi axa (Oy) are coordonatele (0, 3) şi prin înlocuire 
în formulele precedente se obţine: 

 

7

215
s tg = ,    2 15sn = ,    

7

3
sstg = ,    21ssn = .           � 

 
 
 

§§11..55.. Lungimea unui arc de curbă plană. Elementul de arc  
 
În scopul definirii lungimii unui arc AB al unei curbe plane (Γ), format doar din puncte 

ordinare, se va înscrie în AB o linie poligonală cu n coarde, care uneşte punctele extreme A 
şi B ale arcului (fig. 1.20). Acest lucru poate fi făcut pentru fiecare întreg pozitiv n, într-un 
mod arbitrar, astfel încât lungimea coardei maxime să tindă la zero, când n tinde la infinit. 
Lungimile Ln ale acestor linii poligonale se obţin din teorema lui Pitagora. Dacă şirul 
{Ln} 

al acestor lungimi este convergent cu limita L, atunci arcul AB al curbei (Γ) se spune a 
fi  

rectificabil, iar valoarea L = LAB   este numită lungimea arcului AB al curbei plane (Γ). 
 
Teorema 1.1. Un arc AB al unei curbe plane (Γ), de clasă cel puţin 1 (unu) este 

rectificabil.  

Dacă arcul AB al curbei plane (Γ) este dat în reprezentare explicită: 
 

(Γ) :  y = f(x), x ∈ [xA, xB] R⊆⊂ )x,x( 21 , 
 

atunci lungimea sa este dată de: 
 

 LAB = ( )∫ +
BX

AX
dx'f1 2 , 

 

iar dacă arcul AB al curbei plane (Γ) este dat în reprezentare parametrică: 
 

( )
[ ] ( )




⊆⊂∈=

=
Γ

, t,tt,tt ,)t(yy

),t(xx
 :

21BA R
 

 

atunci lungimea sa este dată de: 
 

 LAB = ∫ +
B

A

t

t

22 dtyx && . 

 
Demonstraţie. Se consideră o linie poligonală 

Pn, de n coarde, cu vârfurile Mj(xj, f(xj)) (j = 0, 1, 2, …, n;  x0 = xA < x1 < … < xn-1 < xn = xB). 
Linia poligonală Pn are lungimea: 
 

L(Pn) = l1 + l2 + … + ln, 

(Γ) 

 A 

  B 

Fig. 1.20. 
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unde li = Mi-1Mi este lungimea coardei a i-a din această linie poligonală (fig. 1.21). 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se obţine: 
 

 ( ) ( )2
1ii

2
1iii )x(f)x(fxxl −− −+−= . 

 

Deoarece funcţia f este continuă cu derivata f.’ continuă se poate aplica teorema de 
medie din calculul diferenţial: 

 

f(xi) – f(xi-1) = f.’ (ξi) (xi – xi-1),  (xi-1 < ξi < xi) 
 

şi atunci li devine: 
 

( ) ( )1ii
2

ii xx)('f1l −−⋅ξ+= . 
 

Prin însumarea după i de la 1 la n se obţine: 
 

( ) ( )∑
=

−−⋅ξ+=
n

1i
1ii

2
in xx)('f1)P(L . 

 

Din faptul că f.’ este continuă şi lungimea coardei maxime tinde la zero, rezultă că 

suma L(Pn) tinde la dx'f1
B

A

x

x

2
∫ +  pentru n → ∞. 

Dacă de face schimbarea de variabilă x = x(t) în integrala dx'f1
B

A

x

x

2
∫ +  şi se ţine cont 

de relaţiile: 
 

 dtxdx &= ,     
x

y

dx

dt

dt

dy

dx

dy
'y

&

&
=⋅== ,     dtydy &= , 

 

se obţine: 
 

 LAB = ∫∫∫ +=+=+
Bt

At

22Bt

At 2

2
Bx

Ax

2 dtyxdtx
x

y
1dx'y1 &&&

&

&
.        

� 
 

x 

 y 

O 

  B 

Fig. 1.21. 

 A 

xA = x0 x1 xi-1 xi ξi 

f(xi-1) 
f(xi) 

xB = xn 

M1 

Mi-1 

Mi 
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Dacă se schimbă valoarea fixă tB în LAB = ∫ +
Bt

At

22 dtyx && , printr-o variabilă t, atunci 

LAB devine o funcţie de t, fie ea s(t). Dacă se înlocuieşte tA printr-o valoare fixată t0 ∈ (t1, t2) 
se obţine: 

 

 ∫ +=
t

t

22

0

t
~

dyx)t(s && , 







==

t
~

d

dy
y  ,

t
~

d

dx
x && .  

 
Această funcţie s(t), numită lungimea arcului M0M al curbei (Γ), are o interpretare 

geometrică simplă. Pentru aceasta fie: 
 
Definiţia 1.17. Se numeşte sens pozitiv pe o curbă plană (Γ), sensul care corespunde la 

valorile crescătoare ale parametrului ales pe curbă (fig. 1.22). 
 

Dacă se revine la ∫ +=
t

0t

22 t
~

dyx)t(s &&  







==

t
~

d

dy
y  ,

t
~

d

dx
x && , dacă t > t0, atunci s(t) este 

lungimea porţiunii din (Γ) cu punctul iniţial M0(t0) şi punctul final M(t). Dacă t < t0, atunci 

s(t) este negativ şi în acest caz lungimea arcului M0M este dată de –s(t) > 0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. 1. 22. 

 

Teorema 1.2. Lungimea de arc s(t) poate fi întrebuinţată ca parametru în reprezentările 
parametrice ale curbelor. Trecerea de la t la s păstrează clasa curbei. 

 

Demonstraţie. Din relaţia care-l defineşte pe s(t) şi din condiţiile de regularitate pentru 
funcţiile x = x(t) şi y = y(t) este asigurată continuitatea funcţiei s(t), neanularea derivatei lui 
s(t) în raport cu parametrul t: 

 

 0yx)t(s 222 >+= &&& , 
 

( ))xf(  ,xM 000  

( ))f(x  ,xM 000  

00 xx >  

+ 

)(tM 00  

00 tt >  

+ 

)t(M 00  

00 tt >  − 
00 xx <  

− 

+ 

)(tM 00  

)t(M 00  ( ))xf(  ,xM 000  

( ))f(x  ,xM 000  
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rezultă că funcţia s(t) este monoton crescătoare. Se obţine că funcţia: 
 

s = s(t), 
admite o funcţie inversă, fie ea: 

 

t = t(s), 
 

care înlocuită în reprezentarea parametrică a arcului de curbă plană (Γ), 
 

( )




=

=
Γ

,)t(yy

, )t(xx
:  

 

conduce la reprezentarea parametrică: 
 

( )
( )
( )




=

=
Γ

,)s(tyy

,)s(txx
:            (1.5) 

sau: 

( )






=

=
Γ

,)s(yy

),s(xx
:

*

*

           (1.6) 

  

şi demonstrează prima parte a teoremei. 
 
Dacă se presupune că funcţiile x(t) şi y(t) din reprezentarea parametrică sunt de clasă n, 

ceea ce implică cel puţin una dintre funcţiile (t)y ),t(x &&  de clasă n-1 se obţine din relaţia: 
 

222 yx)t(s &&& +=  
 

că funcţia )t(s&  este de clasă n-1 şi )t(s&  ≠ 0. 

Prin folosirea relaţiilor (1.5) se obţine: 
 

 
s

x

ds

dt

dt

dx

ds

dx
&

&
=⋅= ,  

s

y

ds

dt

dt

dy

ds

dy
&

&
=⋅= , 

 

ceea ce implică: 
 

 01
s

yx

ds

dy

ds

dx
2

2222

>=
+

=







+








&

&&
, 

 

adică )s(
ds

dy
),s(

ds

dx
 sunt de clasă n-1 şi deci funcţiile x*(s) şi y*(s) din relaţiile (1.6) sunt de 

clasă n.                    � 
 
 

Definiţia 1.18. Parametrul s este numit parametru natural al curbei plane (Γ), iar 
reprezentarea: 
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( )




=

=
Γ

,naturalparametrus,)s(yy

),s(xx
:  

 

se numeşte reprezentarea naturală a curbei plane (Γ). 
Pentru lungimea de arc se obţine cu uşurinţă formula: 
 

 LAB = ∫ +
Bt

At

22 )dy()dx( .  

 

Se face notaţia: 
 

 22 )dy()dx(ds += . 

 
Definiţia 1.19. Se numeşte element de arc (liniar) al curbei plane (Γ) expresia ds. 
 
Se obţine: 
 

ds2 = dx2 + dy2, 

de unde: 

dtyxds 22
&& += , 

sau: 

  dx'y1ds 2+= . 

 
 

 

§§11..66..  CCuurrbbuurraa  şşii  rraazzaa  ddee  ccuurrbbuurrăă  aa  uunneeii  ccuurrbbee  ppllaannee 
 
Pentru a introduce noţiunea de curbură a unei curbe plane se reaminteşte relaţia care 

există într-un cerc, între unghiul la centru, arcul corespunzător şi raza cercului. 
Se consideră un cerc cu centru O şi rază R, două tangente (T1) şi (T2) în punctele M1 şi M2  

situate pe cerc şi se notează cu α (măsurat în radiani), măsura M1OM2, iar cu arc α = M1M2 
(fig. 1.23). deoarece OM1 ⊥ M1P1 şi OM2 ⊥ M2P2, rezultă că α este şi măsura unghiului 
tangentelor. Se cunoaşte din geometria sintetică elementară că: 

 
M1M2 = arc α = α ⋅ R radiani, 

 

de unde rezultă: 
 

 
α

α
=

arcR

1
 (constant), 

 

relaţie care arată că oricare ar fi poziţia 
punctelor M1, M2 pe cerc, raportul între 
măsura unghiului tangentelor şi lungimea 
 

O 

Fig. 1.23. 

(T2) 

α α 

(T1) 

M1 

M2 

P1 

P2 
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arcului M1M2 este acelaşi, sau cu alte cuvinte “abaterea” cercului de la tangentă este aceeaşi 

în orice punct al cercului şi anume 
R

1
, cantitate notată cu K şi numită curbura cercului. 

Pentru o curbă plană oarecare acest lucru nu mai este posibil, dar sugerează 
introducerea noţiunii de curbură, în general, pentru o curbă plană oarecare într-un punct 
ordinar. 

 

Definiţia 1.20. Se numeşte unghi de contingenţă al unui arc de curbă, unghiul ascuţit 
format de tangentele duse la extremităţile arcului. 

 

Definiţia 1.21. Se numeşte curbură medie a unui arc de curbă, raportul dintre măsura 
unghiului de contingenţă şi lungimea arcului. 

 

Definiţia 1.22. Se numeşte curbura unei curbe plane într-un punct ordinar, limita 
curburii medii, când lungimea arcului tinde către zero. Inversul modulului curburii este raza 

de curbură a curbei în acel punct. 
 

Potrivit definiţiilor de mai sus se obţin pentru curba (Γ) următoarele relaţii (fig. 1.24): 
 

  ∆α = măsura unghiului de contingenţă, 

mK
s

=
∆

α∆
= curbura medie, 

K
s

lim
0s

=
∆

α∆

→∆
= curbura, 

K

1
R

s
lim

0
==

α∆

∆

→α∆
. 

 
Teorema 1.3. Se consideră o curbă plană (Γ), 

dată în reprezentare explicită: 
 

(Γ) : y = f(x),  x ∈ (x1, x2) R⊆ , 
 

de clasă cel puţin 2 în vecinătatea unui punct ordinar al său. Atunci curbura curbei (Γ) în punctul 
ordinar considerat este dat de relaţia: 

 

 
( ) 2/32 'y1

''y
K

+
= , 

 

în care derivatele sunt calculate în punctul considerat. 
 
Demonstraţie. Fie curba (Γ) clasă cel puţin 2 în vecinătatea unui punct ordinar M1(x, y) 

al curbei (y’ ≠ 0, y’’ ≠ 0 şi continue), M2(x + ∆x, y + ∆y) un punct al lui (Γ) infinit apropiat, 
de M şi (T1), (T2) tangentele în M1 respectiv în M2, care formează cu axa (Ox) unghiurile de 
măsuri ϕ şi respectiv ϕ + ∆ϕ (fig. 1.24), deci: 

 

M1 

(T2) 

(T1) 
(Γ) 

α 

α 

x 

 y 

 O 

 α+∆ϕ 

 M2 

      ∆s 

Fig. 1.24. 
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∆α = ∆ϕ. 
Curbura medie este: 
 

 
ss

Km
∆

ϕ∆
=

∆

α∆
= , 

 

sau prin împărţire cu ∆x a numărătorului şi numitorului: 
 

x

s
xKm

∆

∆
∆

ϕ∆

=  . 

 

La limită se obţine: 
 

 

x

s
x  limK

0x

∆

∆
∆

ϕ∆

=
→∆

, 

deci: 

 

dx

ds
dx

d

K

ϕ

= . 

 

S-a folosit faptul că dacă ∆s → 0 (M2 → M1) atunci ∆x → 0. 
Dacă se ţine cont de interpretarea geometrică a derivatei şi anume: 
 

ϕ==   tg
dx

dy
'y , 

rezultă: 
 

ϕ = arctg y’ 
 

şi prin derivare în raport cu x se obţine: 
 

 'y'  
'y1

1

dx

d
2 

⋅
+

=
ϕ

. 

 

Pe de altă parte din definiţia 1.19 se obţine: 
 

 dx  'y1ds 2 += , 

adică: 

 2 'y1
dx

ds
+= , 

deci: 

 
( ) 2/32 'y1

''y
K

+
= , 

( )
''y

'y1
R

2/32 +
= . 
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� 

Observaţia 1.2. Dacă curba plană (Γ) este dată în reprezentare implicită: 
 

(Γ) : F(x, y) = 0,  (x, y) ∈ D 2
R⊆ , 

 

atunci, conform formulelor de derivare a funcţiilor implicite: 
 

 
y

x

'F

'F
'y −= ,  

( ) ( )

( )2
y

yxxy

y

x

'F

'F
dx

d
'F'F

dx

d
'F

'F

'F

dx

d

dx

'dy
''y

−
−=














−== = 

( ) ( )
( )2

y

2yyxxxy2xy

'F

y'  ''F''F'Fy'  ''F''F'F ⋅+−⋅+
−= . 

 

Deoarece clasa curbei este cel puţin 2 (teorema lui Schwarz este îndeplinită 

yxxy ''F''F = ) se obţine: 
 

( )3
y

2x

2
yxyyx2y

2
x

'F

''F)'F( ''F'F'F 2''F  )'F(
''y

+−⋅
−= . 

 

Curbura şi raza de curbură au atunci expresiile: 
 

( ) 2/32
y

2
x

2y

2
x2x

2
yxyyx

'F'F

''F)'F( ''F)'F( ''F'F'F 2
K

+

−−
= , 

( )
2y

2
x2x

2
yxyyx

2/32
y

2
x

''F)'F( ''F)'F( ''F'F'F 2

'F'F
R

−−

+
= , 

 

în care derivatele sunt calculate în punctul considerat.           � 

 
Observaţia 1.3. Dacă curba plană (Γ) este dată în reprezentare parametrică: 
 

( )
( )




⊆∈=

=
Γ

, t,tt ,)t(yy

),t(xx
 :

21 R
 

 

atunci se obţin formulele: 
 

 
x

y
'y

&

&
=  ,  

2x

y xy x
''y

&

&&&&&& −
= . 

 

Expresiile curburii şi razei de curbură devin: 
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( ) 2/322 yx

y xy x
K

&&

&&&&&&

+

−
= , 

( )
y xy x

yx
R

2/322

&&&&&&

&&

−

+
= , 

 

în care derivatele sunt calculate în punctul considerat.           � 
 

 

  
§§11..77..  CCoonnttaaccttuull  îînnttrree  ddoouuăă  ccuurrbbee  ppllaannee    

 
 Noţiunea de „contact” între curbe plane descrie analitic situaţii cum sunt cele prezentate în 
figura 1.25.  

Intuitiv, problema contactului se pune în punctele comune ale celor două curbe plane şi 
măsoară cât de mult se apropie una de alta în vecinătatea acestor puncte. 

Problema intersecţiei a două curbe plane îşi are soluţia în problema algebrică de 
rezolvare a sistemului format din reprezentările analitice ale celor două curbe. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Se consideră curbele plane de reprezentări analitice: 
 

( )
( )




⊆∈=

=
Γ

, t,tt ,)t(yy

),t(xx
 :

21
1

R
   ( ) 0)y,x(F:2 =Γ ,  (x, y) ∈ D 2

R⊆ , 

 

ambele de clasă k, k ∈ *
N . Punctele lor comune se obţin prin rezolvarea sistemului: 

 

  








=

=

=

),t(yy

),t(xx

,0)y,x(F

 

 

care este echivalent cu ecuaţia: 
 

( ) 0y(t) ),t(xF)t( =≡φ . 
 

Cele două curbe au forma cu atât mai asemănătoare în vecinătatea unui punct M0(t0), 
cu cât ordinul de multiplicare al lui t0, ca soluţie a ecuaţiei φ(t) = 0, este mai mare. 

 

Fig. 1.25. 

M0 

(Γ1) 

(Γ2) M0 

(Γ2) 

(Γ1) 
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Definiţia 1.23. Două curbe plane au într-un punct comun un contact de ordinul n dacă 
în acel punct sunt confundate n+1 puncte comune celor două curbe. 

Teorema 1.4. Fie curbele plane (Γ1) şi (Γ2) de clasă k, k ∈ *
N , date respectiv prin 

ecuaţiile: 
 

( )
( )




⊆∈=

=
Γ

, t,tt ,)t(yy

),t(xx
 :

21
1

R
              ( ) 0)y,x(F:2 =Γ ,   (x, y) ∈ D 2

R⊆ . 

 
Condiţiile ca într-un punct comun M0(t = t0) să existe un contact de ordinul n, n ≤ k 

sunt: 
 φ(t0) = 0, φ’(t0) = 0, ..., φ(n)(t0) = 0, φ(n+1)(t0) ≠ 0,  

unde: 
  ( )y(t) ),t(xF)t( =φ . 

 
Demonstraţie. După cum s-a arătat mai sus, determinarea punctelor de intersecţie între 

cele două curbe plane (Γ1) şi (Γ2) revine la rezolvarea ecuaţiei φ(t) = 0.  
Fie ti (i = 1, 2, ..., k, ..., s) rădăcinile sale reale. Acestor valori ale parametrului t le 

corespund punctele ( ))t(y ),t(xM iii  comune curbelor (Γ1) şi (Γ2). 

Dacă în punctul M0 corespunzător valorii t0 a parametrului t, cele două curbe plane au 
un contact de ordinul n, atunci pe baza definiţiei 1.23 rezultă că t = t0 este o rădăcină de 
ordinul n+1 de multiplicitate pentru ecuaţia φ(t) = 0. cu alte cuvinte se obţin relaţiile: 

 

 φ(t0) = 0, φ’(t0) = 0, ..., φ(n)(t0) = 0, φ(n+1)(t0) ≠ 0.         � 
 
 
Observaţia 1.4. Teorema 1.4 caracterizează contactul de ordinul n pentru două curbe 

plane, într-un punct comun al lor, în cazul în care o curbă este dată în reprezentare 
parametrică, iar a doua în reprezentare implicită, iar teorema următoare se referă la cazul în 
care ambele curbe sunt date în reprezentare explicită. 
 

Teorema 1.5. Dacă două curbe plane (Γ1) şi (Γ2) de clasă k, k ∈ *
N , date respectiv 

prin ecuaţiile explicite: 
 

  ( ) )x(fy: 11 =Γ ,   x ∈ (x1, x2) ⊆ R , 
 

( ) )x(fy: 22 =Γ ,    x ∈ (x3, x4) ⊆ R , 
 

au într-un punct comun M0 un contact de ordinul n, n ≤ k, atunci funcţiile f1(x), f2(x) şi 
derivatele lor până la şi inclusiv ordinul n, sunt egale în acel punct, derivatele de ordinul n+1 
au valori distincte în punctul respectiv. 
 

Demonstraţie. După cum s-a menţionat mai sus, găsirea punctelor comune a două 
curbe plane, revine la rezolvarea sistemului format din reprezentările analitice ale celor două 
curbe (Γ1) şi (Γ2), adică la rezolvarea sistemului: 
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=

=

),x(fy

),x(fy

2

1  

 

care este echivalent cu sistemul: 
 

2).sau  1(i   
   , 0)x(f)x(f

        ),x(fy

21

i
=





=−

=
 

 

Prin rezolvarea ecuaţiei: 
 

E(x) ≡ f1(x) – f2(x) = 0, 
 

se obţin abscisele punctelor comune celor două curbe plane, fie acestea: 
 

x0, x1, x2, …, xs, 
adică: 

f1(xi) = f2(xi),  (∀) i ∈ {0, 1, …, s}. 
 

Dacă se presupune că x = x0 este abscisa punctului M0 în care cele două curbe au un 
contact de ordinul n, înseamnă, în conformitate cu definiţia 1.23, că în punctul M0 se 
confundă n+1 puncte comune celor două curbe, adică x = x0 este rădăcină a ecuaţiei E(x) = 0, 
de ordinul n+1 de multiplicitate. 

Analitic, aceasta revine la faptul cunoscut din analiza matematică: 
 

E(x0) = 0, E’(x0) = 0, …, E(n)(x0) = 0 şi E(n+1)(x0) ≠ 0. 
 

Dacă se ţine cont de notaţia făcută pentru E(x), ultimele relaţii se pot scrie sub forma: 
 

f1(x0) = f2(x0),  f.’1(x0) = f.’2(x0), …,  f1
(n)(x0) = f2

(n)(x0)  şi  f1
(n+1)(x0) ≠ f2

(n+1)(x0). 
� 

 
 

Propoziţia 1.1. Tangenta la o curbă plană de clasă k, k ≥ 1, într-un punct ordinar al 
său, are cu aceasta un contact de cel puţin ordinul 1. 
 

Demonstraţie. Fie M0(t = t0) un punct ordinar al curbei plane (Γ) dată în reprezentare 
parametrică: 

 

  ( )
( )




⊆∈=

=
Γ

, t,tt ,)t(yy

),t(xx
 :
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şi  

)t(y

)t(yy

)t(x

)t(xx
:)T(

0

0

0

0

&&

−
=

−
, 

 

ecuaţia tangentei în M0 la curba (Γ). Dacă se notează: 
 

)t(y

)t(y)t(y

)t(x

)t(x)t(x
)t(

0

0

0

0

&&

−
−

−
=φ , 
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se verifică uşor că: 
 

φ(t0) = φ’(t0) = 0.              � 
Exemplul 1.3. Se consideră curbele plane: 
 

(Γ1) :  y = ex,  

(Γ2) :  
2

x
x1y

2

++= . 
 

a) Să se afle ordinul contactului lor în punctul comun. 
b) Să se calculeze curbura lor în acel punct. 
 

Soluţie: a) Fie funcţia: 
 

1x
2

x
e)x(E

2
x −−−= . 

 

Zeroul funcţiei E(x), adică abscisa punctului de intersecţie a curbelor (Γ1) şi (Γ2) este 
x = 0. Se poate cu uşurinţă verifica unicitatea acestei soluţii. Rezultă că punctul comun are 
coordonatele (0, 1). 

Se calculează: 
 

0 )1xe( )x('E 0x
x

0x =−−= == , 

0 )1e( )x(''E 0x
x

0x =−= == , 

01 e )x('''E 0x
x

0x ≠== == . 
 

Rezultă că cele două curbe au în punctul comun un contact de ordinul 2, adică trei 
puncte confundate. 

 

b) În punctul comun, curburile celor două curbe sunt egale, deoarece ordinul 
contactului în acest punct este 2, deci ele admit acelaşi cerc osculator. 

 

[ ]
2/3

2/3

0x

2/32x

x

2
2

1

)'e(1

')'e(
K −

=

==
+

= .         � 

 
 

§§11..88..  CCeerrccuull  oossccuullaattoorr  aall  uunneeii  ccuurrbbee  ppllaannee    
 

 Fie curba plană (Γ) de clasă k, k ≥ 2. Se studiază în continuare existenţa unui cerc al 
cărui contact cu (Γ) în punctul ordinar M0 ∈ (Γ) să fie de cel puţin ordinul 2. 
 

Definiţia 1.24. Se numeşte cerc osculator al unei curbe plane într-un punct ordinar, 
cercul care are cu curba în punctul ordinar un contact de cel puţin ordinul 2. 

 

În scopul studierii existenţei cercului osculator, fie curba (Γ) dată în reprezentare 
parametrică: 
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 t,tt ,)t(yy

),t(xx
 :
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şi M0 ∈ (Γ) un punct ordinar, corespunzător la t = t0. Se caută ecuaţia cercului sub formă 
implicită: 

 

  (C) :  (x - α)2 + (y - β)2 - R2 = 0, 
 

unde (α, β) - coordonatele centrului cercului şi R - raza cercului, se determină din condiţiile 
de contact. În conformitate cu teorema 1.4 în care: 

 

  [ ] [ ] 222 R)t(y)t(x)t( −β−+α−=φ , 
 

[ ] [ ]{ }(t)y )t(y(t)x )t(x 2)t(' && β−+α−=φ , 
 

[ ] [ ]{ })t(y)t(x(t)y )t(y(t)x )t(x 2)t('' 22
&&&&&& ++β−+α−=φ , 

 

condiţiile de contact de cel puţin ordinul 2 între (Γ) şi (C) în M0(t0) sunt: 
 

φ(t0) = φ’(t0) = φ’’(t0) = 0. 
 

 Rezultă că α, β, R sunt soluţiile sistemului de ecuaţii: 
 

  










+−=β−+α−

=β−+α−

=−β−+α−

, )yx(y)y(x)x(

,0y)y(x)x(

,0R)y()x(

2
0

2
00000

0000

22
0

2
0

&&&&&&

&&  

unde: 
x0 = x(t0),  y0 = y(t0), )t(xx 00 && = , )t(yy 00 && = , )t(xx 00 &&&& = , )t(yy 00 &&&& = . 

 

 Dacă se consideră necunoscutele (x0 - α), (y0 - β) în sistemul format de ultimele două 
ecuaţii de mai sus, în ipoteza: 

 

  0
yx

yx

00

00
=

&&&&

&&
, 

 

prin regula lui Cramer se obţine: 
 

  
( )
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2
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2
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0 yxyx

yxy
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&&&
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+
=α− , 

( )
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2
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2
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de unde se deduc pentru coordonatele centrului cercului osculator expresiile: 
 

  
( )

0000

2
0

2
00

0 yxyx

yxy
x

&&&&&&

&&&

−

+
−=α , 

( )
0000

2
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2
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+
+=β . 

 

Pentru a afla raza cercului, se înlocuiesc valorile pentru (x0 - α) şi (y0 - β) în 
ecuaţia φ(t0) = 0 şi se obţine: 
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2/32
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yxyx
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&&&&&&
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+
=  . 

Dacă curba plană (Γ) este dată în reprezentare explicită: 
 

  ( ) )x(fy: =Γ ,  x ∈ (x1, x2) ⊆ R , 
 

atunci prin trecerea la reprezentarea parametrică: 
 

( )




⊆∈=

=
Γ

,  ) t,(t   t,)t(fy

,tx
:

21 R
 

 

se obţine: 
 

  1x =& ,   0x =&& ,   'fy =& ,   ''fy =&& ,   t0 = x0, 
 

şi deci coordonatele centrului cercului osculator şi raza cercului osculator, într-un punct 
ordinar M0(x0) ∈ (Γ) la curba dată în reprezentare explicită, sunt date de: 

 

  
( )

0

2
00

0
''y

'y1'y
x

+
−=α , 

( )
0

2
0

0
''y

'y1
  y

+
+=β ,  
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''y

'y1
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Pentru a răspunde complet la problema existenţei cercului osculator, trebuie cercetat 
cazul: 
 

0
yx

yx

00

00
=

&&&&

&&
, 

 

sau pentru reprezentarea explicită (Γ) : y = y(x), x ∈ (x1, x2) ⊆ R , ecuaţia echivalentă: 
 

0
''y0

'y1
= , 

 

care conduce la ecuaţia diferenţială: 
 

y’’ = 0, 
 

de unde prin integrare, se obţine: 
 

y = c1x + c2, 
 

adică ecuaţia unei familii de drepte. S-a demonstrat astfel: 
 

Teorema 1.6. Orice curbă plană, de clasă cel puţin 2 în vecinătatea unui punct ordinar 
al ei, admite un cerc osculator şi numai unul în acel punct, care are coordonatele centrului şi 
raza date de expresiile: 
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pentru cazul în care curba este dată în reprezentare parametrică: 
 

( )
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sau: 

  
( )
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2
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''y
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pentru cazul în care curba este dată în reprezentare explicită: 
 

( ) )x(fy: =Γ ,  x ∈ (x1, x2) ⊆ R . 

 
Definiţia 1.25. Punctul M0(t0) ∈ (Γ) se numeşte punct de inflexiune al curbei (Γ) dacă 

în el se verifică condiţia: 
 

0
yx

yx

00

00
=

&&&&

&&
. 

 
Observaţia 1.5. Se remarcă deci, că în punctele dreptelor, în punctele unui arc - 

segment de dreaptă - al unei curbe, în punctele de inflexiune ale unei curbe, nu se poate 
ataşa cerc osculator. 

 

 
Exemplul 1.4. Să se determine ecuaţia cercului osculator la elipsă în punctul de 

intersecţie al acesteia cu semiaxa pozitivă a absciselor. 
 
Soluţie: Punctul considerat este A(a, 0), iar ecuaţiile parametrice ale elipsei sunt: 
 





=

=

sin t. b y 

 t,cos ax
  : )E(  

 

Punctul A corespunde valorii t = 0. 
Coordonatele centrului cercului osculator sunt: 
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sau: 
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Raza cercului osculator este: 
 

[ ]
a

b

ab

)b(

0t
 

)t(y)t(x)t(y)t(x

)t(y)t(x
R

22/322/32
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&&&&&&

&&
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Ecuaţia cercului osculator căutat este: 
 

(C) :  
2

4
2

222

a

b
y

a

ba
x =+







 −
− .           � 

  
  
§§11..99..  PPuunnccttee  mmuullttiippllee  aallee  uunneeii  ccuurrbbee  ppllaannee    

 
Definiţia 1.26. Se spune că M0 este un punct multiplu de ordinul p al curbei plane (Γ) 

de clasă k, k ≥ p, dacă prin M0 curba trece de p ori. 
 

Observaţia 1.6. Dacă p = 2, punctul M0 este un punct dublu al curbei (Γ) (fig. 1.26), 
dacă p = 3, punctul M0 este un punct triplu (fig. 1.27). 

 

 

   
 

Fig. 1.26.    Fig. 1.27. 
 
Teorema 1.7. Fie curba plană (Γ), de clasă k, k ∈ *

N , dată în reprezentare implicită: 
 

(Γ) :  F(x, y) = 0,   (x, y) ∈ D 2
R⊆  

 

şi M0 ∈ (Γ). Dacă M0(x0, y0) este un punct multiplu de ordinul p, p ≤ k al curbei plane (Γ), 
atunci în M0 se anulează toate derivatele parţiale până la şi inclusiv ordinul p-1, fără a se 
anula şi toate derivatele parţiale de ordinul p: 
 

  ( ) 0y,x  
y   x 

F
00sr

m

=
∂∂

∂
,  (∀) (r, s) astfel încât r + s = m, m ∈{0, 1, ..., p-1} 

şi 

  ( ) 0y,x  
y   x 

F
00sr

p

≠
∂∂

∂
,  pentru cel puţin o pereche (r, s) cu proprietatea r + s = p. 

M0 

M 

(Γ) p = 2 

M0 

(Γ) 

p = 3 
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Demonstraţie. Se consideră M0(x0, y0) un punct multiplu de ordinul p, p ≤ k, al curbei 
(Γ) dată în reprezentare implicită: 

 

 (Γ) : F(x, y) = 0,    (x, y) ∈ D 2
R⊆  

 

şi fie (d) o dreaptă ce trece prin M0, de direcţie )m ,l( v , deci a cărei reprezentare 
parametrică este: 

 

( )




∈+=

+=

,    t t,myy

 t,lxx
:d

0

0

 R
 

 

punctul M0 se obţine pentru valoarea zero a parametrului t (fig. 1.28). 

Intersecţia dintre curba plană (Γ) şi dreapta (d) revine la rezolvarea sistemului: 
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care este echivalent cu sistemul: 
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ultima ecuaţie a acestui sistem este ecuaţia care determină valorile parametrului t 
corespunzătoare punctelor de intersecţie. 
 Dacă se aplică formula lui Taylor pentru funcţii de două variabile, din ultima ecuaţie a 
sistemului se obţine: 
 

( ) ( ) ( ) ++++++++ ...F' mF' l 
! 3

t
F' mF' l 

! 2

t
F' mF' l 

! 1

t
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0y0x00  
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t )p(
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=+++ , 

 

unde: 
 

)y,x(
x

F
'F 000x

∂

∂
= ,     )y,x(

y

F
'F 000y

∂

∂
= ,     )y,x(

yx

F
''F 00

2

0y0x
∂∂

∂
= ,  etc. 

 
Dacă M0 este un punct multiplu de ordinul p, această ecuaţie în t trebuie să aibă pe t = 0 ca 

rădăcină multiplă de ordinul p, ceea ce implică condiţiile enunţate.   
  � 

 
Observaţia 1.7. Deoarece pentru orice punct multiplu de ordinul p, p ≥ 2 au loc 

condiţiile: 

M0 (d) 

(Γ) 

Fig. 1.28. 
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 F’x(x0, y0) = 0, F’y(x0, y0) = 0, 
 

rezultă că el este un punct singular al curbei (Γ). 
 

Teorema 1.8. Se consideră o curbă plană (Γ), de clasă k, k ∈ *
N , dată în reprezentare 

implicită: 
 

(Γ) : F(x, y) = 0,  (x, y) ∈ D 2
R⊆  

 

şi fie M0(x0, y0) un punct dublu al curbei (Γ). Atunci pantele tangentelor la cele două ramuri 
ale curbei plane (Γ), care trec prin el sunt date de relaţia: 
 

  0''Fm''F 2m''F 2
000

2
0 xyx

2

y
=++ . 

 
Demonstraţie. Panta tangentei într-un punct dublu M0(x0, y0) la curba plană (Γ) este 

dată de formula: 
 

  
0

0

y

x
0 'F

'F
 'ym −==   

(expresia este o nedeterminare de tip 
0

0
 în cazul punctului dublu M0). 

Se ridică nedeterminarea, dacă se aplică regula lui l’Hôspital: 
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 , 

 

de unde rezultă relaţia enunţată.              � 
 
 
Observaţia 1.8. Realizantul ecuaţiei de gradul doi în m este: 
 

 2
0y2

0x

2

0y0x ''F ''F ''F' −=∆ ,    (∆ = 4 ∆’). 

 

În funcţie de semnul lui ∆’ se disting trei cazuri în ceea ce priveşte natura punctelor duble: 
1° Dacă ∆’ > 0, se obţin m1 ≠ m2 (reale). În acest caz, în punctul dublu există două 

tangente reale şi distincte. Punctul dublu M0 este un nod (fig. 1.29). 
 

2° Dacă ∆’ = 0, se obţin m1 = m2 (reale). În acest caz, în punctul dublu există două 
tangente reale confundate. Punctul dublu M0 este un punct de întoarcere (de primă speţă - 
fig. 1.30; de a doua speţă - fig. 1.31; de contact (tacnod) - fig. 1.32). 

 

3° Dacă ∆’ < 0, se obţin m1, m2 imaginare. În acest caz, în punctul dublu nu se pot duce 
tangente reale la curbă. Dacă se ţine cont de definiţia 1.14, rezultă că nu există puncte pe 
curbă într-o vecinătate, suficient de mică a punctului dublu. Punctul M0 este un punct izolat 
(fig. 1.33). 

� 
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Observaţia 1.9. Dacă p = 3, (M0 punct triplu), membrul doi al relaţiei: 
 

0yyx

0yxx
0 'y''F ''F

'y''F ''F
 'y

2
000

00
2
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+

+
−= , 

 

este tot o nedeterminare de tip 
0

0
, care ridicată din nou cu regula lui l’Hôspital va 

conduce la implicaţii de natură algebrică; ş.a.m.d.           � 
 
 

Exemplul 1.5. Să se studieze punctele singulare ale curbei: 
 

(Γ) :  y2 – (x – a)2 (x – b) = 0,   a, b ≠ 0  
 

şi să se scrie ecuaţiile tangentelor corespunzătoare lor. 
 

Soluţie: Se notează F(x, y) = y2 – (x – a)2 (x – b). Punctele singulare ale curbei de ecuaţie 
F(x, y) = 0 se află printre soluţiile sistemului: 
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(Γ) M0 

Fig. 1.29. 

(T2) 

(T1) 

 

M0 

Fig. 1.30. 

(Γ) 

Fig. 1.31. 

M0 

(Γ) 
 

Fig. 1.32. 

M0 

(Γ) 

(T1) = (T2) 

Fig. 1.33. 

M0 (Γ) 
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Soluţia sistemului anterior este: 
 





=

=

.0y

,ax
 

 

Se obţine punctul A(a, 0). Derivatele parţiale de ordinul doi ale funcţiei F(x, y) sunt: 
 

)a 2bx 3(2''F 2x
−−−= ,     0''F xy = ,     2''F 2y

= , 

 

şi calculate în A(a, 0) ele sunt: 
 

)a b(2''F 2
0x

−= ,     0''F
0y0x = ,     2''F 2

0y
= , 

 

deci discriminantul ∆’ = 4 (a – b). 
 
1° Dacă a > b, atunci ∆ > 0 şi punctul A este nod.  
Din ecuaţia: 
 

( ) 0 ''F''F m 2''Fm 2
0x0y0x2

0y

2 =







++







 , 

adică: 
  2 m2 – 2 (a – b) = 0, 

 

rezultă bam 2,1 −±=  şi ecuaţiile tangentelor la curba plană (Γ) în punctul A sunt: 
 

  (T1, 2) :  )ax(  bay −−±= . 
 
2° Dacă a = b, atunci ∆ = 0 şi punctul A este de întoarcere, iar ecuaţia tangentei devine: 
 

  (T) :  y = 0. 
 
3° Dacă a < b, atunci ∆ < 0 şi punctul A este punct izolat.         � 
 
 
Exemplul 1.6. Să se studieze punctele singulare ale curbei: 
 

(Γ) :  x4 + 2 ax2y – ay3 = 0  
 

şi să se scrie ecuaţiile tangentelor corespunzătoare lor. 
 
Soluţie: Sistemul algebric: 
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este verificat în originea O(0,0) a sistemului cartezian. Se constată uşor că acest punct 

anulează şi toate derivatele parţiale de ordinul doi, dar 0'''F
0y2x

≠ , deci O este un punct 

triplu. Pentru a determina pantele tangentelor în punctul triplu O se continuă procedeul de 

eliminare a nedeterminării de tip 
0

0
 şi au loc succesiv relaţiile: 
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Deci ecuaţia pantelor tangentelor se scrie: 
 

2am 6  a 4

m  a 4  2
m

−

⋅⋅
−= , 

 

cu soluţiile m1 = 0, 2m 3,2 ±= . Tangentele corespunzătoare au ecuaţiile: 

 

(T1) :  y = 0,     (T2) : 2xy = ,     (T3) :  2xy −= .     � 
 
 
 

§§11..1100..  ÎÎnnffăăşşuurrăăttooaarreeaa  uunneeii  ffaammiilliiii  ddee  ccuurrbbee  ppllaannee    
 

Definiţia 1.27. Se numeşte familie de curbe plane mulţimea curbelor ( )
R  ∈ααΓ , în care 

fiecare curbă din familie să fie perfect determinată de valoarea respectivă a parametrului α. 
 

Definiţia 1.28. Fie familia de curbe plane ( )
R  ∈ααΓ , date în reprezentare implicită: 

 

 (Γα) : F(x, y, α) = 0,   (x, y) ∈ D 2
R⊆ ,   α ∈ R , 

 

de clasă k, k ≥ 1, astfel încât funcţia F să fie diferenţiabilă  
şi în raport cu α. 
 
 Se consideră două curbe vecine (Γα) şi (Γα+∆α), unde: 

 

 (Γα+∆α) : F(x, y, α+∆α) = 0, 
 

care se intersectează în punctul M (fig. 1.34). 

Dacă ∆α → 0, curba (Γα+∆α) tinde către curba (Γα), iar punctul M ia o poziţie limită Cα 
pe curba (Γα). 

Punctul Cα, care este punctul de intersecţie a două curbe infinit vecine, se numeşte 
punct caracteristic al curbei (Γα). 

Prin urmare, fiecare curbă din familia ( )
R  ∈ααΓ  are un punct caracteristic. 

 

Fig. 1.34. 

M 

(Γα+∆α) 

(Γα) 

Cd 
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Definiţia 1.29. Se numeşte înfăşurătoare a familiei de curbe plane ( )
R  ∈ααΓ , locul 

geometric al punctelor caracteristice Cα, ale curbelor din familie. 
 
Teorema 1.9. Înfăşurătoarea unei familii de curbe plane ( )

R  ∈ααΓ , date în reprezentare 

implicită: 
 

(Γα) : F(x, y, α) = 0,   (x, y) ∈ D 2
R⊆ ,   α ∈ R ,  

 

se obţine, dacă există, prin eliminarea parametrului α între ecuaţia dată şi ecuaţia obţinută 

prin anularea derivatei parţiale în raport cu membrul întâi al acesteia: 0
F

=
α∂

∂
. 

 
Demonstraţie. Sistemul care dă coordonatele punctului M: 
 





=α∆+α

=α

,0) y, ,x(F

,0) y, ,x(F
 

 

este echivalent cu sistemul: 
 








=
α∆

α−α∆+α

=α

,0
) y, ,x(F) y, ,x(F

,0) y, ,x(F
 

 

deoarece şi acesta rezolvat în raport cu x şi y dă tot coordonatele punctului M. 
 

Dacă ∆α → 0, punctul M tinde către punctul caracteristic Cα pe curba (Γα). În acest 
caz sistemul devine: 

 








=
α∆

α−α∆+α

=α

→α∆
,0

) y, ,x(F) y, ,x(F
 lim

,0) y, ,x(F

0

 

adică: 








=
α∂

∂

=α

�                                                                                                                .0
F

,0) y, ,x(F

 
 

Observaţia 1.10. Dacă eliminarea lui α întâmpină dificultăţi de calcul, se rezolvă în 
raport cu x şi y aceste două ecuaţii şi se obţine: 

 

 (I) :  




α=

α=

),(yy

),(xx
 

 

relaţii care reprezintă ecuaţiile parametrice ale înfăşurătoarei. 
 



Geometrie diferenţială 42 

Teorema 1.10. Înfăşurătoarea unei familii de curbe plane şi o curbă din familie au 
aceeaşi tangentă în punctul de contact, care este punctul caracteristic. 

 

Demonstraţie. Fie curba (Γα) tangentă la curba (I) - înfăşurătoarea familiei ( )
R  ∈ααΓ , 

în punctul caracteristic Cα (fig. 1.35). 
Deoarece ecuaţia curbei (Γα) este: 
 

(Γα) : F(x, y, α) = 0,   (x, y) ∈ D 2
R⊆ ,  

 

ecuaţia tangentei în Cα la (Γα) este: 
 

  0
y

F
 )yY(

x

F
 )xX(:)T( 1 =

∂

∂
−+

∂

∂
− . 

 

Pentru a obţine reprezentarea implicită a curbei înfăşurătoare (I) se poate proceda în 
felul următor: se calculează din F’α(x, y, α) = 0 α în funcţie de x şi y, adică: 

 

 α = α(x, y) 
 

şi se înlocuieşte în ecuaţia F(x, y, α) = 0. Se elimină astfel parametrul α. Se obţine ecuaţia 
implicită a înfăşurătoarei: 

 

  ( ) 0)y ,x( ,y ,xF:)I( =α . 
 

 Tangenta la curba (I) în Cα are ecuaţia: 
 

  0
y

    
F

y

F
  )yY( 

x
    

F

x

F
  )xX(:)T( 2 =









∂

α∂
⋅

α∂

∂
+

∂

∂
−+









∂

α∂
⋅

α∂

∂
+

∂

∂
− , 

 

 (derivatele s-au calculat după regula derivării unei funcţii compuse). 
 Cum în punctul caracteristic are loc: 

 

  0
F

=
α∂

∂
, 

 

ecuaţia tangentei la curba înfăşurătoare (I) devine: 
 

  0
y

F
  )yY( 

x

F
  )xX(:)T( 2 =

∂

∂
−+

∂

∂
− , 

 

ceea ce dovedeşte afirmaţia.           � 
 
 

Observaţia 1.11. Din teorema precedentă rezultă că înfăşurătoarea este tangentă la 
toate curbele din familie. 
 

Teorema 1.11. Prin eliminarea parametrului α între ecuaţiile: 
 





=α

=α

α ,0) y, ,x('F

,0) y, ,x(F
 

 

Fig. 1.25. 

(I) (Γα) 
Cα 

(T) 
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se obţine ca soluţie singulară şi locul punctelor multiple ale curbelor (Γα) : F(x, y, α) = 0,   
(x, y) ∈ D 2

R⊆ ,  dacă acestea există. 
 

Demonstraţie. Se presupune că curbele din familia ( )
R  ∈ααΓ , date în reprezentare 

implicită: 
 

 (Γα) : F(x, y, α) = 0,   (x, y) ∈ D 2
R⊆ ,    α ∈ R ,  

 

admit puncte multiple, fie acestea S1, S2, ... (fig. 1.36). În fiecare punct multiplu au loc 
relaţiile: 

 















=
∂

∂

=
∂

∂

=α

.0
y

F

,0
x

F

,0) y, ,x(F

 

 

 

Curba obţinută prin eliminarea lui α între ecuaţiile: 
 

 




=α

=α

α ,0) y, ,x('F

,0) y, ,x(F
 

 

se poate scrie în reprezentare parametrică sub forma: 
 

 




α=

α=

).(yy

),(xx
  

 

 Prin înlocuirea acestor valori în F(x, y, α) = 0 se obţine o funcţie compusă de argument 
α, identic nulă. Dacă se derivează în raport cu α, se obţine: 

 

  0
F

  
y

  
y

F
  

x
  

x

F
=

α∂

∂
+

α∂

∂
⋅

∂

∂
+

α∂

∂
⋅

∂

∂
. 

 

 Deoarece în punctele singulare au loc relaţiile: 
 










=
∂

∂

=
∂

∂

,0
y

F

,0
x

F

 

rezultă: 

  0
F

=
α∂

∂
. 

 

 Aşadar, punctele singulare verifică atât ecuaţia: 
 

  F(x, y, α) = 0, 

Fig. 1.36. 

S1 S2 

S3 

(S) 

(I) 

(Γα) 
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cât şi ecuaţia: 
 

  0
F

=
α∂

∂
, 

 

adică ele se află pe curba obţinută prin eliminarea lui α între ecuaţiile: 
 

  







=α
α∂

∂

=α

.0) y, ,x( 
F

,0) y, ,x(F
 

 

 În concluzie, dacă se elimină α între relaţiile de mai sus, se obţine atât înfăşurătoarea 
(I), cât şi locul punctelor multiple, (S), dacă ele există.   

 � 
 

Teorema 1.12. Înfăşurătoarea unei familii de curbe plane, ce depinde de doi parametri 
legaţi între ei printr-o relaţie ϕ(α, β) = 0: 

 

 (Γα, β) : F(x, y, α, β) = 0, ϕ(α, β) = 0, α, β ∈ R ,  
 

se obţine prin eliminarea celor doi parametri α, β între ecuaţiile: 
 













 

.0
) ,( D

) ,F( D

,0) ,( 

,0) , y, ,x(F

=
βα

ϕ

=βαϕ

=βα

 

 Demonstraţie. Ecuaţia: 
 

  ϕ(α, β) = 0, 
 

determină pe β ca funcţie implicită de α, adică: 
 

β = β(α). 
 

 Dacă se înlocuieşte în ecuaţia familiei (Γα, β)α,β, se obţine: 
 

  ( ) 0)( , y, x,F =αβα . 
 

 Prin derivarea acestei funcţii în raport cu α, se obţine: 
 

  0
d

d
  

F
 

F
=

α

β
⋅

β∂

∂
+

α∂

∂
. 

 
 Pe de altă parte, se obţine: 

 

0
d

d
   =

α

β
⋅

β∂

ϕ∂
+

α∂

ϕ∂
. 
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 Dacă se elimină 
α

β

d

d
, rezultă: 

 

  ,0

FF

=

β∂

ϕ∂

α∂

ϕ∂
β∂

∂

α∂

∂

 

 

care se poate scrie: 
 

  0
) ,( D

) ,F( D
=

βα

ϕ
. 

 

Deoarece α şi β verifică şi ecuaţiile: 
 

  F(x, y, α, β) = 0, 

  ϕ (α, β) = 0, 
 

rezultă că înfăşurătoarea familiei (Γα, β)α,β, se obţine prin eliminarea parametrilor α şi β între 
aceste trei ecuaţii.               

  � 
 
 

Exemplul 1.7. Să se determine înfăşurătoarea familiei de cercuri cu centrele pe o 
hiperbolă echilateră şi care trec prin origine. 

 
Soluţie: Ecuaţia implicită a unei hiperbole echilatere este de forma: 
 

(H) :  xy – a = 0. 
 

Punctul curent al hiperbolei are coordonatele 








t

a
 ,tM , t ≠ 0. 

Ecuaţiile cercurilor cu centrul în M şi care trec prin origine sunt de forma: 
 

F(x, y, t) ≡ 0
t

a
t

t

a
y)tx(

2

2
2

2
2 =−−








−+− , t ≠ 0, 

sau: 

F(x, y, t) ≡ 0y
t

a
2tx2yx 22 =−−+ , t ≠ 0. 

 

Ecuaţia înfăşurătoarei se obţine prin eliminarea parametrului t între ecuaţiile 
sistemului: 

 





=

=

,0)t ,y ,x('F

,0)t,y,x(F

t

          adică:         










⋅=+−

=−−+

. t     0
t

y a
 2 x2

,0y
t

a
 2x t 2yx

2

22
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Dacă se adună ecuaţiile sistemului de mai sus, după ce în prealabil a doua ecuaţie a 
fost amplificată cu t, se obţine: 

 

 x4

yx
t

22 +
= . 

 

După înlocuirea lui t într-una din ecuaţiile sistemului, rezultă ecuaţia implicită a 
înfăşurătoarei: 

 

  (I) :  (x2 + y2)2 – 16 a xy = 0. 
  � 

  

  
§§11..1111..  EEvvoolluuttaa  ((ddeessffăăşşuurraattaa))  uunneeii  ccuurrbbee  ppllaannee    

 
 Dacă se consideră o curbă plană, tangentele la ea constituie o familie de drepte, care 
depind de un parametru (parametrul curbei), a cărei înfăşurătoare este curba dată (fig. 1.37).  

Evident, că şi normalele unei curbe plane constituie o familie de drepte, care depind de 
un parametru şi anume parametrul ales pe curbă. 

 
Definiţia 1.30. Se numeşte evolută sau desfăşurată a unei curbe plane, înfăşurătoarea 

normalelor ei (fig. 1.38). 
 
 

     
 
 

Observaţia 1.12. Tangentele la evoluta (E) sunt normale la curba dată (Γ). 
  

Teorema 1.13. Fie o curbă plană (Γ) de clasă k, k ∈ *
N , k ≥ 2, dată în reprezentare 

parametrică: 
 





⊆∈=

=
Γ

.) t,(t   t),t(yy

),t(xx
:)(

21 R
 

 

Atunci evoluta ei este o curbă plană (E), definită analitic prin relaţiile: 

M2 
(N3) 

(N2) 
(N1) 

(N) 

 (E) 

(T) 

   (T3) 

  (T2) 

(T1) 

M3 

M1 

(Γ) 

Fig. 1.37. 

(T) 

(Γ) Fig. 1.38. 
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(E) :  

( )

( )












−

+
+=

−

+
−=

.
)t(y )t(x)t(y )t(x

)t(y)t(x )t(x
)t(yY

,
)t(y )t(x)t(y )t(x

)t(y)t(x )t(y
)t(xX

22

22

&&&&&&

&&&

&&&&&&

&&&

 

 
Demonstraţie. Într-un punct curent, ordinar, ( )y(t) ),t(xM  al curbei plane (Γ), normala 

(N) este dată analitic prin ecuaţia: 
 

 [ ] [ ] 0)t(y )t(yY)t(x )t(xX:)N( =−+− && , 
 

adică o ecuaţie de forma: 
 

  F(X, Y, t) = 0,   R⊆∈ ) t,(tt 21 , 
 

deci ecuaţia unei familii de drepte care depinde de parametrul t. 
 Pentru a determina evoluta (E) trebuie eliminat parametrul t (pentru determinarea 
ecuaţiei implicite a evolutei), sau trebuie explicitate X şi Y funcţie de t (pentru determinarea 
reprezentării parametrice a evolutei), între ecuaţiile: 
 

  




=

=

,0) tY, X,('F

,0) tY, X,(F

t

 

unde:  
[ ] [ ] ).t(y)t(x )t(y )t(yY)t(x )t(xX'F 22

t &&&&&& −−−+−=  

 
În ipoteza: 

 

,0
)t(y)t(x

)t(y)t(x
≠

&&&&

&&
  

 

se poate rezolva cu ajutorul formulelor lui Cramer sistemul: 
 

  
[ ] [ ]

[ ] [ ]



+=−+−

=−+−

),t(y)t(x)t(y )t(yY)t(x )t(xX

,0)t(y )t(yY)t(x )t(xX
22
&&&&&&

&&

 

 

în necunoscutele X – x(t), Y – y(t) şi se obţine soluţia unică: 
 

  

( )

( )












−

+
+=

−

+
−=

,
(t)y )t(x(t)y )t(x

)t(y)t(x )t(x
  )t(yY

,
(t)y )t(x(t)y )t(x

)t(y)t(x )t(y
  )t(xX

:)E(
22

22

&&&&&&

&&&

&&&&&&

&&&

 

 

ecuaţii ce constituie reprezentarea parametrică a evolutei curbei (Γ) date.    
     � 
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Observaţia 1.13. Coordonatele X şi Y ale punctului curent de pe evolută, 
corespunzător punctului ( )y(t) ),t(xM  de pe curba (Γ), au aceleaşi expresii ca cele ale 
centrului cercului osculator. Se obţine astfel: 

 

Teorema 1.14. Evoluta unei curbe plane este locul geometric al centrelor cercurilor 
osculatoare ale curbei date. 
 

Exemplul 1.8. Să se determine evoluta elipsei. 
 

Soluţie: Dacă se consideră elipsa în reprezentare analitică implicită: 
 

(Γ) :  01
b

y

a

x
2

2

2

2

=−+ , 

 

înfăşurătoarea normalelor (evoluta) are ecuaţiile parametrice: 
 

  (E) :  










α−=

α=

, sin 
b

c
y

, cos 
a

c
x

3
2

3
2

,     (c2 = a2 – b2), 

 

sau după eliminarea parametrului α se obţine ecuaţia implicită a evolutei: 
 

  (E) :  3

2
23

2

3

2

)c()by()ax( =+ .  
 

Aşadar, evoluta elipsei este o astroidă.            � 
 
 
 

§§11..1122..  EEvvoollvveennttaa  ((ddeessffăăşşuurrăăttooaarreeaa))  uunneeii  ccuurrbbee  ppllaannee    

 
Definiţia 1.31. Se numeşte evolventă sau desfăşurătoare a unei curbe plane, curba 

plană perpendiculară pe tangentele curbei date. 
 

Observaţia 1.14. Din definiţia 1.31 rezultă că evolventa unei curbe plane (Γ) este 
curba plană, a cărei evolută este curba (Γ). 

 

Observaţia 1.15. Există o infinitate de evolvente (desfăşurătoare) (D), (D’), (D’’), ... ale 
curbei plane (Γ), toate perpendiculare pe tangentele curbei (Γ), deci (D), (D’), (D’’), ... sunt 
paralele între ele, adică în puncte corespunzătoare tangentele la ele sunt paralele (fig. 1.39). 

 

Observaţia 1.16. Nu există metode generale simple pentru determinarea ecuaţiei 
evolventei unei curbe oarecare, însă ea se poate construi prin metode mecanice. 

 

Teorema 1.15. Diferenţa razelor de curbură în două puncte ale evolventei este egală cu 
lungimea arcului corespunzător pe curba dată. 
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Demonstraţie. Fie curba plană (Γ) dată în reprezentare naturală: 
 

( )




=

=
Γ

.naturalparametru  s   , )s(yy

, )s(xx
:

 

Fie M ∈ (Γ) şi P punctul în care 
evolventa (D) întâlneşte tangenta în M la (Γ) 
(fig. 1.40). Dacă se notează cu R raza de 
curbură MP, cu α unghiul format de tangenta 
(T) cu axa (Ox) se obţin coordonatele X şi Y 
ale punctului P exprimate prin: 
 

  




α+=

α+=

.sin  RyY

, cos RxX
 

 

Din demonstraţia teoremei 1.2 se obţine: 
 

  1
s

yx

ds

dy

ds

dx
2

2222

=
+

=







+








&

&&
, 

 

rezultă că 
ds

dx
, 

ds

dy
 sunt cosinuşii directori ai tangentei (T): 

 










α=

α=

.sin 
ds

dy

, cos
ds

dx

 

 

Atunci se obţin pentru X şi Y expresiile: 
 










+=

+=

.
ds

dy
 RyY

,
ds

dx
 RxX

 

 

 Tangenta (T’) în P la evolventa (D) are parametrii directori 
ds

dX
, 

ds

dY
 şi cum ea este 

perpendiculară pe tangenta (T), rezultă că există relaţia: 
 

  0
ds

dy
  

ds

dY

ds

dx
  

ds

dX
=⋅+⋅ , 

 

relaţie care devine, dacă se ţine cont de expresiile X şi Y: 
 

  0
ds

dy
 

ds

yd
 R

ds

dy
  

ds

dR

ds

dy

ds

dx
 

ds

xd
 R

ds

dx
  

ds

dR

ds

dx
2

2

2

2

=







+⋅++








+⋅+ , 

 

x 

  y 
P(X, Y) 

O 

 (D) 

α 

  (T) 

   (T’) 

M0 

M(x, y) (Γ) 

Fig. 1.40. 

α 

M2 
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(D) 

   (T3) 

  (T2) 

(T1) 

M3 

M1 
(Γ) 

Fig. 1.39. 
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sau prin gruparea termenilor: 
 

0
ds

yd
  

ds

dy

ds

xd
  

ds

dx
 R

ds

dy

ds

dx
 

ds

dR

ds

dy

ds

dx
2

2

2

22222

=







⋅+⋅+




















+








+



















+








, 

 

sau încă: 
 

  0
ds

yd
  

ds

dy

ds

xd
  

ds

dx
 R

ds

dR
1  

ds

dy

ds

dx
2

2

2

222

=







⋅+⋅+








+⋅




















+








. 

 
 Prin derivarea relaţiei: 
 

1
ds

dy

ds

dx
22

=







+







 , 

 

se obţine: 
 

  0
ds

yd
  

ds

dy

ds

xd
  

ds

dx
 2

2

2

2

2

=







⋅+⋅ . 

 
De unde, prin înlocuirea acestei relaţii în condiţia de ortogonalitate rezultă: 

 

  0
ds

dR
1 =+ , 

 

care integrată conduce la relaţia: 
 

  R(s) = −s + k, 
 

formulă valabilă pentru orice poziţie a punctului M ∈ (Γ), deci a lui P ∈ (D) corespunzător. 
 Fie pe curba (Γ) două puncte M1 şi M2, cărora le corespund punctele P1 şi P2 pe 
evolventa (D) (fig. 1.41), se obţine pe de o parte: 
 

 M0M1 = s1,  M0M2 = s2, 
 

iar pe de altă parte: 
 

  R1 + s1 = k, 
R2 + s2 = k, 

 

relaţii care prin scădere conduc la: 
 

  R1 – R2 = s2 – s1 = M0M2 − M0M1, 
 

adică: 
 R1 – R2 = M1M2.      

        � 

M1 

P2 

 (D) 

P1   (R1) 

(R2) 
M2 

(Γ) 

Fig. 1.41. 

M0 
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Observaţia 1.17. Teorema 1.15 conduce la următoarea construcţie mecanică a 
evolventei unei curbe plane (Γ): se întinde un fir inextensibil, de lungime k, de-a lungul 
curbei (Γ), cu începere din M0, originea arcelor. Dacă se desfăşoară firul, ţinându-l întins aşa 
încât să rămână mereu tangent la curba (Γ), extremitatea acestui fir va descrie evolventa 
(desfăşurătoarea) (D) a curbei (Γ).  

 
 

Exemplul 1.9. Se consideră lănţişorul: 
 

(Γ) : 
a

x
ch  ay = . 

 

Se cere: 
a) Să se determine lungimea arcului AM cuprins între punctul minim A şi punctul 

curent al lănţişorului M(x, y) şi să se verifice relaţia: 
 

( ) 2 
M

2
AM

2 
A yLy =+ ,    (fig. 1.42). 

 

b) Să se arate că raza de curbură R a lănţişorului într-un punct M al curbei este egală cu 
lungimea segmentului de normală, sn, cuprins între punctul M şi axa (Ox). 

c) Să se deducă ecuaţiile parametrice ale evolventei sale (fig. 1.42).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Soluţie: a) Coordonatele punctului de minim A sunt: (0, a). Atunci lungimea arcului AM 
este: 

 LAM =
a

x
sh  adx )x('y1

x

0

2
=+∫  

 

şi relaţia anunţată se verifică imediat: 
 

( ) 2 
M

222222
AM

2 
A y

a

x
 ch a

a

x
 sh aaLy ==+=+ . 

α 

α 

T(X, Y) 

O x 

y 

Q(x, Y) 

M(x, y) 

A(0, a) 

(D) 
  x – X 

  y – Y 

Fig. 1.42. 

(Γ) 
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b) Pentru curba dată au loc relaţiile: 
 

( )
a

x
cha

''y

'y1
R 2

2

3
2

=
+

= ,    
a

x
cha'y1ys 22

n =+=  , 

 

de unde se obţine egalitatea: 
 

  R = sn. 
 

c) Dacă T(X, Y) descrie evolventa (D), atunci: 
 

 
a

x
shaLMT AM == . 

 
Din triunghiul dreptunghic MTQ rezultă: 
 

TQ = MT cos α, 
în care:  

a

x
sh'ytg ==α . 

 
Prin urmare, se obţine: 
 

a

x
tha

tg1

1

a

x
shaTQ

2
=

α+
⋅=  

şi respectiv: 

a

x
th

a

x
sha

tg1

tg

a

x
shasinTMMQ

2
=

α+

α
⋅=α= . 

 

Are loc relaţia: 
 

MT2 = (x – X)2 + (y – Y)2, 
 

dar din triunghiul dreptunghic MTQ rezultă: 
 

MT2 = TQ2 + MQ2. 
 

Deci, ecuaţiile parametrice ale evolventei sunt, următoarele: 
 















−=

−=

.

a

x
ch

a

x
sh

a
a

x
chaY

,
a

x
thxX

:)D( 2  

� 
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§§11..1133..  TTeeoorreemmaa  ffuunnddaammeennttaallăă  aa  tteeoorriieeii  ccuurrbbeelloorr  ppllaannee    
 
 

Fie curba plană (Γ) de clasă k, k ∈ *
N , k ≥ 2 a cărei reprezentare naturală este: 

 

( )




=

=
Γ

natural.parametru  s    ,)s(yy

, )s(xx
:  

 

Dacă se notează cu θ unghiul format de tangenta la (Γ) în punctul M(s), cu axa (Ox) şi 
se ţine seama de relaţia: 

 

 1
ds

dy

ds

dx
22

=







+








, 

rezultă: 

  θ=  cos
ds

dx
, θ=  sin

ds

dy
.         (1.7) 

 

Atunci curbura curbei (Γ) ia o formă simplă: 
 

 
ds

d
K

θ
= . 

 

Observaţia 1.18. Din rezultatul obţinut mai sus pentru curbură, rezultă că se poate 
interpreta curbura unei curbe plane ca fiind viteza de variaţie în raport cu lungimea arcului, a 
unghiului format de tangenta la curbă cu axa (Ox). 

 
Teorema 1.16 (de existenţă pentru curbe plane). Fie funcţia continuă K = K(s), 

s ∈ [a, b] ⊂ [0, ∞), astfel încât K(s) ≥ 0 pentru orice s ∈ [a, b]. Atunci există o curbă plană 
care admite o parametrizare naturală în funcţie de s şi admite pe K(s) drept curbură. Două 
curbe care satisfac condiţiile de mai sus coincid printr-o translaţie şi o rotaţie. 

 
Demonstraţie. Dacă există două curbe plane cu proprietăţile din enunţ, prin translaţia 

eventual a uneia dintre ele se poate presupune că acestea se intersectează în s = a. De 
asemenea, dacă se roteşte eventual una dintre curbe, se poate presupune în plus, că în s = a, 
ele au aceeaşi tangentă. 

Din formula curburii: 
 

 )s(K
ds

d
=

θ
, 

se obţine: 

  ∫=θ
s 

a 
ds )s(K)s(  

 

şi prin introducerea în formulele (1.7) rezultă ecuaţiile: 
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=






=

∫ ∫

∫ ∫

,ds ds )s(K sin)s(y

,ds ds )s(K cos)s(x

s 

a 

s 

a 

s 

a 

s 

a 
 

 

care determină în mod unic curba cu proprietăţile cerute.      � 
 

  
§§11..1144..  CCllaassee  rreemmaarrccaabbiillee  ddee  ccuurrbbee  ppllaannee..  CCuurrbbee  ssppeecciiaallee    

 
 

Definiţia 1.32. Se numeşte curbă unicursală o curbă ale cărei ecuaţii parametrice 
exprimă coordonatele (x, y) ale unui punct oarecare al curbei, ca funcţii raţionale de un 
parametru t. 

 

Teorema 1.17. O curbă plană (Γ) a cărei ecuaţie implicită este: 
 

 (Γ) :  Pn(x, y) + Pn-1(x, y) = 0, 
 

unde Pp(x, y) este polinom omogen de grad p, este o curbă unicursală. 
 

 Demonstraţie. Dacă se intersectează curba (Γ) cu dreapta (d) de ecuaţie: 
 

  (d) :  y = tx, 
 

se obţine: 
 

Pn(x, tx) + Pn-1(x, tx) = 0, 
 

xn Pn(1, t) + xn-1 Pn-1(1, t) = 0. 
 

Rezultă rădăcina simplă: 
 

) t,1(P

) t,1(P
x

n

1n−−=             (1.8) 

 

şi rădăcina multiplă de ordinul (n-1), x = 0. 
Deci dreapta intersectează curba (Γ) în (n-1) puncte confundate în O(0, 0) şi în punctul 

M de coordonate: 
 

 (Γ) : 













−=

−=

−

−

.
) t,1(P

) t,1(Pt
y

,
) t,1(P

) t,1(P
x

n

1n

n

1n

,           (1.9) 

 

Când (d) se roteşte în jurul lui O, t - care este coeficientul ei unghiular - variază de la 
−∞ la +∞, iar M descrie curba (Γ). Rezultă că (1.9) sunt ecuaţiile parametrice ale curbei (Γ) 
şi cum x, y sunt funcţii raţionale t, curba este unicursală.   

� 
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Teorema 1.18. O curbă (Γ) a cărei ecuaţie în coordonate polare este de forma: 
 

 (Γ) : ρ = f(sin θ, cos θ), 
 

unde f este o funcţie raţională, este unicursală. 
 

Demonstraţie. Dacă se consideră t
2

tg =
θ

, atunci 
2t1

t2
sin

+
=θ , iar 

2

2

t1

t1
cos

+

−
=θ . 

Prin substituirea acestora în ecuaţie se obţine: 
 

 








+

−

+
=ρ

2

2

2 t1

t1
,

t1

t2
f . 

 

Rezultă coordonatele carteziene ale unui punct curent al curbei (Γ): 
 

(Γ) :  






















+

−

++
=θρ=










+

−

++

−
=θρ=

,
t1

t1
,

t1

t2
f

t1

t2
siny

,
t1

t1
,

t1

t2
f

t1

t1
cosx

2

2

22

2

2

22

2

 

 

ceea ce demonstrează că (Γ) este o curbă unicursală.          � 
 

 
Exemplul 1.10. Să se arate că următoarea cubică: 
 

(Γ) :  x3 + y3 – 3 axy = 0 (folium-ul lui Descartes) 
 

este o curbă unicursală. 
 
Soluţie: Curba (Γ) are drept polinoame omogene: 
 

P3(x, y) = x3 + y3,  P2(x, y) = – 3 axy. 
 

Rezultă: 
 

) t,1(P

) t,1(P
x

3

2−= , 
) t,1(P

) t,1(P t
y

3

2−= , 

deci: 

(Γ) :  
3t1

at 3
x

+
= ,  

3

2

t1

at 3
y

+
= , 

 

adică folium-ul lui Descartes este o curbă unicursală.         � 

 
Exemplul 1.11. Se consideră în coordonate polare, cardioida: 
 

(Γ) :  ρ = a(1 + cos θ). 
 

Să se arate că ea este o curbă unicursală. 
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Soluţie: Coordonatele carteziene ale punctului M(θ, ρ) sunt: 
 

x = ρ cos θ  şi y = ρ sin θ. 
 

Rezultă că cele ale unui punct de pe cardioidă sunt: 
 

x = a(1+ cos θ) cos θ  şi y = a(1 + cos θ) sin θ. 
 

Dacă se notează t
2

 tg =
θ

, atunci: 

 

2
2 t1

 t2

2
  tg 1

2
  tg2

 sin
+

=
θ

+

θ

=θ ,  iar 
2

2

2

2

t1

t1

2
  tg 1

2
  tg1

 cos
+

−
=

θ
+

θ
−

=θ . 

 

Prin urmare, coordonatele carteziene x, y ale unui punct curent de pe cardioidă au 
expresiile: 

 













+
=

+

−
=

,
)t1(

 ta 4
y

,
)t1(

)t1( a 2
x

22

22

2

 

 

deci cardioida este o curbă unicursală.         � 
 

 
Definiţia 1.33. Locul geometric al proiecţiilor unui punct fix I pe tangentele la o curbă 

plană dată (Γ) se numeşte podara punctului I faţă de (Γ). 
 
Teorema 1.19. Se consideră curba plană (Γ) dată în reprezentare vectorială: 
 

) t,(t  t (t), rr  :)( 21∈=Γ R⊆  
 

şi punctul I de vector de poziţie 0r  = jyix 00 +  (fig. 1.43). 
 

Atunci: 1° Reprezentarea vectorială a podarei este: 
 

( )
r

r

rrr
rR:)P(

2
0 &

&

&

⋅
⋅−

−= , 
 

unde R  este vectorul de poziţie al punctului curent al podarei. 
 

2° Reprezentarea analitică parametrică a podarei este: 
 

( ) ( )

( ) ( )












⋅
+

⋅−+⋅−
−=

⋅
+

⋅−+⋅−
−=

.y
yx

yyyxxx
yY

,x
yx

yyyxxx
xX

:)P(

22
00

22
00

&
&&

&&

&
&&

&&
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Demonstraţie. 1° Se determină vectorul de poziţie R  al proiecţiei P a punctului I pe 

vectorul tangent r&  dus într-un punct oarecare )r(M  al curbei (Γ). Are loc relaţia: 
 

rrR &λ+= . 
 

Pentru a determina pe λ se consideră vectorul: 
 

00 rrrrR −λ+=− & , 
 

perpendicular pe r& , deci: 
 

( ) 0rrrr 0 =⋅λ+− && , 
 

de unde rezultă: 
 

( )
2
0

r

rrr
&

&⋅−
−=λ . 

 

2° Dacă: 
 





⊆∈=

=
Γ

,) t,(t t y(t),y

x(t),x
  :)(

21 R
 

 

sunt ecuaţiile parametrice ale unei curbe plane (Γ), se consideră I(x0, y0). 
 Se notează P(X, Y) coordonatele proiecţiei lui I(x0, y0) pe o tangentă în M(x, y), atunci 
prin transcrierea analitică a ecuaţiei vectoriale a podarei, obţinută la 1°, rezultă relaţiile: 
 

( ) ( )

( ) ( )












⋅
+

⋅−+⋅−
−=

⋅
+

⋅−+⋅−
−=

�                                                       .y
yx

yyyxxx
yY

,x
yx

yyyxxx
xX

:)P(

22
00

22
00

&
&&

&&

&
&&

&&

 

 
Observaţia 1.19. În cazul când I(x0, y0) este chiar originea, atunci formulele precedente 

devin: 
 

 (P) :  













⋅
+

−
−=

⋅
+

−
=

.x
yx

xyyx
Y

,y
yx

xyyx
X

22

22

&
&&

&&

&
&&

&&

           

 � 
 

Exemplul 1.12. Să se determine podara elipsei în raport cu centrul său. 
 

Soluţie: Ecuaţiile parametrice ale podarei sunt: 
 

(Γ) 

(T) 

O 

M r&λ  

R  

0r  

r  

P 

I 

Fig. 1.43. 

r&  
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(P) :  













⋅
+

−+−
−=

⋅
+

−+−
−=

.y  
yx

)yy(y)xx(x
yY

,x  
yx

)yy(y)xx(x
xX

22
00

22
00

&
&&

&&

&
&&

&&

 

 

Podara elipsei: 
 





=

=

sin t, b y 

 t,cos ax
  : )E(  

 

are ecuaţiile: 
 

(P) :  










+
=

+
=

.
 tcos b t sin a

sin t ba
Y

,
 tcos b t sin a

 tcos ab
X

2222

2

2222

2

 

 
Prin eliminarea parametrului t se obţine ecuaţia implicită a podarei: 
 

   (P) :  a2X2 + b2Y2 – (X2 + Y2)2 = 0, 
 

adică podara elipsei în raport cu centrul său este lemniscata lui Booth.             � 
 
 
 

§§11..1155..  CCââtteevvaa  ccoonnssiiddeerraaţţiiii  aassuupprraa  ccuurrbbeelloorr  îînn  rreepprreezzeennttaarree  ppoollaarrăă    

 
Este binecunoscut din geometria analitică plană că în unele probleme de geometrie 

plană, mecanică şi fizică matematică în plan este util a considera sistemul de coordonate 

polare alcătuit dintr-un punct O numit pol şi dintr-o semidreaptă (Ox) care trece prin pol, 
numită axă polară. 

Poziţia unui punct M din plan este determinată când se cunosc: distanţa ρ de la punctul 
M la polul O şi unghiul θ (θ ∈ [0, 2π]), măsurat în sens trigonometric de la axa polară la 
raza vectoare OM a punctului M. 

Legătura între coordonatele carteziene x, y ale punctului M într-un reper cartezian 
ortonormat { }j ,i ,0  şi coordonatele polare ρ, θ ale aceluiaşi punct în reperul polar cu axa 
polară drept partea pozitivă a axei (Ox) este dată de formulele: 

 

 




θρ=

θρ=

,sin   x

, cos x
  









=θ

+=ρ

.
x

y
 tg

,yx 22

 

 

Din această cauză, un arc al unei curbe plane, care în orice punct al său îndeplineşte 
condiţiile de regularitate, poate fi obţinut şi ca locul geometric al punctelor din plan care 
satisfac ecuaţii de genul: 
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ρ = ρ(θ), 
sau: 

 H(ρ, θ) = 0, 
 

în care funcţiile ρ şi H satisfac condiţii de regularitate uşor de formulat. 
 Se vor face în continuare unele consideraţii simple asupra curbelor date în 
reprezentarea polară: 

ρ = ρ(θ). 

 Din relaţiile: 
 





θρ=

θρ=

,sin   x

, cos x
 

 

se obţine prin diferenţiere: 
 

 dx = cosθ dρ - ρ sinθ dθ, dy = sinθ dρ + ρ cosθ dθ, 
 

care determină pentru elementul de arc al unei curbe expresia: 
 

ds2 = dx2 + dy2 = (dρ)2 + ρ2(dθ)2 = 22
2

)(d 
d

d
θ












ρ+









θ

ρ
. 

Cu alte cuvinte, dacă AB este un arc al unei curbe plane (Γ), dată în reprezentarea polară: 
 

 (Γ) : ρ = ρ(θ), 
 

atunci pentru lungimea arcului AB se obţine formula: 
 

 LAB = ∫
θ

θ
θρ+ρ

B

A

d'22 , 








θ

ρ
=ρ

d

d
' . 

 
Teorema 1.20. Se consideră o curbă plană (Γ), reprezentată în coordonate polare prin 

ecuaţia: 
 (Γ) : ρ = ρ(θ). 

 

Atunci tangenta unghiului β format de raza vectoare cu tangenta la curbă este dată de 
formula: 

 
'

tg
ρ

ρ
=β . 

 

Demonstraţie. Fie M un punct oarecare al curbei plane (Γ) date în reprezentarea 
polară: 

(Γ) : ρ = ρ(θ). 
 

 În punctul M se duce raza vectoare OM şi tangenta (T), care formează între ele unghiul 
β (fig. 1.44). Dacă se notează cu ϕ unghiul tangentei cu axa (Ox) se obţine: 



Geometrie diferenţială  60 

ϕ = θ + β, 
sau: 

β = ϕ - θ, 

de unde: 

  ( )
dysindxcos

dxsindycos

cos

sin

dx

dy
1

cos

sin

dx

dy

tgtg1

tgtg
tgtg

θ+θ

θ−θ
=

θ

θ
⋅+

θ

θ
−

=
θ⋅ϕ+

θ−ϕ
=θ−ϕ=β . 

 
Dacă se înlocuiesc dx, dy în ultima 

egalitate, după reducerea termenilor asemenea 
se obţine: 

 

ρ

θ
ρ=β

d

d
tg , 

 

relaţie care conduce la: 
 

  

θ

ρ

ρ
=β

d

d
tg .   

� 
 

Fie M un punct al curbei plane (Γ) date în reprezentare polară: 
 

(Γ) : ρ = ρ(θ) 
 

şi o dreaptă (PP’) perpendiculară în O pe raza vectoare OM (fig. 1.45). 
Dacă se notează cu T, respectiv N, intersecţia dintre dreapta tangentă, respectiv dreapta 

normală, în punctul M la (Γ) şi dreapta (PP’), se pun în evidenţă următoarele segmente: 
segmentul tangentă polară ( )MTs

ptg = , segmentul normală polară ( )MNs
pn = , segmentul 

subtangentă polară ( )TOs
pstg =  şi segmentul subnormală polară ( )NOs

psn = . 

 Dacă se ţine cont de formula: 
 

  
'

tg
ρ

ρ
=α , 

 

se obţin cu uşurinţă formulele: 
 

'
s

2

pstg
ρ

ρ
= , 'S

psn ρ= ,  22

ptg '
'

s ρ+ρ
ρ

ρ
= ,  22

pn 'S ρ+ρ= . 

 
Teorema 1.21. Se consideră curba plană (Γ) dată în reprezentare polară: 
 

 (Γ) :  ρ = ρ(θ). 

(Γ) 

θ 

O 

M 

Fig. 1.44. 

ϕ 

   ρ 

β 

 (T) 

x 
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Atunci curbura acesteia este dată de expresia: 
 

( ) 2/322

22

'

'''2

R

1
K

ρ+ρ

ρρ−ρ+ρ
== . 

 

Demonstraţie. Se consideră pe curba plană (Γ) dată în reprezentare polară: 

(Γ) : ρ = ρ(θ), 

două puncte infinit apropiate M şi M , ale căror tangente (T) şi ( )T  în aceste puncte, 

formează unghiul de contingenţă ∆α. Se notează cu β şi β + ∆β unghiurile formate de razele 
vectoare şi tangentele în punctele M, respectiv M  (fig. 1.46). 
 

  
 
 
 
 

În patrulaterul MOMA  are loc: 
 

∆θ + 1800 - β + 1800 - ∆α + β + ∆β = 3600, 

de unde: 

  ∆α = ∆θ + ∆β. 
 

Prin aplicarea definiţiei 1.21, date curburii medii se obţine: 
 

θ∆

∆
θ∆

β∆
+

=
∆

β∆+θ∆
=

∆

α∆
=

s

1

ss
K m , 

 

iar prin aplicarea definiţiei 1.22 date curburii, se obţine: 
 

  

θ

θ

β
+

=

θ∆

∆
θ∆

β∆
+

=
→θ∆

d

ds
d

d
1

s

1
limK

0
, (∆s → 0 şi ∆θ → 0). 

Fig. 1.45. 
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   T 

(Γ) 

O 

M    ρ 

P’ 

P 

N 

180°-∆α 

∆θ 

x 
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O 

Fig. 1.46. 

M 

∆α 

β+∆β 

   β 
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M  
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În ultima egalitate numitorul este cunoscut: 

  2
2

d

d

d

ds
ρ+









θ

ρ
=

θ
, 

iar pentru numărător se foloseşte relaţia: 
 

θ

ρ

ρ
=β

d

d
tg , 

sau: 

  
'

arctg
ρ

ρ
=β . 

 
 Se obţine: 
 

22

2

2

2

2 '

'''

'

'''

'
1

1

d

d

ρ+ρ

ρρ−ρ
=

ρ

ρρ−ρ
⋅










ρ

ρ
+

=
θ

β
 

şi deci: 

  
( ) 2/122

22

2

'

'

'''
1

R

1
K

ρ+ρ

ρ+ρ

ρρ−ρ
+

==
( ) 2/322

22

'

'''2

ρ+ρ

ρρ−ρ+ρ
= .           � 

 
 
În scopul stabilirii relaţiilor care dau coordonatele centrului cercului osculator la curba 

dată în reprezentare polară: 
 

(Γ) : ρ = ρ(θ), 
 

se derivează de două ori formulele: 
 





θρ=

θρ=

,sin   y

, cos x
 

 

se ţine cont că ρ este funcţie de θ şi se obţine: 
 

θρ−θρ=
θ

sin    cos '
d

dx
, θρ+θρ=

θ
 cos  sin  '

d

dy
, 

 

θρ−θρ−θρ=
θ

 cos  sin  '2  cos ''
d

xd
2

2

, θρ−θρ+θρ=
θ

sin    cos '2 sin  ''
d

yd
2

2

, 

 
de unde: 
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22
22

22 '
d

dy

d

dx
'y'x ρ+ρ=









θ
+









θ
=+ , 

 

''' 2
d

dy
  

d

xd

d

yd
  

d

dx
'y''x''y'x 22

2

2

2

2

ρρ−ρ+ρ=
θ

⋅
θ

−
θ

⋅
θ

=− . 

 
 Se obţin pentru coordonatele α, β ale centrului cercului osculator formulele: 
 

( ) ( )

( ) ( )












ρρ−ρ+ρ

ρ+ρθρ−θρ
+θρ=β

ρρ−ρ+ρ

ρ+ρθρ+θρ
−θρ=α

.
''' 2

'sin   cos '
sin

,
''' 2

' cos sin  '
cos

22

22

22

22

 

� 

 

  

§§11..1166..  PPrroobblleemmee  pprrooppuussee    

 
 

1. Să se arate că următoarea cubică: 
 

 (Γ) : (x2 + y2)x – ay2 = 0  (cisoida lui Diocles), 
 

este o curbă unicursală şi să se scrie ecuaţiile ei parametrice. 
 

2.   Să se scrie ecuaţiile tangentelor şi normalelor la curba plană: 
 

 (Γ) : y = cos x, 

în punctele A, B, C de abscise 0, 
2

π
, π. 

 
3.   Să se scrie ecuaţiile tangentelor şi normalelor la curba plană dată în reprezentare 

parametrică: 
 

(Γ) : 










+
=

+
=

,
1t

t
y

,
1t

1
x

  

 

în punctele A(t = 1), B(t = 0). 
 

4.   Să se scrie ecuaţiile tangentelor şi normalelor la curba dată în reprezentare implicită: 
 

(Γ) : x3 + y3 – 3 axy = 0, 
 

în punctul 








2

a3
,

2

a3
A . 
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5.   Se consideră curba plană de ecuaţie vectorială: 
 

(Γ) : ( ) ( ) j1ti1tr 32 ++−= . 
 

Să se determine tangentele la curbă, paralele cu dreapta de ecuaţie: 
 

(d) : 2 x – y + 3 = 0. 

 
6.   Să se demonstreze următoarea proprietate geometrică a curbei lănţişor: tangenta într-un 

punct M al curbei este perpendiculară pe segmentul [AQ] dus din vârful A al lănţişorului, 
având lungimea ordonatei punctului M egală cu abscisa punctului Q aflat pe (Ox). 

 

7.   Să se demonstreze că tangenta într-un punct oarecare M0(x0, y0) al lănţişorului: 

a

x
chay:)( =Γ  este paralelă cu una din tangentele duse din punctul T de pe axa (Oy), 

care are aceeaşi ordonată cu M0, la cercul cu centrul în originea axelor de coordonate şi 
a cărui rază este egală cu segmentul cuprins între vârful lănţişorului şi origine. 

 
8.   Să se găsească lungimile segmentelor: tangentă, subtangentă, normală, subnormală ale 

curbei: 

(Γ) : y = tg x, 

în punctul A de abscisă 
4

π
. 

 
9.   Se consideră curba plană: 

 

(Γ) : j
t

1
titr 2









++=  

 

şi un segment [M1M2] cu extremităţile M1, M2 situate pe ea, al cărui mijloc se află pe 
axa (Oy). Să se demonstreze că tangentele duse în M1, M2  la curbă se intersectează pe 
curbă. 

 
10.   Să se găsească familia de curbe plane care au subnormalele constante: k. 

 
11.   Să se determine podara hiperbolei: 

 

(Γ) : 01
b

y

a

x
2

2

2

2

=−− , 

 

în raport cu originea. 

 
12. Să se afle înfăşurătoarea familiei de cercuri: 

 

 (Γλ) : x2 + y2 – 2 λ x + λ2 – 4 λ = 0. 
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13.   Să se găsească înfăşurătoarea familiei de drepte, pentru care suma tăieturilor pe axele 
de coordonate este constantă. 

 
14.   Să se determine evoluta unei parabole. 

 
15.   Să se determine evoluta hiperbolei. 

 
16. Să se găsească ordinul contactului în origine al curbelor plane: 

 

 (Γ1) :  y = x4,  (Γ2) :  y = x2 sin2 x. 

 
17.   Să se găsească raza de curbură a cicloidei într-un punct oarecare M şi să se arate că 

aceasta este egală cu dublul segmentului normală, cuprins între punctul M şi axa (Ox). 
 

18.   Să se scrie ecuaţia cercului osculator al curbei: 
 

(Γ) : y = sin x, 
 

în punctul 






 π
=

2
xA . 

 
19.   Să se determine curbura curbei plane: 

 

(Γ) : x3 – y3 + 2 xy = 0, 
 

în punctul M(1, –1). 

 
20. Să se studieze punctul singular al folium-ului lui Descartes: 

 

 (Γ) :  x3 + y3 – 3 axy = 0 
 

şi să se scrie ecuaţiile tangentelor în acest punct. 

 
21. Să se studieze punctul singular al cisoidei lui Diocles: 

 

 (Γ) :  (x2 + y2) x – ay2 = 0 
 

şi să se scrie ecuaţiile tangentelor în acest punct. 

 
22. Să se studieze punctele singulare ale concoidei: 

 

 (Γ) :  (x2 + y2) (x – a)2 – b2x2 = 0 
 

şi să se scrie ecuaţiile tangentelor în aceste puncte. 

 
23. Să se construiască curba plană a cărei ecuaţie vectorială este: 

 

(Γ) :  jt3i)t3(tr 22 +−= . 
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CCaappiittoolluull  22    
  

EELLEEMMEENNTTEE  DDEE  GGEEOOMMEETTRRIIEE  DDIIFFEERREENNŢŢIIAALLĂĂ    
AA  CCUURRBBEELLOORR  ÎÎNN  SSPPAAŢŢIIUU 

 
 
 

§§22..11..  RReepprreezzeennttaarreeaa  aannaalliittiiccăă  aa  ccuurrbbeelloorr  îînn  ssppaaţţiiuu  
 

Definiţia 2.1. Se numeşte arc simplu de curbă în spaţiu o mulţime (Γ) de puncte M din 
spaţiul euclidian real cu trei dimensiuni 3

R , ale căror coordonate x, y, z în raport cu reperul 

ortonormat { }k ,j ,i ,0=R  al lui 3
R  şi vectori de poziţie r  satisfac una din următoarele relaţii: 

 





⊆∈=

=
Γ

,D z) y, (x,  ,0)z y, ,x(G

,0)z,y,x(F
 :)(

3
 r

 
 

(2.1) 
  





∈∈=

=
Γ

),y ,(yy   ), x,(x  x ),y ,x(gz

),y,x(fz
 :)(

2121

 
 

(2.2) 
  









∈=

=

=

Γ

), t,(t  t ),t(zz

),t(yy

),t(xx

 :)(

21

 

 
(2.3) 

  

), t,(t  t (t), rr  :)( 21∈=Γ  (2.4) 
 

unde funcţiile F, G, f, g, x, y, z, r  satisfac condiţiile: 
 i) sunt reale, uniforme şi continue, 
 ii) funcţiile x, y, z stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între punctele 
M ∈ (Γ) şi mulţimea valorilor parametrului real t ( ))t,t(t 21∈ , 

 iii) admit derivate de ordinul întâi continue. 
 

Relaţiile (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) se numesc respectiv reprezentarea analitică implicită 
sau ecuaţiile implicite ale arcului simplu de curbă în spaţiu (Γ), reprezentarea analitică 

explicită sau ecuaţiile explicite ale arcului simplu de curbă în spaţiu (Γ), reprezentarea 

analitică parametrică sau ecuaţiile parametrice ale arcului simplu de curbă în spaţiu (Γ) şi 
reprezentarea analitică vectorială sau ecuaţia vectorială a arcului simplu de curbă în spaţiu 
(Γ). 
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Observaţia 2.1. Un arc de curbă simplu admite o infinitate de reprezentări 
parametrice. Într-adevăr, dacă t = t(t*), unde t* ∈ (t1

*, t2
*) este un parametru real, atunci 

reprezentarea parametrică (2.3) devine: 
 

 

( )
( )
( )








∈=

=

=

Γ

), t,(t   t,)t(tzz

, )t(tyy

, )t(txx

 :)(
* 
2

* 
1

**

*

*

 

adică: 

( )
( )
( )








∈=

=

=

Γ

. ) t,(t   t,tzz

, tyy

, txx

 :)(
* 
2

* 
1

***

**

**

 

 

Definiţia 2.2. Se numeşte arc regulat de curbă în spaţiu o mulţime (Γ) de puncte M 

din spaţiul 3
R , ale căror coordonate x, y, z în raport cu reperul ortonormat { }k ,j ,i ,0=R  al 

lui 3
R  şi vectori de poziţie r  verifică una din relaţiile (2.1), (2.2), (2.3) sau (2.4) unde 

funcţiile F, G, f, g, x, y, z, r  satisfac următoarele condiţii numite de regularitate: 

i) sunt reale, uniforme şi continue, 

 ii) funcţiile x, y, z, r  stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între 
punctele M ∈ (Γ) şi mulţimea valorilor parametrului real t ( ))t,t(t 21∈ , 

 iii) admit derivate de ordinul întâi continue, nu toate nule, 

 iv) cel puţin unul dintre determinanţii funcţionali (jacobienii): 
 

  
)z,y(D

)G,F(D
, 

)x,z(D

)G,F(D
, 

)y,x(D

)G,F(D
, 

 

este diferit de zero. 
 

 Definiţia 2.3. Fie (Γ) un arc regulat de curbă în spaţiu. Se spune că (Γ) este un arc de 

curbă regulat de ordinul n, sau de clasă n dacă funcţiile F, G, f, g, x, y, z, r  din relaţiile 
(2.1), (2.2), (2.3), (2.4) admit derivate (parţiale, respectiv ordinare) continue până la şi 
inclusiv ordinul n > 1, astfel încât nu toate derivatele de acelaşi ordin să se anuleze. 

 
Definiţia 2.4. Fie ( ) Iii ∈

Γ  o mulţime de arce de curbă regulate de ordinul n, care au 

extremităţile, eventual, puncte singulare. Se numeşte curbă regulată de ordinul n, sau de 

clasă n, reuniunea arcelor ( )iΓ , adică: 
 

 ( )i
Ii
 )( Γ∪=Γ

∈
. 

 

Observaţia 2.2. În această teorie vor interveni numai curbe regulate de ordinul n, care 
se vor numi, pe scurt, curbe. 
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Definiţia 2.5. Se numeşte punct ordinar al curbei în spaţiu (Γ), un punct M ∈ (Γ) în 
care sunt satisfăcute toate condiţiile de regularitate. În caz contrar (cel puţin una din 
condiţiile de regularitate nu este satisfăcută), punctul se numeşte singular. 

 
Observaţia 2.3. Punctele singulare sunt de două categorii: puncte singulare proprii: 

sunt puncte singulare în orice reprezentare analitică a curbei în spaţiu (Γ) şi puncte 

singulare improprii: există cel puţin o reprezentare analitică a lui (Γ), în care punctul să nu 
fie singular. 

 
Exemplul 2.1. Să se determine ecuaţia vectorială a curbei situate la intersecţia 

suprafeţelor: 
 

(Γ) : 






=+

=++

.Viviani)curba(,axyx

,a  z  y  x
22

2222

 

 

Soluţie: Se observă că această curbă este simetrică faţă de planele (xOy) şi (xOz). Se 
consideră x = a sin2 t şi se înlocuieşte în cea de-a doua ecuaţie, de unde se obţine: 

 

 t2sin  
2

a
y ±= . 

 

Prin înlocuirea lui x = a sin2 t şi  t2sin  
2

a
y ±=  în prima ecuaţie se obţine: 

 

222
2

42 az t2 sin 
4

a
 tsin a =++ , 

 









−−=

4

 t2 sin
 tsin 1 az

2
422 . 

 

Dacă se ţine cont că 
2

 t2 cos1
 tsin 2 −

= , iar 
4

 t2 cos t2 cos 21
 tsin

2
4 +−

= , atunci: 

 

 tcos a
2

 t2 cos1
 a

4

1 t2 cos 214
 az 22222 =







 +
=







 −+−
= , 

 

z = ±a cos t. 
 
Astfel, ecuaţia vectorială a unei porţiuni a curbei date este: 
 

  (Γ) :  







++= k t cos j t 2sin 

2

1
 i t sin ar 2 .       

    � 
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§§22..22..  LLuunnggiimmeeaa  uunnuuii  aarrcc  rreegguullaatt  ddee  ccuurrbbăă..  EElleemmeenntt  ddee  aarrcc  

 
Fie o curbă în spaţiu (Γ) dată în reprezentare vectorială: 
 

) ,(  t(t),rr  :)( βα∈=Γ . 
 

Se consideră arcul AB pe această curbă astfel încât A(t = t0 = a) şi B(t = tn = b), unde  

a, b ∈ (α, β), a < b. Se împarte arcul AB în subarce prin punctele M0 ≡ A, M1, M2, …, Mn-1,  

Mn ≡ B. Se formează astfel o linie poligonală înscrisă în arcul AB (fig. 2.1). 

Se notează norma vectorului 1iiMM +  prin li: 
 

1iii MMl += ,  i = 0, 1, 2, ..., n-1. 

 
Definiţia 2.6. Se numeşte lungime a arcului AB expresia: 

 ∑
−

=
→

∞→

1n

0i
i

0ilmax
n

llim , 

 

dacă această limită există şi este unică. 
 
 Observaţia 2.4. Lungimea arcului AB se notează 
prin s. 

Deci: 

 ∑
−

=
→

∞→
=

1n

0i
i

0ilmax
n

llims . 

 
Definiţia 2.7. Un arc de curbă în spaţiu (Γ) se spune că este rectificabil dacă: 
 

 ∑
−

=
→

∞→

1n

0i
i

0ilmax
n

llim  

 

există şi este unică, adică dacă arcul (Γ) are o lungime s. 
 
Teorema 2.1. Fie curba în spaţiu (Γ) dată în reprezentare parametrică: 
 

 ) ,(  t(t),rr  :)( βα∈=Γ  
 

şi fie AB un arc pe curba (Γ) astfel încât A(t = t0 = a), B(t = tn = b), a, b ∈ (α, β), a < b. 
 

Dacă AB este un arc regulat de curbă, atunci lungimea sa este dată de formula: 
 

  ∫=
b 

a 
dt)t(rs & , 

Mi 

Mi+1 

Mn ≡ B 

(Γ) 

Fig. 2.1. 

A ≡ M0 

M1 
. . . 

. . 
. 



Geometrie diferenţială 70 

unde: 

  )t(
dt

rd
)t(r =& . 

 
Demonstraţie. Din fig. 2.2 se obţine: 
 

 ),()b,a(t,t),t(r)t(rMM 1iii1i1ii βα⊂∈−= +++ ,  i = 0, 1, 2, ..., n-1. 
 

Prin aplicarea formulei lui Taylor se obţine: 
 

 [ ] iiii1i t)t(r)t(r)t(r ∆ε+=−+
& , 

unde: 
  ∆ti = ti+1 – ti, 

 

iar iε  este un vector infinit mic ce tinde la zero o dată cu ∆ti. Deci:  
 

 =+1iiMM [ ] iii t)t(r ∆ε+& ,  i = 0, 1, 2, ..., n-1. 
 

Pe tangenta în Mi (i = 0, 1, 2, …, n-1) la curba strâmbă (Γ) se consideră vectorul: 
 

  =ii 'MM ii t)t(r ∆& . 
 

 Are loc egalitatea: 
 

  =+1iiMM 1iiii M'M'MM ++ , 

de unde: 

  =+1ii M'M ii1ii 'MMMM −+ . 

 Deci: 

=+1ii M'M ii t∆ε . 

 
 Se consideră: 
 

  ( )≤−=− ∑∑∑
−

=
+

−

=

−

=
+

1n

0i
ii1ii

1n

0i
ii

1n

0i
1ii 'MMMM'MMMM  

∑
−

=
+ −≤

1n

0i
ii1ii 'MMMM , 

însă: 

1iiii1ii M'M'MMMM ++ ≤− , 

adică: 

  iiii1ii t'MMMM ∆ε≤−+ ,  i = 0, 1, 2, …, n-1. 

Fie: 

Mi’ 

Mi+1 

Mn ≡ B 

(Γ) 

Fig. 2.2. 

A ≡ M0 

Mi 

. . 
. 

. . . 
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 imax ε=ε . 

 
Se obţine: 

 

  ≤−∑∑
−

=

−

=
+

1n

0i
ii

1n

0i
1ii 'MMMM )ab(tt

1n

0i
i

1n

0i
ii −ε=∆ε≤∆ε ∑∑

−

=

−

=

. 

 
Din această relaţie rezultă: 

 

  







=








∑∑

−

=
→

∞→

−

=
+

→+

∞→

1n

0i
ii

0i'MiMmax
n

1n

0i
1ii

01iMiMmax
n

'MMlimMMlim , 

adică: 

 ∑∑
−

=
→∆

∞→

−

=
+

→+

∞→
∆=

1n

0i
ii

0itmax
n

1n

0i
1ii

01iMiMmax
n

t)t(rlimMMlim & . 

 
Conform definiţiei 2.6, precum şi integralei definite se obţine: 

 

 ∫=
b

a
dt)t(rs & .              � 

 
 

Observaţia 2.5. În cazul în care curba în spaţiu (Γ) este dată în reprezentare parametrică: 
 

 








βα∈=

=

=

Γ

), ,(  t ),t(zz

),t(yy

),t(xx

 :)(  

atunci: 

  )t(z)t(y)t(x)t(r 222
&&&& ++= , 

rezultă: 

  dt)t(z)t(y)t(xs
b 

a 

222
∫ ++= &&& .            � 

 
 

Teorema 2.2. Se consideră curba în spaţiu (Γ), regulată, dată în reprezentare vectorială: 
 

), t,(t t  (t), rr  :)( 21∈=Γ  
 

şi fie M0M un arc regulat pe curba (Γ), cu M0 punct fix, M0(t0), iar M un punct curent pe  

curba (Γ), M(t). Atunci lungimea s a arcului M0M este o funcţie continuă şi derivabilă de 
parametru t: 

 

s = s(t). 
Demonstraţie. Din teorema 2.1 rezultă: 
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∫=
t

0t
dt)t(rs & , 

 

unde integrala din membrul al doilea este o integrală definită scalară, limita superioară fiind 
parametrul t. Se demonstrează în analiza scalară că o asemenea integrală este o funcţie 
continuă şi derivabilă de parametru t: 
 

 s = s(t).                  � 
 
Observaţia 2.6. Dacă se consideră curba în spaţiu (Γ) regulată, atunci din condiţiile de 

regularitate, rezultă că: 
 

0)t(z)t(y)t(x)t(r
dt

ds 222 >++== &&&& , 

deci: 
  s : (t1, t2) → s(t1, t2) ⊆ r , 
 

este o funcţie surjectivă, strict crescătoare şi continuă, deci bijectivă. În plus, inversa ei: 
 

  t = t(s), 
 

este continuă şi derivabilă, cu derivata: 
 

  0)s(t
dt

ds
)s(

ds

dt
1

>





=

−

.               � 

 
Observaţia 2.7. Fie arcul M0M şi coarda MM0 . Dacă arcul M0M este rectificabil, 

atunci se demonstrează uşor că: 
 

 1
l

s
lim

0MM
=

∆

∆

→
, 

unde ∆s este lungimea arcului M0M, ∆l este lungimea coardei [MM0], iar punctul M tinde către 

M0 pe arcul M0M.                  � 

 
Fie (Γ) o curbă în spaţiu dată în reprezentare vectorială: 

 

) t,(t t  (t), rr  :)( 21∈=Γ . 
 

Se consideră M0M un arc regulat pe curba (Γ). Conform teoremei 2.2, lungimea arcului  

M0M este o funcţie continuă şi derivabilă, de parametru t: 
 

s = s(t). 
 
Definiţia 2.8. Se numeşte element de arc al curbei în spaţiu (Γ), diferenţiala ds a 

funcţiei s = s(t). 
 

Teorema 2.3. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată şi ds elementul de arc pe (Γ). 
1° Dacă (Γ) este dată în reprezentare vectorială: 
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) t,(t t  (t), rr  :)( 21∈=Γ , 

atunci: 
 rdds = . 

2° Dacă (Γ) este dată în reprezentare parametrică: 
 

 








∈=

=

=

Γ

), t,(t  t ),t(zz

),t(yy

),t(xx

 :)(

21

 

atunci: 
222 dzdydxds ++= . 

 
Demonstraţie.  
1° Fie punctele M, M’ ∈ (Γ), M(t), M’(t + ∆t) (fig. 2.3). 
 

t

1
)t(r)tt(r'MM

∆
⋅−∆+= , 

 

unde ∆t este creşterea lui t, rezultă pe baza observaţiei 2.7: 
 

 )t(r
t

)t(r)tt(r
lim

t

'MM
lim

dt

ds
0t0t

&=
∆

−∆+
=

∆
=

→∆→∆
, 

de unde: 

dt)t(rds &= , 

sau: 
rdds = . 

 

2° Dacă se ţine cont de relaţiile: 
 

 k)t(zj)t(yi)t(x)t(r &&&& ++= , 
 

)t(z)t(y)t(x)t(r 222
&&&& ++= , 

 

kdzjdyidxrd ++= ,   
 

222 dzdydxrd ++= , 
 

rezultă că: 
 

dt)t(z)t(y)t(xds 222
&&& ++= ,      

sau: 

 222 dzdydxds ++= .                � 

 

(Γ) 

Fig. 2.3. 

y 

z 

x 

O 

M’ 

M 

)t(r  

)tt(r ∆+  
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Teorema 2.4. Lungimea de arc s(t) poate fi întrebuinţată ca parametru în reprezentările 

parametrice ale curbelor din spaţiu regulate. Trecerea de la t la s păstrează clasa reprezentării. 
 

Demonstraţie. Se face în mod analog cu cea dată teoremei similare de la curbe plane 
(teorema 1.2). 

Din relaţia: 
 

 







==

dt

ds
s,)t(rs &&& , 

 

deoarece curba în spaţiu este regulată, se obţine: 
 

  ( ) 0)t(r)t(rs2 >⋅= &&& . 
 

 Din observaţia 2.6 rezultă că s este bijectivă şi inversa ei, t = t(s) are derivata: 
 

( ) 0)s(t
dt

ds
)s(

ds

dt
1

>





=

−

.   

 

Prin substituţia inversei funcţiei s = s(t) în reprezentarea vectorială )t(rr =  se obţine 

astfel a altă reprezentare parametrică a curbei (Γ) şi anume: 
 

( )
( )
( )








=

=

=

Γ

,)s(tzz

,)s(tyy

,)s(txx

:)(  

adică: 

  








=

=

=

Γ

),s(zz

),s(yy

),s(xx

:)(
*

*

*

 

sau: 
 )s(rr:)( *=Γ , 

 

cu s drept parametru.             � 

 
Definiţia 2.9. Parametrul s este numit parametru natural al curbei în spaţiu (Γ), iar 

reprezentarea vectorială a curbei (Γ): 
 

 )s(rr:)( =Γ ,  s - parametru natural, 
 

se numeşte reprezentare naturală a curbei în spaţiu (Γ). 
 

Noţiunea de orientare pe o curbă în spaţiu se introduce în acelaşi mod ca pentru o 
curbă plană. 
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Definiţia 2.10. Se numeşte sens pozitiv de parcurs pe curba în spaţiu: 
 

), t,(t t  (t), rr  :)( 21∈=Γ   

sensul care corespunde la valorile crescătoare ale parametrului t. 
 
 Evident, există două moduri de orientare a lui (Γ) şi trecerea de la o orientare la 
orientarea opusă poate fi efectuată printr-o transformare parametrică a cărei derivată este 
negativă (fig. 2.4). 
 

 
 

t*  

)t(t *&  − − − − − − 

t(t*)  

 
 

Fig. 2.4. 
 

Observaţia 2.8. Utilizarea reprezentării naturale a unei curbe în spaţiu va simplifica 
unele calcule ce se vor face în consideraţiile ce urmează a fi făcute asupra unei curbe în 
spaţiu. 

 
Observaţia 2.9. Punctul M0(t = t0) ∈ (Γ), corespunzător la s = 0, poate fi ales în relaţia: 

 ( ) dt)t(r)t(rdt)t(r)t(s
t

0t

t

0t
∫ ∫ ⋅== &&& , 

în mod arbitrar. 
 
Sensul pozitiv al reprezentării naturale este acelaşi cu al reprezentării iniţiale: 

 

), t,(t t  (t), rr  :)( 21∈=Γ  
 

deoarece funcţia s = s(t) este monoton crescătoare. Pentru a obţine orientarea opusă se poate 
întrebuinţa s* ca un nou parametru, cu: 
 

  s* = − s.                 � 
 
 Convenţie. În continuare, derivatele funcţiei vectoriale r  în raport cu parametrul 
natural s se notează cu accente, spre deosebire de derivatele aceleiaşi funcţii în raport cu 
parametrul t arbitrar, care încă din capitolul anterior au fost notate cu puncte: 
 

  
ds

rd
'r = ,  

2

2

ds

rd
''r = ,  

dt

rd
r =& ,  

2

2

dt

rd
r =&& , etc. 

*
1t  

*
2t  

)t(tt *
11 =  )t(tt *

22 =  

M1 

(Γ) M2 

−  (t2 < t1) 

    







< 0

dt

dt
*  

+  ( *
1

*
2 tt > ) 
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§§22..33..  Tangenta la o curbă în spaţiu  

 
Definiţia 1.11. Se numeşte tangentă la curba în spaţiu (Γ) în punctul ordinar M, 

poziţia limită a dreptei secante MM’ când M’ → M (fig. 2.5). 
 
Fie curba în spaţiu (Γ) dată în 

reprezentare vectorială: 
 

) t,(t  t (t), rr  :)( 21∈=Γ . 
 

Se consideră două puncte ordinare 
M(t), M’(t+∆t), infinit vecine pe curba (Γ), 
de vectori de poziţie: t)(t r (t),r ∆+ . Se 
notează: 

 

 )t(r)tt(rr'MM −∆+=∆= ,  

t

)t(r)tt(r

t

r
''MM

∆

−∆+
=

∆

∆
= . 

 

Rezultă că vectorii 'MM , ''MM  sunt 
coliniari. Are loc prin definiţie: 

 

 )t(r
t

)t(r)tt(r
lim

0t

&=
∆

−∆+
→∆

. 

 

Pe de altă parte, când 0r →∆ , punctul M’ → M, iar ''MM  va tinde către MN , care 
este vectorul tangent în punctul M la curba în spaţiu (Γ): 

 

 )t(rMN &= . 
 

Pentru a găsi ecuaţia vectorială a tangentei se consideră pe tangenta (T) în M la curba 
în spaţiu (Γ) un punct P, de vector de poziţie R .  

Are loc relaţia vectorială: 
 

 MPOMOP += . 
 

Cum vectorul MP , este situat pe tangenta (T), rezultă că el este coliniar cu )t(r& , adică: 
 

 )t(rMP &λ= , 
 

unde λ este un scalar real. 
 Se poate deci scrie: 
 

  R∈λλ+=   ,
dt

rd
(t)rR  :)T( . 

 

P 
N 

M 

(T) 
(Γ) 

z 

x 

y 
O 

M’ 

)t(r  

)tt(r ∆+  

R 

Fig. 2.5. 

j  

k  

i  
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Aceasta este ecuaţia vectorială a tangentei în punctul ordinar M la curba în spaţiu (Γ). 
Observaţii 2.10. 

1° Dacă curba în spaţiu (Γ) este dată în reprezentare parametrică: 
 









∈=

=

=

Γ

), t,(t  t ),t(zz

),t(yy

),t(xx

 :)(

21

 

 

atunci, pentru a scrie ecuaţiile tangentei (T) în punctul ordinar M ∈ (Γ) de coordonate x(t), 
y(z), z(t), se consideră coordonatele curente X, Y, Z pe (T) şi se obţine: 
 

  kZjYiXR ++= ,     k)t(zj)t(yi)t(x)t(r ++= ,     k )t(zj )t(yi )t(x)t(r &&&& ++= . 
 

Prin proiectarea ecuaţiei vectoriale a tangentei pe axele de coordonate, rezultă: 
 









λ+=

λ+=

λ+=

)t(z)t(zZ

),t(y)t(yY

),t(x)t(xX

 :)T(

&

&

&

 

 

şi se obţin astfel ecuaţiile parametrice ale tangentei (T). 
  

Prin eliminarea parametrului λ, se obţin ecuaţiile canonice ale tangentei: 
 

  ,
)t(z

)t(zZ

)t(y

)t(yY

)t(x

)t(xX
:)T(

&&&

−
=

−
=

−
 

sau: 

dz

)t(zZ

dy

)t(yY

dx

)t(xX
:)T(

−
=

−
=

−
, 

 

în care dx, dy, dz sunt calculate în punctul M. 
 

2° Dacă curba în spaţiu (Γ) este dată prin ecuaţiile implicite: 
 





⊆∈=

=
Γ

,  D  z) y, (x,           ,0)z y, ,x(G

,0)z,y,x(F
 :)(

3
r

 

 

atunci, pentru a scrie ecuaţiile tangentei (T) în punctul ordinar M ∈ (Γ) de coordonate x, y, 
z, unde X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent al tangentei, se diferenţiază total ecuaţiile 
curbei (Γ). Rezultă: 
 

  













=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

.0dz 
z

G
dy 

y

G
dx 

x

G

,0dz 
z

F
dy 

y

F
dx 

x

F
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 Aceste ecuaţii formează un sistem de două ecuaţii cu trei necunoscute: dx, dy, dz, care 
prin rezolvare conduce la: 

  .

'G'G

'F'F

dz

'G'G

'F'F

dy

'G'G

'F'F

dx

yx

yx

xz

xz

zy

zy

==  

 
 Se deduce astfel că parametrii directori dx, dy, dz ai direcţiei dreptei tangente (T) sunt 
proporţionali respectiv cu jacobienii: 
 

  
)z,y(D

)G,F(D
, 

)x,z(D

)G,F(D
, 

)y,x(D

)G,F(D
. 

 
 Ecuaţiile tangentei (T) sunt aşadar: 

  

�

                                                                 .

)y,x(D

)G,F(D
zZ

)x,z(D

)G,F(D
yY

)z,y(D

)G,F(D
xX

:)T(
−

=
−

=
−

 

 
 Teorema 2.5. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată şi fie (T) tangenta la curba (Γ) într-un 
punct M ∈ (Γ), de vector de poziţie r (t). 
 Dacă τ  este versorul tangentei (T), atunci: 
 

ds

rd
=τ , 

 

unde ds este elementul de arc al curbei (Γ). 
 
 Demonstraţie. Are loc relaţia: 
 

  
ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅= . 

 

 Deoarece 
ds

dt
 este un scalar, rezultă că vectorul 

ds

rd
 este coliniar cu vectorul )t(r& , adică 

este coliniar cu vectorul care dă direcţia tangentei (T). 
 Se obţine: 
 

  
ds

dt

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅=⋅= . 

 
 Conform observaţiei 2.6: 
 

  
dt

ds
)t(r =& , 
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se obţine: 
 

1
ds

dt

dt

ds

ds

rd
=⋅= . 

 

 Aşadar, vectorul 
ds

rd
 este versorul direcţiei tangentei (T), deci: 

 

  
ds

rd
=τ .                   � 

 
 

Teorema 2.6. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată, dată în reprezentarea parametrică: 
 









∈=

=

=

Γ

).t,t(t),t(zz

),t(yy

),t(xx

 :)(

21

 

 
Fie (T) tangenta la curba (Γ) în punctul M ∈ (Γ) de coordonate x(t), y(z), z(t). Dacă cos 

α, cos β, cos γ sunt cosinusurile directoare ale direcţiei tangentei (T), atunci are loc: 
 

 
ds

dx
cos =α , 

ds

dy
cos =β , 

ds

dz
cos =γ . 

 
 Demonstraţie. Cosinusurile directoare ale direcţiei tangentei (T) sunt proiecţiile pe 
axele de coordonate ale versorului τ . Deoarece: 
 

 
ds

rd
=τ , 

 

rezultă că proiecţiile versorului τ  sunt 
ds

dx
, 

ds

dy
, 

ds

dz
. 

 
 Aşadar: 

ds

dx
cos =α , 

ds

dy
cos =β , 

ds

dz
cos =γ .           � 

 
 

Definiţia 2.12. Fie curba în spaţiu (Γ) şi fie un punct M ∈ (Γ), de vector de poziţie 
)t(r . Punctul M se numeşte punct de inflexiune al curbei (Γ), dacă toate derivatele 

vectorului )t(r  de la ordinul doi şi până la ordinul 2n sunt coliniare cu derivata de ordinul 
întâi în M a vectorului )t(r , adică dacă în punctul M sunt satisfăcute condiţiile: 
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≠×

==×

+

+

.0
dt

)t(rd

dt

)t(rd

2n, ..., 2, 1,i  ,0
dt

)t(rd

dt

)t(rd

1n2

1n2

i

i

 

Definiţia 2.13. Fie o curbă în spaţiu (Γ), dată în reprezentare vectorială: 
 

), t,(t  t (t), rr  :)( 21∈=Γ  
 

şi fie un punct M ∈ (Γ), de vector de poziţie r (t). Dacă în punctul M este satisfăcută 
condiţia: 

 

  0
dt

rd

dt

rd
2

2

=× , 

 

atunci tangenta la curba (Γ) în punctul M se numeşte tangentă staţionară. 
 

Observaţia 2.11. Din ultimele două definiţii rezultă că tangenta într-un punct de 
inflexiune este o tangentă staţionară. Reciproca nu este mereu adevărată, adică punctul M ∈ (Γ) 
prin care trece o tangentă staţionară nu este întotdeauna punct de inflexiune. 

� 
 

Exemplul 2.2. Să se determine tangentele la curba în spaţiu: 
 

k  tj   t
3

1
i   t

2

1
r  : )( 234 ⋅+⋅−⋅=Γ  

 

care sunt paralele cu planul: 
 

 (π) :  3 x – 2 y – 2 z – 1 = 0. 
 

Soluţie: Parametrii directori ai direcţiei unei tangente oarecare la curba dată sunt (2 t3, 
−t2, 2 t). 

Pentru ca tangenta să fie paralelă cu planul dat trebuie ca produsul scalar dintre 
vectorul director, v (2 t3, −t2, 2 t), al tangentei şi normala la plan, πN (3, −2, −2) să fie zero 

(cei doi vectori să fie perpendiculari). Adică: 
 

3 ⋅ 2 t3 + 2 t2 – 4 t = 0,  
 

cu soluţiile 1t1 −=  şi 
3

2
t 2 = ,    (pentru t = 0 nu se obţine un punct ordinar al curbei (Γ)). 

Coordonatele punctului corespunzător valorii t1 = –1 sunt 
2

1
x = , 

3

1
y = , z = 1 iar 

parametrii directori ai direcţiei tangentei în acest punct sunt: (2, 1, 2). 
Ecuaţiile tangentei în acest punct sunt: 
 

2

1z

3

1y 3

4

1 x2
  : )T( 1

−
=

−
=

−
. 
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În mod analog pentru 
3

2
t =  se obţine: 

 

1

4z 9

3

8y 81

4

8 x81
  : )T( 2

−
=

−
+

=
−

.            � 

 
§§22..44..  Planul normal la o curbă în spaţiu  

 
 Definiţia 2.14. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată şi fie M ∈ (Γ). Se numeşte plan 

normal în punctul M la curba în spaţiu (Γ), planul (πN) ce trece prin punctul M şi este 
perpendicular pe tangenta (T) în M la curba (Γ). 
 

Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată, dată în reprezentare vectorială: 
 

 ( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ , 
 

M ∈ (Γ) un punct curent de vector de poziţie r (t), (πN) planul normal la curba (Γ) în punctul M. 
Pentru a scrie ecuaţia vectorială 

a planului normal se consideră în 
acest plan un punct curent P de vector 
de poziţie R  (fig. 2.6). 

Deoarece planul (πN) este 
perpendicular pe tangenta (T) rezultă 

că vectorii MP  şi MN  sunt ortogonali, 
adică are loc: 

 MP  ⋅ MN  = 0. 
 

 Dacă se ţine seama de relaţiile: 
 

  rROMOPMP −=−= (t), 
 

rMN &= (t), 
 

rezultă că se poate scrie: 
 

  ( ) ( ) 0(t)r  )t(rR  :N =⋅−π & . 
  

Aceasta este ecuaţia vectorială a planului normal în punctul ordinar M la curba în 
spaţiu (Γ). 

 
Observaţii 2.12.  

1° Dacă curba în spaţiu (Γ) este dată în reprezentare parametrică: 
 

P 

z 

x 

y 

(T) N 

M 

(πN) 

O 

(Γ) 

R

r (t) 

k

j

Fig. 2.6. 

i
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atunci, pentru a scrie ecuaţia planului normal se consideră punctul curent M ∈ (Γ) de 
coordonate x(t), y(t), z(t) şi punctul curent P ∈ (πN) de coordonate X, Y, Z. Rezultă că: 
 

  kZjYiXR ++= ,  k)t(zj)t(yi)t(x)t(r ++= ,  k)t(zj)t(yi)t(x)t(r &&&& ++=  
 

şi prin înlocuirea lor în ecuaţia vectorială a planului normal în punctul M, la curba în spaţiu 
(Γ) se obţine ecuaţia planului normal sub forma: 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 0)t(z(t)zZ)t(y(t)yY)t(xx(t)X  :N =−+−+−π &&& , 
 

sau dacă se ţine seama de coliniaritatea vectorilor Mrd  şi r& (t), rezultă: 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 0dz(t)zZdy(t)yYdxx(t)X  :N =−+−+−π . 
 

2° Dacă curba în spaţiu (Γ) este dată în reprezentare implicită: 
 

  




⊆∈=

=
Γ

,D z) y, (x,  ,0)z y, ,x(G

,0)z,y,x(F
 :)(

3
 r

 

 

iar M ∈ (Γ) de coordonate x, y, z şi P ∈ (πN) un punct curent de coordonate X, Y, Z. S-a 
văzut (observaţia 2.10.2°) că parametrii directori ai direcţiei tangentei (T) sunt proporţionali 
cu jacobienii: 
 

  
)z,y(D

)G,F(D
, 

)x,z(D

)G,F(D
, 

)y,x(D

)G,F(D
. 

 
 Rezultă că ecuaţia planului normal în punctul M(x, y, z) la curba în spaţiu (Γ) este: 
 

  ( ) 0
)y,x(D

)G,F(D
)zZ(

)x,z(D

)G,F(D
)yY(

)z,y(D

)G,F(D
)xX(:N =−+−+−π , 

 

care se scrie sub formă de determinant astfel: 
 

( )
�

                                                                           .0

'G'G'G

'F'F'F

zZyYxX

:

zyx

zyxN =

−−−

π  

 
 

Exemplul 2.3. Fie curba în spaţiu de ecuaţii: 
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 (Γ) :  






=−+

=−+

0.  4  y  x

0,  4 z  x
22

22

 

 

Să se scrie ecuaţiile tangentei şi ecuaţia planului normal în punctul )1,1,3(M  la curba 

dată. 
 
Soluţie: Parametrii directori ai direcţiei tangentei la (Γ) într-un punct curent sunt 

proporţionali cu (dx, dy, dz). Prin diferenţierea ecuaţiilor curbei (Γ) se obţine: 





=+

=+

0. dy 2y  dx 2x 

0,  dz 2z dx 2x 
 

 
În punctul M, sistemul devine: 
 







=+

=+

0,  dy  dx3

0,  zd dx3

MM

MM
 

de unde: 

3

dz

3

dy

1

dx MMM ==
−

, 

 

iar ecuaţiile tangentei căutate sunt date de: 
 

  (T) :  
3

1z

3

1y

1

3x −
=

−
=

−
−

. 

 
Ecuaţia planului normal în punctul M la curba (Γ) este: 
 

  (N) :  03z3y3x =+−− .             � 

 
Exemplul 2.4. Să se demonstreze că orice plan normal al curbei în spaţiu: 
 

(Γ) : )ksin t   cos jsin t  sin  i t (cosar α+α+=  
 

trece printr-o dreaptă fixă, ale cărei ecuaţii să se găsească. 
 
Soluţie: Ecuaţia planului normal la curbă într-un punct curent al acesteia este: 
 

 (πN) :  −a sin t x + a sin α cos t y + a cos α cos t z = 0, 
 

sau, prin împărţire cu (a cos α cos t) se poate scrie: 
 

   (πN) :  0 x  
 cos

 t tga
    tgyz =⋅

α
−α+ , 

 

care arată că planul normal conţine dreapta fixă de ecuaţii: 
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 (d) :  




=α+

=

0.  tgyz

,0x
 

   � 
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§§22..55.. Planul osculator la o curbă în spaţiu 
 
Definiţia 2.15. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată şi fie două puncte P, P’ ∈ (Γ). Se 

numeşte plan osculator la curba (Γ) în punctul P poziţia limită a planului ce trece prin 
punctul P’ şi prin tangenta la curba (Γ) în punctul P, când P’ → P, dacă această poziţie 
există şi este unică, tangenta în punctul M este presupusă nestaţionară. 

 

Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată de 
cel puţin ordinul doi, dată în reprezentare 
vectorială: 

 

( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ , 
 

P ∈ (Γ) un punct curent, (π0) planul 
osculator la curba (Γ) în punctul P. 

Pentru a scrie ecuaţia vectorială a 
planului osculator în punctul P la curba 
(Γ) se consideră în acest plan un punct 
curent N ∈ (π0), de vector de poziţie R . 
Fie punctele P, P’ ∈ (Γ), de vectori de 
poziţie )t(r , respectiv )tt(r ∆+  (fig. 2.7). 

Se consideră planul (π) = ( )PT,'P  
ce trece prin punctul P’ şi tangenta la 
curba (Γ) în punctul P, adică prin 

vectorul )t(r& . Planul (π) este determinat de punctul P’ şi de vectorii )t(r&  şi 'PP : 
 

 )t(r)tt(rOP'OP'PP −∆+=−= . 
 

Prin aplicarea formulei lui Taylor se obţine: 
 

[ ]ε+
∆

+
∆

+=∆+ )t(r
!2

)t(
)t(r

!1

t
)t(r)tt(r

2
&&& ,  0lim

0t
=ε

→∆
. 

De unde rezultă: 
 

[ ]ε+
∆

+
∆

= )t(r
!2

)t(
)t(r

!1

t
'PP

2
&&& . 

 

Dacă se notează: 
 

 [ ]ε+
∆

+=
∆

= )t(r
!2

t
)t(r'PP

t

1
PA &&& , 

 

planul (π) va fi generat de PA  şi )t(r&  sau, ceea ce este acelaşi lucru, de vectorii TA  şi )t(r& , 

deci ( )PT,TA)( =π . Însă: 

i  

k  

j  

P 

B 

N 

(Γ) 

R  

)t(r  

z 

x 

y O 

A 

P’ 
  T 

B’ r& (t) 

)tt(r ∆+  

Fig. 2.7. 
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[ ]ε+
∆

=−= )t(r
!2

t
PTPATA && . 

 

 Dacă se înmulţeşte vectorul TA  cu 
t

2

∆
 se obţine vectorul TB  coliniar cu TA : 

 

ε+= )t(rTB && . 
 

 Se poate da planul (π) ca fiind generat de vectorii )t(r&  şi TB . Dacă prin punctul P se 

duce vectorul 'PB  echipolent cu TB , rezultă că vectorii )t(r&  şi 'PB  generează acelaşi plan 

(π). Dacă P’ tinde către P, atunci planul (π) va tinde, conform definiţiei 2.15, către planul 
osculator (πO). Însă dacă P’ → P, atunci ∆t → 0 şi deci 0→ε , de unde rezultă că 

TB → )t(r&& . 

 Aşadar, planul osculator (π0), dacă există, este determinat de vectorii )t(r&  şi )t(r&& . 

Vectorii rRPN −= (t), )t(r& , )t(r&&  fiind conţinuţi în planul (πO), sunt coplanari, deci 
produsul lor mixt este nul, adică: 
 

(π0): ( ) ( ) 0)t(r)t(r)t(rR =×⋅− &&& , 
 

care constituie ecuaţia vectorială a planului osculator în punctul P la curba în spaţiu (Γ). 
 

Observaţii 2.13.  

1° Dacă în punctul P tangenta la curba (Γ) este staţionară, adică are loc relaţia: 
 

0)t(r)t(r =× &&& , 
 

atunci planul osculator în punctul P la curba (Γ) se numeşte plan osculator staţionar sau 

supraosculator. 

2° Dacă curba regulată (Γ) este plană, atunci planul osculator în orice punct P ∈ (Γ), 
coincide cu planul curbei. 

Într-adevăr, fie (π) planul curbei (Γ), deci (Γ) ⊂ (π) şi fie punctele P, P’, P’’ ∈ (Γ). Se 
poate uşor arăta că planul osculator (πO) în P la curba (Γ) este poziţia limită a unui plan (π’) 
ce trece prin punctele P, P’, P’’ ∈ (Γ), când P’ → P şi P’’ → P. 

Deoarece P, P’, P’’ ∈ (π) rezultă că (π) ≡ (π’). Însă poziţia limită a planului (π), adică 
(π0) este identică cu (π’), deci: 

 

(π0) ≡ (π).                  � 
 
 

Observaţia 2.14. Dacă curba în spaţiu (Γ) este dată în reprezentare parametrică: 
 









∈=

=

=

Γ

), t,(t  t ),t(zz

),t(yy

),t(xx

 :)(

21

 

 

iar P ∈ (Γ), de coordonate x(t), y(t), z(t) şi X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent N ∈ (π0), 
atunci, relativ la un sistem de axe de coordonate ortogonale (Oxyz) se poate scrie: 
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  k)t(zj)t(yi)t(x)t(r ++= , 

k)t(zj)t(yi)t(x)t(r &&&& ++= , 

k)t(zj)t(yi)t(x)t(r &&&&&&&& ++= , 

kZjYiXR ++= . 
 

 Prin transcrierea analitică a produsului mixt care apare în ecuaţia vectorială a planului 
osculator, se obţine ecuaţia scalară: 

 

  ( ) 0

)t(z)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

)t(zZ)t(yY)t(xX

:O =

−−−

π

&&&&&&

&&& , 

sau: 

( ) 0

zdydxd

dzdydx

)t(zZ)t(yY)t(xX

:
222

O =

−−−

π , 

în care dx, dy, dz, d2x, d2y, d2z sunt calculate în punctul curent P.        � 
 

 

Exemplul 2.5. Să se determine punctele curbei în spaţiu: 
 

(Γ) :  k t 2j )t1(i )1t(r 34 −++−= , 
 

ale căror plane osculatoare sunt paralele cu dreapta de ecuaţie: 
 

 
2

z

7

1y

12

1x
  : )d( =

−

+
=

−
. 

 

Soluţie: Ecuaţia planului osculator într-un punct curent M ∈ (Γ), de vector de poziţie 
)t(r  este: 

 

0

0 t6 t12

2 t3 t4

 t2z)t(1y1)(tx

  : )(
2

23

34

0 =−

++−−−

π , 

sau: 
  (π0) :  12 t[x – (t4 – 1)] − 24 t2[y – (1 + t3 )] − 12 t4[z + 2 t] = 0, 

adică: 
  (π0) :  −(x – t4 + 1) + 2 t(y – t3 − 1) + t3(z + 2 t) = 0. 
 

Pentru ca planul (π0) să fie paralel cu dreapta (d) trebuie să fie îndeplinită condiţia: 
dN

0
⊥π  (vectorul normal la planul osculator: ) t t,2 ,1(N 3

0
−π  să fie ortogonal pe vectorul 

director al dreptei (d) : d (12, −7, 2)), deci: 
 

12 (−1) – 7(2 t) + 2 t3 = 0. 
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Soluţiile acestei ecuaţii sunt: t1 = −2, t2 = −1, t3 = 3. Deci punctele căutate sunt M1(15, 
−7, 4), M2(0, 0, 2) şi M3(80, 28, −6). 

� 

 
§§22..66..  Normala principală la o curbă în spaţiu  

 
Propoziţia 2.1. Dacă mI : f RR →⊆  este o funcţie vectorială de argument scalar astfel 

încât constant, (t)f =  atunci derivata acesteia este perpendiculară pe vectorul dat. 

 

Demonstraţie. Deoarece constant, (t)f =  se deduce că: 
 

 constant(t)f(t)f =⋅ . 
 
Prin derivare se obţine: 
 

0
dt

fd
(t)f =⋅ , 

adică derivata unei funcţii vectoriale de modul constant este perpendiculară pe vectorul dat.     

� 
 

Teorema 2.7. Fie curba în spaţiu regulată (Γ) dată în reprezentare vectorială: 
 

 ( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ  
 

şi fie (π0), (πN), planul osculator, respectiv planul normal la curba (Γ) în punctul M ∈ (Γ), de 
vector de poziţie r (t). 

Dacă curba (Γ) este regulată de cel puţin ordinul doi şi dacă ds este elementul de arc pe 

curba (Γ), atunci vectorul 
2

2

ds

rd
 este conţinut atât în planul osculator (π0) cât şi în planul 

normal (πN). 
 
Demonstraţie. 1° Deoarece curba în spaţiu (Γ) este regulată de cel puţin ordinul doi, 

rezultă că există funcţiile: 
 

 )s(rr = , s = s(t), t = t(s), 
 

continue şi cu derivate până la şi inclusiv ordinul doi, continue.  
Au loc relaţiile: 
 

 
ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅= , 

 









⋅+⋅








=

ds

dt

ds

d

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

d

ds

rd
2

2

, 
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2

22

2

2

2

2

ds

td

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅+








= , 

 

)t(r
ds

td
)t(r

ds

dt

ds

rd
2

22

2

2
&&& +








= , 

 

adică vectorul 
2

2

ds

rd
 este coplanar cu vectorii r& (t) şi r&& (t), care determină planul osculator 

(π0), deci vectorul 
2

2

ds

rd
 este conţinut în planul osculator (π0). 

 

2° Deoarece: 
 

 
ds

rd
=τ , 

rezultă că: 

  
ds

d

ds

rd
2

2 τ
= , 

 

unde τ  este versorul tangentei la curba (Γ) în punctul M, deci are lungimea constantă: 
 

 1=τ  
 

rezultă din propoziţia 2.1 că derivata vectorului τ  este perpendiculară pe τ , adică: 
 

 τ⊥
2

2

ds

rd
 

 

şi cum vectorul 
2

2

ds

rd
 trece prin punctul M ∈ (Γ), rezultă că 

2

2

ds

rd
 este conţinut în planul 

normal (πN). 
 
Din 1° şi 2° rezultă: 
 

( ) ( )NO2

2

ds

rd
π∩π⊂ .                � 

 
 

Teorema 2.8. Vectorul 
2

2

ds

rd

ds

d
=

τ
 calculat în orice punct ordinar al unei curbe în 

spaţiu, nu depinde de orientarea pe curbă. 
 

Demonstraţie. Fie s lungimea arcului pe curba (Γ) când sensul de parcurgere pe curba 
(Γ) este pozitiv şi fie s* lungimea arcului când sensul de parcurgere pe curba (Γ) este negativ. 

Se obţine schimbarea de parametru, care modifică orientarea pe curbă: 
 

s = − s*. 
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Are loc relaţia: 
 

 
ds

rd

ds

ds

ds

rd

ds

rd
**

−=⋅= , 

 

de unde rezultă că τ  depinde de orientarea pe curba (Γ), însă: 
 

2

2

*2*

2

ds

rd

ds

ds

ds

rd

ds

d

ds

rd
=⋅








−= ,  

 

de unde rezultă proprietatea anunţată.               � 
 

 

Observaţia 2.15. Din teorema 2.8 rezultă că vectorul 
ds

dτ
 calculat într-un punct ordinar 

al unei curbe în spaţiu este determinat în mod unic. 
 
Definiţia 2.16. Se numeşte normală principală la curba în spaţiu (Γ), în punctul 

ordinar M ∈ (Γ), dreapta de intersecţie dintre planul normal (πN) şi planul osculator (π0) 
duse în punctul M la curba în spaţiu (Γ), adică: 

 

)()()N( ONp π∩π= . 

 
Versorul direcţiei dreptei normale principale (Np) se notează cu υ . Acesta are aceeaşi 

direcţie cu 
2

2

ds

rd
, iar sensul lui se ia astfel încât să coincidă cu sensul vectorului 

2

2

ds

rd
, adică: 

 
2

2

ds

rd
λ=υ , λ > 0. 

 
În scopul determinării ecuaţiei vectoriale a dreptei normale principale (Np) se 

consideră o curbă în spaţiu regulată (Γ) dată în reprezentare vectorială: 
 

( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ . 

 

Fie M ∈ (Γ) un punct curent de vector de poziţie )t(r  şi (Np) normala principală la 

curba (Γ) în punctul ordinar M. Se consideră Q ∈ (Np) un punct curent de vector de poziţie R . 
Deoarece (Np) ⊂ (π0) rezultă că vectorul care dă direcţia normalei principale este coplanar 

cu vectorii )t(r&  şi )t(r&&  care determină planul osculator (π0) în punctul M la curba în spaţiu 

(Γ), iar din faptul că (Np) ⊂ (πN) rezultă că direcţia normalei principale este ortogonală pe 

vectorul )t(r& , deci direcţia dreptei (Np) este coliniară cu vectorul ( ))t(r)t(r)t(r &&&& ×× . 

Deoarece ( )rrrMQcărezultă)N(Q,M p
&&&& ××∈ , se obţine deci: 

 

 ( )[ ]rrrMQ &&&& ××λ= ,    R∈λ , 
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dar: 

  )t(rRMQ −= , 

rezultă: 

  (Np):  )t(rR − ( )[ ]rrr &&&& ××λ= ,    R∈λ , 
 

care este ecuaţia vectorială a normalei principale în punctul M la curba în spaţiu (Γ). 
 

Observaţii 2.16. 

1°. Dacă curba (Γ) este dată în reprezentare parametrică: 
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iar M ∈ (Γ), de coordonate x(t), y(t), z(t) şi X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent Q ∈ (NP), 
atunci se obţine: 

 

 k
)t(y)t(x

)t(y)t(x
j

)t(x)t(z

)t(x)t(z
i

)t(z)t(y

)t(z)t(y

)t(z)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

kji

)t(r)t(r ⋅+⋅+⋅==×
&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&&&

&&&&&& , 

 

( ) ==××

)t(y)t(x

)t(y)t(x

)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y
)t(z)t(y)t(x

kji

)t(r)t(r)t(r

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&&&&  

+⋅= i
)t(y)t(x

)t(y)t(x

)t(x)t(z

)t(x)t(z
)t(z)t(y

&&&&

&&

&&&&

&&

&&

+⋅ j
)t(z)t(y

)t(z)t(y

)t(y)t(x

)t(y)t(x
)t(x)t(z

&&&&

&&

&&&&

&&

&&

  

k
)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y
)t(y)t(x

⋅+

&&&&

&&

&&&&

&&

&&

 

 
Dacă se transcrie analitic ecuaţia vectorială a normalei principale (Np) se obţin 

ecuaţiile scalare ale normalei principale: 
 

=
−

=
−

)t(z)t(y

)t(z)t(y

)t(y)t(x

)t(y)t(x
)t(x)t(z

)t(yY

)t(y)t(x

)t(y)t(x

)t(x)t(z

)t(x)t(z
)t(z)t(y

)t(xX
:)N( p

&&&&

&&

&&&&

&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&

&&
 

 



Capitolul 2. Elemente de geometrie diferenţială a curbelor în spaţiu 91 

)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y
)t(y)t(x

)t(zZ

&&&&

&&

&&&&

&&

&&

−
= . 

 
2°. În cazul în care curba (Γ) este dată în reprezentare naturală: 
 

(s)rr :)( =Γ ,   s parametru natural, 
 

iar M ∈ (Γ), de vector de poziţie )s(r , rezultă că ecuaţia vectorială a normalei principale se 
poate da şi sub forma: 

 

R∈αα+=      (s),''r(s)rR :)N( p , 
 

sau sub forma: 
 

R∈µυµ+=      (s),(s)rR :)N( p .             � 

 
 

 
§§22..77.. Binormala la o curbă în spaţiu 
 
Definiţia 2.17. Se numeşte binormală la curba în spaţiu (Γ) în punctul ordinar M ∈ (Γ), 

dreapta (Nb) ce trece prin M, perpendiculară pe planul osculator (πO) al punctului considerat. 
 

În scopul determinării ecuaţiei vectoriale a dreptei binormale (Nb) se consideră curba 
în spaţiu (Γ) dată în reprezentare vectorială: 

 

( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ . 
 

Fie M ∈ (Γ) un punct curent de vector de poziţie )t(r  şi (Nb) binormala la curba (Γ) în 

punctul ordinar M. Se consideră Q ∈ (Nb) un punct curent de vector de poziţie R . 
Deoarece binormala (Nb) la curba în spaţiu (Γ) în punctul ordinar M este prin definiţie 

perpendiculară pe planul osculator (π0), determinat de vectorii r& (t), r&& (t), rezultă că direcţia 

dreptei binormale este coliniară cu produsul vectorial r& (t) × r&& (t). Deci vectorul MQ  este 

coliniar cu vectorul r& (t) × r&& (t), adică are loc: 
 

( ))t(r)t(rMQ &&& ×λ= ,    R∈λ . 
 
Dacă se ţine seama de relaţia: 
 

 rRMQ −= (t), 
 

se obţine ecuaţia vectorială a binormalei în punctul ordinar M la curba în spaţiu (Γ): 
 

( ))t(r)t(r)t(rR:)N( b
&&& ×λ=− ,    R∈λ . 
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Observaţia 2.17. Dacă punctul ordinar M ∈ (Γ) nu este un punct de inflexiune, sau nu 
aparţine unui segment, iar curba în spaţiu (Γ) este de clasă cel puţin 2, atunci planul 
osculator în M este unic determinat şi de aici (Np) şi (Nb) sunt unic determinate. 

 

Observaţii 2.18. 

1°. În cazul în care curba (Γ) este dată în reprezentare parametrică: 
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iar M ∈ (Γ), de coordonate x(t), y(t), z(t) şi X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent Q ∈ (Nb), 
atunci prin transcrierea analitică a ecuaţiei vectoriale a binormalei în punctul M la curba în 
spaţiu (Γ), se obţin ecuaţiile scalare ale binormalei: 

 

)t(y)t(x

)t(y)t(x
)t(zZ

)t(x)t(z

)t(x)t(z
)t(yY

)t(z)t(y

)t(z)t(y
)t(xX

:)N( b

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&

−
=

−
=

−
 . 

 

2°. În cazul în care curba (Γ) este dată în reprezentare naturală: 
 

(s)rr :)( =Γ ,   s parametru natural, 
 

iar M ∈ (Γ), de coordonate x(s), y(s), z(s) şi X, Y, Z sunt coordonatele punctului curent Q ∈ (Nb), 
rezultă că ecuaţia vectorială a binormalei se poate da şi sub forma: 

 

( ) R∈αυ×τα=−      ,)s()s((s)rR :)N( b , 
 

sau sub forma: 
 

( ) R∈µ×µ=−      ,(s)''r(s)'r)s(rR :)N( b , 
 

sau cu componente scalare: 

�

                                       . 

)s(''y)s(''x

)s('y)s('x
)s(zZ

)s(''x)s(''z

)s('x)s('z
)s(yY

)s(''z)s(''y

)s('z)s('y
)s(xX

:)N( b

−
=

−
=

−
 

 
Definiţia 2.18. Se numeşte versor binormal la curba în spaţiu (Γ), în punctul ordinar 

M ∈ (Γ), vectorul unitar al dreptei binormale, notat cu β , orientat astfel încât ansamblul 

{ }βυτ ,,,M  să formeze un reper orientat ca şi reperul { }k,j,i,0 , (fig. 2.8). 
 
Din această definiţie rezultă că: 
 

 υ×τ=β . 
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În figura 2.9 sunt indicate posibilităţile de 
direcţie a lui τ  după sensul pozitiv al lui (Γ) (două 
posibilităţi), combinate cu posibilităţile de direcţie a 
lui υ  (două pentru fiecare poziţie a lui τ ), precum 
şi toate noţiunile geometrice introduse în 
paragrafele 2.3, 2.4, 2.5, 2.6. În fiecare din cele 
patru cazuri s-a indicat una din posibilităţile de 
reprezentare grafică a curbei (Γ). 

 
 

 
Fig 2.9. 

 

Fig. 2.8. 
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Exemplul 2.6. Să se determine punctele de pe curba în spaţiu: 
 

  (Γ) :  k  t j t ln i 
t

2
r 2−+=  

 

ale căror binoame să fie paralele cu planul de ecuaţie: 
 

  (π) :  x – y + 8 z + 2 = 0. 
 

Soluţie: Vectorul director al binormalei în punctul M ∈ (Γ), de vector de poziţie )t(r  

este (t)r  )t(r &&& × . 
 

k t 2j 
t

1
i 

t

2
)t(r

2
−+−=& , 

 

k 2j 
t

1
i 

t

4
)t(r

23
−−=&& , 

( )kj t6i  t2
t

2
k 

t

2
j 

t

12
i 

t

4

2
t

1

t

4

 t2
t

1

t

2
kji

(t)r  )t(r 23
442

23

2
++−=−−−=

−−

−−=× &&& . 

 
Parametrii directori ai direcţiei binormalei sunt 2 t3, 6 t2, 1. 

Condiţia de paralelism cu planul (π) este: 
 

( ) ( ) 0k 8ji  kj  t6i  t2 23 =+−⋅++ , 
deci: 

2 t3 – 6 t2 + 8 = 0, 
 

care are rădăcinile t1 = −1 şi t2, 3 = 2.  
  

Există un singur punct pe curbă obţinut pentru t = 2:  M(1, ln 2, – 4), deoarece pentru 
t = −1, ln t nu există. 

� 
 
 

§§22..88..  Planul rectificant  llaa  oo  ccuurrbbăă  îînn  ssppaaţţiiuu  

 
Definiţia 2.19. Se numeşte plan rectificant la curba în spaţiu regulată (Γ) în punctul 

M ∈ (Γ), planul (πR) determinat de tangenta şi binormala la curba (Γ) ce trec prin punctul M. 
 

În scopul determinării ecuaţiei vectoriale a planului rectificant (πR) se consideră curba 
regulată (Γ), de cel puţin ordinul doi, dată în reprezentare vectorială: 

 

( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ . 
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Fie M ∈ (Γ), un punct curent, care nu este punct de inflexiune al curbei (Γ), de vector 
de poziţie )t(r , (πR) planul rectificant la curba (Γ) în punctul M, iar Q ∈ (πR) un punct 

curent de vector de poziţie R . 
Prin definiţie, planul rectificant (πR), la curba (Γ) în punctul M ∈ (Γ) este determinat 

de tangentă şi binormală, deci el este generat de vectorii r& (t) şi r& (t) × r&& (t). Rezultă că 

vectorii MQ , r& (t), r& (t) × r&& (t) sunt coplanari, adică are loc: 
 

( )[ ] 0)t(r)t(r  )t(rMQ =××⋅ &&&& . 
 

Dar: 
 

 rRMQ −= (t), 
deci: 

( ) ( )[ ] 0)t(r)t(r  )t(r  )t(rR:)( R =××⋅−π &&&& , 
 

care reprezintă ecuaţia vectorială a planului rectificant la curba în spaţiu (Γ) în punctul M. 
 

Observaţii 2.19.  
1°. Dacă curba în spaţiu (Γ) este dată în reprezentare parametrică: 
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iar M ∈ (Γ), de coordonate x(t), y(t), z(t) şi Q ∈ (πR), punct curent de coordonate X, Y, Z, atunci, 
dacă se transcriere analitic ecuaţia vectorială a planului rectificant, se obţine ecuaţia scalară:  

 

0

)t(y)t(x

)t(y)t(x

)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y
)t(z)t(y)t(x

)t(zZ)t(yY)t(xX

:)( R =

−−−

π

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&

&&& . 

2°. Dacă curba în spaţiu (Γ) este dată în reprezentare naturală: 
 

(s)rr :)( =Γ ,   s parametru natural, 
 

iar M ∈ (Γ), de vector de poziţie )s(r , atunci ecuaţia vectorială a planului rectificant se scrie 
sub forma: 

 

R∈δγβδ+τγ+=π  ,     ,)s()s()s(rR :)( R , 
 

sau sub forma: 
 

[ ] R∈µα×µ+α+=π  ,     ,)s(''r)s('r)s('r)s(rR :)( R . 
� 
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Observaţia 2.20. Din definiţia planului rectificant rezultă că acesta admite dreapta normală 
principală drept normală. Dacă se ţine seama de acest lucru, rezultă că reprezentările 
vectorială şi scalară ale planului rectificant pot fi deduse imediat din reprezentările analoage 
ale dreptei normale principale. 

 
 

  
§§22..99..  TTrriieeddrruull  lluuii  FFrreenneett    

 
Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată de cel puţin ordinul doi şi M un punct al curbei (Γ) 

care nu aparţine unui arc segment de dreaptă a lui (Γ) şi nu este punct inflexionar al acesteia. 
În aceste ipoteze s-au ataşat, în mod unic, la curba (Γ) în punctul M, trei versori: versorul 
tangent τ , versorul normal principal υ , respectiv versorul binormal β . 

 

Definiţia 2.20. Ansamblul { }βυτ ,,,M  ataşat curbei în spaţiu (Γ) în punctul M ∈ (Γ) 

se numeşte reperul mobil al lui Frenet. 
 
Definiţia 2.21. Se numeşte triedrul 

lui Frenet ataşat curbei în spaţiu (Γ) în 
punctul M ∈ (Γ), triedrul drept determinat 
de versorii τ , υ , β  (fig. 2.10). 

Planele acestui triedru sunt (πO), 
(πN), (πR), ale căror ecuaţii se pot rescrie 
şi sub forma: 

 

 [ ] 0)s()s(rR:)( O =β⋅−π , 
 

[ ] 0)s()s(rR:)( N =τ⋅−π , 
 

[ ] 0)s()s(rR:)( R =υ⋅−π , 
 

iar muchiile triedrului lui Frenet sunt (T), 
(Np), (Nb). 
 Deoarece reperul lui Frenet este ortonormat şi orientat drept, rezultă că între versorii 
acestuia au loc relaţiile următoare: 

 

  1=β⋅β=υ⋅υ=τ⋅τ , 
 

  0=τ⋅β=β⋅υ=υ⋅τ , 
 

0=β×β=υ×υ=τ×τ , 
 

τ×β=υβ×υ=τυ×τ=β ,, , 
 

unde τ , υ , β  sunt daţi prin formulele: 

(πN) 

(π0) 

(πR) 

(Nb) 

(Np) 

M 
τ  

β  

υ  
)t(r&  

(T) 

Fig. 2.10. 

(Γ) 
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  )s('r)s( =τ ,   
)s('r

)s(''r
)s( =υ , 

)s(''r)s('r

)s(''r)s('r
)s(

×

×
=β , 

 

în cazul în care curba (Γ) este dată în reprezentare naturală: 
 

(s)rr :)( =Γ ,   s parametru natural, 
 

sau respectiv prin formulele: 
 

  
)t(r

)t(r
)t(

&

&

=τ ,     
( )
( ) )t(r)t(r)t(r

)t(r)t(r)t(r
)t(

&&&&

&&&&

××

××
=υ ,     

)t(r)t(r

)t(r)t(r
)t(

&&&

&&&

×

×
=β , 

 

dacă curba (Γ) este dată în reprezentare vectorială: 
 

( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ , 
 

cu t parametru oarecare.                 � 
 
 

Observaţia 2.21. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată, M ∈ (Γ) un punct curent ordinar şi 
neinflexionar, (Γ) fiind dată în reprezentare parametrică: 

 









∈=

=

=

Γ

). t,(t  t ),t(zz

),t(yy

),t(xx

 :)(

21

 

 
Funcţia s = s(t) este continuă şi derivabilă, deci: 
 

 

 

dt

ds
1

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅=⋅= , 

 +









⋅=
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dt

ds

1

dt

rd

dt

ds
1

ds

d

dt

rd

dt

ds

1

dt

rd

ds

td

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

rd
 

3

22

2

2

2

22

2

ds

sdrddsrd

dt

ds
1

dt

ds
dt

sd

dt

rd

dt

ds

1

dt

rd

ds

dt

dt

ds
1

dt

d

dt

rd ⋅−⋅
=⋅
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⋅=⋅



















⋅+ . 

 

Prin înlocuirea derivatelor 
ds

rd
 şi 

2

2

ds

rd
 în )s(τ , )s(υ  şi )s(β  se obţin versorii τ , υ , β  

în funcţie de parametrul t.  
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� 
 
Exemplul 2.7. Fie curba în spaţiu: 
 

 (Γ) :  0    t,kln t j ti t 2)t(r 2 >++= . 
 

Să se determine ecuaţiile muchiilor şi feţelor triedrului Frenet în punctul P(2, 1, 0). 
Soluţie: Pe curba (Γ) punctul P(2, 1, 0) corespunde la valoarea t = 1 a parametrului. 

Vectorul director al tangentei în P este: 
 

 k j 2i 2k 
t

1
j t 2i 2r

1t
P ++=





++=

=

& , 

 

iar ecuaţiile tangentei în P la curba (Γ) sunt date de: 
 

1

z

2

1y

2

2x
  : )T( =

−
=

−
. 

 

Planul normal are drept vector normal rN &=  şi ecuaţia: 
 

  (πN) :  2(x – 2) + 2(y – 1) + 1(z – 0) = 0, 
sau: 

  (πN) :  2 x + 2 y + z – 6 = 0. 
 

Planul osculator conţine punctul P şi este determinat de vectorii Pr& , Pr&& , ecuaţia sa 

este: 

(π0) :  0

120

122

z1y2x

=

−

−−

, 

sau: 
(π0) :  2 x – y – 2 z – 3 = 0. 

 
Dreapta binormală este perpendiculară pe planul osculator în P, deci are vectorul 

director )2 ,1 ,2(NP −− , rezultă ecuaţiile: 
 

(Nb) : 
2

z

1

1y

2

2x

−
=

−

−
=

−
. 

 
Normala principală se află la intersecţia dintre planul normal şi planul osculator, şi are 

ecuaţiile: 
 

(Np) :  




=−−−

=−++

.03z 2yx 2

,06zy  2 x2
 

 
Planul rectificant conţine dreapta tangentă şi dreapta binormală iar ecuaţia sa este: 
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(πR) :  0

212

122

z1y2x

=

−−

−−

, 

sau: 
(πR) :  x – 2 y + 2 z = 0.              � 

    
§§22..1100..  IInnddiiccaattooaarree  ssffeerriiccee..  CCuurrbbuurrăă..  TToorrssiiuunnee    

 
Definiţia 2.22. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată, M ∈ (Γ) un punct curent pe curba (Γ) 

şi (S) o sferă cu centrul în O şi de rază egală cu unitatea. Se consideră vectorul tangentei τ  

în punctul M şi fie τ=τ= *'OM  un vector cu originea în O şi extremitatea în M’ ∈ (S), 
echipolent cu τ . Când punctul M va parcurge curba (Γ) în sens pozitiv, punctul M’ va 
descrie pe sfera (S) o curbă (Γ) (fig. 2.11). 

 
Se numeşte indicatoare sferică a tangentelor, curba în spaţiu (Γ1) astfel definită. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2.11. 

 
Fie M1 un alt punct al curbei regulate (Γ), (Γ1) indicatoarea sferică a tangentelor şi 

M’, M1’ ∈ (Γ1), două puncte pe curba (Γ1), corespunzătoare punctelor M şi M1 (fig. 2.11). 

Se notează cu ∆s lungimea arcului MM1 ⊂ (Γ) şi cu ∆σ lungimea arcului M’M1’ ⊂ (Γ1). 
 
Definiţia 2.23. Se numeşte curbură medie a arcului MM1, raportul: 
 

 
s∆

σ∆
. 

  
Observaţia 2.22. Curbura medie se notează cu Km(MM1). 
Deci: 
 

(Γ) 
1τ  

∆s 

τ  

M 

M1 

M1’ 
M’ 

∆θ 

O 

*
1τ  

*τ  

∆σ 

(Γ1) 

(S) 
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Km(MM1) = 
s∆

σ∆
. 

 
Definiţia 2.24.. Se numeşte curbura curbei în spaţiu (Γ) în punctul M, limita curburii  

medii a arcului MM1 când M1 → M, dacă această limită există şi este finită. 
 
Observaţia 2.23. Curbura curbei în spaţiu (Γ) în punctul M se notează prin K. 
Deci: 
 

 
ds

d

s
limK

0s

σ
=

∆

σ∆
=

→∆
. 

 
Definiţia 2.25. Se numeşte rază de curbură a curbei în spaţiu (Γ) în punctul M, 

inversa curburii curbei (Γ) în punctul M. 
 
Observaţia 2.24. Raza de curbură se notează cu R. 
Deci: 
 

 
σ

==
d

ds

K

1
R . 

 
Teorema 2.9. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată, M, M1 ∈ (Γ) şi fie M’, M1’ ∈ (Γ1) 

punctele corespunzătoare punctelor M, M1 (fig. 2.11). Dacă se notează cu ∆s lungimea arcului  

MM1 ⊂ (Γ), cu ∆σ lungimea arcului M1M1’ ⊂ (Γ1) şi cu ∆θ unghiul versorilor τ  şi 1τ  ai 

tangentelor la curba (Γ) duse în M, respectiv M1, atunci: 
 

 
ds

d
K

θ
= . 

 
Demonstraţie. Deoarece: 
 

 τ=τ* ,  1
*
1 τ=τ , 

rezultă: 
 

 ( )*
1

* , ττ  ( )1, ττ= . 
 

Atunci au loc relaţiile: 
 

 
θ∆

⋅
σ∆

⋅
∆

θ∆
=

∆

σ∆
'
1

'
1

M'M

M'Mss
, 
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θ∆
⋅

σ∆
⋅

∆

θ∆
=

∆

σ∆

→∆→∆→∆→∆

'
1

0s'
1

0s0s0s

M'M
lim

M'M
lim

s
lim

s
lim , 

însă: 

1
M'M

lim
M'M

lim

'
1

0s'
1

0s
=

θ∆
=

σ∆

→∆→∆
. 

 

Rezultă că: 
 

s
lim

s
lim

0s0s ∆

θ∆
=

∆

σ∆

→∆→∆
, 

prin urmare: 
 

  
ds

d
K

θ
= .                   � 

 
 

Definiţia 2.26. Se numeşte unghi de contingenţă al tangentelor, unghiul ∆θ format de 
versorii tangentelor la curba (Γ) duse în punctele M, respectiv M1 ale curbei (Γ). 

 

Definiţia 2.27. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată şi M un punct curent pe (Γ). Fie (S) 
sfera unitate cu centrul în O. Dacă β  este versorul binormalei în M, se consideră vectorul 

β=β= *'OM  un vector echipolent cu β , cu originea în O şi extremitatea în M’ ∈ (S). 

Când punctul M descrie curba (Γ) în sens pozitiv, punctul M’ va descrie pe sfera (S) curba 
(Γ*) (fig. 2.12). 

 

Se numeşte indicatoare sferică a binormalelor curba în spaţiu (Γ*) astfel definită. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 2.12. 

 

Fie M1 un alt punct al curbei (Γ), 1β  versorul binormalei în M1 şi fie 1'OM *
1β=  

vectorul cu originea în O şi cu extremitatea în punctul M1’ ∈ (S) echipolent cu 1β . Rezultă 

∆θ* *β  
*

1β  

∆σ* 

(Γ*) 

1β  
β  

(Γ) 

∆s 

M1 

M 

M’ 
M1’ 

O 
(S) 
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că M’1 ∈ (Γ*). Se notează cu ∆s lungimea arcului MM1 al curbei (Γ) şi cu ∆σ* lungimea arcului 

M’M1’ ⊂ (Γ*). 
 
Definiţia 2.28. Se numeşte torsiune medie a arcului MM1, numărul real *

mK  care 

satisface: 

 
s

K
*

*
m

∆

σ∆
=  . 

Definiţia 2.29.. Se numeşte torsiunea curbei în spaţiu (Γ) în punctul M, numărul real 
K* care satisface: 

 

 
s

limK
*

0s

*

∆

σ∆
=

→∆
, 

 

dacă limita există şi este finită, adică: 
 

  
ds

d

s
limK

**

0s

* σ
=

∆

σ∆
=

→∆
. 

 
Definiţia 2.30. Se numeşte rază de torsiune a curbei în spaţiu (Γ) în punctul M, 

inversa torsiunii curbei (Γ) în punctul M. 
 
Observaţia 2.25. Raza de curbură se notează cu T. 
Deci: 
 

 
*K

1
T = , 

sau: 

  
*d

ds
T

σ
= . 

 
Teorema 2.10. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată, M, M1 ∈ (Γ) şi fie M’, M1’ ∈ (Γ*) 

punctele corespunzătoare punctelor M, M1 (fig. 2.12). Dacă se notează cu ∆s lungimea arcului  

MM1 ⊂ (Γ), cu ∆σ* lungimea arcului M1M1’ ⊂ (Γ*) şi cu ∆θ* unghiul versorilor β  şi 1β  ai 

binormalelor la curba (Γ) duse în M, respectiv M1, atunci: 
 

  
ds

d
K

*
* θ

= . 

 
Demonstraţie. Deoarece: 
 

 β=β* ,  1
*

1 β=β , 

rezultă: 
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 ( )*
1

* , ββ  ( )1, ββ= . 
 
Atunci au loc relaţiile: 
 

 
*

'
1

'
1

*** M'M

M'Mss θ∆
⋅

σ∆
⋅

∆

θ∆
=

∆

σ∆
, 

*

'
1

0s'
1

*

0s

*

0s

*

0s

M'M
lim

M'M
lim

s
lim

s
lim

θ∆
⋅

σ∆
⋅

∆

θ∆
=

∆

σ∆

→∆→∆→∆→∆
, 

însă: 

1
M'M

lim
M'M

lim
*

'
1

0s'
1

*

0s
=

θ∆
=

σ∆

→∆→∆
. 

Rezultă că: 

s
lim

s
lim

*

0s

*

0s ∆

θ∆
=

∆

σ∆

→∆→∆
, 

prin urmare: 

  
ds

d
K

*
* θ

= .                 � 

 
 
Definiţia 2.31. Se numeşte unghi de contingenţă al binormalelor, unghiul ∆θ* format 

de versorii bionormalelor la curba (Γ) duse în punctele M, respectiv M1 ale curbei (Γ). 

 
 

  
§§22..1111..  FFoorrmmuulleellee  lluuii  FFrreenneett    

 
Teorema 2.11. Se consideră o curbă în spaţiu (Γ) regulată de ordinul k, k ≥ 3, dată în 

reprezentare naturală: 
 

(s)rr :)( =Γ , s parametru natural. 
 
Fie M un punct curent pe curba (Γ), de vector de poziţie r (s), care nu este punct de 

inflexiune, iar τ , υ , β  versorii tangentei, normalei principale şi respectiv binormalei în M. 
Dacă razele de curbură şi de torsiune R şi respectiv T sunt nenule în punctul M şi dacă ds 
este elementul de arc pe curba (Γ), atunci au loc următoarele relaţii: 
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 υ=
τ

R

1

ds

d
,            (2.5) 

 υ−=
β

T

1

ds

d
,            (2.6) 

 β+τ−=
υ

T

1

R

1

ds

d
.           (2.7) 

 
Demonstraţie. Se ştie că vectorii τ  şi υ  sunt daţi de formulele: 
 

 
ds

rd
=τ , 

2

2

2

2 ds

rd

ds

rd

1
=υ . 

 

De aici rezultă: 
 

 υ==
τ

2

2

2

2

ds

rd

ds

rd

ds

d
.                   (2.8) 

 
Pe de altă parte, conform definiţiei 2.24, are loc: 
 

 
R

1

ds

d
=

σ
,   

  

unde dσ este elementul de arc pe indicatoarea sferică a tangentelor (Γ1). Fie M’ ∈ (Γ1), un 
punct curent pe indicatoarea sferică a tangentelor, de vector de poziţie *τ , corespunzător 
punctului curent M ∈ (Γ). 

Are loc relaţia: 
 

 σ=τ dd * , 

deci: 

ds

d

ds

d *τ
=

σ
, 

însă: 
  τ=τ* , 
deci: 

  
2

2

ds

rd

ds

d

R

1
=

τ
= . 

 
Prin înlocuire în (2.8) se obţine: 
 

υ=
τ

R

1

ds

d
, 
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adică formula (2.5) este demonstrată. 
Pentru a verifica formula (2.6) se consideră relaţia: 
 

 υ×τ=β , 
 

care prin derivare în raport cu arcul s al curbei (Γ), conduce la: 
 

  
ds

d

ds

d

ds

d υ
×τ+υ×

τ
=

β
. 

  
Însă: 

  υ=
τ

R

1

ds

d
, 

deci: 

ds

d

ds

d υ
×τ=

β
, ( )0=υ×υ .                 (2.9) 

 
Deoarece vectorul υ  are modulul constant ( )1=υ , rezultă conform propoziţiei 2.1 că: 
 

υ⊥
υ

ds

d
, 

 

deci, 
ds

dυ
 este coplanar cu vectorii τ  şi β . Prin urmare, 

ds

dυ
 poate fi descompus după 

vectorii τ  şi β : 
 

 βµ+τλ=
υ

ds

d
,   R∈µλ  , . 

 
Se deduce astfel prin înlocuire în relaţia (2.9): 
 

×τ=
β

ds

d ( )βµ+τλ , 

adică: 

  υµ−=
β

ds

d
, ( )υ−=β×τ=τ×τ ,0 ,              (2.10) 

de unde: 

  µ=υµ−=
β

ds

d
,                (2.11) 

 
Fie M’ ∈ (Γ*) un punct curent pe indicatoarea sferică a binormalelor de vector de 

poziţie β=β* , corespunzător punctului curent M ∈ (Γ). 
Are loc relaţia: 
 

 ** dd σ=β , 
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deci: 

 
ds

d

ds

d ** β
=

σ
. 

 

Însă: 

 
ds

d

ds

d * β
=

β
, 

deci: 

 
ds

d

ds

d *σ
=

β
. 

 

Dar: 

 
T

1

ds

d *

=
σ

, 

deci: 

T

1

ds

d
=

β
.                 (2.12) 

 

Dacă se ţine seama de relaţiile (2.11) şi (2.12) rezultă: 
 

T

1
=µ ,  

T

1
±=µ . 

 

Se consideră: 
 

T

1
=µ , 

 

atunci din relaţia (2.10) se obţine: 
 

υ−=
β

T

1

ds

d
, 

 

adică formula (2.6) este obţinută. 
 

În scopul demonstrării şi a formulei (2.7) se observă că are loc relaţia: 
 

 τ×β=υ , 
de unde: 

  
ds

d

ds

d

ds

d τ
×β+τ×

β
=

υ
, 

însă pe baza formulelor (2.5) şi (2.6) se obţine: 

τ−β=
υ

R

1

T

1

ds

d
,  ( )τ−=υ×ββ−=τ×υ , , 

deci şi formula (2.7) este demonstrată.               � 
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Definiţia 2.32. Egalităţile (2.5), (2.6) şi (2.7) obţinute în teorema 2.11, se numesc 
formulele lui Frenet relative la curba în spaţiu (Γ). 

 
Formulele lui Frenet sunt de mare importanţă pentru demonstrarea următoarei teoreme 

fundamentale a teoriei curbelor în spaţiu şi anume: 
 
Teorema 2.12. Fie K = K(s), χ = χ(s) două funcţii continue pe intervalul I ⊂ [0, ∞) şi 

astfel încât K(s) > 0 pentru orice s ∈ I. În aceste condiţii există o curbă care admite o 
reprezentare naturală cu s ca parametru şi pentru care K(s) şi χ(s) sunt curbura şi respectiv 
torsiunea. Două curbe cu această proprietate diferă cel mult printr-o rotaţie şi o translaţie. 

 

Observaţia 2.26. Rezultatul dat în teorema 2.12 arată că funcţiile continue: 
 

K = K(s),  χ = χ(s), K(s) > 0, (∀) s ∈ I,             (2.13) 
 

determină o curbă până la rotaţii şi translaţii în spaţiu. Din acest motiv, ecuaţiile (2.13) se 
numesc ecuaţii intrinseci ale curbelor în spaţiu. 

 

 

  
§§22..1122..  AApplliiccaaţţiiii  aallee  ffoorrmmuulleelloorr  lluuii  FFrreenneett    

 
Următoarele patru rezultate dau unele informaţii asupra interpretării geometrice a 

curburii şi torsiunii unei curbe în spaţiu. 
 

Teorema 2.13. Fie (Γ) o curbă în spaţiu, regulată de ordinul k, k ≥ 2. Condiţia 
necesară şi suficientă ca această curbă să fie o dreaptă este: 

 

 K = 0. 
 

Demonstraţie. Necesitatea. Fie (Γ) o dreaptă. În acest caz tangenta la curba (Γ) are o 
direcţie constantă, adică: 

 

∆θ = 0, 
 

unde ∆θ este unghiul de contingenţă al tangentelor. 
 Se obţine: 

 

  0
s

=
∆

θ∆
 

şi deci: 

  0
s

limK
0s

=
∆

θ∆
=

→∆
. 

 

Suficienţa. Fie (Γ) o curbă în spaţiu astfel încât: 
 

 K = 0. 
 

Din formula (2.5) a lui Frenet, rezultă: 



Geometrie diferenţială 108 

 

 υ=
τ

K
ds

d
,  

deci: 

  0
ds

d
=

τ
, 

adică: 
 0d =τ . 
 
Prin integrare se obţine: 
 

 0τ=τ , 
 

unde 0τ  este un vector constant. 

 Însă: 

ds

rd
=τ , 

deci: 
  dsrd 0τ= . 

 

 Prin integrare se obţine: 
 

00 rsr +τ= , 
 

unde 0r  este un vector constant. Prin transcrierea analitică a acestei ecuaţii se obţine: 
 

  








+=

+=

+=

,znsz

,ymsy

,xlsx

0

0

0

 

unde: 
  kzjyixr ++= , kzjyixr 0000 ++= , knjmil0 ++=τ . 

 

 S-au obţinut tocmai ecuaţiile parametrice ale unei drepte, adică (Γ) este o dreaptă.  
 � 

 
 

Teorema 2.14. Fie (Γ) o curbă în spaţiu, regulată de ordinul k, k ≥ 2, fără puncte 

singulare şi astfel încât K > 0. (Γ) este curbă plană dacă şi numai dacă 0
T

1
= . 

 

Demonstraţie. Necesitatea. Se consideră curba în spaţiu (Γ) în reprezentare parametrică 
naturală: 









=

=

=

Γ

natural.parametru  s        ),s(zz

),s(yy

),s(xx

 :)(  

Dacă se presupune că (Γ) este o curbă plană, atunci există un plan: 
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 (π): Ax + By + Cz +D = 0, 
 

astfel încât toate punctele lui (Γ) îi aparţin, deci are loc: 
 

Ax(s) + By(s) + Cz(s) +D = 0. 
 

 Prin derivarea acestei egalităţi de două ori în raport cu s se obţine: 
 

 Ax’(s) + By’(s) + Cz’(s) = 0, Ax’’(s) + By’’(s) + Cz’’(s) = 0, 
 

deci vectorii )s('r , )s(''r  sunt ortogonali pe vectorul normal )C,B,A(N  la planul (π). 

Rezultă astfel că vectorul )s(''r)s('r ×  este coliniar cu N , deci: 
 

  N
N

1
=β  

şi atunci: 

0
ds

d
=

β
. 

 

Prin folosirea formulei (2.6) a lui Frenet, rezultă atunci: 
 

0
T

1
= . 

 

 Suficienţa. Dacă 0
T

1
=  în toate punctele curbei (Γ), atunci din aceeaşi formulă (2.6) 

rezultă: 

0
ds

d
=

β
 

 

şi deci prin integrare se obţine: 
 

0β=β , 

unde: 
kCjBiA0 ++=β , 

 

este un vector constant. 
Prin înmulţire scalară a acestei relaţii cu τ , se obţine: 
 

0β⋅τ=β⋅τ , 

însă: 
β⋅τ  = 0, 

deci: 
00 =β⋅τ . 

 

Dar: 
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ds

rd
=τ , 

deci: 

0
ds

rd
0 =⋅β . 

 

Prin transcrierea analitică a ultimei ecuaţii se obţine: 
 

0)s('Cz)s('By)s('Ax =++ , 
sau:  

Adx + Bdy + Cdz = 0, 
 

care este o ecuaţie diferenţială totală, ce integrată conduce la: 
 

Ax(s) + By(s) + Cz(s) + D = 0, 
 

unde D este o constantă. 
x(s), y(s), z(s) sunt coordonatele unui punct arbitrar M ∈ (Γ), rezultă că (Γ) este situată 

în planul (π) de ecuaţie: 
 

(π) :  Ax + By + Cz + D = 0.              � 
 
 

Teorema 2.15. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată de ordinul k, k ≥ 3, ale cărei puncte 

sunt ordinare şi astfel încât K > 0. (Γ) este o parte a unui cerc dacă şi numai dacă 0
T

1
=  

şi K = constant. 
 
Demonstraţie. Necesitatea. Fie (Γ) o porţiune a unui cerc. Printr-o translaţie se poate 

presupune că centrul acestuia este chiar originea reperului. Fie curba (Γ) dată în reprezentare 
naturală: 

 

(s)rr :)( =Γ ,   s parametru natural. 
 
Deoarece la un cerc raza şi tangenta într-un punct sunt perpendiculare, rezultă că are 

loc relaţia: 
 

0(s)'r(s)r =⋅ . 
 

 Prin derivarea acestei egalităţi se obţine: 
 

0)s(''r)s(r)s(2 =⋅+τ , 

deci: 

0
ds

d
)s(r1 =

τ
⋅+ , 

 

sau prin utilizarea formulei (2.5) a lui Frenet, se deduce: 
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K

1
)s(r −=υ⋅ . 

 

Prin derivarea acestei egalităţi în raport cu s şi prin utilizarea formulei (2.7) a lui 
Frenet, se obţine: 
 









β+τ−+υ⋅τ=








−

T

1
Kr

K

1

ds

d
. 

 

Dar: 

0=υ⋅τ ,   0r =τ⋅ ,   0
T

1
=  (deoarece curba (Γ) este plană se aplică teorema 2.14). 

 

Rezultă că: 
 

0
K

1

ds

d
=








− , 

deci 
K

1
 este constantă. 

 

 Suficienţa. Fie curba (Γ) astfel încât 0
T

1
=  şi K = constant. Conform teoremei  2.14 se 

obţine că (Γ) este o curbă plană. Prin utilizarea formulei (2.7) a lui Frenet se obţine: 
 

( ) 0K
K

1

ds

d

K

1

K

1
r

ds

d
=τ⋅−+τ=

υ
⋅+τ=








υ+ , 

deci: 

a
K

1
r =υ+ , 

 

unde a  este un vector constant. Se obţine astfel: 
 

( )
2

2

K

1
ar =− , 

sau: 

( ) ( ) ( )
2

2
3

2
2

2
1

K

1
a)s(za)s(ya)s(x =−+−+− , 

 

unde x(s), y(s), z(s) sunt coordonatele unui punct curent al curbei (Γ), iar kajaiaa 321 ++= . 

Această egalitate arată că (Γ) se află la intersecţia sferei de centru C(a1, a2, a3) şi rază 

K

1
, cu un plan, adică este o parte a unui cerc.            � 

 
 

Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată de ordinul k, k ≥ 3, în vecinătatea punctului M0 ∈ (Γ) 
corespunzător la s = s0. Fie 000 ,, βυτ , versorii triedrului lui Frenet, ataşaţi curbei (Γ) în M0 

şi K0, 
*
0K , curbura şi respectiv torsiunea presupuse nenule, în acest punct. 
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Definiţia 2.33. O curbă în spaţiu (Γ) regulată de ordinul k, k ≥ 3, dată în reprezentare 
vectorială: 

 

( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ , 
 

se spune că este drept orientată în punctul M0 ∈ (Γ), corespunzător valorii s0 a parametrului 
s, dacă pentru s crescător (s > s0) punctele curbei (Γ) părăsesc planul osculator (π0) în M0 pe 
partea pozitivă a sa, parte dată de 0β  şi este stâng orientată în punctul M0 dacă pentru s > s0 

punctele curbei (Γ) părăsesc planul osculator (π0) în M0 pe partea sa negativă, parte dată 
de 0β− . 

 
Observaţia 2.27. Definiţia de mai sus este independentă de orientarea pe curbă, 

deoarece dacă s* = − s, se obţine τ−=τ* , υ=υ* , dar şi β−=β* . 
 
Teorema 2.16. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată de ordinul k, k ≥ 3, în vecinătatea 

unui punct M0 ∈ (Γ), K0, 
*
0K , curbura şi respectiv torsiunea, presupuse nenule în acest 

punct. Dacă torsiunea în M0 este pozitivă, atunci curba (Γ) este drept orientată în M0, iar 
dacă torsiunea în M0 este negativă, atunci curba (Γ) este stâng orientată în M0. 

 
Demonstraţie. Deoarece curba (Γ) este regulată de ordinul cel puţin trei, rezultă că 

există şi sunt continue funcţiile vectoriale: )s('''r),s(''r),s('r),s(r . Prin aplicarea formulei 

lui Taylor, se obţine: 
 

θ+
−

+
−

+
−

+= )s('''r 
! 3

)ss(
)s(''r 

! 2

)ss(
)s('r 

! 1

ss
)s(r)s(r 0

3
0

0

2
0

0
0

0 , 

unde: 
  0

0ss
 →θ

→
. 

 
Prin utilizarea formulelor lui Frenet, se obţine: 
 

00 )s('r τ= , 000 K)s(''r υ= ,  0
*
00000

2
00 KK'KK)s('''r β+υ+τ−= . 

 
Rezultă deci: 
 

+υ






 −
+

−
+τ







 −
−−+= 00

3
0

0

2
0

0
2
0

3
0

00 K' 
6

)ss(
K 

2

)ss(
K 

6

)ss(
)ss(r)s(r  

θ+β
−

+ 0
*
00

3
0 KK 

6

)ss(
, ( ))s(rr 00 = .              (2.14) 

 

Dacă se ţine seama că produsul mixt ( ) 1,, 000 =βυτ , din relaţia (2.14) se obţine: 
 

( )
( )

ε+
−

=υτ− *
00

3
0

000 KK
6

ss
,,rr ,             (2.15) 

unde: 
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( ) .0,,
0SS00  →=υτθ=ε

→
 

 

Dacă s > s0 şi cum K0 > 0, cantitatea 
( )

0

3
0 K

6

ss −
, este pozitivă, iar membrul doi al 

relaţiei (2.15) păstrează într-o vecinătate suficient de mică a lui s0, semnul lui *
0K . Aşadar, 

dacă torsiunea *
0K  > 0, din egalitatea (2.15) rezultă că: 

 

( ) 0,,rr 000 >υτ− , 
 

deci curba este drept orientată în M0, iar dacă torsiunea *
0K  < 0, rezultă că: 

 

( ) 0,,rr 000 <υτ− , 
 

adică curba (Γ) este stâng orientată în M0.               � 
 
 

Observaţia 2.28. Din teoremele 2.14 şi 2.16 reiese că torsiunea măsoară “abaterea” 
curbei de la planul osculator al acesteia. 
 
 

  
§§22..1133..  CCaallccuulluull  ccuurrbbuurriiii  şşii  aall  ttoorrssiiuunniiii    

 
 Teorema 2.17. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată de ordinul k, k ≥ 3, M ∈ (Γ) un punct 
curent, ds elementul de arc pe curba (Γ), iar R raza de curbură a curbei (Γ) în punctul M. 
 1° Dacă curba (Γ) este dată în reprezentare vectorială naturală: 

 

 (s)rr :)( =Γ ,   s parametru natural, 
 

iar M ∈ (Γ) este vector de poziţie )s(r , atunci: 
 

  )s(''r)s('r
R

1
K ×== . 

 
2° Dacă curba (Γ) este dată în reprezentare vectorială oarecare: 
 

 ( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ , 
 

iar M ∈ (Γ) este vector de poziţie )t(r , atunci: 
 

  
3

)t(r

)t(r)t(r

R

1
K

&

&&& ×
== . 

 
 

3° Dacă curba (Γ) este dată în reprezentare parametrică oarecare: 
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∈=

=

=

Γ

), t,(t  t ),t(zz

),t(yy

),t(xx

 :)(

21

 

 

iar M ∈ (Γ) este de coordonate x(t), y(t), z(t), atunci: 
 

  

( )2

3
222

222

)t(z)t(y)t(x

)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y

)t(y)t(x

)t(y)t(x

R

1
K

&&&

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&

++

++

== . 

 

 Demonstraţie. 1° Din formula (2.5) a lui Frenet rezultă: 
 

  
2

2

ds

rd

K

1

ds

d

K

1
=

τ
=υ  

 

şi dacă se înlocuieşte în egalitatea: 
 

υ×τ=β , 
se obţine: 

  
2

2

ds

rd

ds

rd

K

1
×=β . 

 

Prin considerarea modulului acestei relaţii, se obţine: 
 

)s(''r)s('r
R

1
K ×== . 

 
2° Fie: 
 

 ( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ , 
 

atunci dacă se ţine seama că s = s(t) este funcţie continuă şi derivabilă, se obţine: 
 

ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅= , 

2

22

2

2

2

2

ds

td

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅+








= . 

 

De unde: 
 









×⋅+








×








=×

dt

rd

dt

rd

ds

td

ds

dt

dt

rd

dt

rd

ds

dt

ds

rd

ds

rd
2

2

2

23

2

2

, 

adică: 

( ))t(r)t(r
ds

dt
)s(''r)s('r

3

&&& ×







=× . 

 

Prin înlocuire în relaţia curburii demonstrată la 1° se obţine: 
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)t(r)t(r
ds

dt

R

1
K

3

&&& ×







== . 

 

Însă: 

33

3

)t(r

1

dt

ds

1

ds

dt

&
==







 , 

deci: 

3
)t(r

)t(r)t(r

R

1
K

&

&&& ×
== . 

 
3° Deoarece: 

 

k)t(zj)t(yi)t(x)t(r ++= ,  k)t(zj)t(yi)t(x)t(r &&&& ++= , 
 

rezultă că: 
 

)t(z)t(y)t(x)t(r 222
&&&& ++= , 

 

)t(z)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

kji

)t(r)t(r

&&&&&&

&&&&&& =× , 

de unde: 
222

)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y

)t(y)t(x

)t(y)t(x
)t(r)t(r

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&
&&& ++=× . 

 
 

Prin înlocuire în formula curburii demonstrată la 2° se obţine: 
 

( ) �

                                       . 

)t(z)t(y)t(x

)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y

)t(y)t(x

)t(y)t(x

R

1
K

2

3
222

222

&&&

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&

++

++

==     

 
Observaţia 2.29. Dacă curba în spaţiu (Γ) este dată în reprezentare vectorială naturală: 
 

 (s)rr :)( =Γ ,   s parametru natural, 
 

atunci curbura sa poate fi exprimată şi prin relaţia: 
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)s(''z)s(''y)s(''x
R

1
K 222 ++== . 

 
Într-adevăr, deoarece: 

 

1
ds

rd
=τ= , 

rezultă că: 

2

2

ds

rd

ds

rd
⊥ . 

 

Atunci are loc: 
 

2
sin)s(''r)s('r)s(''r)s('r

π
⋅=× , 

adică: 

)s(''z)s(''y)s(''x)s(''r
R

1
K 222 ++=== .         � 

 
Observaţia 2.30. Din teorema 2.17, ca şi din definiţia 2.24 rezultă: curbura K într-un 

punct M ∈ (Γ) este un număr real nenegativ. 
 

Teorema 2.18. Fie (Γ) o curbă în spaţiu regulată de ordinul k, k ≥ 3, M ∈ (Γ) un punct 
curent, ds elementul de arc pe curba (Γ), iar K* torsiunea curbei (Γ) în punctul M. 
 

1° Dacă curba (Γ) este dată în reprezentare vectorială naturală: 
 

 (s)rr :)( =Γ ,    s parametru natural, 
 

iar M ∈ (Γ) este de vector de poziţie r (s), atunci: 
 

  
( )

2
*

)s(''r)s('r

)s('''r,')'s(r),s('r

T

1
K

×
== . 

 
2° Dacă curba (Γ) este dată în reprezentare vectorială oarecare: 
 

 ( )21  t,t  t(t),rr :)( ∈=Γ , 
 

iar M ∈ (Γ) este de vector de poziţie r (t), atunci: 
 

  
( )

2
*

)t(r)t(r

)t(r),t(r),t(r

T

1
K

&&&

&&&&&&

×
== . 
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3° Dacă curba (Γ) este dată în reprezentare parametrică oarecare: 
 

 








∈=

=

=

Γ

), t,(t  t ),t(zz

),t(yy

),t(xx

 :)(

21

 

 

iar M ∈ (Γ) este de coordonate x(t), y(t), z(t), atunci: 
 

  
222

*

)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y

)t(y)t(x

)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

T

1
K

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&&&&&&

&&&&&&

&&&

++

== . 

 
 Demonstraţie. 1° Se consideră formula (2.6) a lui Frenet: 

 

υ−=
β

T

1

ds

d
, 

 

de unde, prin înmulţire scalară cu υ , se deduce: 
 

ds

d

T

1 β
υ−= . 

 

Dar: 

υ×τ=β , 
 

iar din formula (2.5) a lui Frenet se obţine: 
 

ds

d

K

1 τ
=υ , 

deci: 

ds

d

K

1 τ
×τ=β , 

 

de unde, prin derivare în raport cu s, se obţine: 
 

2

2

ds

d

K

1

ds

d

ds

d

K

1

ds

d

K

1

ds

d

ds

d τ
×τ+

τ
×

τ
+

τ
×τ








=

β
, 

adică: 

2

2

ds

d

K

1

K

1

ds

d
K

ds

d τ
×τ+υ×τ








=

β
. 

Însă: 

( ) 0,, =υτυ  
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şi atunci, dacă se ţine seama de ultima egalitate, formula torsiunii devine: 
 








 τ
τυ−==

2

2
*

ds

d
,,

K

1

T

1
K , 

sau: 








 τ
υτ==

2

2
*

ds

d
,,

K

1

T

1
K , 

 

de unde, prin înlocuirea lui υ  din formula (2.5) a lui Frenet, se obţine: 
 








 ττ
τ==

2

2

2
*

ds

d
,

ds

d
,

K

1

T

1
K , 

adică: 

( ) 2* )s(''r)s('r)s('''r),s(''r),s('r
T

1
K

−
×⋅== . 

 
2° Deoarece funcţia s = s(t) este continuă şi derivabilă, au loc relaţiile: 

 

ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅= , 

2

22

2

2

2

2

ds

td

dt

rd

ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅+








= , 

 

3

3

2

2

2

23

3

3

3

3

ds

td

dt

rd

ds

td

ds

dt

ds

rd
3

ds

dt

dt

rd

ds

rd
⋅+⋅⋅+








= , 

 

( ))t(r)t(r
ds

dt
)s(''r)s('r

3

&&& ×⋅







=× , 

 

( ) ( ))t(r),t(r),t(r
ds

dt
)s('''r),s(''r),s('r

6

&&&&&&⋅







= . 

 

Deci, prin înlocuire în relaţia torsiunii demonstrată la 1°, se obţine: 
 
 

( )
2

*

)t(r)t(r

)t(r),t(r),t(r

T

1
K

&&&

&&&&&&

×
== . 

 
3° Deoarece: 

 

k)t(zj)t(yi)t(x)t(r ++= ,  

k)t(zj)t(yi)t(x)t(r &&&& ++= , 

k)t(zj)t(yi)t(x)t(r &&&&&&&& ++= , 

k)t(zj)t(yi)t(x)t(r &&&&&&&&&&&& ++= , 

rezultă că: 
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( )
)t(z)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

)t(r),t(r),t(r

&&&&&&&&&

&&&&&&

&&&

&&&&&& =  , 

 
222

2

)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y

)t(y)t(x

)t(y)t(x
)t(r)t(r

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&
&&& ++=× . 

 
Prin înlocuire în formula torsiunii demonstrată la 2°, se obţine: 

 

�

                                          . 

)t(x)t(z

)t(x)t(z

)t(z)t(y

)t(z)t(y

)t(y)t(x

)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

)t(z)t(y)t(x

T

1
K

222
*

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&&&&&&

&&&&&&

&&&

++

==   

 

 
Observaţia 2.31. Din teoria 2.18, rezultă că torsiunea K* într-un punct M ∈ (Γ) de 

vector de poziţie )t(r  este un număr real care poate fi negativ, zero sau pozitiv. Semnul 

torsiunii este acelaşi cu semnul produsului mixt: ( ))t(r),t(r),t(r &&&&&& . 
� 

 
Exemplul 2.8. Se consideră curba în spaţiu: 
 

  (Γ) :  






∈=−+

=−+

,)z y, x,(,0rzy

,0ryx
3222

222

R

 

 

şi pe ea punctul 










2

2r
 ,

2

2r
 ,

2

2r
P . Să se determine tangenta, planul normal şi planul 

osculator al curbei în punctul P, curbura şi torsiunea curbei în acest punct. 

 
Soluţie: Tangenta are ecuaţiile: 
 

( ) ( ) ( )
 

Py ,xD

)G ,F(D
 

2

2r
z

 
P x,zD

)G ,F(D
 

2

2r
y

 
Pz ,yD

)G ,F(D
 

2

2r
x

  : )T(
−

=
−

=
−

, 

unde: 
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( )
2r 2

2

2r
  2

2

2r
  2

0
2

2r
  2

Pz ,yD

)G ,F(D
=

⋅⋅

⋅
= , 

 

( )
2r 2

0
2

2r
  2

2

2r
  20

P x,zD

)G ,F(D
−=

⋅

⋅
= , 

 

( )
=

Py ,xD

)G ,F(D 2r 2

2

2r
  20

2

2r
  2

2

2r
  2

=

⋅

⋅⋅
. 

 
Ecuaţiile dreptei tangente în P devin: 
 

222 r 2 
2

2r
z

r 2 
2

2r
y

r 2 
2

2r
x

  : )T(
−

=
−

−
=

−
, 

sau: 

2

2r
z

2

2r
y

2

2r
  x: )T( −=+−=− . 

 
Ecuaţia planului normal este: 
 

 (πN) : 0
Py) D(x,

G) D(F,
  

2

2r
z

P x)D(z,

G) D(F,
  

2

2r
y

Pz) D(y,

G) D(F,
  

2

2r
x =⋅










−+⋅










−+⋅










− , 

sau: 

(πN) :  0
2

2 r
zyx =−+− . 

 
O reprezentare parametrică a curbei (Γ) este: 
 

(Γ) : 








=

=

=

.tcosrz

,tsinry

,tcosrx

 

 

Punctul P corespunde valorii parametrului 
4

t
π

= . Se calculează în P: 

2

2
r)t(x P −=& ,  

2

2
r)t(x P −=&& ,  

2

2
r)t(x P =&&& , 
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2

2
r)t(y P =& ,  

2

2
r)t(y P −=&& ,  

2

2
r)t(y P −=&&& , 

 

2

2
r)t(z P −=& ,  

2

2
r)t(z P −=&& ,  

2

2
r)t(z P =&&& . 

 

Versorul binormalei, β , devine: 
 

=

×

−−−

−−

=
×

×
=β

P
(t)r  )t(r

2

2
r

2

2
r

2

2
r

2

2
r

2

2
r

2

2
r

kji

P)t(r  )t(r

)t(r  )t(r

&&&
&&&

&&&

=

×

−

P
(t)r  )t(r

111

111

kji

  
2

r 2

&&&

 

= =

×

+−

P
(t)r  )t(r

)k 2 i 2(  
2

r 2

&&&

k 
2

2
i 

2

2

r2

k ri r
4

22

+−=
+−

. 

 

Planul osculator în punctul P are ecuaţia: 
 

  (π0) :  0
2

2r
z 

2

2

2

2r
x 

2

2
=










−+










−− , 

sau: 
(π0) :  x – z = 0. 

 
Curbura este: 

=
×

=

P
)t(r

)t(r  )t(r

PR

1
3

&

&&&

r33

4

4

r233

2r
2

2

= . 

 
Torsiunea este: 
 

( )
0

r2

0

P
(t)r  )t(r

(t)r (t),r ),t(r

pT

1
42

==
×

=
&&&

&&&&&&

. 

 

Rezultă că în punctul P curba în spaţiu (Γ) se comportă ca o curbă plană.           � 
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CCaappiittoolluull  33    

  

EELLEEMMEENNTTEE  DDEE  GGEEOOMMEETTRRIIEE  DDIIFFEERREENNŢŢIIAALLĂĂ    

AA  SSUUPPRRAAFFEEŢŢEELLOORR 
 
 
 

§§33..11..  RReepprreezzeennttaarreeaa  aannaalliittiiccăă  aa  uunneeii  ssuupprraaffeeţţee  

 
Definiţia 3.1. Se numeşte porţiune simplă de suprafaţă, o mulţime (Σ) de puncte M 

din spaţiu ale căror coordonate x, y, z în raport cu reperul ortonormat { }k ,j ,i ,0=R  al lui 
3

R  şi ai căror vectori de poziţie r  satisfac una din următoarele ecuaţii:  
 

(Σ) :  F(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ D ⊆ 3
R , (3.1) 

(Σ) :  z = f(x, y), (x, y) ∈ D’ ⊆ 2
R , (3.2) 

(Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 
(3.3) 

(Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , (3.4) 
 

unde F, f, x, y, z, r  satisfac condiţiile: 
(i)   sunt funcţii continue, 
(ii) funcţiile x, y, z şi r  stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între 

punctele M ∈ (Γ) şi perechile ordonate de numere reale (u, v), ( )) v,(v  )u ,(u  ) v,u( 2121 ×∈ , 

(iii) admit derivate parţiale de ordinul întâi, continue. 
 

Relaţiile (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) se numesc respectiv: reprezentarea analitică implicită 

sau ecuaţia implicită a porţiunii simple de suprafaţă; reprezentarea analitică explicită sau 
ecuaţia explicită a porţiunii simple de suprafaţă; reprezentarea analitică parametrică sau 
ecuaţiile parametrice ale porţiunii simple de suprafaţă; reprezentarea vectorială sau ecuaţia 

vectorială a porţiunii simple de suprafaţă. 
 

Exemplul 3.1. 
 

1°°°° [ ] [ ] [ ] 3
2

2

2

2

2

2

c,cb,ba,a)z,y,x(),0c,b,a(,01
c

z

b

y

a

x
:)E( R⊂−×−×−∈>=−++ , 

 

constituie ecuaţia implicită a elipsoidului. 
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2°°°° 2
2

2

2

2

E )y,x(),0b,a(,
b

y

a

x
z:)P( R∈>+= , 

 

constituie ecuaţia explicită a paraboloidului eliptic. 
 

3°°°°  








∈=

=

=

,)v,u(,uz

,vshbuy

,vchaux

:)P(
22

H

R

 

 

constituie ecuaţiile parametrice ale paraboloidului hiperbolic. 
 
4°°°°  ]2,0[v,u,kushcjvsinuchbivcosuchar:)H( 1 π∈∈+⋅+⋅= R , 

 

constituie ecuaţia vectorială a hiperboloidului cu o pânză. 
 

Observaţia 3.1. O porţiune simplă de suprafaţă admite o infinitate de reprezentări 
parametrice.  

Într-adevăr, dacă u = u(u*, v*) şi v = v(u*, v*), u*, v* sunt parametri reali, atunci 
reprezentarea parametrică (3.3) devine: 

 

(Σ) :  

( )
( )
( )








=

=

=

,)v,u(v),v,u(uzz

,)v,u(v),v,u(uyy

,)v,u(v),v,u(uxx

****

****

****

 

adică: 

(Σ) :  








=

=

=

�                                                                                      . )v,u(zz

,)v,u(yy

,)v,u(xx

***

***

***

 

 
 

Definiţia 3.2. Se numeşte porţiune regulată de suprafaţă, o mulţime (Σ) de puncte M 

din spaţiu ale căror coordonate x, y, z în raport cu reperul ortonormat { }k ,j ,i ,0=R  al lui 
3

R  şi ai căror vectori de poziţie r  satisfac una din relaţiile (3.1), (3.2), (3.3) sau (3.4), unde 
funcţiile F, f, x, y, z, r  satisfac următoarele condiţii numite de regularitate: 

(i)  sunt funcţii reale, uniforme şi continue, 
(ii) admit derivate (F, f - derivate parţiale, x, y, z - derivate ordinare) de ordinul întâi, 

continue, nu toate nule, 
(iii) funcţiile x, y, z, r  stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între punctele 

M ∈ (Σ) şi perechile ordonate de parametri reali (u, v), ( )) v,(v  )u ,(u  ) v,u( 2121 ×∈ , 

(iv) cel puţin unul dintre determinanţii funcţionali (jacobienii): 
 

 v)D(u,

y ),x(D , 
 v)D(u,

z ),y(D , 
 v)D(u,

 x),z(D , 

este nenul. 
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Definiţia 3.3. Se spune că o porţiune regulată de suprafaţă (Σ) este o porţiune de 

suprafaţă regulată de ordinul n, dacă funcţiile F, f, x, y, z, r  din relaţiile (3.1), (3.2), (3.3), 
(3.4) admit derivate parţiale continue până la şi inclusiv ordinul n > 1, astfel încât nu toate 
derivatele de acelaşi ordin să se anuleze. 

 

Definiţia 3.4. Fie (Σ) o porţiune simplă de suprafaţă. Un punct M ∈ (Σ) se numeşte 
punct ordinar, dacă în punctul M sunt satisfăcute toate condiţiile de regularitate. În caz 
contrar se numeşte punct singular. 

 
Observaţia 3.2. Punctele singulare sunt de două categorii: proprii şi improprii. 
Un punct singular M ∈ (Σ) este propriu, dacă M este singular în orice reprezentare 

analitică a lui (Σ). 
Un punct singular M ∈ (Σ) este impropriu, dacă există cel puţin o reprezentare 

analitică a lui (Σ), în care M să nu fie singular. 
 

Definiţia 3.5. Fie (Σi)i∈I o familie de porţiuni de suprafaţă regulate. Se numeşte 
suprafaţă regulată, reuniunea tuturor porţiunilor de suprafaţă regulate din familia (Σi)i∈I, 
adică: 

)()( i
Ii

Σ=Σ
∈
U , 

 

unde frontierele porţiunilor (Σi) pot fi eventual curbe singulare. 

 
  

§§33..22..  CCuurrbbee  ttrraassaattee  ppee  oo  ssuupprraaffaaţţăă..  CCuurrbbee  ccoooorrddoonnaattee    

 
Definiţia 3.6. Fie suprafaţa regulată (Σ), dată în reprezentare parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

). v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

Mulţimea punctelor M ∈ (Σ) ale căror coordonate x, y, z verifică ecuaţiile: 
 

(Γ) :  

( )
( )
( )








∈=

=

=

),t,t(t,)t(v),t(uzz

,)t(v),t(uyy

,)t(v),t(uxx

21

        (3.5) 

 

formează o curbă (Γ) (fig. 3.1), numită curbă trasată pe suprafaţa (ΣΣΣΣ). 
 

Ecuaţiile (3.5) se numesc ecuaţiile parametrice ale curbei (Γ) trasate pe suprafaţa (Σ). 
 

Observaţia 3.3. Dacă (Σ) este o suprafaţă dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
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şi curba (Γ) trasată pe suprafaţa (Σ), ((Γ) ⊂ (Σ)), atunci reprezentarea vectorială a curbei (Γ) 
este: 

( ) )t,t(t,)t(v),t(urr:)( 21∈=Γ . 

 
Definiţia 3.7. Fie (Σ) o suprafaţă regulată, dată în reprezentare parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

). v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

Se numeşte curbă coordonată de tipul (u), o curbă (Γu) ⊂ (Σ), dată prin următoarea 
reprezentare parametrică: 

 

 (Γu) :  








=

=

=

  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

0

0

0

 

 

unde )u ,(u  u 21∈ , iar v0 constant (fig. 3.2). 

Se numeşte curbă coordonată de tipul (v), o curbă (Γv) ⊂ (Σ), dată prin următoarea 
reprezentare parametrică: 

 

 (Γv) :  








=

=

=

  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

0

0

0

 

 

unde ) v,(v  v 21∈  iar u0 este constant  (fig. 3.2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Observaţia 3.4. Dacă suprafaţa regulată (Σ) este dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

atunci curbele coordonate (Γu) şi (Γv) au respectiv reprezentările vectoriale: 

(Γ) 
(Σ) 

y 

  z 

x 

O 

Fig. 3.1. 

O 
y 

x 

z 

(Σ) 

(Γu) 

(Γv) 

Fig. 3.2. 
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)u,u(u),v,u(rr:)( 210u ∈=Γ ,  v0 constant, 
 

)v,v(v),v,u(rr:)( 210v ∈=Γ ,  u0 constant. 
 

Teorema 3.1. Printr-un punct M0 al unei suprafeţe regulate (Σ) trece o singură curbă 
din familia (Γu) şi o singură curbă din familia (Γv). 

 

Demonstraţie. Fie suprafaţa (Σ) dată în reprezentare parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

şi fie x0, y0, z0 coordonatele carteziene ale punctului M0. 
Deoarece M0 ∈ (Σ), coordonatele lui M0 verifică ecuaţiile parametrice ale suprafeţei, 

adică există u = u0 şi v = v0, astfel încât să aibă loc: 
 

   








=

=

=

 ).v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

000

000

000

 

 

Se consideră curbele de coordonate (Γu) şi (Γv) date prin reprezentările parametrice: 
 

  (Γu) :  








∈=

=

=

 ),u,(uu ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

210

0

0

  (Γv) :  








∈=

=

=

  ).v,(vv),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

210

0

0

 

 
Deoarece M0 ∈ (Γu) şi M0 ∈ (Γv) rezultă că M0 ∈ (Γu) ∩ (Γv). 
Dacă se presupune că prin punctul M0 trec şi curbele coordonate (Γ’u), (Γ’v) date prin 

reprezentările parametrice: 
 

  (Γ’u) :  








=

=

=

 ),'v,u(zz

),'v,u(yy

),'v,u(xx

0

0

0

  (Γ’v) :  








=

=

=

),v,'u(zz

),v,'u(yy

),v,'u(xx

0

0

0

 

 

adică M0 ∈ (Γ’u) ∩ (Γ’v), atunci au loc relaţiile: 
 









=

=

=

).'v,'u(zz

),'v,'u(yy

),'v,'u(xx

000

000

000

 

 

Deoarece suprafaţa (Σ) este prin ipoteză regulată, rezultă conform condiţiei iii) de 
regularitate din definiţia 3.2, că funcţiile x(u, v), y(u, v), z(u, v) stabilesc o corespondenţă 
biunivocă între punctele M ∈ (Σ) şi perechile ordonate (u, v), adică punctului M0 îi 
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corespunde o singură pereche ordonată (u0, v0) şi reciproc. Deci: 
 

u'0 = u0,  v’0 = v0, 
adică: 

(Γ'u) ≡ (Γu),  (Γ'v) ≡ (Γv). 
 

În concluzie, prin M0 trece o singură curbă coordonată (Γu) şi o singură curbă 
coordonată (Γv).     

   � 
 
Fie (Σ) o suprafaţă regulată dată în reprezentare parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

). v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

Conform condiţiei iii) de regularitate din definiţia 3.2, funcţiile x(u, v), y(u, v), z(u, v) 
stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între punctele M ∈ (Σ) şi perechile 
ordonate de numere reale (u, v). Deci perechile (u, v) constituie un sistem de coordonate pe 
suprafaţa (Σ), numite coordonate curbilinii pe suprafaţa (ΣΣΣΣ). 

 

Teorema 3.2. Dacă (Σ) este o suprafaţă regulată iar (u, v) este un sistem de coordonate 
curbilinii pe suprafaţa (Σ), atunci orice curbă (Γ) trasată pe suprafaţa (Σ), ((Γ) ⊂ (Σ)) se 
poate reprezenta analitic prin una din următoarele ecuaţii: 

 

1° 




=

=
Γ

),t(vv

),t(uu
:)(         

 

2°  (Γ) :  g(u, v) = 0,     
 

3°  (Γ) :  v = h(u).   
 

Demonstraţie. 1° Fie (Γ) ⊂ (Σ) şi M ∈ (Σ), atunci conform definiţiei 3.6, coordonatele 
u, v sunt funcţii de un parametru t: 

 

u = u(t),  v = v(t). 
 

Aceste ecuaţii sunt ecuaţiile parametrice în coordonate curbilinii ale curbei (Γ) ⊂ (Σ): 
 





=

=
Γ

).t(vv

),t(uu
:)(  

 

2° Prin eliminarea parametrului t între aceste ecuaţii, se obţine: 
 

  (Γ) :  g(u, v) = 0. 
 

Aceasta este ecuaţia implicită, în coordonate curbilinii, a curbei (Γ). 
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3° Dacă ecuaţia: 
 

g(u, v) = 0 
 

satisface condiţiile teoremei de existenţă a funcţiilor implicite, atunci ea se poate explicita în 
raport cu variabila v, de exemplu, şi se obţine: 

 

  (Γ) :  v = h(u), 
 

care este ecuaţia explicită, în coordonate curbilinii, a curbei (Γ).          � 
 
 
Observaţia 3.5. Conform teoremei 3.2, curbele coordonate (Γu), (Γv) trasate pe suprafaţa 

(Σ) pot fi exprimate analitic în modul următor: 
 

   (Γu) :  v = v0,  
 

(Γv) :  u = u0, 
 

unde u0, v0 sunt constante arbitrare. 
 
Teorema 3.3. Fie suprafaţa regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈=  
 

şi fie M ∈ (Σ), un punct de vector de poziţie )v,u(r 00 . Dacă: 
 

)u,u(u),v,u(rr:)( 210u ∈=Γ ,   
 

)v,v(v),v,u(rr:)( 210v ∈=Γ , 

sunt curbele coordonate ce trec prin M, atunci vectorii 
u

r
'r u

∂

∂
=  şi 

v

r
'r v

∂

∂
=  sunt tangenţi 

respectiv la curbele (Γu) şi (Γv) în punctul M (fig. 3.3). 
 

Demonstraţie. Deoarece M ∈ (Γu) rezultă că el va avea vectorul de poziţie )v,u(rr 0= . 

Conform §2.3, cap. II, derivata )v,u('r 0u  

este tangentă la curba (Γu) în punctul M. 
În acelaşi mod se arată că vectorul 

)v,u('r 0v  este tangent la curba (Γv) în 

punctul M. 
Rezultă că derivatele parţiale: 
 

)v,u('r 0u , )v,u('r 0v , 
 

calculate respectiv pentru u = u0 şi v = v0, 
adică: 

 

0u00u 'r)v,u('r = , 
O 

y 

x 

z 

(Σ) 

(Γu) 

(Γv) 

0vr  

M 

0u'r  

)v,u(r 00

Fig. 3.3. 
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0v00v 'r)v,u('r = , 
 

reprezintă vectori tangenţi în punctul M respectiv la curbele coordonate (Γu) şi (Γv).    
   � 

 
 

Definiţia 3.8. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ) şi (Γα)α∈I, (Γβ)β∈J două familii de 
curbe trasate pe suprafaţa (Σ). Se spune că familiile de curbe (Γα)α∈I, (Γβ)β∈J formează o 
reţea de curbe pe suprafaţa (ΣΣΣΣ), dacă aceste familii satisfac următoarele condiţii: 

(i)   prin orice punct M ∈ (Σ) trece câte o singură curbă din fiecare familie, 
(ii) tangentele în M la cele două curbe, respectiv din familiile (Γα)α∈I, (Γβ)β∈J, ce trec 

prin punctul M sunt distincte. 
 

Teorema 3.4. Fie (Σ) o suprafaţă regulată, dată în reprezentare parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

). v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

Atunci cele două familii de curbe coordonate )v,v(vu 210
)( ∈Γ , )u,u(uv 210

)( ∈Γ  formează o 

reţea de curbe trasate pe suprafaţa (Σ).  
 

Demonstraţie. Se arată că familiile de curbe )v,v(vu 210
)( ∈Γ , )u,u(uv 210

)( ∈Γ  verifică 

condiţiile (i) şi (ii) din definiţia 3.8. 
i) Din teorema 3.1 se obţine că prin orice punct M ∈ (Σ) trece câte o singură curbă 

coordonată din familiile )v,v(vu 210
)( ∈Γ , )u,u(uv 210

)( ∈Γ , deci condiţia (i) este verificată. 

ii) Fie M ∈ (Σ) de vector de poziţie: 
 

k)u ,(u zj ) v,(uy i ) v,(u xr 000000 ++= . 
 

Cele două curbe coordonate (Γu) şi (Γv) ce trece prin M admit respectiv următoarele 
reprezentări vectoriale: 

 

  (Γu) :  k)u (u, zj ) v(u,y i ) v(u, xr 000 ++= , 
 

  (Γv) :  ku) ,(u zj  v),(uy i  v),(u xr 000 ++= . 
 

Conform teoremei 3.3, vectorii: 
 

k'zj y' i 'x'r
0000 uuuu ++= , 

 

k'zj y' i 'x'r
0000 vvvv ++= , 

unde: 

)v,u(
u

x
'x 00u0 ∂

∂
= , …, )v,u(

v

z
'z 00v0 ∂

∂
= , 
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sunt tangenţi în punctul M respectiv la curbele (Γu), (Γv). 
Se consideră produsul vectorial 

00 vu 'r'r × . Are loc: 
 

000

00000

vvv

uuuvu

'z'y'x

'z'y'x

kji

'r'r =×  . 

 

Deoarece suprafaţa (Σ) este regulată, rezultă din condiţia iv) a definiţiei 3.2 că cel puţin 
unul din jacobienii calculaţi în M: 

 

0v0v

0u0u

M
'z'y

'z'y

 v)D(u,

)z ,y(D
= ,  

0v0v

0u0u

M
'x'z

'x'z

 v)D(u,

) x,z(D
= ,  

0v0v

0u0u

M
'y'x

'y'x

 v)D(u,

)y ,x(D
= , 

 

este nenul. Deci produsul vectorial: 
 

0'r'r
00 vu ≠× , 

 

adică vectorii 
0u'r  şi 

0v'r  sunt necoliniari. Aşadar, tangentele în M la curbele coordonate (Γu), 

(Γv) sunt distincte.                                                                                                                     
� 
 

 

Exemplul 3.2. Se dă suprafaţa în reprezentare parametrică: 
 

 (Σ) :  








−=

−=

+=

,uz

 v,sinuy

 v,cosux

 

 

şi punctul 






 π
==

2
 v,1uM0 . 

a) Să se scrie tangentele la curbele u = 1 şi 
2

v
π

=  în punctul M0 şi ecuaţiile planelor 

normale în acest punct. 
b) Să se arate că tangentele în punctul M0 la curbele u = 1 şi u = sin v coincid. 
c) Să se scrie ecuaţia implicită a suprafeţei şi să se recunoască natura ei. 
 

Soluţie: a) Coordonatele punctului M0 sunt: 













,1z

,
2

 sin1y

,
2

 cos1x

0

0

0

−=

π
−=

π
+=

 

deci M0(1, 0, -1) iar curba u = 1 are ecuaţiile parametrice: 
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  (Γ1) :  








−=

−=

+=

.1z

 v,sin1y

 v,cos1x

 

 

Tangenta în M0 la această curbă are ecuaţiile: 
 

  (T) :  




=+

=

,01z

,0y
 

 

iar planul normal: 
 

  (πN) :  x – 1 = 0. 
 

Curba 
2

v
π

=  are ecuaţiile parametrice: 

 

  (Γ2) :  








−=

−=

=

,uz

,1uy

,ux

 

 

adică este o dreaptă. 
 
b) Curba (Γ) : u = sin v are ecuaţiile parametrice: 
 

  (Γ) :  








−=

=

+=

 v.sinz

,0y

 v,cos vsinx

 

 

Vectorul director al tangentei în M0 la curba (Γ) este )0 0, ,1(v − . 

Tangenta în M0 la curba (Γ1) are vectorul tot director )0 0, ,1(v − , deci cele două 
tangente coincid. 

 
c) Pentru a obţine ecuaţia implicită a suprafeţei se elimină parametrii u şi v între 

ecuaţiile suprafeţei: 
 









+=−

+=

−=

.zy vsin

,zx vcos

,zu

 

 

Se foloseşte identitatea fundamentală a trigonometriei şi se obţine: 
 

  (Σ) :  (x + z)2 + (y + z)2 = 1, 
 

deci suprafaţa este un cilindru.                  � 
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§§33..33..  PPllaannuull  ttaannggeenntt  llaa  oo  ssuupprraaffaaţţăă    

 
Teorema 3.5. Fie (Σ) o suprafaţă regulată dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= . 
 

Fie M ∈ (Σ) un punct de vector de poziţie r (u, v) şi (Γ) o curbă trasată pe suprafaţa 
(Σ), ce trece prin punctul M, dată prin ecuaţiile: 

 





=

=
Γ

),s(vv

),s(uu
  :)(  

 

unde parametrul s este lungimea arcului pe curba (Γ). Fie τ  versorul tangentei la curba (Γ) 
în punctul M. 

 Dacă derivatele 
ds

dv
,

ds

du
 în punctul M sunt date, atunci versorul τ  este unic determinat 

şi reciproc. 
 

Demonstraţie. Necesitatea.  Fie 
ds

rd
=τ . Ecuaţia vectorială a curbei (Γ) ⊂ (Σ) este: 

 

( ))s(v),s(urr:)( =Γ . 
 

Rezultă că: 
 

ds

dv
'r

ds

du
'r vu +=τ . 

 

Conform teoremei 3.3, vectorii u'r  şi v'r  sunt unic determinaţi de curbele (Γu) şi (Γv) 

ce trec prin punctul M. Prin urmare, pentru 
ds

du
, 

ds

dv
 daţi, rezultă că τ  este unic determinat. 

 

Suficienţa. Fie versorul τ  dat. Dacă se ţine seama de faptul că descompunerea lui τ  

după vectorii u'r  şi v'r  este unică, rezultă că derivatele 
ds

du
, 

ds

dv
 sunt unic determinate. 

   � 
 
 

Observaţia 3.6. Fie (Γ) o curbă trasată pe suprafaţa (Σ). Atunci direcţia tangentei la 

(Γ) într-un punct M ∈ (Γ) este determinată de raportul 
dv

du
. 

Într-adevăr, în punctul M ∈ (Σ) are loc: 
 

ds

dv
'r

ds

du
'r

ds

rd
vu +==τ , 
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sau: 
dv'rdu'rrd vu += , 

adică: 

.dv'r
dv

du
'rrd vu 








+=  

 

Se obţine că vectorul rd  este coliniar cu vectorul 







+ vu 'r

dv

du
'r . Cum u'r  şi v'r  depind 

doar de punctul M(u, v) situat pe (Σ), rezultă că direcţia vectorului vu 'r
dv

du
'r + , deci şi a 

vectorului rd , este determinată de raportul 
dv

du
.               � 

 
 
Teorema 3.6. Fie (Σ) o suprafaţă regulată dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

şi fie M ∈ (Σ) un punct de vector de poziţie r (u, v).  
Dacă { })(Γ este mulţimea tuturor curbelor (Γ) trasate pe suprafaţa (Σ), ce trec prin 

punctul M, atunci mulţimea tuturor tangentelor în punctul M, la curbele (Γ) este inclusă 
într-un plan (πT). 

 
Demonstraţie. Fie (Γ) o curbă arbitrară trasată pe suprafaţa (Σ), ce trece prin punctul 

M, dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Γ) :  ( ) ) t,(t   t , v(t)u(t), rr 21∈= . 
 

Vectorul tangent în M la curba (Γ) este: 
 

v'ru'rr vu &&& ⋅+⋅= , 

unde: 

dt

du
u =& ,  

dt

dv
v =& , 

 

relaţie ce arată că acest vector este o combinaţie liniară de vectorii: u'r  şi v'r , adică vectorii: 

r& , u'r  şi v'r  sunt coplanari. Conform teoremei 3.3, vectorii u'r  şi v'r  sunt tangenţi respectiv 

la curbele coordonate (Γu), (Γv), ce trec prin punctul M, deci sunt necoliniari. Deoarece prin 
punctul M trece o singură pereche de curbe coordonate (Γu), (Γv), se obţine că vectorii u'r , 

v'r  determină un plan unic: (πT) şi cum curba (Γ) a fost considerată în mod arbitrar, rezultă 

că toţi vectorii r&  vor fi direcţii în planul (πT), adică toate tangentele în punctul M la curbele 
(Γ) sunt situate în planul (πT).       

 � 
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Definiţia 3.9. Se numeşte plan tangent în punctul M la suprafaţa regulată (Σ), locul 
geometric al tangentelor în M ale tuturor curbelor (Γ) trasate pe suprafaţa (Σ), ce trec prin M. 

 

Observaţia 3.7. Conform celor anterioare, rezultă că planul tangent (πT) este 
determinat de M şi de vectorii u'r  şi v'r  (fig. 3.4). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Teorema 3.7. Fie (Σ) o suprafaţă regulată şi fie M ∈ (Σ), un punct curent, iar (πT) 
planul tangent în punctul M la suprafaţa (Σ). Se consideră Q ∈ (πT) un punct curent. 

 

1° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

fie M ∈ (Σ), M de vector de poziţie )v,u(r , iar Q ∈ (πT), Q de vector de poziţie R , atunci 

ecuaţia vectorială a planului tangent (πT) este: 
 

( ) ( ) 0'r'r)v,u(rR:)( vuT =×⋅−π . 
 

2° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

fie M ∈ (Σ), de coordonate x(u, v), y(u, v), z(u, v), iar Q ∈ (πT) de coordonate X, Y, Z,  
atunci ecuaţia planului tangent (πT) determinat de punctul M şi de direcţiile necoliniare u'r , 

v'r , sub formă de determinant de ordinul al 3-lea este: 
 

0

'z'y'x

'z'y'x

)v,u(zZ)v,u(yY)v,u(xX

:)(

vvv

uuuT =

−−−

π . 

v'r  

u'r  

r&  

M 

(Γv) 

)v,u(r  

(Γu) 

(Σ) 
(Γ) 

O 

Q 

R  

)v,u(rR −  

Fig. 3.4 

z 

y 

x 

(πT) 
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3° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică explicită: 
 

 (Σ) :  z = f(x, y), (x, y) ∈ D’ ⊆ 2
R , 

 

fie M ∈ (Σ), de coordonate x, y, iar Q ∈ (πT) de coordonate X, Y, Z, atunci ecuaţia planului 
tangent (πT) este: 

 

  (πT) :  p(X – x) + q(Y – y) – (Z – z(x, y)) = 0, 
unde: 

x

z
p

∂

∂
= ,  

y

z
q

∂

∂
= . 

 
4° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică implicită: 
 

 (Σ) :  F(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ D ⊆ 3
R , 

 

fie M ∈ (Σ), de coordonate x, y, z, iar Q ∈ (πT) de coordonate X, Y, Z, atunci ecuaţia 
planului tangent (πT) este: 

 

  (πT) :  F’x(X – x) + F’y(Y – y) + F’z(Z – z) = 0, 
unde: 

x

F
'F x

∂

∂
= ,  

y

F
'F y

∂

∂
= ,  

z

F
'F z

∂

∂
= . 

 

Demonstraţie. 1° Se consideră: 
 

  (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= . 
 

Din observaţia 3.7 rezultă că planul tangent (πT) este determinat de M şi de vectorii 

u'r , v'r  şi cum vectorul MQ  este situat în planul (πT), se obţine că vectorii: MQ , u'r  şi v'r  

sunt coplanari, adică: 
 

MQ  ⋅ ( u'r  × v'r ) = 0. 
 

Dar: 
 

rRMQ −= (u, v), 
deci: 

( ) ( ) 0'r'r)v,u(rR:)( vuT =×⋅−π . 
 

2° Se consideră: 
 

  (Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

Prin transcrierea analitică în reperul cartezian ortonormat { }k ,j ,i ,0=R  a ecuaţiei 
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vectoriale a planului tangent (πT), date la 1°, se obţine: 
 

0

'z'y'x

'z'y'x

)v,u(zZ)v,u(yY)v,u(xX

:)(

vvv

uuuT =

−−−

π , 

sau: 
(πT) :  A(X – x(u, v)) + B(Y – y(u, v)) + C(Z – z(u, v)) = 0, 

unde: 

vv

uu

'z'y

'z'y
A = ,  

vv

uu

'x'z

'x'z
B = , 

vv

uu

'y'x

'y'x
C = . 

 

3° Se consideră: 
 

   (Σ) :  z = f(x, y), (x, y) ∈ D’ ⊆ 2
R . 

 

De la o reprezentare explicită a suprafeţei (Σ) se poate trece la o reprezentare 
parametrică a lui (Σ), dacă se notează: 

 

u = x,  v = y. 
 

Se obţine: 
 









⊆∈=

=

=

Σ

.'D)v,u(),v,u(fz

,vy

,ux

:)(
2

R

 

 

Rezultă că: 
 

x’u = 1, x’v = 0, y’u = 0, y’v = 1, z’u = p, z’v = q, 
unde: 

x

f

x

z

u

z
p

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
= ,  

y

f

y

z

v

z
q

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
= , 

 

deci, pe baza rezultatului demonstrat la punctul 2°, are loc: 
 

0

q10

p01

zZyYxX

:)( T =

−−−

π , 

adică: 
(πT) :  p(X – x) + q(Y – y) – (Z – z) = 0. 

 

4° Se consideră: 
 

 (Σ) :  F(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ D ⊆ 3
R . 

 

Au loc relaţiile: 



Geometrie diferenţială 170 

 

z

x

'F

'F

x

z
p −=

∂

∂
= ,  

z

y

'F

'F

y

z
q −=

∂

∂
= , 

unde: 

x

F
'F x

∂

∂
= , 

y

F
'F y

∂

∂
= ,  

z

F
'F z

∂

∂
= . 

 
Prin înlocuirea valorilor lui p şi q în ecuaţia planului tangent (πT) demonstrată la 

punctul 3°, se obţine: 
 

(πT) :  
z

x

'F

'F
(X – x) + 

z

y

'F

'F
(Y – y) + (Z – z) = 0, 

adică: 
(πT) :  F’x(X – x) + F’y(Y – y) + F’z(Z – z) = 0.                � 

 
 

Observaţia 3.8. Notaţiile: 
x

f
p

∂

∂
=  şi 

y

f
q

∂

∂
=  aparţin matematicianului G. Monge. 

 

Definiţia 3.10. Se spune că două suprafeţe (Σ), (Σ1) sunt tangente într-un punct comun 
al lor M, dacă ele admit acelaşi plan tangent în punctul M. 

 

 

  

§§33..44..  NNoorrmmaallaa  llaa  oo  ssuupprraaffaaţţăă..  OOrriieennttaarreeaa  uunneeii  ssuupprraaffeeţţee    

 
Fie o suprafaţă regulată (Σ) dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

iar M ∈ (Σ) un punct de vector de poziţie r (u, v). Se consideră vu 'r,'r  vectorii tangenţi la 

curbele coordonate (Γu), (Γv) ce trec prin punctul M. 
 

 Definiţia 3.11. Vectorul normal, N , în punctul M la suprafaţa (Σ) este definit de 
relaţia: 
  vu 'r'rN ×= , 
 

astfel încât vectorii, N , vu 'r,'r  să formeze un triedru drept. 
 

Observaţia 3.9. Rezultă din definiţia 3.11 că vectorul N  este perpendicular pe planul 
tangent (πT) în punctul M la suprafaţa (Σ). 

 

Teorema 3.8. Se consideră suprafaţa regulată (Σ) dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈=  
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şi fie M ∈ (Σ) un punct de vector de poziţie k )v,u(z  j )v,u(y  i )v,u(xr ++= . Dacă n  este 

versorul vectorului normal N  la suprafaţa (Σ) în M, atunci: 

( )vu2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu

'r'r

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

1
n ×

++

= . 

 
Demonstraţie. Are loc relaţia: 

 

N
N

1
n ⋅= , 

unde: 

vvv

uuuvu

'z'y'x

'z'y'x

kji

'r'rN =×= , 

şi 
2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y
N ++= .                                                            � 

 
 
Definiţia 3.12. Se numeşte normală în punctul ordinar M la suprafaţa (Σ), dreapta (∆N) 

ce trece prin M şi este perpendiculară pe planul tangent în M la (Σ). 
 
Observaţia 3.10. În fiecare punct ordinar al unei suprafeţe (Σ), se poate ataşa un triplet 

de vectori liniar independenţi: vu 'r,'r  şi n , care, în contrast cu reperul lui Frenet al curbelor 

în spaţiu nu este ortonormat, deoarece, în general, vu 'rşi'r  nu sunt unitari şi nici ortogonali. 

Normala (∆N) se orientează astfel încât sensul pozitiv al ei să coincidă cu sensul 
versorului n  (fig. 3.5). 

 
Observaţia 3.11. O suprafaţă (Σ) se orientează 

convenţional în felul următor: se consideră pozitivă 
faţa suprafeţei dinspre partea pozitivă a normalei, 
cealaltă faţă se consideră negativă. 

 
Teorema 3.9. Se consideră o suprafaţă regulată 

(Σ), M ∈ (Σ), un punct curent, fie (∆N) normala în 
punctul M la suprafaţa (Σ), iar Q ∈ (∆N) un punct 
curent (fig. 3.5). 
 

1° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare 
vectorială: 

 

n  

M 
)v,u(r  

(Σ) 

(πT) 

O 

Q R  

N  

Fig. 3.5. 

z 

y 

x 

 

(∆N) 
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 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

fie M ∈ (Σ), de vector de poziţie )v,u(r , iar Q ∈ (∆N), de vector de poziţie R , atunci 

ecuaţia vectorială a dreptei normale (∆N) este: 
 

R∈λλ=−∆ ,N)v,u(rR:)( N . 

 
2° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

fie M ∈ (Σ), de coordonate x(u, v), y(u, v), z(u, v), iar Q ∈ (∆N) de coordonate X, Y, Z, 
atunci ecuaţiile canonice ale dreptei normale (∆N) sunt: 

 

vv

uu

vv

uu

vv

uu
N

'y'x

'y'x
)v,u(zZ

'x'z

'x'z
)v,u(yY

'z'y

'z'y
)v,u(xX

:)(
−

=
−

=
−

∆  . 

 
3° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică explicită: 
 

 (Σ) :  z = f(x, y), (x, y) ∈ D’ ⊆ 2
R , 

 

fie M ∈ (Σ), de coordonate x, y, iar Q ∈ (∆N) de coordonate X, Y, Z, atunci, ecuaţiile 
canonice ale dreptei normale (∆N) sunt: 

 

  
1

)v,u(zZ

q

yY

p

xX
:)( N

−

−
=

−
=

−
∆ , 

 

unde p şi q sunt daţi de notaţiile lui Monge. 
 

4° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică implicită: 
 

 (Σ) :  F(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ D ⊆ 3
R , 

 

fie M ∈ (Σ), de coordonate x, y, z, iar Q ∈ (∆N) de coordonate X, Y, Z, atunci, ecuaţiile 
canonice ale dreptei normale (∆N) sunt: 

 

  

z

F
zZ

y

F
yY

x

F
xX

:)( N

∂

∂

−
=

∂

∂

−
=

∂

∂

−
∆  . 

 
Demonstraţie. 1° Fie: 
 

(Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= . 
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Prin definiţie (∆N) are aceeaşi direcţie cu a vectorului normal N , adică vectorii MQ  şi 

N  sunt coliniari, adică: 
 

R∈λλ= ,NMQ , 

însă: 

rRMQ −= (u, v), 
aşadar: 

R∈λλ=−∆ ,N)v,u(rR:)( N . 
 

2° Fie: 
 

  (Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

şi se consideră (πT), planul tangent în M la suprafaţa (Σ). 
Deoarece: 

 

)()( TN π⊥∆ , 
 

iar ecuaţia planului tangent (πT) este: 
 

(πT) :  
vv

uu

'z'y

'z'y
 (X – x(u, v)) + 

vv

uu

'x'z

'x'z
 (Y – y(u, v)) + 

vv

uu

'y'x

'y'x
 (Z – z(u, v)) = 0, 

 

rezultă că ecuaţiile dreptei normale (∆N) sunt: 
 

vv

uu

vv

uu

vv

uu
N

'y'x

'y'x
)v,u(zZ

'x'z

'x'z
)v,u(yY

'z'y

'z'y
)v,u(xX

:)(
−

=
−

=
−

∆  . 

 

3° Fie: 
 

  (Σ) :  z = f(x, y), (x, y) ∈ D’ ⊆ 2
R . 

 

Atunci ecuaţia planului tangent (πT) este: 
 

  (πT) :  p(X – x) + q(Y – y) – (Z – z(u, v)) = 0, 
 

unde p şi q sunt date de notaţiile lui Monge. 
Dar: 

 

)()( TN π⊥∆ , 
 

prin urmare: 
 

1

)y,x(zZ

q

yY

p

xX
:)( N

−

−
=

−
=

−
∆ , 
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unde: 

x

f
p

∂

∂
= ,     

y

f
q

∂

∂
= . 

 
4° Fie: 

 

 (Σ) :  F(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ D ⊆ 3
R . 

 

În acest caz, ecuaţia planului tangent (πT) este: 
 

  (πT) :  F’x(X – x) + F’y(Y – y) + F’z(Z – z) = 0.          
 
Deoarece: 

 

)()( TN π⊥∆ , 
 

se obţine: 

zyx
N 'F

zZ

'F

yY

'F

xX
:)(

−
=

−
=

−
∆ .                 � 

 
Definiţia 3.14. Se consideră (Σ1), (Σ2) două suprafeţe regulate şi M, un punct comun 

acestora. Fie 1N , 2N  vectorii normali în M la respectiv suprafeţele (Σ1), (Σ2). Se spune că 

suprafeţele (Σ1), (Σ2) sunt ortogonale în M dacă: 
 

21 NN ⊥ . 

 
Exemplul 3.3. Se consideră suprafaţa dată în reprezentare parametrică: 
 

(Σ) :  








=

=

=

−

uv 4z

,uey

,uex
v

v

 

şi se cere: 
a) Ecuaţia planului tangent la suprafaţă în punctul M(u = 2, v = 0). 
b) Ecuaţiile normalei în M. 
c) Versorul normalei în M. 
 
Soluţie: a) Ecuaţia planului tangent în M la (Σ) este: 
 

0

'z'y'x

'z'y'x

zzyyxx

  : )(

MvMvMv

MuMuMu

MMM

T =

−−−

π , 

unde: 
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0v 4'z

,1e'y

,1e'x

M
Mu

M
v

Mu

M
v

Mu

==

==

==

−  şi        

.8u 4'z

,2e u'y

,2e u'x

M
Mv

M
v

Mv

M
v

Mv

==

−=−=

==

−  

 

Deci: 
 

0

822

011

z2y2x

  : )( T =

−

−−

π , 

sau: 
(πT) :  2 x – 2 y – z = 0. 

 

2° Ecuaţiile normalei sunt: 
 

1

z

2

2y

2

2x
  : )N(

−
=

−

−
=

−
. 

 

3° Versorul normalei este: 
 

( )kj 2i 2 
3

1

144

kj 2i 2
n −−=

++

−−
= .        � 

 
 

  

§§33..55..  PPrriimmaa  ffoorrmmăă  ffuunnddaammeennttaallăă  aa  uunneeii  ssuupprraaffeeţţee    

 
Teorema 3.10. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈=  
 

şi fie (Γ) o curbă trasată pe suprafaţa (Σ), dată de: 
 

 (Γ) :  ( ) ) t,(t   t , v(t)u(t), rr 21∈= . 
 

Dacă ds este elementul de arc pe curba (Γ), atunci: 
 

22
dsrd = . 

 

Demonstraţie. Dacă se ţine cont că pe curba (Γ) are loc relaţia: 
 

( ) ( ) ( ) k u(t) zj u(t) yi u(t) xr &&&& ++= , 
 

atunci se obţine: 
 

( ) ( ) ( )u(t) zu(t) yu(t) xr 222
&&&& ++= , 

 

de unde: 
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222 z)d()dy()dx(rd ++= . 
 

 

Dar: 
 

222 z)d()dy()dx(ds ++= , 
 

prin urmare: 
 

dsrd = , 

deci: 
22

dsrd = .                   � 

 
 

Definiţia 3.14. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ), (Γ) o curbă arbitrară trasată pe 
suprafaţa (Σ) şi fie ds elementul de arc pe curba (Γ). 

Se numeşte prima formă fundamentală a suprafeţei (Σ) expresia ds2. 
 

Observaţia 3.12. Prima formă fundamentală a unei suprafeţe se notează cu Φ1 şi se 
mai numeşte metrica suprafeţei (ΣΣΣΣ), sau pătratul elementului liniar al suprafeţei, sau 
forma lui Gauss, deoarece este introdusă în geometrie de matematicianul K.F. Gauss.  
 

Deci: 

Φ1 = ds2. 
 

Teorema 3.11. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ) şi (Γ) o curbă trasată pe suprafaţa 
(Σ). 

1° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

atunci prima formă fundamentală are expresia: 
 

Φ1 = E du2 + 2 F du dv + G dv2, 
 

unde, pe baza notaţiilor lui Gauss: 
 

2
u'rE = , vu 'r'rF ⋅= ,  

2
v'rG = , 

 

unde E, F, G sunt funcţii luate în punctul ( ))t(v),t(u . 
 

2° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121
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atunci prima formă fundamentală are expresia: 
 

Φ1 = E du2 + 2 F du dv + G dv2, 
 

unde E, F, G sunt funcţii luate în punctul ( ))t(v),t(u : 
 

2
u

2
u

2
u 'z'y'xE ++= ,  vuvuvu 'z'z'y'y'x'xF ⋅+⋅+⋅= ,  2

v
2
v

2
v 'z'y'xG ++= . 

 

Demonstraţie. 1° Fie: 
 

  (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈=  
 

şi se consideră (Γ) o curbă oarecare trasată pe suprafaţa (Σ), dată de: 
 

   (Γ) :  ( ) ) t,(t   t , v(t)u(t), rr 21∈= . 
 

Are loc relaţia: 
 

dt

dv
 'r

dt

du
 'rr vu +=& , 

sau: 
dv'rdu'rrd vu += . 

 

Din teorema 3.10 rezultă că elementul de arc pe (Γ) este: 
 

22 rdds = , 

însă: 

rdrdrd
2

⋅= . 
 

Aşadar, au loc succesiv: 
 

( ) ( ) +⋅=+⋅+=⋅==Φ 2
uuvuvu

2
1 du'r'rdv'rdu'rdv'rdu'rrdrdds  

2
vvvu dv'r'rdvdu'r'r2 ⋅+⋅+ . 

 

Prin urmare: 
 

Φ1 = E du2 + 2 F du dv + G dv2, 
 

unde s-au folosit notaţiile: 
 

2
uuu 'r'r'rE =⋅= ,    vu 'r'rF ⋅= ,    

2
vvv 'r'r'rG =⋅= , 

 

unde E, F, G sunt funcţii luate în punctul ( ))t(v),t(u . 
 

2° Fie: 

  (Σ) :  








×∈=

=

=

). v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121
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În acest caz se poate scrie: 
 

k v)(u, zj  v)(u, yi v)(u, xv)(u,r ++= , 
 

de unde rezultă formulele: 
 

k'zj'yi'x'r uuuu ++= ,    k'zj'yi'x'r vvvv ++= ,    2
u

2
u

2
u

2
u

2
u 'z'y'x'r'r ++== , 

 

vuvuvuvu 'z'z'y'y'x'x'r'r ⋅+⋅+⋅=⋅ ,    2
v

2
v

2
v

2
v

2
v 'z'y'x'r'r ++== , 

deci: 
( ) +++=⋅+⋅+⋅=⋅=Φ 22

u
2
u

2
u

22
vvu

22
u1 du'z'y'xdv'rdvdu'r'rdu'rrdrd  

( ) ( ) 22
v

2
v

2
vvuvuvu dv'z'y'xdvdu'z'z'y'y'x'x +++⋅+⋅+⋅+ , 

 
adică: 

Φ1 = E du2 + 2 F du dv + G dv2, 
 

unde E, F, G sunt funcţii luate în punctul ( ))t(v),t(u : 
 

2
u

2
u

2
u 'z'y'xE ++= ,    vuvuvu 'z'z'y'y'x'xF ⋅+⋅+⋅= ,     2

v
2
v

2
v 'z'y'xG ++= .      

    � 
 
 

Observaţia 3.13. 1° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică explicită: 
 

 (Σ) :  z = f(x, y), (x, y) ∈ D’ ⊆ 2
R , 

 

atunci prima formă fundamentală are expresia: 
 

Φ1 = (1 + p2) (dx)2 + 2 pq dx dy + (1 + q2) (dy)2, 
 

unde p şi q sunt daţi de notaţiile lui Monge. 
Într-adevăr, dacă se utilizează parametrizarea: 
 

   (Σ) :  








=

=

=

,)v,u(fz

,vy

,ux

 

 

se obţin egalităţile: 
 

x’u = 1,   x’v = 0,   y’u = 0,   y’v = 1,   p
x

f

u

f
'z u =

∂

∂
=

∂

∂
= ,   q

y

f

v

f
'z v =

∂

∂
=

∂

∂
= , 

 

de unde: 
 

22
u

2
u

2
u p1'z'y'xE +=++= ,  pq'z'z'y'y'x'xF vuvuvu =⋅+⋅+⋅= ,  iar 

 

22
v

2
v

2
v q1'z'y'xG +=++= , 

 

de unde rezultă pentru Φ1 expresia anunţată. 
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2° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică implicită: 
 

  (Σ) :  F(x, y, z) = 0,  (x, y, z) ∈ D ⊆ 3
R , 

 

atunci prima formă fundamentală are expresia: 
 

( ) ( )
( )2 

z

22 
z

2 
y

 
yx

22 
z

2 
x

1
'F

dy 'F'Fdydx  'F'F 2dx 'F'F ++++
=Φ . 

 

Într-adevăr, dacă în 1° se folosesc egalităţile: 
 

z

x

'F

'F
p −= ,     

z

y

'F

'F
q −= , 

 

se obţine pentru Φ1 expresia anunţată.          � 
 
 
 

Teorema 3.12. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată, dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈=  
 

şi fie metrica sa: 
 

Φ1 = E du2 + 2 F du dv + G dv2. 
 

Dacă N  este vectorul normal în punctul M ∈ (Σ) la suprafaţa (Σ), atunci: 
 

2FEGN −= . 

 
Demonstraţie. Prin definiţie are loc: 

 

vu 'r'rN ×= , 

deci: 

( )[ ] =⋅=×=×=
2

vuvu
2

vuvu 'r,'rsin'r'r'r'r'r'rN  
 

( )[ ] =−⋅= vu
22

v
2

u 'r,'rcos1'r'r ( )[ ] 2
vuvu

2
v

2
u 'r,'rcos'r'r'r'r ⋅⋅−⋅ = 

 

( )2
vu

2
v

2
u 'r'r'r'r ⋅−⋅= , 

 

prin urmare: 
 

2FEGN −= .                   � 
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Observaţia 3.14. Dacă suprafaţa regulată (Σ) este dată în reprezentare analitică parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

atunci, conform teoremei 3.8 are loc: 
 

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y
N ++= , 

aşadar: 

EG – F2 = 
2

vv

uu2

'z'y

'z'y
N =  + 

2

vv

uu

'x'z

'x'z
 + 

2

vv

uu

'y'x

'y'x
 . 

� 
 
 

  
§§33..66..  AApplliiccaaţţiiii  aallee  pprriimmeeii  ffoorrmmee  ffuunnddaammeennttaallee::  eelleemmeennttuull  ddee  aarrcc;;  

lluunnggiimmeeaa  uunnuuii  aarrcc;;  mmăăssuurraarreeaa  uunngghhiiuurriilloorr;;  aarriiaa  uunneeii  ppoorrţţiiuunnii  

ddee  ssuupprraaffaaţţăă    

 
Teorema 3.13. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= . 
 

Dacă (Γ) este o curbă trasată pe suprafaţa (Σ)dată de: 
 

 (Γ) :  ( ) ) t,(t   t , v(t)u(t), rr 21∈= , 
 

atunci elementul de arc pe curba (Γ) este determinat de relaţia: 
 

dt 
dt

dv
G

dt

dv
  

dt

du
 F 2

dt

du
Eds

22









+⋅+








= . 

 
Demonstraţie. Prin utilizarea formulelor de derivare a funcţiilor compuse, pentru 

pătratul elementului de arc pe curba (Γ) au loc succesiv egalităţile: 
 

ds2 = Φ1 = E du2 + 2 F du dv + G dv2 = 2
22

dt 
dt

dv
G

dt

dv
  

dt

du
 F 2

dt

du
E




















+⋅+








. 

Deci: 

�
                                                          .dt 

dt

dv
G

dt

dv
  

dt

du
 F 2

dt

du
Eds

22









+⋅+








=             
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Observaţia 3.15. 1° În cazul în care (Γ) ≡ (Γu), unde: 
 

 (Γu) :  ) v(u, rr 0= , 
 

atunci elementul de arc pe curba (Γu) este dat de relaţia: 
 

duEds = . 
 

Într-adevăr, deoarece: 
 

v = v0 = constant, 
rezultă: 

dv = 0, 
 

prin urmare: 
 

ds2 = E du2, 

de unde: 

 duEds = . 

 
2° În cazul în care (Γ) ≡ (Γv), unde: 
 

 (Γv) :   v),(u rr 0= , 
 

atunci elementul de arc pe curba (Γv) este dat de relaţia: 
 

dvGds = . 
 

Verificarea se face în mod analog cu cea de la cazul 1°.     � 
 
 
Teorema 3.14. Fie (Γ) o curbă trasată pe suprafaţa regulată (Σ), dată de: 
 

 (Γ) :  ( ) ) t,(t   t , v(t)u(t), rr 21∈= . 

 
Dacă M1, M2 ∈ (Γ), M1(t = t1), M2(t = t2), atunci lungimea arcului curbei (Γ) cuprins 

între punctele M1 şi M2 este dată de relaţia: 
 

 
2M1ML = ∫ 








+







⋅+







2t 

1t 

22

dt 
dt

dv
G

dt

dv
  

dt

du
 F 2

dt

du
E . 

 

Demonstraţie. Din formula: 
 

2M1ML = ∫
2M1M

ds , 
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se obţine prin înlocuirea elementului de arc pe curba (Γ): 
 

2M1ML =
�

                                          . dt 
dt

dv
G

dt

dv
  

dt

du
 F 2

dt

du
E

2t 

1t 

22

∫ 







+







⋅+







    

 
 
Definiţia 3.15. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată şi (Γ1), (Γ2), două curbe trasate pe 

suprafaţa (Σ). Dacă M ∈ (Γ1) ∩ (Γ2) şi dacă 1τ , 2τ  sunt respectiv versorii tangentelor în 

punctul M la cele două curbe, atunci prin unghiul curbelor (ΓΓΓΓ1) şi (ΓΓΓΓ2) se înţelege unghiul 
tangentelor la cele două curbe în M, adică unghiul α al versorilor 1τ  şi 2τ . 

 
Teorema 3.15. Se consideră suprafaţa regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈=  
 

şi fie (Γ1), (Γ2) două curbe trasate pe suprafaţa (Σ). Dacă se notează prin )ds dv, du, ,rd( , 

respectiv )s v, u, ,r( δδδδ diferenţialele de-a lungul curbei (Γ1) respectiv (Γ2), atunci unghiul 

α dintre curbele (Γ1), (Γ2) în punctul M ∈ (Γ1) ∩ (Γ2) este dat de formula: 
 

2222 vG   vu  F 2 u E  dvG   dvdu  F 2 du E

v dvG   u) dv  vF(du  u du  E
   cos

δ+δδ+δ⋅++

δ+δ+δ+δ
=α  , 

 

unde E, F, G sunt coeficienţii primei forme fundamentale a suprafeţei (Σ) calculaţi în 
punctul M. 

 
Demonstraţie. Conform definiţiei unghiului a două curbe trasate pe suprafaţă: 
 

 

( )21  , ττ=α . 
 

Dacă se ţine seama de faptul că vectorii 1τ , 2τ  sunt coliniari cu respectiv vectorii rd , 

rδ , se obţine: 
 

( )r ,rd δ=α , 
 

unde rd , rδ  sunt diferenţialele vectorului de poziţie r  în punctul M, întâi considerat ca 
fiind un punct al curbei (Γ1), apoi ca fiind al curbei (Γ2). 

Aşadar se obţine succesiv: 
 

( ) ( )

( ) ( )2
vu

2
vu

vuvu

v 'r u  'r  dv 'r du  'r

v 'r u  'r  dv 'r du  'r
  

r  rd

r  rd
   cos

δ+δ⋅+

δ+δ⋅+
=

δ⋅

δ⋅
=α , 

sau: 
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⋅
+⋅+

δ+δ+δ⋅+δ
=α   

dv 'rdvdu 'r 'r 2du 'r

v dv 'r)u dv vdu ('r 'rudu  'r
   cos

22
vvu

22
u

2
vvu

2
u  

22
vvu

22
u v 'rvu 'r 'r 2u 'r

1
   

δ+δδ⋅+δ
⋅  

de unde: 

2222 vG   vu  F 2 u E  dvG   dvdu  F 2 du E

v dvG   dv)u   vF(du  u du  E
   cos

δ+δδ+δ⋅++

δ+δ+δ+δ
=α  .        

 � 
 
 
Observaţia 3.16. În cazul particular când (Γ1) ≡ (Γu) şi (Γ2) ≡ (Γv), adică (Γ1), (Γ2) 

sunt respectiv curbele coordonate ce trec prin punctul ordinar M, se obţin relaţiile: 
 

dv = 0,  δu = 0. 
 

Se obţine atunci că unghiul α dintre două curbe coordonate ce trec prin punctul M este 
dat de: 

G E

F
   cos =α .                 � 

 
 
Definiţia 3.16. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată, (Γ1), (Γ2), două curbe trasate pe 

suprafaţa (Σ) şi fie M ∈ (Γ1) ∩ (Γ2), iar 1τ , 2τ  versorii tangentelor în punctul M respectiv la 

curbele (Γ1), (Γ2) şi fie ( ).  , 21 ττ=α  

Curbele (Γ1), (Γ2) se spune că sunt ortogonale în M, dacă 
2

π
=α . 

 

Definiţia 3.17. Fie (Σ) o suprafaţă regulată, pe care se consideră o reţea de curbe 
[(Γα)α, (Γβ)β]. 

Se spune că reţeaua [(Γα)α, (Γβ)β] este ortogonală pe (Σ) dacă oricare ar fi punctul 
M ∈ (Σ) cele două curbe (Γα) ∈ (Γα)α, (Γβ) ∈ (Γβ)β ce trec prin punctul M sunt ortogonale. 

 
Teorema 3.16. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată, (Γ1), (Γ2), două curbe trasate pe 

suprafaţa (Σ) şi fie M ∈ (Γ1) ∩ (Γ2). 
Condiţia necesară şi suficientă ca (Γ1), (Γ2) să fie ortogonale în M este ca: 
 

E du δu + F(du δv + δu dv) + G dv δv = 0. 
 
Demonstraţie. Necesitatea. Fie (Γ1), (Γ2) ortogonale, adică: 
 

( )
2

)( ),( 21

π
=ΓΓ=α . 
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Din teorema 3.15 se obţine: 
 

0
vG   vu  F 2 u E  dvG   dvdu  F 2 du E

v dvG   u) dv  vF(du  u du  E
   cos

2222
=

δ+δδ+δ⋅++

δ+δ+δ+δ
=α , 

de unde: 

E du δu + F(du δv + δu dv) + G dv δv = 0. 
 
Suficienţa. Se demonstrează pe cale inversă.                 � 
 

 
Teorema 3.17. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ) şi fie [(Γu)u, (Γv)v] reţeaua 

curbelor coordonate trasate pe (Σ). 
Condiţia necesară şi suficientă ca reţeaua [(Γu)u, (Γv)v] să fie ortogonală pe (Σ) este ca 

F = 0 în orice punct M ∈ (Σ). 
 
Demonstraţie. Necesitatea. Fie  [(Γu)u, (Γv)v] o reţea ortogonală pe suprafaţa (Σ). În 

concordanţă cu definiţia 3.17, rezultă că pentru orice punct M ∈ (Σ), curbele (Γu) ∈ (Γu)u, 
(Γv) ∈ (Γv)v ce trec prin punctul M sunt ortogonale, adică: 

 

( )
2

)( ),( 21

π
=ΓΓ=α . 

 
Din observaţia 3.16 se obţine: 
 

0
G E

F
   cos ==α , 

aşadar: 
F = 0. 

 
Suficienţa. Se demonstrează pe cale inversă.                      � 
 
 
Definiţia 3.18. Se consideră o porţiune de suprafaţă regulată (Σ), dată în reprezentare 

vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= . 

 
Se împarte porţiunea de suprafaţă (Σ) în paralelograme curbilinii cu ajutorul familiilor 

de curbe coordonate (Γu)u, (Γv)v (fig. 3.6). Fie MM1M2M3 paralelogramul curbiliniu 
determinat de curbele coordonate ( )

iuΓ , ( )
iuiu ∆+Γ , ( )

jvΓ , ( )
jvjv ∆+Γ  date de: 

 

( )
iuΓ  :  v = vj ,  ( )

iuiu ∆+Γ  :  v = vj + ∆vj ,  

( )
jvΓ  :  u = ui ,   ( )

jvjv ∆+Γ  :  u = ui + ∆ui . 
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Se asociază paralelogramului curbiliniu MM1M2M3 paralelogramul MM’1M’2M’3 
constituit pe vectorii: 

iu'r  ∆ui şi jv'r  ∆vj, unde vectorii 
iu'r ,  

jv'r  sunt derivatele parţiale ale 

vectorului de poziţie r  al punctului M(ui, vj): 
 

) v,u(
u

r
'r jiiu

∂

∂
= ,  ) v,u(

v

r
'r jijv

∂

∂
= . 

 
Se notează aria paralelogramului MM’1M’2M’3 prin ∆σij. 
Această arie este dată de relaţia: 
 

jijviuij vu'r'r ∆⋅∆×=σ∆ . 

 
Se numeşte arie a porţiunii regulate de suprafaţă (ΣΣΣΣ) şi se notează cu σσσσ, limita de mai 

jos , dacă există şi este unică: 
 

ij

n

0i

m

0j

0jvmax

0iumax

m

n
lim σ∆=σ ∑∑

==

→∆

→∆

∞→

∞→
. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3.6. 
 
 

M’3 

z 
(Σ) 

y 

x 

O 

( )
jvjv ∆+Γ  

( )
jvΓ  

( )
iuiu ∆+Γ  

( )
iuΓ  

iiu u'r ∆  
jjv v'r ∆  

( )ji  v,uM  

( )jii1  v,uuM ∆+  
M’1 

( )jjii2 v v,uuM ∆+∆+  ( )jji3 v v,uM ∆+  

M’2 
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Teorema 3.18. Dacă se consideră o porţiune de suprafaţă regulată (Σ), atunci aria 
acestei porţiuni este dată de următoarea integrală de suprafaţă: 

 

∫∫
Σ

−=σ
)(

2 dvduFEG , 

 

unde E, F, G sunt coeficienţii primei forme fundamentale a suprafeţei (Σ). 
 
Demonstraţie. Din definiţia 3.18 rezultă: 
 

∑∑
==

→∆

→∆

∞→

∞→
∆⋅∆×=σ

n

0i
jijviu

m

0j

0jvmax

0iumax

m

n
vu'r'rlim . 

 
Limita din membrul al doilea este egală prin definiţie cu integrala de suprafaţă extinsă 

asupra porţiunii de suprafaţă (Σ), deoarece prin ipoteză, porţiunea (Σ) este regulată, deci 
funcţiile u'r , v'r  sunt continue. Prin urmare: 

 

∑∑
==

→∆

→∆

∞→

∞→
∆⋅∆×=σ

n

0i
jijviu

m

0j

0jvmax

0iumax

m

n
vu'r'rlim = ∫∫

Σ

×
)(

vu dvdu'r'r . 

 
Conform teoremei 3.12, are loc relaţia: 
 

2
vu FEG'r'r −=× , 

aşadar: 

∫∫
Σ

−=σ
)(

2 dvduFEG .                   � 

 
 

Definiţia 3.19. Se consideră (Σ) o porţiune de suprafaţă regulată şi fie aria sa: 
 

∫∫
Σ

−=σ
)(

2 dvduFEG . 

 
Se numeşte element de arie expresia: 
 

dvduFEG 2− . 
 
Observaţia 3.17. Elementul de arie se notează cu dσ. Deci: 
 

dσ = dvduFEG 2− . 
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Observaţii 3.18. 1° Dacă porţiunea de suprafaţă (Σ) este dată în reprezentare analitică 
parametrică: 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

atunci: 

dvdu
'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y
d

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu
++=σ . 

 
Într-adevăr, conform teoremei 3.12, are loc: 
  

NFEG 2 =− , 

însă: 
2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu
vu 'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y
'r'rN ++=×= , 

deci: 

dvdu
'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y
d

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu
++=σ . 

 
2° Dacă porţiunea de suprafaţă (Σ) este dată în reprezentare analitică explicită: 
 

  (Σ) :  z = f(x, y), (x, y) ∈ D’ ⊆ 2
R , 

 

atunci elementul de arie are expresia: 
 

dydxqp1d 22 ++=σ , 
 

unde p şi q sunt daţi de notaţiile lui Monge. 
 
Într-adevăr, suprafaţa (Σ) poate fi exprimată parametric astfel: 
 

  (Σ) :  








⊆∈=

=

=

,D'  )v,u(  ),v,u(fz

,vy

,ux

2
R

 

 

de unde se obţine: 
 

x’u = 1,   x’v = 0,   y’u = 0,   y’v = 1,   p
u

f
'z u =

∂

∂
= ,   q

v

f
'z v =

∂

∂
= , 

 

prin urmare dσ găsit la 1° devine: 
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dydxqp1d 22 ++=σ . 

 
3° Dacă porţiunea de suprafaţă (Σ) este dată în reprezentare analitică implicită: 
 

  (Σ) :  F(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ D ⊆ 3
R , 

atunci: 

dydx

z

F

z

F

y

F

x

F

d

222

∂

∂










∂

∂
+









∂

∂
+









∂

∂

=σ . 

 

Într-adevăr: 
 

z

F
x

F

x

f
p

∂

∂
∂

∂

−=
∂

∂
= ,  

z

F
y

F

y

f
q

∂

∂

∂

∂

−=
∂

∂
=  . 

 

Prin introducerea acestor expresii ale lui p şi q în formula elementului de arie, dată la 
2°, se obţine: 

dydx

z

F

z

F

y

F

x

F

d

222

∂

∂










∂

∂
+









∂

∂
+









∂

∂

=σ . 

     � 
 
 
Propoziţia 3.1. În orice punct ordinar al unei suprafeţe, prima formă fundamentală este 

pozitiv definită, adică: 
 

E > 0, G > 0, EG – F2 > 0. 
 
Demonstraţie. Conform observaţiei 3.14, are loc: 
 

22
vu FEG'r'r −=× . 

 
Dar: 

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu2
vu 'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y
'r'r ++=×  

 

şi cum punctul este ordinar, are loc: 
 

0'r'r vu >× .                      � 
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Exemplul 3.4. Se dă suprafaţa de ecuaţii parametrice: 
 

(Σ) :  








+=

=

=

,vuz

 v,sinu y

 v,cos ux

 

şi se cere: 
a) Prima formă fundamentală a suprafeţei. 
b) Unghiul curbelor coordonate. 
c) Lungimea arcului curbei u = 1 cuprins între curbele u = 1 şi v = 2. 
d) Elementul de arie al suprafeţei. 
 
Soluţie: a) Dacă se calculează coeficienţii E, F, G ai primei forme fundamentale se 

obţine E = 2, F = 1 şi G = u2 + 1. Deci prima formă fundamentală a suprafeţei (Σ) este: 
 

ds2 = 2 du2 + 2 du dv + (u2 + 1)dv2. 
 

b) Unghiul dintre curbele coordonate este dat de 
EG

F
 cos =θ , astfel că pentru suprafaţa 

dată se obţine: 
 

[ ] 2

1
2 1)(u 2 cos

−
+=θ . 

 

c) Elementul de arc pe curba u = 1 cu du = 0 este dv, 2ds =  iar lungimea arcului 
este: 

2dv 2L
2

1

== ∫ . 

 
d) Elementul de arie al suprafeţei (Σ) este: 
 

dvdu  1u 2dvdu  FEGd 22 +=−=σ . 
� 

 
Exemplul 3.5. Să se calculeze pe paraboloidul: 
 

(Σ) :  x2 + y2 = 2 pz, 
 

unghiul format de curbele: 
 

  (Γ1) :  x = y, 
 

(Γ2) :  z = a. 
 

Soluţie: Dacă se consideră: 
 

vy

ux

=

=
      se obţine      

p 2

vu
z

22 +
=  
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şi de aici rezultă: 
 

k 
p

u
i'r u += ,     k 

p

v
j'r v += . 

 
 Coeficienţii primei forme fundamentale sunt: 

 
















+=

=

+=

,
p

v
1G

,
p

uv
F

,
p

u
1E

2

2

2

2

2

 

deci: 

+δ+δ+δ







+=δ+δ+δ+δ u) dvv(du 

p

uv
udu  

p

u
1v dvG u) dvvF(du udu  E

22

2

 

v dv 
p

v
1

2

2

δ







++ .          (3.6) 

 

Pe curba (Γ1) are loc:  u = v  deci  du = dv. 

Pe curba (Γ2) are loc:  2 ap = u2 + v2, de unde 0v v2uu  2 =δ+δ , adică u 
v

u
v δ








−=δ . 

Dacă se introduc în (3.6) se obţine: 
 

udu  
v

u
1udu  

v

u
 

p

v
11

v

u

p

uv

p

u
1

2

2

22

2

δ







−=δ
















−








++








+−++ . 

 
În punctul de intersecţie al celor două curbe au loc: 
 









=+

=

=

,pz2yx

,yx

,az

22

   adică:    




=

+=

,vu

,vuap2 22

     deci:     




=

=

,vu

,u2ap2 2

 

 

rezultă: 
 







±==

±==

,pavy

,paux
 

 

deci: 

cos α = 0,     aşadar:     
2

π
=α .           � 
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Exemplul 3.6. Să se scrie elementul de arie al paraboloidului: 
 

(Σ) :  x2 + y2 – 2 hz = 0,     z ≥ 0,     h > 0. 
 
Soluţie: Deoarece suprafaţa este dată implicit prin F(x, y, z) = 0, atunci: 
 

dydx  qp1d 22 ++=σ , 

unde: 













==−=
∂

∂
=

==−=
∂

∂
=

,
h

y

h 2

y 2

'F

'F

y

z
q

,
h

x

h 2

 x2

'F

'F

x

z
p

z

y

z

x

 

rezultă: 

2

22

2

2

2

22

z

z

2

z

x

h

yx
1

h

y

h

x
1

'F

'F

'F

'F
1

+
+=++=








+








+ , 

deci: 

dydx  yxh 
h

1
d 222 ++=σ .              � 

 
 

  

§§33..77..  AA  ddoouuaa  ffoorrmmăă  ffuunnddaammeennttaallăă  aa  uunneeii  ssuupprraaffeeţţee    

 
Definiţia 3.20. Se consideră suprafaţa regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈=  
 

şi fie M ∈ (Σ) un punct curent al acesteia de vector de poziţie r (u, v), iar n  versorul 
normalei în M la (Σ). 

Se numeşte a doua formă fundamentală a suprafeţei (Σ) expresia: 
 

 rdn 2⋅ . 
 

Observaţia 3.19. A doua formă fundamentală a unei suprafeţe se notează cu Φ2. Deci: 
 

Φ2 = rdn 2⋅ . 
 

Teorema 3.19. Se consideră suprafaţa regulată (Σ). 
 

1° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

fie M ∈ (Σ), de vector de poziţie )v ,u(r , atunci a doua formă fundamentală a suprafeţei are 
expresia: 
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Φ2 = L du2 + 2 M du dv + N dv2, 
unde: 

( )

vu

uuvu

'r'r

''r,'r,'r
L

×
= ,  

( )

vu

uvvu

'r'r

''r,'r,'r
M

×
= ,  

( )

vu

vvvu

'r'r

''r,'r,'r
N

×
=  , 

 

sunt funcţii luate în punctul M. 
 

2° Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică parametrică: 
 

 (Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 

fie M ∈ (Σ), de coordonate x(u, v), y(u, v), z(u, v), atunci a doua formă fundamentală a 
suprafeţei are expresia: 
 

Φ2 = L du2 + 2 M du dv + N dv2, 
unde: 

uuuuuu

vvv

uuu

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu ''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

1
L ⋅

++

=  , 

 

uvuvuv

vvv

uuu

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu ''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

1
M ⋅

++

=  , 

 

vvvvvv

vvv

uuu

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu ''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

1
N ⋅

++

=  , 

 
sunt funcţii luate în punctul M ( ))v,u(z),v,u(y),v,u(x . 

 
Demonstraţie. 1° Au loc relaţiile: 

 

vu

vu

'r'r

'r'r

N

N
n

×

×
== , dv'rdu'rrd vu += , 

 

vd'rud'rdv''rdvdu''r2du''rrd 2
v

2
u

2
vvuv

2
uu

2 ++++= , 
 

unde s-a notat: 
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2

2

uu
u

r
''r

∂

∂
= ,  

vu

r
''r

2

uv
∂∂

∂
= ,  

2

2

vv
v

r
''r

∂

∂
= . 

 
Aşadar se poate scrie: 

 

vd'rnud'rndv''rndvdu''rn2du''rnrdn 2
v

2
u

2
vvuv

2
uu

2
2 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=⋅=Φ . 

 
Dacă se ţine seama de relaţiile: 

 

u'rn ⊥ ,  v'rn ⊥ , 

rezultă: 
( ) ( ) ( ) 2

vu

vvvu

vu

uvvu2

vu

uuvu
2 dv

'r'r

''r,'r,'r
dvdu

'r'r

''r,'r,'r
2du

'r'r

''r,'r,'r

×
+

×
+

×
=Φ , 

sau: 
Φ2 = L du2 + 2 M du dv + N dv2. 

 
2° Au loc relaţiile: 

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu2
vu 'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y
FEG'r'r ++=−=× , 

 

( )

uuuuuu

vvv

uuu

uuvu

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

''r,'r,'r = ,  ( )

uvuvuv

vvv

uuu

uvvu

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

''r,'r,'r = , 

 

( )

vvvvvv

vvv

uuu

vvvu

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

''r,'r,'r = , 

de unde se obţine: 

uuuuuu

vvv

uuu

2

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

FEG

1
L ⋅

−
=  ,  

uvuvuv

vvv

uuu

2

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

FEG

1
M ⋅

−
=  , 

 

vvvvvv

vvv

uuu

2

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

FEG

1
N ⋅

−
=  .    

 � 

 
Observaţia 3.20. Dacă suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare analitică explicită: 
 

  (Σ) :  z = f(x, y), (x, y) ∈ D’ ⊆ 2
R , 

 

fie M ∈ (Σ), de coordonate (x, y), atunci a doua formă fundamentală a suprafeţei (Σ) este: 
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∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂

++
=Φ 2

2

22
2

2

2

222 dy
y

f
dydx

yx

f
2dx

x

f

qp1

1
 , 

 

unde p şi q sunt daţi de notaţiile lui Monge. 
Într-adevăr, suprafaţa (Σ) poate fi exprimată parametric astfel: 
 

(Σ) :  








⊆∈=

=

=

,D'  )v,u(  ),v,u(fz

,vy

,ux

2
R

 

de unde: 

x’u = 1,     x’v = 0,     y’u = 0,     y’v = 1,     z’u = p,     z’v = q,   
yx

f
''z

2

uv
∂∂

∂
= , 

2

2

uu
x

f
''z

∂

∂
= ,     

2

2

vv
y

f
''z

∂

∂
= ,      

 

x’’uu = 0,   x’’uv = 0,   x’’vv = 0,   y’uu = 0,   y’’uv = 0,   y’’vv = 0.    
 

Atunci, rezultă: 

22

2

2

qp1

x

f

L
++

∂

∂

= ,  
22

2

qp1

yx

f

M
++

∂∂

∂

= ,  
22

2

2

qp1

y

f

N
++

∂

∂

= ,  

 

de unde se obţine rezultatul.                  � 

 
Exemplul 3.7. Dacă se consideră drept suprafaţă regulată (Σ), sfera dată în 

reprezentarea analitică parametrică: 
 

(Σ) :  








=

=

=

,vcosRz

,vsinusinRy

,vsinucosRx

 

 

atunci cele două forme fundamentale sunt proporţionale. 
 

Soluţie: Au loc relaţiile: 
 

x'u = −R sin u sin v,     x'v = R cos u cos v,     y'u = R cos u sin v, 

y'v = R sin u cos v,    z’u = 0,    z'v = −R sin v,    x''uu = −R cos u sin v, 

x''uv = −R sin u cos v,    x''vv = −R cos u sin v,    y''uu = −R sin u sin v,     

y''uv = R cos u cos v,    y''vv = −R sin u sin v,    z''uu = 0,    z''uv = 0, 

z''vv = −R cos v, 
atunci: 

vsinR)vsinucosvsinu(sinR'z'y'xE 2222222
u

2
u

2
u =+=++= , 
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F = x’ux’v + y’uy’v + z’uz’v = −R2 sin u sin v cos u cos v +  
+ R2 sin u sin v cos u cos v = 0, 

 

=++=++= )vsinvcosusinvcosu(cosR'z'y'xG 2222222
v

2
v

2
v  

22222222 R)vsinvcosusinvcosusinv(cosR =++−=  
 

L = −R sin2 v,  M = 0,   N = −R. 
 
Rezultă că pe sferă au loc relaţiile: 
 

Φ1 = R2(sin2 v du2 + dv2),     Φ2 = −R(sin2 v du2 + dv2). 
 

Dacă se face raportul între cele două forme fundamentale, se obţine: 
 

R
2

1 −=
Φ

Φ
. 

 

Aşadar, pe sferă cele două forme fundamentale sunt proporţionale.            � 
 

 

Observaţia 3.20. Este adevărată şi reciproca propoziţiei demonstrate în exemplul 3.6, 
şi anume: dacă pe o suprafaţă (Σ) cele două forme fundamentale sunt proporţionale, atunci 
suprafaţa (Σ) este o sferă.            

 � 
 
 

§§33..88..  CCuurrbbuurraa  uunneeii  ccuurrbbee  ttrraassaattee  ppee  oo  ssuupprraaffaaţţăă    

 
Teorema 3.20. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

M ∈ (Σ) un punct curent de vector de poziţie r (u, v) şi fie (Γ) o curbă trasată pe suprafaţa 
(Σ) ce trece prin M. 

Se consideră: τ  versorul tangentei la curba (Γ) în punctul M, υ  versorul normalei 
principale la curba (Γ) în punctul M, n  versorul normalei în punctul M la suprafaţa (Σ) (fig. 3. 7). 

Dacă θ este măsura unghiului format de versorii υ  şi n , iar R raza de curbură a curbei 
(Γ) în punctul M, atunci are loc relaţia: 
 

 
1

2

R

cos

Φ

Φ
=

θ
. 

 

Demonstraţie. Fie ds elementul de arc pe curba (Γ). Atunci, conform primei formule a 
lui Frenet în punctul M: 

 

υ=
τ

R

1

ds

d
, 
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de unde, prin înmulţire scalară cu n , rezultă: 
 

υ⋅=
τ

⋅ n
R

1

ds

d
n , 

adică: 

R

cos

ds

d
n

θ
=

τ
⋅ . 

 
Dacă se ţine seama de relaţiile: 

 

ds

rd
=τ ,    

2

2

ds

rd

ds

d
=

τ
,  

2
1 ds=Φ ,      rdn 2

2 ⋅=Φ , 

se obţine că: 

R

cos

ds

rd
n

2

2 θ
=⋅ , 

deci: 

R

cos

1

2 θ
=

Φ

Φ
.                     � 

 
Teorema 3.21. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată, dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

M ∈ (Σ) un punct curent de vector de poziţie r (u, v) şi fie (Γ1), (Γ2) două curbe trasate pe 
suprafaţa (Σ), ce trec prin M. Fie 1υ , 2υ ,  versorii normalelor principale în M la curbele (Γ1) 

şi respectiv (Γ2) şi n , versorul normalei în punctul M la suprafaţa (Σ), iar R1, R2 razele de 
curbură în punctul M ale curbelor (Γ1), 
respectiv (Γ2). Se consideră 1τ , 2τ  

versorii tangentelor în punctul M la 
curbele (Γ1) şi respectiv (Γ2) şi θ1, θ2 
măsurile unghiurilor versorilor 1υ  şi 

respectiv 2υ  cu n  (fig. 3. 8). 

Dacă 1τ  = 2τ , atunci are loc relaţia: 
 

2

2

1

1

R

cos

R

cos θ
=

θ
. 

 

Demonstraţie. Dacă se notează cu d 
şi δ operatorii de diferenţiere pe curbele 
(Γ1) şi (Γ2), atunci în M , conform 
teoremei 3.20, au loc relaţiile: 
 

O 

(Σ) 

Fig. 3.7. 

τ  
M 

 (Γ) 
n  

υ  

θ 

y 

x 

z 

r (u,v) 

O 

(Σ) 

Fig. 3.8. 

τ  

M 

 (Γ1) 

n  

y 

x 

z 

 (Γ2) 
2υ  

1υ  

θ1 

θ2 

)v,u(r  
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2

22

1

1

ds

dvNdvduM2duL

R

cos ++
=

θ
,     

2

22

2

2

s

vNvuM2uL

R

cos

δ

δ+δδ+δ
=

θ
, 

de unde: 
22

1

1

ds

dv
N

ds

dv

ds

du
M2

ds

du
L

R

cos








+⋅+








=

θ
, 

 
22

2

2

s

v
N

s

v

s

u
M2

s

u
L

R

cos









δ

δ
+

δ

δ
⋅

δ

δ
+









δ

δ
=

θ
. 

 

Deoarece 








ds

dv
 ,

ds

du
, 









δ

δ

δ

δ

s

v
 ,

s

u
 sunt, conform teoremei 3.5, unic determinate de versorii 

1τ  şi respectiv 2τ  şi cum prin ipoteză are loc: 

  1τ  = 2τ , 
 

se obţine: 
 

s

u

ds

du

δ

δ
= ,     

s

v

ds

dv

δ

δ
= , 

 

prin urmare: 
 

2

2

1

1

R

cos

R

cos θ
=

θ
.            � 

 
 

  

§§33..99..  SSeeccţţiiuunnee  nnoorrmmaallăă..  TTeeoorreemmaa  lluuii  MMeeuussnniieerr..  CCuurrbbuurrii  nnoorrmmaallee  şşii  

ttaannggeennţţiiaallee    

 
Definiţia 3.21. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată, M ∈ (Σ) un punct curent şi fie 

(Γα)α∈I o familie de curbe trasate pe suprafaţa (Σ), tangente în punctul M. Fie n  versorul 
normalei în punctul M la suprafaţa (Σ) şi (πn) un plan ce trece prin punctul M, determinat de 
versorii τ  şi n . 

Se numeşte secţiune normală asociată familiei (Γα)α∈I, curba (Γn) de intersecţie a 
suprafeţei (Σ) cu planul (πn) (fig. 3.9). 

 
Observaţia 3.21. Din definiţia 3.21 rezultă că secţiunea normală (Γn), asociată familiei 

(Γα)α∈I, aparţine acestei familii: 
 

(Γn) ∈ (Γα)α∈I, 
 

adică curba (Γn) admite acelaşi versor tangent, τ  comun tuturor curbelor (Γα) din familia  
(Γα)α∈I.  
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Teorema 3.22 (Teorema lui Meusnier). Fie Rα şi Rn razele de curbură în punctul 

M ∈ (Γα) ∩ (Γn) ale curbelor (Γα) şi respectiv (Γn), unde (Γn) este secţiunea normală 

asociată familiei (Γα)α∈I, trasate pe suprafaţa regulată (Σ). Dacă αυ , nυ  sunt versorii 

normalelor principale în punctul M ale curbelor (Γα) şi respectiv (Γn), atunci are loc relaţia: 
 

nR

1

R

cos
±=

θ

α

α , 

 

unde θα este măsura unghiului format de vectorii n  şi αυ . 

 

Demonstraţie. Fie θn măsura unghiului format de vectorii n  şi nυ . Dacă se ţine seama 

de faptul că în punctul M curbele (Γα) şi (Γn) sunt tangente, atunci prin aplicarea teoremei 

3.21, se obţine: 
 

n

n

R

cos

R

cos θ
=

θ

α

α . 

 

Deoarece curba (Γn) ⊂ (πn), unde planul (πn) trece prin M şi este determinat de versorii 

τ  şi n , se obţine că versorii n , nυ  sunt coliniari, deci: 
 

n  = nυ ,     sau     n  = − nυ . 

 

Aşadar: 
 

θn = 0,     sau     θn = π, 
 

de unde:   
 

cos θn = 1,     sau     cos θn = −1, 
 

O 

(Σ) 

Fig. 3.9. 

τ  

M  )(
1αΓ  

n  

y 

x 

z 

 )( 2αΓ  

 )( nΓ  

 )( nπ  
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prin urmare: 
 

nR

1

R

cos
±=

θ

α

α .                 � 

 
 

Consecinţa 3.1. Din teorema lui Meusnier rezultă: 
 

αα θ= cosRR n , 
 

deci curbura unei curbe oarecare (Γα) (plană sau în spaţiu) se poate studia cu ajutorul 

curburii unei curbe plane (Γn) (secţiunea normală). 

 

Definiţia 3.22. Se consideră o suprafaţă (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

M ∈ (Σ) un punct ordinar al acesteia, de vector de poziţie )v,u(r iar (Γα) ∈ (Γα)α∈I ⊂ (Σ) o 

curbă din familia (Γα)α∈I de curbe tangente în M pe suprafaţa (Σ). Fie (Γn) ⊂ (Σ) secţiunea 

normală în punctul M, asociată familiei (Γα)α∈I.  

 Se numeşte curbură normală a curbei (Γα) în punctul M, expresia: 
 

nR

1
± , 

 

unde Rn este raza de curbură în M a secţiunii normale (Γn). 

 

Observaţia 3.22. Curbura normală se notează cu 
n

1

ρ
. 

Deci: 
 

nn R

11
±=

ρ
. 

 

Observaţii 3.23. 1° Din formula lui Meusnier rezultă: 
 

α

αθ
=

ρ R

cos1

n

, 

 

adică curbura normală 
n

1

ρ
 este pozitivă sau negativă, după cum unghiul θα este ascuţit sau 

obtuz. 
 

2° Se obţine din definiţia 3.22 că valoarea absolută a curburii normale a unei curbe 

(Γα) ⊂ (Σ), 
n

1

ρ
, este egală cu curbura 

nR

1
 a secţiunii normale (Γn) ataşată curbei (Γα). 

     � 
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Definiţia 3.23. Se consideră suprafaţa (Σ) şi (Γ) o curbă trasată pe suprafaţa (Σ). Se 

numeşte curbură tangenţială (geodezică) a curbei (Γ) în punctul M ∈ (Γ) expresia: 
 

R

sin θ
, 

 

unde R este raza de curbură a curbei (Γ) în punctul M, θ este măsura unghiului dintre 

vectorii υ  şi n , cu υ  versorul normalei principale la curba (Γ) în punctul M, iar n  versorul 

normalei la suprafaţa (Σ) în punctul M. 

 

Observaţia 3.24. Curbura tangenţială se notează cu 
g

1

ρ
. 

Deci:  
 

R

sin1

g

θ
=

ρ
. 

 

Propoziţia 3.2. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

(Γ) o curbă trasată pe suprafaţa (Σ), iar M ∈ (Γ), de vector de poziţie r (u, v). Atunci curbura 

tangenţială a curbei (Γ) în punctul M este dată de: 
 

( )''r,'r,n
1

g

=
ρ

, 

 

unde n  este versorul normalei la suprafaţa (Σ) în punctul M, ds este elementul de arc pe 

curba (Γ), iar 
ds

rd
'r =  şi 

2

2

ds

rd
''r = . 

 

Demonstraţie. Au loc succesiv egalităţile: 
 

( ) β=υ×τ=







υ×τ=

τ
×τ=×

R

1

R

1

R

1

ds

d
''r'r , 

 

unde s-a folosit prima formulă a lui Frenet, iar β  este versorul binormalei în punctul M la 

curba (Γ). 

Rezultă că: 
 

( ) ( )
g

1

R

sin

2
cosn

R

1
n

R

1
''r,'r,n

ρ
=

θ
=








θ−

π
β⋅=β⋅= , 

 

unde θ este măsura unghiului format de vectorii υ  şi n  .           
    � 
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§§33..1100..  CCuurrbbuurrii  pprriinncciippaallee..  DDiirreeccţţiiii  pprriinncciippaallee..  CCuurrbbuurrăă  ttoottaallăă..    

CCuurrbbuurrăă  mmeeddiiee..  CCllaassiiffiiccaarreeaa  ppuunncctteelloorr  uunneeii  ssuupprraaffeeţţee    

 
Se consideră o suprafaţă regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

şi fie (Γ) o curbă arbitrară trasată pe suprafaţa (Σ), ce trece prin M ∈ (Σ), iar (πn) planul 
determinat de vectorii n  şi τ . 
 

Conform teoremelor 3.20, 3.22 şi a definiţiei 3.22, pentru curbura normală a curbei (Γ) 
se obţine formula: 

 

22

22

n dvGdvduF2duE

dvNdvduM2duL1

++

++
=

ρ
. 

Dacă se scoate factor dv2 şi se notează m
dv

du
= , se obţine: 

GmF2mE

NmM2mL1
2

2

n ++

++
=

ρ
. 

 

Se deduce că 
n

1

ρ
 depinde de punctul de pe suprafaţă, precum şi de raportul 

dv

du
m = , 

care determină o anumită direcţie în planul tangent la suprafaţă. 
Rezultă că toate curbele de pe suprafaţa (Σ), care trec printr-un punct al suprafeţei şi 

care admit aceeaşi tangentă, au aceeaşi curbură normală în acel punct. 
Într-un punct de pe suprafaţă, curbura normală este o funcţie continuă şi derivabilă de 

variabilă m. 

Pentru simplificarea scrierii se notează 
n

1

ρ
(m) = k(m) şi deci: 

GmF2mE

NmM2mL
)m(k

2

2

++

++
= . 

 
Definiţia 3.24. Se numesc curburi principale la suprafaţa (Σ) în punctul M ∈ (Γ) 

valorile extreme ale curburii normale. 
 
Observaţia 3.25. Curburile principale se notează cu k1, k2. 
 
Definiţia 3.25. Se numesc raze de curbură principale inversele curburilor principale. 
 
Observaţia 3.26. Razele de curbură principale se notează cu R1, R2. 
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Deci: 
 

1
1 k

1
R = ,    

2
2 k

1
R = . 

 
Definiţia 3.25. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ) şi M ∈ (Σ). Fie k1, k2 curburile 

principale pe suprafaţa (Σ) în punctul M, iar (Γ1), (Γ2), două curbe trasate pe suprafaţa (Σ), 
ce trec prin punctul M şi care au curburile normale în M egale cu k1, respectiv k2. 

Se numesc tangente principale pe suprafaţa (Σ) în punctul M, tangentele (T1), (T2) 
duse în M la (Γ1), respectiv (Γ2), adică tangentele pentru care funcţia k(m) ia valori extreme. 

 
Definiţia 3.26. Se numesc direcţii principale pe suprafaţa (Σ) în punctul M, valorile 

argumentului m pentru care funcţia k(m) admite extreme. 
 
Definiţia 3.27. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată şi M ∈ (Σ). Fie k1, k2 curburile 

principale pe suprafaţa (Σ) în punctul M, iar (Γ1), (Γ2), două curbe trasate pe suprafaţa (Σ), 
ce trec prin punctul M şi care au curburile normale în M egale cu k1, respectiv k2. 

Se numesc secţiuni normale principale pe suprafaţa (Σ) în punctul M, secţiunile 
normale ( )

1nΓ , ( )
2nΓ , ataşate curbelor (Γ1), respectiv (Γ2). 

 
Teorema 3.23. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ). Atunci k1, k2, curburile 

principale ale suprafeţei (Σ) într-un punct M ∈ (Σ) sunt rădăcinile următoarei ecuaţii în k: 
 

0
NGkMFk

MFkLEk
=

−−

−−
, 

 

unde E, F, G sunt coeficienţii primei forme fundamentale, iar L, M, N sunt coeficienţii celei 
de-a doua forme fundamentale a suprafeţei (Σ). 

 
Demonstraţie. Pentru a găsi ecuaţia curburilor principale se derivează funcţia k(m): 
 

( ) ( ) ( )( )

( )22

22

GmF2mE

FmENmM2mL2MmLGmF2mE2
)m('k

++

+++−+++
= , 

 

care se anulează dacă numărătorul este zero, altfel scris dacă: 
 

FmE

MmL

GmF2mE

NmM2mL
2

2

+

+
=

++

++
,          (3.7) 

deci: 

FmE

MmL
)m(k

+

+
= . 

 
În relaţia (3.7) se amplifică membrul drept cu m şi se scad în proporţia obţinută 

numărătorii între ei şi numitorii între ei, se obţin succesiv: 
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GmF

NmM

mFmE

mMmL

FmE

MmL

GmF2mE

NmM2mL
2

2

2

2

+

+
=

+

+
=

+

+
=

++

++
, 

adică: 

GmF

NmM
)m(k

+

+
= . 

 

S-a obţinut astfel sistemul: 
 













+

+
=

+

+
=

,
GmF

NmM
k

,
FmE

MmL
k

            (3.8) 

 

care reprezintă valorile extreme ale funcţiei k(m), adică curburile principale. 

Dacă se înlocuieşte în sistemul obţinut 
dv

du
m = , se obţine sistemul liniar şi omogen în 

variabilele du şi dv: 
 





=−+−

=−+−

0.  dv )N(Gk du  )MkF(

0,  dv )M(Fk du  )LEk(
   

 
Pentru ca acest sistem să admită şi soluţii nebanale este necesar şi suficient ca 

determinantul său să fie nul, deci: 
 

0
NGkMFk

MFkLEk
=

−−

−−
.   

 
Rădăcinile k1, k2 ale acestei ecuaţii sunt curburile principale ale suprafeţei (Σ) în 

punctul M.               
    � 

 
 
Observaţia 3.27. Dezvoltat, determinantul anterior conduce la ecuaţia: 
 

  (EG – F2) k2 – (EN – 2 FM + GL) k + (LN – M2) = 0.  
 
Teorema 3.24. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată şi M ∈ (Σ), de coordonate 

curbilinii u, v. Atunci ecuaţia direcţiilor principale se poate scrie sub una din următoarele 
forme echivalente: 

 

  (EM – FL) m2 + (EN – GL) m + FN – GM = 0,      
 

0
NMmGFm

MLmFEm
=

++

++
,          
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0

NML

GFE

mm1 2

=

−

.           

 

Demonstraţie. Din sistemul (3.8) rezultă: 
 

GmF

NmM

FmE

MmL

+

+
=

+

+
, 

ecuaţie care se poate scrie şi sub forma: 

0
NMmGFm

MLmFEm
=

++

++
, 

sau sub forma echivalentă: 

(EM – FL) m2 + (EN – GL) m + FN – GM = 0,      (3.9) 
 

sau sub forma mai uşor de reţinut: 
 

�

                                                                                               .0

NML

GFE

mm1 2

=

−

 

   
 

Observaţii 3.28. 1° Direcţiile principale sunt definite de coeficienţii celor două forme 
fundamentale. 

2° În cazul în care: 
 

EM – FL = 0,   EN – GL = 0,   FN – GM = 0,             (3.10) 
 

atunci ecuaţia (3.9) devine identitate. 
Condiţiile (3.10) se scriu echivalent sub forma: 
 

a
G

N

F

M

E

L
=== .                  (3.11) 

� 
 
 

Definiţia 3.28. Un punct M al unei suprafeţe (Σ) în care au loc relaţiile (3.11) se 
numeşte punct ombilical al suprafeţei (Σ). 

 

Observaţia 3.29. Într-un punct ombilical curbura normală este constantă.  
Într-adevăr: 
 

( )
a

dvGdvduF2duE

dvGdvduF2duEa
)m(k

1
22

22

n

=
++

++
==

ρ
. 
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 Exemplul 3.8. Toate punctele sferei şi ale pseudosferei sunt ombilicale. 
 

Soluţie: Afirmaţia pentru sferă este imediată din exemplul 3.7.        � 
 

 

Propoziţia 3.3. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată. Atunci direcţiile principale într-un 
punct  M ∈ (Σ),care nu este ombilical, sunt reale şi distincte. 

 

Demonstraţie. Tangentele principale pe suprafaţa (Σ) în punctul M sunt independente 
de alegerea sistemului de coordonate curbilinii u, v pe suprafaţa (Σ). 

Se alege atunci un sistem de coordonate (Γu), (Γv) ortogonal. În acest caz: 
 

F = 0, 
 

şi atunci discriminantul ecuaţiei (3.9) care determină direcţiile principale, este: 
 

∆ = (EN – GL)2 + 4 EGM2. 
 

Dar: 
 

0'z'y'xE 2
u

2
u

2
u >++=  

şi 
0'z'y'xG 2

v
2
v

2
v >++= , 

deci: 
∆ > 0. 

 

Aşadar ecuaţia (3.9) are rădăcini reale şi distincte, adică direcţiile principale pe 
suprafaţa (Σ) în punctul M sunt reale şi distincte.        

 � 
 
Observaţia 3.30. Fie (Σ) o suprafaţă regulată şi M ∈ (Σ). Dacă M este un punct ombilical, 

atunci orice direcţie pe suprafaţa (Σ), în punctul M este o direcţie principală.  
Într-adevăr, dacă M este un punct ombilical al suprafeţei regulate (Σ), atunci: 
 

k(m) = a, 
 

de unde prin derivare se obţine: 
 

k’(m) ≡ 0, 
 

deci orice direcţie pe suprafaţa (Σ) în punctul M este o direcţie principală. 
    � 

 

Propoziţia 3.4. Fie (Σ) o suprafaţă regulată şi M ∈ (Σ). Atunci direcţiile principale în 
M, punct care nu este ombilical, sunt ortogonale. 

 

Demonstraţie. Se consideră două curbe: (Γ1), (Γ2) ce trec prin punctul M, sunt trasate 
pe suprafaţa (Σ) şi ale căror direcţii ale tangentelor sunt identice cu direcţiile principale ale 
suprafeţei (Σ) în punctul M. 
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Condiţia de ortogonalitate a două curbe trasate pe o suprafaţă este: 
 

E du δu + F (du δv + dv δu) + G dv δv = 0, 

de unde: 

0G
v

u

dv

du
F

v

u

dv

du
E =+









δ

δ
++

δ

δ
⋅  

şi dacă se notează: 
 

1m
dv

du
= , 2m

v

u
=

δ

δ
, 

 

atunci condiţia de ortogonalitate devine: 
 

Em1m2 + F(m1 + m2) + G = 0. 
 
Prin ipoteză, m1, m2 sunt rădăcinile ecuaţiei 3.9 a direcţiilor principale, atunci conform 

relaţiilor lui Viète, se poate scrie: 
 

FLEM

GLEN
mm 21

−

−
−=+ ,  

FLEM

GMFN
mm 21

−

−
=⋅ . 

 
Atunci au loc egalităţile: 
 

=+
−

−
−

−

−
=+++ G

FLEM

GLEN
F

FLEM

GMFN
EG)mm(FmEm 2121  

0
FLEM

FGLEGMFGLEFNEGMEFN
=

−

−++−−
= . 

 
Deoarece condiţia de ortogonalitate este verificată, rezultă că direcţiile principale pe 

suprafaţa (Σ) în punctul M ∈ (Σ) sunt ortogonale.  
 � 

 
Definiţia 3.29. Se numeşte curbură totală sau curbura lui Gauss într-un punct M al 

unei suprafeţe regulate (Σ), produsul curburilor principale. 
 
Definiţia 3.30. Se numeşte curbură medie într-un punct M al unei suprafeţe regulate 

(Σ), semisuma curburilor principale. 
 
Observaţia 3.31. Curbura totală se notează cu K, iar curbura medie cu H. 
Deci: 
 

K = k1 ⋅ k2,  )kk(
2

1
H 21 += . 

 
Observaţia 3.32. Curbura totală K şi curbura medie H în punctul M al unei suprafeţe 

(Σ) sunt date de formulele: 
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2

2

FEG

MLN
K

−

−
= ,   

)FEG(2

GLFM2EN
H

2−

+−
= . 

 
Într-adevăr, formulele pentru K şi H rezultă prin aplicarea relaţiilor lui Viete, ecuaţiei 

curburilor principale. 
    � 

 

 

Teorema 3.25 (Teorema lui Gauss). Se consideră o suprafaţă regulată (Σ), dată în 
reprezentare vectorială: 

 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

K, curbura totală într-un punct curent M(u, v) al acesteia, iar E(u, v), F(u, v), G(u, v) 
coeficienţii primei forme fundamentale a suprafeţei (Σ) în punctul M. Atunci curbura totală 
K, poate fi exprimată în funcţie de coeficienţii E, F, G şi de derivatele parţiale de ordinul 
întâi şi doi ale acestor coeficienţi. 

 
Demonstraţie. Din observaţia 3.32, are loc: 
 

2

2

FEG

MLN
K

−

−
= , 

unde: 
( )

2

uuvu

FEG

''r,'r,'r
L

−
= ,    

( )
2

uvvu

FEG

''r,'r,'r
M

−
= ,    

( )
2

vvvu

FEG

''r,'r,'r
N

−
=  . 

 
Se obţine succesiv: 

 









−⋅
−

=−

vvvvvv

vvv

uuu

uuuuuu

vvv

uuu

2
2

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

FEG

1
MLN  

=








−

2

uvuvuv

vvv

uuu

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x









−⋅
−

vvvu

vvvu

vvvu

uuuuuu

vvv

uuu

2

''z'z'z

''y'y'y

''x'x'x

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

FEG

1
 

=








⋅−

uvvu

uvvu

uvvu

uvuvuv

vvv

uuu

''z'z'z

''y'y'y

''x'x'x

''z''y''x

'z'y'x

'z'y'x

⋅
− 2FEG

1
 









−

++++++

++++++

++++++

⋅

vvuuvvuuvvuuuuvuuvuuvuuuuuuuuu

vvvvvvvvv
2
v

2
v

2
vvuvuvu

vvuvvuvvuvuvuvu
2
u

2
u

2
u

''z''z''y''y''x''x''z'z''y'y''x'x''z'z''y'y''x'x

''z'z''y'y''x'x'z'y'x'z'z'y'y'x'x

''z'z''y'y''x'x'z'z'y'y'x'x'z'y'x
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=
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⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅

−

⋅⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅

−
=

2
uvuvvuvu

uvv
2

vvu

uvuvu
2

u
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vvv
2

vvu

vvuvu
2

u

2

''r''r'r''r'r

''r'r'r'r'r

''r'r'r'r'r

''r''r''r'r''r'r

''r'r'r'r'r

''r'r'r'r'r

FEG

1
 , 

dar: 

E'r
2

u = ,  F'r'r vu =⋅ ,  G'r
2

v = , 
 

rezultă că prin derivare se obţin relaţiile: 
 

u

E
''r'r2 uuu

∂

∂
=⋅ ,     

v

E
''r'r2 uvu

∂

∂
=⋅ ,     

u

F
''r'r''r'r uuvuvu

∂

∂
=⋅+⋅ , 

v

F
''r'r''r'r uvvvvu

∂

∂
=⋅+⋅ ,     

u

G
''r'r2 uvv

∂

∂
=⋅ ,     

v

G
''r'r2 vvv

∂

∂
=⋅ ,    

deci: 
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v

E
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Fie relaţiile: 
 

u

G

2

1

v

F
''r'r vvu

∂

∂
−

∂

∂
=⋅ ,    

v

E

2

1
''r'r uvu

∂

∂
=⋅ . 

 
Prin derivarea primei relaţii în raport cu u, a celei de a doua în raport cu v şi apoi prin 

scăderea lor, se obţine: 
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∂
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aşadar curbura totală K este funcţie de coeficienţii E, F, G şi derivatele parţiale de ordinul 
întâi şi de ordinul doi ale acestor coeficienţi.    

 � 
 

Definiţia 3.31. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată şi fie K curbura totală într-un 
punct M ∈ (Σ). 

1° Punctul M se numeşte punct eliptic al suprafeţei (Σ), dacă în M curbura totală este 
pozitivă. 

O suprafaţă care este formată numai din puncte eliptice se numeşte suprafaţă de tip 

eliptic.  

2° Punctul M se numeşte punct hiperbolic al suprafeţei (Σ), dacă în M curbura totală 
este negativă. 

O suprafaţă care este formată numai din puncte hiperbolice se numeşte suprafaţă de 

tip hiperbolic.  
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3° Punctul M se numeşte punct parabolic al suprafeţei (Σ), dacă în M curbura totală se 
anulează. 

O suprafaţă care este formată numai din puncte parabolice se numeşte suprafaţă de tip 

parabolic.  
 

 Exemplul 3.9. 1° Elipsoidul, sfera, paraboloidul eliptic, hiperboloidul cu două pânze 
sunt suprafeţe de tip eliptic. 

2° Paraboloidul hiperbolic, hiperboloidul cu o pânză sunt suprafeţe de tip hiperbolic. 

3° Planul, suprafeţele cilindrice, suprafeţele conice sunt suprafeţe de tip parabolic. 
 

Observaţii 3.33. 1° Dacă se ţine cont de faptul că: 
 

EG – F2 > 0, 
 

rezultă că un punct eliptic este caracterizat de condiţia: 
 

LN – M2 > 0, 
 

un punct hiperbolic este caracterizat de condiţia: 
 

LN – M2 < 0, 
 

iar un punct parabolic este caracterizat de condiţia: 
 

LN – M2 = 0. 
 

2° Orice punct ombilical este eliptic. 
Într-adevăr, din relaţia: 

 

a
G

N

F

M

E

L
=== , 

 

se obţine: 
 

LN – M2 = a2(EG – F2) > 0.              � 
 
 

Exemplul 3.10. Să se găsească direcţiile principale şi razele de curbură principale ale 
sferei: 

 

(Σ) :  x2 + y2 + z2 = R2. 
 
Soluţie: Ecuaţiile parametrice ale sferei sunt: 
 









=

=

=

Σ

. vcos Rz

sin v,u sin  Ry

sin v,u  cos Rx

  : )(  



Capitolul 3. Elemente de geometrie diferenţială a suprafeţelor 211 

Coeficienţii celor două forme fundamentale ale acestei suprafeţe sunt: 
 
















−=

=

−=

=

=

=

.RN

,0M

, vsin RL

,RG

,0F

, vsin RE

2

2

22

 

 

Direcţiile principale sunt definite de ecuaţia: 
 

0

dudv dudv

R0v sin R

R0v sin R

22

2

222

=

−

−− . 

 

0 ⋅ du dv = 0, deci orice direcţie ce trece prin A ∈ (Σ) este o direcţie principală. 
 

Razele de curbură principale ρ sunt date de ecuaţia: 
 

R

1
k  adică  ,0

Rk R0

0 vsin R k  vsin R
2

2222

−==
+

+
. 

 
Deci razele de curbură sunt egale între ele şi egale cu −R. 

Rezultă că 
n

1

ρ
 este constant: 

 

=
++

++
=

ρ 22

22

n dv G dvdu  F 2du E

dv N dvdu  M 2du L1

R

1

dv Rduvsin R

dv Rduvsin R
22222

222

−=
+

−−
. 

 

Pentru orice suprafaţă la care =
Φ

Φ
=

ρ )M(

)M(1

1

2

n

constant, razele de curbură principale 

sunt egale.                    � 

 
Exemplul 3.11. Să se calculeze curburile principale, curbura medie şi curbura totală a 

elicoidului: 

(Γ) :  








=

=

=

.hvz

 v,sinu y

 v,cos ux

 

 

Soluţie: Coeficienţii celor două forme fundamentale sunt: 
 

E = 1,   F = 0,   G = u2 + h2,   L = 0,   
22 hu

h
M

+
−= ,   N = 0. 
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În cazul elicoidului, ecuaţia ce dă curburile principale este: 
 

0
k)hu(

hu

h
hu

h
k

22

22

22

=

+
+

+ , 

sau: 

0
hu

h
)hu(k

22

2
222 =

+
−+ , 

aşadar: 

0
)hu(

h
k

222

2
2 =

+
− , 

de unde: 

  
222,1

hu

h
k

+
±= , 

deci: 

  0)kk(
2

1
H 21 =+= . 

 

Rezultă că elicoidul este o suprafaţă minimală (a se vedea definiţia 3.43). 
 

=⋅= 21 kkK
( )

0
hu

h
222

2

<
+

− ,     

 

deci elicoidul este o suprafaţă de tip hiperbolic.             � 
 

 
 

§§33..1111..  LLiinniiii  aassiimmppttoottiiccee..  LLiinniiii  ddee  ccuurrbbuurrăă..  LLiinniiii  ggeeooddeezziiccee    

 
Se consideră suprafaţa regulată (Σ) şi M ∈ (Σ), un punct situat pe suprafaţă. 
 
Definiţia 3.32. Se numesc tangente asimptotice la suprafaţa (Σ) în punctul M ∈ (Σ), 

tangentele curbelor (Γ) ce trec prin M şi sunt conţinute pe suprafaţa (Σ), pentru care curbura 

normală 
n

1

ρ
 în punctul M se anulează. 

 
Definiţia 3.33. Se numesc direcţii asimptotice la suprafaţa (Σ) în punctul M ∈ (Σ), 

direcţiile tangentelor asimptotice ce trec prin punctul M. 
 
Definiţia 3.34. Se numeşte linie asimptotică, o curbă (Γ) trasată pe suprafaţa (Σ), care 

este tangentă în fiecare punct M ∈ (Γ) la una din tangentele asimptotice ce trec prin M 
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Propoziţia 3.5. Direcţiile asimptotice în punctul dat M ∈ (Σ), la suprafaţa (Σ) sunt 
determinate de ecuaţia: 

 

Lm2 + 2 Mm + N = 0, 
 

unde L, M, N sunt coeficienţii celei de-a doua forme fundamentale a suprafeţei (Σ), iar 

dv

du
m = . 

 
Demonstraţie. Expresia curburii normale este: 
 

22

22

n dv Gdv duF2duE

dv Ndv duM2duL1

++

++
=

ρ
. 

 

Dacă se notează: 
 

m
dv

du
= ,   

 

rezultă că: 

GmF2mE

NmM2mL1
2

2

n ++

++
=

ρ
. 

 
Pentru a determina direcţiile asimptotice, trebuie ca: 

 

0
1

n

=
ρ

, 

aşadar: 
Lm2 + 2 Mm + N = 0.                � 

 
 

Observaţii 3.34. 1° În punctul M ∈ (Σ), pot fi două direcţii asimptotice reale şi 
distincte, sau două direcţii asimptotice reale şi confundate, sau direcţii imaginare, după cum 
realizantul ∆’ = M2 – LN al ecuaţiei de gradul al doilea Lm2 + 2 Mm + N = 0 este respectiv 
pozitiv, zero sau negativ. 

2° Dacă se ţine seama că semnul curburii totale: 
 

 
2

2

FEG

MLN
K

−

−
= , 

 

este dat de semnul expresiei LN - M2 rezultă că: dacă M ∈ (Σ) este un punct hiperbolic (K < 
0), atunci în M există două direcţii asimptotice reale şi distincte, dacă M ∈ (Σ) este un punct 
parabolic (K = 0), atunci în M există două direcţii asimptotice reale şi confundate şi care 
coincid cu una din direcţiile principale, iar dacă M ∈ (Σ) este un punct eliptic (K > 0), atunci 
în M există două direcţii asimptotice imaginare. 

� 
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Propoziţia 3.6. Pe o suprafaţă regulată (Σ) există două familii de linii asimptotice, 
determinate de ecuaţia diferenţială: 

 

L du2 + 2 M du dv + N dv2 = 0. 
 
Demonstraţie. Prin definiţie, o linie asimptotică (Γ) este tangentă în orice punct M al 

său la una din tangentele asimptotice ce trec prin punctul M. Deoarece ecuaţia direcţiilor 
asimptotice în punctul M ∈ (Σ) este: 

 

Lm2 + 2 Mm + N = 0.    
unde: 

dv

du
m =  

 

şi cum M este un punct curent al curbei (Γ), se obţine că această ecuaţie este verificată de 

toate punctele curbei (Γ) şi dacă se înlocuieşte 
dv

du
m =  în ecuaţia direcţiilor asimptotice se 

obţine ecuaţia liniilor asimptotice din enunţ. 
Prin rezolvarea ecuaţiei de gradul al doilea: 

 

0N
dv

du
 M 2 

dv

du
L

2

=++






 , 

 

în raport cu 
dv

du
 se obţin două ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi: 

 

) vu,(f
dv

du
1=    şi   ) vu,(f

dv

du
2= , 

 

ale căror soluţii generale sunt de forma: 
 

ϕ1(u, v, c1) = 0, 
 

respectiv: 
 

ϕ2(u, v, c2) = 0. 
 
Prin urmare, în general, pe suprafaţa regulată (Σ) există două familii de linii asimptotice, 

prin fiecare punct al suprafeţei trec două linii asimptotice, câte una din fiecare familie.   
          � 

 

 
Observaţia 3.35. 1° Dacă M2 - LN, realizantul ecuaţiei liniilor asimptotice este 

pozitiv, atunci cele două familii de linii asimptotice sunt reale şi distincte, prin fiecare punct 
M ∈ (Σ) trec două linii asimptotice reale şi distincte (câte una din fiecare familie), care au 
direcţii asimptotice reale şi distincte. 

2° Dacă realizantul: 
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M2 – LN = 0, 
 

atunci cele două familii de linii asimptotice sunt reale şi confundate. 
 

3° Dacă realizantul: 
 

M2 – LN < 0, 
 

atunci cele două familii de linii asimptotice sunt imaginare. 
 
Teorema 3.26. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată şi fie (Γ) o curbă trasată pe 

suprafaţa (Σ). Condiţia necesară şi suficientă ca (Γ) să fie o linie asimptotică este ca planul 
osculator (π0) al curbei (Γ) în punctul curent M ∈ (Γ) să coincidă cu planul tangent (πT) în 
punctul M la suprafaţa (Σ). 

 
Demonstraţie. Necesitatea. Se presupune că (Γ) ⊂ (Σ) este o linie asimptotică, adică 

are loc: 
 

 L du2 + 2 M du dv + N dv2 = 0. 
 

Fie R raza de curbură a curbei (Γ) în punctul curent M ∈ (Γ) şi fie θ = ) ,n( υ , unde n  

este versorul normal în M la suprafaţa (Σ), iar υ  este versorul normalei principale la curba 
(Γ) în M. 

Are loc formula: 
 

22

22

dv Gdv duF2duE

dv Ndv duM2duL

R

 cos

++

++
=

θ
. 

 

Se obţine: 
 

0
R

 cos
=

θ
. 

 

Se pot întâlni două cazuri: 

1° Dacă 0
R

1
≠ , atunci cos θ = 0, deci 

2

π
=θ , aşadar n⊥υ . 

Pe de altă parte: 
 

n⊥τ  , 
 

unde τ  este vectorul tangentei la curba (Γ) în M. 
Deoarece planul osculator (π0) în punctul M la curba (Γ) este determinat de versorii  τ  

şi υ , rezultă: 
 

)(n 0π⊥ , 

dar: 
)(n Tπ⊥ , deci (π0) ≡ (πT). 
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2° Dacă 0
R

1
= , atunci curba (Γ) este o dreaptă. Deoarece planul osculator al unei 

drepte este nedeterminat, se ia prin convenţie ca plan osculator al dreptei (Γ), planul (πT), 
deci: 

 

(π0) ≡ (πT). 
 
Suficienţa. Se presupune (π0) ≡ (πT). În acest caz: 

 

θ = 
2

)n ,(
π

=υ , 

deci: 

22

22

dv Gdv duF2duE

dv Ndv duM2duL

R

 cos

++

++
=

θ
, 

 

aşadar se obţine: 
 

 L du2 + 2 M du dv + N dv2 = 0. 
 

prin urmare curba (Γ) este o linie asimptotică.        � 

 
Definiţia 3.35. Se consideră suprafaţa regulată (Σ) şi (Γ) o curbă trasată pe suprafaţa 

(Σ). Curba (Γ) se numeşte linie de curbură a suprafeţei (Σ), dacă în fiecare punct M al său, 
este tangentă la una din direcţiile principale ce trec prin punctul M. 

 
Propoziţia 3.7. Pe o suprafaţă regulată (Σ) există două familii de linii de curbură 

determinate de ecuaţia diferenţială: 
 

0)GMFN(
dv

du
 )GLEN(

dv

du
 )FLEM(

2

=−+−+







− . 

 
Demonstraţie. Fie: 

 

 (EM – FL) m2 + (EN – GL) m + (FN – GM) = 0, 
 

ecuaţia care determină direcţiile principale în punctul M la suprafaţa (Σ), unde: 
 

dv

du
m = . 

 
Deoarece versorul τ  într-un punct M ∈ (Γ) la curba (Γ) este, conform definiţiei 3.35, 

coliniar cu versorul unei tangente principale în punctul M, rezultă că ecuaţia: 
 

0)GMFN(
dv

du
 )GLEN(

dv

du
 )FLEM(

2

=−+−+







− , 
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este verificată în fiecare punct al curbei (Γ), prin urmare această ecuaţie diferenţială 
determină liniile de curbură pe suprafaţa (Σ). 

Prin rezolvarea ecuaţiei diferenţiale a liniilor de curbură ale suprafeţei (Σ) în raport cu 

dv

du
, se obţin ecuaţiile diferenţiale de ordinul întâi: 

 

) vu,(f
dv

du
1=    şi   ) vu,(f

dv

du
2= . 

 
Prin integrarea acestora se obţin ecuaţiile a fouă familii de linii de curbură ale 

suprafeţei (Σ): 
 

(Γα) :  F(u, v, α) = 0, 
 

(Γβ) :  F(u, v, β) = 0. 
 

Pentru α şi β daţi, se obţine că prin punctul M ∈ (Σ), M(u, v) trec două linii de curbură 
corespunzătoare constantelor α şi β. Deoarece tangentele principale care trec prin punctul 
M ∈ (Σ) sunt rele, distincte şi ortogonale, se obţine că şi liniile de curbură vor fi reale, 
distincte şi ortogonale.             

 � 
 

Observaţia 3.36.. Ecuaţia diferenţială a liniilor de curbură se mai poate scrie: 
 

dvG  du  F

dv N du  M

dv F du  E

dv M du  L

+

+
=

+

+
, 

sau: 

0
dv Ndu Mdv Gdu F

dv Mdu Ldv Fdu E
=

++

++
,  

sau: 

0

NML

GFE

dudv dudv 22

=

−

.  

 
Definiţia 3.36. Se consideră suprafaţa regulată (Σ) şi fie (Γ) o curbă trasată pe 

suprafaţa (Σ). Curba (Γ) se numeşte linie geodezică, dacă planul osculator în fiecare punct 
M ∈ (Γ) conţine versorul n  al normalei la suprafaţa (Σ) în punctul M. 

 
Teorema 3.27. Se consideră (Σ) o suprafaţă regulată şi fie {(Γ)} mulţimea liniilor 

geodezice trasate pe suprafaţa (Σ). 
1° În cazul în care suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= , 
 

atunci ecuaţia diferenţială a liniilor geodezice ale suprafeţei (Σ) este: 
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( ) 0rd ,rd ,n  : )( 2 =Γ , 
 

unde n  este versorul normalei la suprafaţa (Σ) în punctul curent M al lui (Γ). 
 
2° În cazul în care suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare parametrică: 
 

(Σ) :  








×∈=

=

=

), v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

  

 

atunci ecuaţia diferenţială a liniilor geodezice ale suprafeţei (Σ) este: 
 

0

zdydxd

dzdydx
'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

  : )(
222

vv

uu

vv

uu

vv

uu

=Γ  

sau: 

vv

uu

2

vv

uu

2

vv

uu

2

'y'x

'y'x
zd

'x'z

'x'z
yd

'z'y

'z'y
xd

  : )( ==Γ . 

 
3° În cazul în care suprafaţa (Σ) este dată în reprezentare implicită: 
 

 (Σ) :  F(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ D ⊆ 3
R , 

 

atunci ecuaţia diferenţială a liniilor geodezice ale suprafeţei (Σ) este: 
 

z

F
zd

y

F
yd

x

F
xd

:)(
222

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
=Γ . 

 
Demonstraţie. 1° Deoarece planul osculator (π0) la linia geodezică (Γ) în punctul M ∈ (Γ) 

este determinat de versorii rd  şi rd2 , iar prin ipoteză el conţine versorul n  al normalei în 
punctul M ∈ (Σ) la suprafaţa (Σ), rezultă că vectorii n , rd , rd2  sunt coplanari, adică: 

 

( ) 0rd ,rd ,n 2 = . 
 

Deoarece această ecuaţie este verificată în fiecare punct al unei linii geodezice, se 
obţine că ea este ecuaţia diferenţială a liniilor geodezice ale suprafeţei (Σ): 

 

( ) 0rd ,rd ,n  : )( 2 =Γ . 
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2° Au loc relaţiile următoare în reperul ortonormat { }k ,j ,i ,0=R : 
 

( ) ⋅

++

=×
×

=
2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu

vu
vu

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

1
'r'r

'r'r

1
n  






+⋅ i

'z'y

'z'y

vv

uu
+j

'x'z

'x'z

vv

uu






k

'y'x

'y'x

vv

uu  . 

 

Prin scrierea expresiei analitice, în raport cu reperul ortonormat { }k ,j ,i ,0=R  a 

produsului mixt obţinut la punctul 1°, se obţine ecuaţia diferenţială a liniilor geodezice în 
acest caz: 

 

0

zdydxd

dzdydx
'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

  : )(
222

vv

uu

vv

uu

vv

uu

=Γ . 

 

Deoarece planul osculator (π0) este determinat de versorii τ  şi υ , iar prin ipoteză el 
conţine versorul n  se obţine că τ , υ  şi n . Sunt coplanari. Cum υ  şi n  sunt ortogonali pe 
τ , rezultă că ei sunt coliniari, deci: 

 

υ  = α n , 
dar: 

2

2

ds

rd
γ=υ , 

adică: 

n
ds

rd
2

2

λ= ,   unde   
γ

α
=λ , 

sau:  

( )vu
vu

2

2

'r'r
'r'r

1
  

ds

rd
×

×
⋅λ= , 

 

de unde se obţine: 

=

++

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu

vv

uu

2

2

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

'z'y

'z'y
ds

xd
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2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu

vv

uu

2

2

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

'x'z

'x'z
ds

yd

++

=

2

vv

uu
2

vv

uu
2

vv

uu

vv

uu

2

2

'y'x

'y'x

'x'z

'x'z

'z'y

'z'y

'y'x

'y'x
ds

zd

++

= , 

 

rezultă că au loc egalităţile: 
 

vv

uu

2

vv

uu

2

vv

uu

2

'y'x

'y'x
zd

'x'z

'x'z
yd

'z'y

'z'y
xd

  : )( ==Γ . 

 
3° Dacă suprafaţa (Σ) este definită prin ecuaţia implicită: 
 

 (Σ) :  F(x, y, z) = 0,   (x, y, z) ∈ D ⊆ 3
R , 

 

în acest caz: 

( )k'Fj'Fi'F
'F'F'F

1
n zyx2

z
2
y

2
x

++
++

= , 

 

de unde rezultă: 
 

y

vv

uu

y

vv

uu

x

vv

uu

'F

'y'x

'y'x

'F

'x'z

'x'z

 
'F

'z'y

'z'y

== , 

 

se obţin ecuaţiile diferenţiale ale liniilor geodezice sub forma: 
 

z

2

y

2

x

2

'F

zd

'F

yd

'F

xd
:)( ===Γ . 

� 
 

Observaţii 3.37. Fie (Σ) o suprafaţă regulată şi fie: 
 

( ) 0rd,rd,n:)( 2 =Γ  , 
 

ecuaţia liniilor geodezice pe suprafaţa (Σ). 
1° Dacă în lungul liniilor geodezice se consideră v ca variabilă independentă şi u = u(v), 

atunci: 
 

dv 'r
dv

du
 'rrd vu 








+=  
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2
2

2

uvvuv

2

uu
2 dv 

dv

ud
 'r''r

dv

du
 ''r 2

dv

du
''rrd












+++








= . 

 
Prin înlocuire în ecuaţia liniilor geodezice se obţine: 

 

0 
dv

ud
 'r''r

dv

du
 ''r 2

dv

du
''r  'r

dv

du
 'rn  : )(

2

2

uvvuv

2

uuvu =























+++








×







+Γ . 

 

Dacă se efectuează calculele, se obţine: 
 

( ) ( )[ ] ( )[ +×⋅−







×⋅−×Γ uvu

3

uuu2

2

vu ''r  'r  n 2
dv

ud
 ''r  'r  n

dv

ud
 'r  'r n  : )(  

( )] −







×⋅+

2

uuv dv

ud
 ''r  'r  n ( ) ( )[ ] ( ) 0''r  'r  n

dv

ud
 ''r  'r  n 2''r  'r  n vvvuvvvvu =×⋅−×⋅+×⋅ . 

 
2° Dacă în lungul liniilor geodezice se consideră u ca variabilă independentă iar v = v(u), 

atunci: 
 

du 
du

dv
 'r'rrd vu 








+= , 

 

2
2

2

v

2

vvuvuu
2 du 

du

vd
 'r

du

dv
''r

du

dv
 ''r 2''rrd












+








++= . 

 

Prin înlocuire în ecuaţia liniilor geodezice, în urma efectuării calculelor, se obţine: 
 

( ) ( )[ ] ( )[ +×⋅+







×⋅+×Γ vvu

3

vvv2

2

vu ''r  'r  n
du

dv
 ''r  'r  n

du

vd
 'r  'r n  : )(  

( )] +







×⋅+

2

uvv du

dv
 ''r  'r  n  2 ( ) ( )[ ] ( ) 0''r  'r  n

du

dv
 ''r  'r  n''r  'r  n 2 uuuuuvuvu =×⋅+×⋅+×⋅ . 

 
3° Dacă E, F, G sunt coeficienţii primei forme fundamentale a suprafeţei (Σ), atunci 

printr-un calcul simplu rezultă: 
 

( ) 2
vu FEG'r  'r  n −=×⋅ ,  ( )

2uuu
FEG2

u

E
 F

v

E

u

F
 2 E

''r  'r  n
−

∂

∂
−








∂

∂
−

∂

∂

=×⋅ , 

 

( )
2uuv

FEG2

u

E
 G

v

E

u

F
 2 F

''r  'r  n
−

∂

∂
−








∂

∂
−

∂

∂

=×⋅ ,  ( )
2uvu

FEG2

v

E
 F

u

G
 E

''r  'r  n
−

∂

∂
−

∂

∂

=×⋅ , 
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( )
2uvv

FEG2

v

E
 G

u

G
 F

''r  'r  n
−

∂

∂
−

∂

∂

=×⋅ ,  ( )
2vvu

FEG2

u

G

v

F
 2 F

v

G
 E

''r  'r  n
−










∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂

=×⋅ , 

 

( )
2vvv

FEG2

u

G

v

F
 2 G

v

G
 F

''r  'r  n
−










∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂

=×⋅ . 

 
Prin înlocuirea acestor produse mixte în ecuaţiile liniilor geodezice din 1° şi 2° se 

obţine respectiv: 

i) +
























∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+−Γ

3

2

2
2

dv

du
 

u

F
 2

v

E
 E

u

E
 F

dv

ud
 )F(EG  2  : )(  

+
















∂

∂
−









∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

2

dv

du
 

u

G
 E 2F 

u

F
 2

v

E
 3 

u

E
 G

 

 +








∂

∂
−









∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

dv

du
 

v

G
 E F 

u

G
 3

v

F
 2 

v

E
 G 2 0 

v

G
  F

u

G

v

F
 2 G =









∂

∂
−








∂

∂
−

∂

∂
; 

 

ii) +
























∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+−Γ

3

2

2
2

du

dv
 

v

F
 2

u

G
 G

v

G
 F

du

vd
 )F(EG  2  : )(  

+
















∂

∂
−









∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

2

du

dv
 

v

E
G  2F 

v

F
 2

u

G
 3 

v

G
 E

 +








∂

∂
−









∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

du

dv
 

u

F
G  F 

v

E
 3

u

F
 2 

u

G
 E 2 0 

u

E
  F

v

E

u

F
 2 E =









∂

∂
−








∂

∂
−

∂

∂
. 

 
4° Din 1°–3° rezultă că ecuaţia liniilor geodezice este o ecuaţie diferenţială de ordinul 

doi. Soluţia generală a acestei ecuaţii va fi de forma: 
 

ϕ(u, v, c1, c2) = 0. 
 

Deci mulţimea liniilor geodezice este o familie ce curbe ce depinde de doi parametri, 
R∈21 c ,c . 

 
5° Dacă reţeaua [(Γu), (Γv)] de curbe coordonate pe (Σ) este o reţea ortogonală pe (Σ), 

atunci liniile geodezice (Γ) pe (Σ) sunt determinate de sistemul de ecuaţii: 
 

α=  cos 
E

1

ds

du
, 

 

α= sin  
G

1

ds

dv
, 
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α
∂

∂
⋅−α

∂

∂
⋅=

α
sin  

u

Gln 
  

E2

1
 cos 

v

Eln 
  

G2

1

ds

d
, 

 

unde α este unghiul format de tangenta în M la geodezica (Γ) cu tangenta în M la curba 

coordonată (Γu), adică ( )ur ,τ=α . 

Prin împărţire membru cu membru a ecuaţiei a doua şi a treia cu prima ecuaţie se obţine: 
 

α=   tg
G

E

du

dv
, 

 

α
∂

∂
⋅−

∂

∂
⋅=

α
  tg

u

Gln 
  

2

1

v

Eln 
  

G

E

2

1

du

d
. 

 
Soluţia generală a acestui sistem este de forma: 

 

v = f(u, c1, c2),  α = g(u, c1, c2). 
 

Prima ecuaţie determină familia de linii geodezice şi a doua ecuaţie determină direcţia 
tangentelor la liniile geodezice. 

� 

 
 

Teorema 3.28. Printr-un punct M(u, v) al suprafeţei regulate (Σ) trec o infinitate de 
linii geodezice ale suprafeţei (Σ). 

 

Demonstraţie. Liniile geodezice (Γ), ale suprafeţei (Σ) sunt determinate de ecuaţia 
diferenţială: 

 

( ) 0rd ,rd ,n:)( 2 =Γ . 
 

Dacă se consideră u variabilă independentă şi v funcţie de u, ecuaţia liniilor geodezice 
este conform observaţiei 3.37 o ecuaţie diferenţială de ordinul doi. Soluţia generală a acestei 
ecuaţii este de forma: 

 

ϕ(u, v, c1, c2) = 0,  R∈21 c ,c . 
 

Se obţine că printr-un punct M(u, v) ∈ (Σ) trec o infinitate de linii geodezice.  
� 

 
 

Observaţii 3.38. 1° Pentru a determina o geodezică ce trece printr-un punct M(u, v) ∈ (Σ), 
este necesar a cunoaşte în afară de punctul M încă o condiţie iniţială. 

2° Dacă se ţine cont de cele prezentate în paragraful 3.9 rezultă că liniile geodezice ale 
suprafeţei regulate (Σ), sunt curbele (Γ) ⊂ (Σ), pentru care curbura geodezică (tangenţială) 

g

1

ρ
 în orice punct M ∈ (Γ) este nulă. 
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3° Se poate demonstra următorul rezultat: drumul cel mai scurt pe o suprafaţă între 
două puncte ale acesteia este geodezica ce trece prin ele. 

 
Exemplul 3.12. Se consideră pseudosfera dată în reprezentarea parametrică: 
 

(Σ) :  








>+=

=

=

.0u/2 tg),u/2 ln tg u  (cosRz

 v,sinu sin  Ry

 v,cosu sin  Rx

 

 
Să se determine liniile de curbură. 

 

Soluţie: 

x'u = R cos u cos v,  y'u = R cos u sin v,  z'u = 







+−

usin 

1
u sinR , 

 

x'v = −R sin u sin v,  y'v = R sin u cos v,  z'v = 0, 
 

x''uu = −R sin u cos v,  y''uu = −R sin u sin v,  z''uu = 







−−

u sin

u cos
u cosR

2
, 

 

x''uv = −R cos u sin v,  y''uv = R cos u cos v,  z''uv = 0, 
 

x''vv = −R sin u cos v,  y''vv = −R sin u sin v,  z''vv = 0, 

deci: 

u sin

u cos
 RE

2

2
2= ,     F = 0,     G = R2 sin2 u,     EG – F2 = R4 cos2 u. 

 

u sin

u cos R

u sin

u cos
u  cosRsin vu sin  R vcosu sin  R

0 vcosu sin  Rsin vu sin  R
usin 

1
u  sinRsin vu  cos R vcosu  cos R

 
u cos R

1
L

2

2
−=









−−−−

−









+−

= , 

 

0

0 vcosu  cos Rsin vu  cos R

0 vcosu sin  Rsin vu sin  R
usin 

1
u  sinRsin vu  cos R vcosu  cos R

 
u cos R

1
M

2
=

−

−









+−

= , 

 

u cosu sin  R

0sin vu sin  R vcosu sin  R

0 vcosu sin  Rsin vu sin  R
usin 

1
u  sinRsin vu  cos R vcosu  cos R

 
u cos R

1
N

2
=

−−

−









+−

= . 
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Liniile de curbură sunt definite de ecuaţia diferenţială: 
 

0

NML

GFE

dudv dudv 22

=

−

, 

dar: 
  F = 0, 

M = 0. 
 
Se obţine ecuaţia: 
 

 (EN – GL) du dv = 0, 
  

de unde: 

  du = dv = 0, 

aşadar: 

  u = u0, 
  v = v0, 
 

sunt linii de curbură trasate pe suprafaţa (Σ).        � 
 
 

  

§§33..1122..  CCllaassee  rreemmaarrccaabbiillee  ddee  ssuupprraaffeeţţee    

 
3.12.1. Suprafeţe riglate 
 
Definiţia 3.37. Se numeşte suprafaţă riglată, o suprafaţă generată de o dreaptă (∆), 

numită generatoare, care se sprijină pe o curbă în spaţiu (Γ), numită curbă directoare a 
suprafeţei riglate. 

 
Se consideră curba în spaţiu (Γ), de clasă 1, dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Γ) :  (u) ar = . 
 

Fie P ∈ (Γ), P(u) şi )u(b  un versor al dreptei (∆), ce trece prin acest punct (fig. 3.10). 

Deoarece orice punct M, al suprafeţei riglate (Σ), aparţine unei drepte (∆), se obţine că 
această suprafaţă poate fi dată printr-o reprezentare vectorială de forma: 

 

 (Σ) :   v)(u, rr = , 
 

unde: 
) v,(v)u ,(u   v)(u,   (u),bv(u)a v)(u, r 2121 ×∈⋅+= . 
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Din ecuaţia vectorială a suprafeţei riglate (Σ) se obţin ecuaţiile parametrice ale acesteia: 
  









+=

+=

+=

Σ

),u(n v)u(az

),u(m v)u(ay

),u(l v)u(ax

  : )(

3

2

1

 

 

unde x, y, z sunt coordonatele carteziene ale 
punctului M, a1(u), a2(u), a3(u) sunt coordonatele 
punctului P, iar l(u), m(u), n(u) sunt componentele 
versorului b . 

 

Observaţia 3.39. Ecuaţia vectorială a unei 
suprafeţe riglate este liniară în raport cu parametrul 
v. Reciproc, se arată imediat că orice ecuaţie liniară 
în raport cu unul dintre parametri, reprezintă o 
suprafaţă riglată. 

 

Teorema 3.29. Se consideră (Σ) o suprafaţă riglată dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,  (u),bv(u)ar 2121 ×∈⋅+= , 
 

şi M ∈ (Σ) un punct curent, atunci planul tangent (πT) în punctul M la suprafaţa (Σ) conţine 
generatoarele ce trec prin punctul M. 

 
Demonstraţie. Planul tangent (πT) în punctul M la suprafaţa (Σ) este determinat de 

vectorii u'r , v'r . Din ecuaţia vectorială a suprafeţei riglate se obţine: 
 

'b v'a'r u += , b'r v = , 
 

deci, (u)b  este o direcţie în planul tangent (πT). Cum planul tangent în punctul M la 

suprafaţa (Σ) conţine vectorul director (u)b , va conţine şi generatoarea prin M determinată 

de vectorul (u)b .  
 � 

 
 

Observaţia 3.40. Punctele în care ( ) 0b  'b v'a'r  'r vu =×+=× , adică punctele singulare 

ale suprafeţei riglate, nu vor fi studiate în cele ce urmează. 
 

Coeficienţii primei forme fundamentale a suprafeţei riglate (Σ) sunt: 
 

2222 
u 'b v 'b 'a v 2'a'rE ++== , 

b  'aF ⋅= , 

G = 1, 
unde: 

)u(b  

)u(a  

MM  (∆) 

(Γ) 

OO  

) v,u(r  

Fig. 3.10. 

PP  
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du

ad
'a = . 

Direcţia normalei la suprafaţa riglată (Σ) este dată de vectorul unitar: 
 

( ) ( )              .b  'b  v 'a 
FEG

1
'r  'r 

'r  'r

1
n

2vu
vu

×+
−

=×
×

=  

 
Propoziţia 3.8. Se consideră (Σ) o suprafaţă riglată dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,  (u),bv(u)ar 2121 ×∈⋅+= . 
 

Dacă 0 'b  b =× , atunci suprafaţa riglată (Σ) are acelaşi plan tangent (πT) în toate 
punctele unei generatoare. 

 
Demonstraţie. Deoarece: 
 

( )b   'b  vb   'a 
FEG

1
n

2
×+×

−
= , 

 

pe baza ipotezei se obţine: 
 

b   'a 
FEG

1
n

2
×

−
= , 

 

deci n  este coliniar cu vectorul b   'a × , care este constant dacă punctual P al curbei 

directoare (Γ) este fixat.       
  � 

 

 
Coeficienţii celei de-a doua forme fundamentale a suprafeţei riglate (Σ) sunt: 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2

2
 v''b ,'b ,b v'b ,b ,''a  v''b ,b ,'a  b ,'a ,''a 

FEG

1
L −−+

−
= , 

 

( )'b ,b ,'a 
FEG

1
M

2−
= , 

 

N = 0, 
 

iar curbura sa Gauss este: 
 

( )
( )

 
FEG

'b ,b ,'a
K

22−
−= . 

 
Propoziţia 3.9. Se consideră (Σ), o suprafaţă riglată dată în reprezentare vectorială: 
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 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,  (u),bv(u)ar 2121 ×∈⋅+= . 
 

Punctele suprafeţei (Σ) sunt: 
 

1) hiperbolice, dacă ( ) 0'b ,b ,'a ≠ , 

2) parabolice, dacă ( ) 0'b ,b ,'a = . 
 

Demonstraţie. 
 

( )2

2
22 'b ,b ,'a 

FEG

1
MMLN

−
−=−=− . 

 

Pentru ( ) 0'b ,b ,'a ≠ , se obţine LN − M2 < 0, adică punctele suprafeţei sunt hiperbolice, 

iar dacă ( ) 0'b ,b ,'a =  rezultă că LN − M2 = 0, adică punctele suprafeţei sunt parabolice. 
� 

 
Propoziţia 3.10. Generatoarele unei suprafeţe riglate sunt linii asimptotice ale acesteia. 
 

Demonstraţie. Deoarece N = 0, rezultă că ecuaţia liniilor asimptotice devine: 
 

du (L du + 2 M dv) = 0, 
 

de unde se obţine: 
 

u = constant.            � 
      
 
 
3.12.2. Suprafeţe desfăşurabile 
 
Definiţia 3.38. Se numeşte suprafaţă desfăşurabilă, o suprafaţă riglată (Σ), cu 

proprietatea că planul tangent (πT) la suprafaţa (Σ) în punctul M ∈ (Σ) rămâne constant, 
atunci când punctul M parcurge o generatoare oarecare (∆) a suprafeţei (Σ). 

 
Teorema 3.30. Se consideră (Σ) o suprafaţă riglată dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,  (u),bv(u)ar 2121 ×∈⋅+= . 

 
Condiţia necesară şi suficientă ca suprafaţa (Σ) să fie o suprafaţă desfăşurabilă este ca: 
 

( ) 0'b ,b ,'a = . 

 
Demonstraţie. Necesitatea. Se consideră o suprafaţă desfăşurabilă (Σ), rezultă că 

vectorul N  normal la suprafaţa (Σ) păstrează o direcţie constantă de-a lungul unei 
generatoare arbitrare (∆) ⊂ (Σ) de ecuaţie: 
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  (∆) :  u = constant. 
 

Deoarece: 
 

'b v'a'r u += ,  b'r v = , 
 

rezultă că: 
 

b  'b v b  'a 'r  'rN vu ×+×=×= . 
 

Dar vectorii b   'a ×  şi b   'b ×  sunt constanţi, deoarece de-a lungul generatoarei (∆) are 

loc: 
u = constant 

 

şi cum N  păstrează aceeaşi direcţie, se obţine că vectorii: 
 

b   'a × ,  b   'b ×  
 

sunt coliniari. 
Deoarece vectorul b   'a ×  este ortogonal pe vectorii b ,'a , iar vectorul b   'b ×  este 

ortogonal pe vectorii b ,'b  rezultă că vectorii 'b ,b ,'a  sunt coplanari fiind toţi perpendiculari 

pe aceeaşi direcţie, direcţia lui N , aşadar: 
 

( ) 0'b ,b ,'a = . 

 
Suficienţa. Se presupune că are loc relaţia: 
 

( ) 0'b ,b ,'a = , 
 

rezultă că vectorii 'b ,b ,'a  sunt coplanari, aşadar vectorii b   'a × , b   'b ×  sunt coliniari sau 

unul dintre ei este vectorul nul. Prin urmare vectorul normal N  păstrează aceeaşi direcţie 
de-a lungul oricărei generatoare, adică planul tangent (πT) este constant de-a lungul unei 
generatoare oarecare, deci (Σ) este o suprafaţă desfăşurabilă.   

   � 
 
Exemplul 3.13. Se consideră suprafaţa: 
 

[ ] [ ] k ) vu  2(j u cos )vu(u sini usin  )vu(u cosr  : )( ++++++−=Σ . 
 

Să se arate că (Σ) este o suprafaţă desfăşurabilă. 
 

Soluţie. Deoarece ecuaţia suprafeţei (Σ), este liniară în v, se obţine că (Σ) este o 
suprafaţă riglată. 

Au loc relaţiile: 
 

[ ] [ ] k 2j usin  )vu(u cos 2i u cos )vu(usin  2'r u ++−++−−= , 

k ju  cosiu sin 'r v ++−= , 
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de unde: 

=

−

+−+−−=×=

1u cosusin  

2usin  ) v u(u cos 2u cos ) v u(usin  2

kji

 'r  'rN vu  

=

−

+−+−=

1u cosusin 

0usin  ) v u(u cos ) v u(

kji

(u + v)

1u cosusin 

0usin u cos

kji

−

−−  . 

 
Se obţine: 
 

)k ju  cosiu  sin( ) v u(N −+−+= . 
 

Pentru u = constant, adică de-a lungul oricărei generatoare (∆), vectorul N  este 
coliniar cu vectorul constant k ju  cosiu sin c −+−= , deci vectorul normal N  păstrează 

aceeaşi direcţie de-a lungul oricărei generatoare, prin urmare planul tangent (πT) este 
constant de-a lungul unei generatoare oarecare, deci (Σ) este o suprafaţă desfăşurabilă.  

   � 
 
Se consideră (Σ), o suprafaţă desfăşurabilă, dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,  (u),bv(u)ar 2121 ×∈⋅+= , 
 

unde vectorii (u)b ),u(a  satisfac condiţia: 
 

( ) 0'b ,b ,'a = . 
 

Au loc relaţiile: 
 

'b v'a'r u += ,    b'r v = ,    ''b v''a''r uu += ,    'b''r uv = ,    0''r vv = , 
 

de unde: 
( ) ( ) ( )

22

uuvu

FEG

''b  b  v ''a  b  'b  v 'a

FEG

''r ,'r ,'r
L

−

×+×⋅+
=

−
=  . 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

−

×⋅+×⋅
=

−

×⋅+
=

−
=

222

uvvu

FEG

'b  b  'b  v 'b  b  'a

FEG

'b  b  'b  v 'a

FEG

''r ,'r ,'r
M  

( ) ( )
0

FEG

'b ,b ,'b  'b ,b ,'a
2

=
−

+
= . 

 

( ) ( ) ( )
0

FEG

0  b  'b  v 'a

FEG

''r ,'r ,'r
N

22

vvvu =
−

×⋅+
=

−
= , 

deci: 
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LN – M2 = 0, 
aşadar: 

K = 0. 
 
 
3.12.3. Suprafeţe cilindrice 
 
Definiţia 3.39. Se numeşte suprafaţă cilindrică, o suprafaţă riglată ale cărei 

generatoare păstrează aceeaşi direcţie. 
 

Se obţine că o suprafaţă cilindrică (Σ) admite o reprezentare vectorială de forma: 
 

 (Σ) :  bv(u)ar ⋅+= , 
 

unde b  este un vector constant. 
 
Exemplul 3.14. Să se găsească ecuaţia suprafeţei cilindrice (Σ) ale cărei generatoare 

sunt paralele cu dreapta de ecuaţii: 
 





=π

=π

0  )(

0,  )(
  : )d(

2

1  

 

şi are curba directoare: 
 





=

=
Γ

0.  z) y, G(x,

0,  z) y, F(x,
  : )(  

 

Soluţie. Deoarece ecuaţiile a două plane paralele diferă numai prin termenii liberi, 
rezultă că orice dreaptă (∆λµ) paralelă cu (d) are ecuaţiile: 

 





µ=π

λ=π
∆λµ .  )(

, )(
  : )(

2

1  

 

Dreapta (∆λµ) este generatoare a suprafeţei (Σ) căutate dacă (∆λµ) ∩ (Γ) ≠ ∅. Se obţine 
astfel o condiţie de compatibilitate prin eliminarea lui x, y, z între cele patru ecuaţii ale 
sistemului: 

 













=

=

µ=π

λ=π

,0)z y, ,x(G

,0)z y, ,x(F

,  )(

, )(

2

1

 

şi anume: 

φ(λ, µ) = 0. 
 

Problema a fost astfel redusă la găsirea locului geometric al dreptelor (∆λµ), pentru care 
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are loc condiţia φ(λ, µ) = 0. Prin eliminarea parametrilor λ şi µ între aceste ecuaţii se obţine 
ecuaţia implicită a suprafeţei cilindrice: 

 

( ) 0)( ),( : )( 21 =ππφΣ .          
 � 

 
3.12.4. Suprafeţe conice 
 
Definiţia 3.40. Se numeşte suprafaţă conică, o suprafaţă riglată ale cărei generatoare 

trec printr-un punct fix V, numit vârf al suprafeţei. 
 

Se obţine că o suprafaţă conică (Σ) admite o reprezentare vectorială de forma: 
 

 (Σ) :  (u)bvar ⋅+= , 
 

unde a  este vectorul constant OV  (fig. 3.11). 
 
Exemplul 3.15. Să se găsească ecuaţia suprafeţei 

conice (Σ) cu vârful: 
 









=π

=π

=π

0,  )(

0,  )(

0,  )(

  : V

3

2

1

 

  

şi a cărei curbă directoare este: 
 





=

=
Γ

0.  z) y, G(x,

0,  z) y, F(x,
  : )(  

 
Soluţie. Orice dreaptă (∆λµ), care trece prin punctul V are ecuaţii de forma: 
 





=πµ−π

=πλ−π
∆λµ 0.  )( )(

0,)()(
  : )(

32

31  

 
Dreapta (∆λµ) este generatoare a suprafeţei (Σ) căutate dacă (∆λµ) ∩ (Γ) ≠ ∅. Se obţine 

astfel o condiţie de compatibilitate a sistemului prin eliminarea lui x, y, z între ecuaţiile: 
 













=

=

=πµ−π

=πλ−π

0 z) y, G(x,

0, z) y, F(x,

0,  )( )(

0,)()(

32

31

 

şi anume: 

φ(λ, µ) = 0. 
 

)u(b  

a  

(Γ) 

) v,u(r  

Fig. 3.11. 

(∆λµ) 

  P 

  M 

  V 

  O 
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Ecuaţia suprafeţei conice căutate rezultă prin eliminarea parametrilor λ şi µ între ecuaţiile: 









=µλφ

=πµ−π

=πλ−π

0.  ) ,(

0,  )( )(

0,)()(

32

31

 

 
Rezultă în final: 
 

0
)(

)(
 ,

)(

)(
  : )(

3

2

3

1 =








π

π

π

π
φΣ           � 

 
 
3.12.5. Suprafeţe conoide 
 
Definiţia 3.41. Se numeşte conoid cu plan director, o suprafaţă riglată ale cărei 

generatoare sunt paralele cu un plan (π), numit plan director şi se sprijină pe o dreaptă fixă 
(d), numită axă. 

 
Se obţine că reprezentarea vectorială a unui conoid cu plan director este: 
 

 (Σ) :  (u)bv(u)ar ⋅+= , 

cu: 

)(b π  şi ( ) dba − , 
 

unde d  este vectorul director al dreptei (d). 
 
Exemplul 3.16. Să se găsească ecuaţia conoidului (Σ) cu planul director (π) = 0, de axă: 
 





=π

=π

0  )(

0,  )(
  : )d(

2

1  

 

şi a cărui curbă directoare este: 
 





=

=
Γ

0.  z) y, G(x,

0,  z) y, F(x,
  : )(  

 
Soluţie. Dreptele paralele cu planul (π) şi care intersectează dreapta (d) au ecuaţiile de 

forma: 





=πµ−π

λ=π
∆λµ 0.  )( )(

,)(
  : )(

21
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Dreapta (∆λµ) este generatoare a suprafeţei (Σ) căutate, dacă (∆λµ) ∩ (Γ) ≠ ∅. Se obţine 
astfel o condiţie de compatibilitate prin eliminarea lui x, y, z între cele patru ecuaţii ale 
sistemului: 

 













=

=

=πµ−π

λ=π

0 z) y, G(x,

0, z) y, F(x,

0,  )( )(

,)(

21  

şi anume: 

φ(λ, µ) = 0. 
 
Problema a fost astfel redusă la găsirea locului geometric al dreptelor (∆λµ), pentru care 

are loc condiţia φ(λ, µ) = 0. Prin eliminarea parametrilor λ şi µ între aceste ecuaţii se obţine 
ecuaţia implicită a conoidului cu plan director: 

 

0
)(

)(
 ,)(  : )(

2

1 =








π

π
πφΣ .          � 

 
 
3.12.6. Suprafeţe de rotaţie 
 
Definiţia 3.42. Se numeşte suprafaţă de rotaţie, o suprafaţă generată prin rotirea unei 

curbe în jurul unei drepte, numită axă de rotaţie. 
 
Exemplul 3.17. Să se găsească ecuaţia suprafeţei de rotaţie (Σ) generată prin rotirea 

curbei (Γ) dată în reprezentare implicită: 
 





=

=
Γ

0,  z) y, G(x,

0,  z) y, F(x,
  : )(  

 

în jurul axei de rotaţie, de ecuaţii canonice: 
 

n

zz

m

yy

l

x-x
  : )( 000 −

=
−

=∆ . 

 
Soluţie. Orice punct M ∈ (Γ) se deplasează într-un plan perpendicular pe axa (∆), de 

ecuaţie generală: 
 

(π) : lx + my + nz – λ = 0 
 

şi descrie un cerc cu centrul pe (∆). Astfel, suprafaţa de rotaţie (Σ) poate fi privită ca locul 
geometric al cercurilor (C) cu centrul pe (∆), situate în planul (π) şi care se sprijină pe curba 
(Γ). 

Aşadar, ecuaţiile cercului sunt: 
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   (C) :  




µ=−+−+−

λ=++

. )z(z)y(y)x(x

,nzmylx
22

0
2

0
2

0

 

Cercul (C) este o generatoare a suprafeţei de rotaţie (Σ) căutate, dacă (C) ∩ (Γ) ≠ ∅. 
Se obţine astfel o condiţie de compatibilitate, prin eliminarea lui x, y, z între cele patru 
ecuaţii ale sistemului: 

 













=

=

µ=−+−+−

λ=++

0 z) y, G(x,

0,z) y, F(x,

, )z(z)y(y)x(x

,nzmylx
22

0
2

0
2

0  

şi anume: 

φ(λ, µ2) = 0. 
 

Problema a fost astfel redusă la găsirea locului geometric al cercurilor (C), pentru care 
are loc condiţia φ(λ, µ) = 0. Prin eliminarea parametrilor λ şi µ2 între aceste ecuaţii se obţine 
ecuaţia implicită a suprafeţei de rotaţie: 

 

( ) 0)z(z)y(y)x(x  ,nzmylx  : )( 2
0

2
0

2
0 =−+−+−++φΣ .        � 

 
 
Observaţia 3.41. În situaţia când axa de rotaţie este (Oz), iar curba (Γ) este plană şi 

admite o reprezentare parametrică de forma: 
 









=

=

=

Γ

g(u),z

0,y

f(u),x

  : )(  

 

atunci suprafaţa de rotaţie (Σ) are reprezentarea parametrică: 
 









=

=

=

∑

g(u).z

sin v, )u(fy

 v,cos f(u)x

  : )(  

 

În acest caz F = 0, deci curbele coordonate u = constant, numite paralele, şi v = constant, 
numite meridiane sunt ortogonale. 

� 
 
 
3.12.7. Suprafeţe minimale 
 
Definiţia 3.43. Se numeşte suprafaţă minimală (minimă), o suprafaţă (Σ) pentru care 

curbura medie H este egală cu zero în toate punctele sale. 
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Propoziţia 3.10. Dacă (Σ) este o suprafaţă minimală, atunci curbura sa totală, K, este 
negativă. 

 

Demonstraţie. Deoarece (Σ) este o suprafaţă minimală, rezultă că: 
 

0)k(k 
2

1
H 21 =+= , 

de unde: 
k1 = – k2.  

 

Curburile principale sunt deci de semne contrare, aşadar: 
 

K = k1 k2 < 0.             � 
 

 

Teorema 3.31. Dacă există o suprafaţă de arie minimă, mărginită de o curbă închisă, 
dată, atunci aceasta este minimală. 

 
Demonstraţie. Fie (Γ) o curbă închisă şi (Σ) o suprafaţă mărginită de (Γ), dată în 

reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :   v)(u,rr = ,  ) v,(v)u ,(u   v)(u, 2121 ×∈ . 
 

Dacă (Σ*) este o altă suprafaţă mărginită de (Γ) şi obţinută din (Σ) printr-o „deplasare 
mică” ε, în direcţia normalei, atunci reprezentarea lui (Σ*) este: 

 

 (Σ*) :   v)(u,n v)(u,rr* ⋅ε+= . 
 
Au loc relaţiile: 
 

uuuu
* 'nn''r'r ⋅ε+⋅ε+= ,    vvvv

* 'nn''r'r ⋅ε+⋅ε+= . 

 
Dacă se presupune că ε’u → 0 şi ε’v → 0 atunci când ε → 0 şi dacă se neglijează 

termenii care conţin ε la puteri mai mari sau egale cu doi, rezultă: 
 

 E* = E – 2 ε L,      F* = F – 2 ε M,      G* = G – 2 ε N. 
 
Se obţine atunci: 
 

E*G* – F*2 = EG – F2 – 2 ε(EN + GL – 2 FM), 
 

de unde se deduce: 
 

2

1

2
22***

FEG

FM 2GLEN
  21 FEGFGE 









−

−+
ε−−=− . 

 
Dacă se ţine seama de definiţia curburii medii H, se poate scrie: 
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( )
2

1

22*** H  21 FEGFGE ε−−=−  

şi prin dezvoltarea binomului ( )
2

1

H  21 ε−  după formula lui Taylor în jurul lui ε = 0, în care 

se păstrează doar termenii de gradul întâi în ε, se obţine: 
 

( )H  21 FEGFGE 22*** ε−−=− . 
 
Ariile suprafeţelor (Σ) şi (Σ*) sunt: 
 

∫∫
∑

Σ −=
)(

2
)( dvdu  FEGA ,  ∫∫

∑
Σ

−=

)*(

2***

)*(
dvdu  FGEA  

şi dacă se ţine cont de egalitatea precedentă, rezultă: 
 

∫∫
∑

ΣΣ
−ε−=

)(

2
)()*(

dvdu  H FEG  2AA . 

 
Dacă (Σ) este staţionară, atunci în egalitatea precedentă termenul în ε nu există, deci 

are loc: 
 

0dvdu  H FEG
)(

2 =−∫∫
∑

 

 

şi cum 0FEG 2 >− , rezultă H = 0.               � 
 
 

Observaţia 3.42. Noţiunea de punct staţionar este în esenţă cea clasică: dacă se 
consideră funcţia f(Σ) =A , suprafaţa (Σ) este staţionară dacă: 

 

0
)(f)f(

 lim
*

0
=

ε

Σ−Σ

→ε
, 

 

unde expresia din primul membru este analoagă cu definiţia derivatei unei funcţii într-un 
punct. 

 
 
3.12.8. Suprafeţe de curbură totală constantă 
 
Definiţia 3.44. Suprafaţa (Σ) pentru care curbura totală K este aceeaşi în orice punct M 

al suprafeţei (Σ) se numeşte suprafaţă de curbură totală constantă. 
 
Exemplul 3.18. Sfera este o suprafaţă de curbură totală constantă pozitivă, adică sfera 

este o suprafaţă de curbură totală constantă de tip eliptic. 
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Soluţie: Pentru sfera (Σ), cu centrul în origine şi de rază R, dată în reprezentarea 
parametrică: 

 

(Σ) : 













( ), 2 0,  
2

 ,
2

   v)(u,u,sin  Rz

sin v,u  cos Ry

 v,cosu  cos Rx

π×






 ππ
−∈=

=

=

 

 

coeficienţii celor două forme fundamentale sunt proporţionali: 
 

E = R2,    F = 0,    G = R2 cos2 u,    L = R,    M = 0,    N = R cos2 u, 
deci: 

R

11

n

=
ρ

, 

 

unde R este raza sferei. 
Atunci curburile principale k1, k2 sunt soluţiile ecuaţiei: 

 

0
u cos Ru cos kR0

0RkR
222

2

=
−

−
,   

sau: 

R2 cos2 u (Rk – 1)2 = 0, 

aşadar: 

k1 = k2 = 
R

1
+ , 

de unde: 

K = k1 k2 = 
2R

1
 > 0. 

 
Deci, curbura totală a sferei este constantă şi pozitivă.         � 

 
Exemplul 3.19. Pseudosfera (Σ) dată în reprezentare parametrică: 
 

(Σ) : 













( ), 2 0,   ,
2

   v)(u,,
2

u
 tgln  u  cos Rz

sin v,u sin  Ry

 v,cosu sin  Rx

π×







π

π
∈
















+=

=

=

 

 

este o suprafaţă de curbură totală constantă negativă. 
 
 Soluţie: Într-un punct oarecare al pseudosferei au loc relaţiile: 
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E = R2 ctg2 u,   F = 0,   G = R2 sin2 u,   L = −R ctg u,   M = 0,   N = R ctg u sin2 u. 
 

Ecuaţia curburilor principale este: 
 

 0

ucosusinRkusinR0

0
usin

ucos
Rk

usin

ucos
R

22

2

2
2

=

−

+
, 

sau: 

  ( ) 0u cosk u sin  R 1k 
usin 

u cos 
Ru  cos R 2 =−








++ , 

 

de unde se obţin curburile principale: 
 

 
u cos

u sin

R

1
k1 −=   şi  

usin 

u cos

R

1
k 2 = . 

 
Rezultă pentru curbura totală expresia: 
 
 K = k1 ⋅ k2.  
 
Aşadar se obţine: 

 

K = 
2R

1
−  < 0.              � 

 
Observaţia 3.43. Prin rotirea în jurul axei (Oz) a curbei plane (Γ), dată în reprezentarea 

parametrică: 













Γ   : )(

, ,
2

 u ,
2

u
 tgln  u  cos Rz

,0y

u,sin  Rx









π

π
∈
















+=

=

=

 

 

numită tractrice se obţine suprafaţa dată de ecuaţiile parametrice din exemplul 3.19 şi 
numită pseudosferă (observaţia 3.41) (fig. 3.12). 

Lungimea segmentului de tangentă la tractrice dintre punctul de tangenţă şi asimptota 
(Oz), are mărime constantă, egală cu constanta R, de aici vine numele de pseudosferă 
(MN = R) (fig. 3.12). 

 
 Exemplul 3.20. Suprafeţele desfăşurabile sunt suprafeţe de curbură totală nulă (§3.12.2). 
În particular, planul are curbura totală nulă. 
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Definiţia 3.45. Se numeşte geometrie intrinsecă a unei suprafeţe, totalitatea noţiunilor 
şi proprietăţilor definite cu ajutorul primei forme fundamentale a respectivei suprafeţe. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.12.9. Suprafeţe Ţiţeica 
 

Definiţia 3.46. Se numeşte suprafaţă Ţiţeica, o suprafaţă pentru care constant
d

K
n

= , 

unde d este distanţa de la un punct fix, de exemplu originea reperului, la planul tangent la 
suprafaţă, iar K este curbura totală. 

 
 

3.12.10. Suprafeţe elicoidale 
 
Definiţia 3.47. Se numeşte suprafaţă elicoidală, o suprafaţă generată de o curbă ce 

execută o mişcare obţinută din compunerea unei rotaţii în jurul unei axe cu o translaţie 
paralelă cu axa respectivă - direct proporţională cu unghiul de rotaţie. 

 
Din această definiţie şi din parametrizarea unei suprafeţe de rotaţie (observaţia 3.41), 

rezultă următoarea parametrizare pentru o suprafaţă elicoidală: 
 

[ ] [ )π×∈⋅+++=Σ  2 0,  I v)(u,,k  v c)u(gj sin v )u(fi  vcos )u(fr  : )( . 
 
Dacă se particularizează curba generatoare - într-o dreaptă - chiar (Ox) într-o poziţie 

iniţială - se va lua: 

OO  

NN  

MM  

AA  

 z 

y 

x 

Fig. 3.12. 
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f(u) = u şi g(u) = 0, 
 

se obţine elicoidul drept cu plan director, o suprafaţă cu aplicaţii fizice, a cărei reprezentare 
vectorială este: 
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k  v cj sin v ui  vcos ur  : )( ⋅++=Σ . 
 
Curbele coordonate sunt: 
 

)j sin vi  vcosu(k  vc) v(u,r  : )( 0000u ++=Γ , 
 

care este reprezentarea vectorială a unei drepte, dusă prin M0(u0, v0), paralelă cu planul 
(xOy). 

 

k  vcj sin v ui  vcos u v),(ur  : )( 000v ++=Γ , 
 

care este reprezentarea vectorială a unei elice. 
Deoarece această suprafaţă conţine drepte paralele cu un plan fix (plan director) şi 

elice, se justifică denumirea acestei suprafeţe. 
Evident, elicoidul drept cu plan director este şi o suprafaţă riglată. 
 

 

  

§§33..1133..  IInnvvaarriiaannţţii  ppee  oo  ssuupprraaffaaţţăă    

 
Se consideră o suprafaţă (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= . 
 

Se spune că funcţia φ(u, v) de argumentele u şi v, este un invariant pe suprafaţa (ΣΣΣΣ) 

faţă de transformarea de coordonate curbilinii: 
 







=

=

),v,u(vv

),v,u(uu
**

**

 

dacă : 
φ(u, v) = φ(u*, v*). 

 
Definiţia 3.48. Se consideră o suprafaţă (Σ), dată în reprezentare parametrică: 
 

(Σ) :  








×∈=

=

=

). v,(v )u ,(u  )v,u(  ),v,u(zz

),v,u(yy

),v,u(xx

2121

 

 
Se spune că funcţia φ(x, y, z), de argumentele x, y şi z, este un invariant pe suprafaţa 

(ΣΣΣΣ) faţă de transformarea de coordonate carteziene ortogonale: 

 

( )

( )

( )







=

=

=

,)v,u(z),v,u(y),v,u(xzz

,)v,u(z),v,u(y),v,u(xyy

,)v,u(z),v,u(y),v,u(xxx

**

**

**
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dacă: 
φ(x, y, z) = φ(x*, y*, z*). 

 
Propoziţia 3.11. Se consideră o suprafaţă regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= . 

 
Vectorul normal la suprafaţă, n , este, abstracţie făcând de semn, un invariant pe 

suprafaţa (Σ) faţă de transformarea de coordonate curbilinii: 
 







=

=

).v,u(vv

),v,u(uu
**

**

 

 
Demonstraţie. Fie reprezentarea vectorială a suprafeţei (Σ) în coordonatele curbilinii 

u* şi v*: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u  ) v,(u  ), v,(urr * 
2

* 
1

* 
2

* 
1

***** ×∈= . 

 
Dacă se aplică regula de derivare a funcţiilor compuse se obţine: 
 

*v*u*u

*

u

v
 'r

u

u
 'r'r

∂

∂
+

∂

∂
= ,  

*v*u*v

*

v

v
 'r

v

u
 'r'r

∂

∂
+

∂

∂
= . 

 

Fie 
vu

vu

'r'r

'r'r
n

×

×
=  versorul normal la suprafaţa (Σ), în coordonatele u şi v. 

 

Se notează cu *n , versorul normal la suprafaţa (Σ) în coordonatele u* şi v*. 
Au loc egalităţile: 
 

*v

*
*u

*

*v

*
*u

*

*

'r'r

'r'r
n

×

×
= =










∂

∂
+

∂

∂
×








∂

∂
+

∂

∂










∂

∂
+

∂

∂
×








∂

∂
+

∂

∂

=

*v*u*v*u

*v*u*v*u

v

v
 'r

v

u
 'r

u

v
 'r

u

u
 'r

v

v
 'r

v

u
 'r

u

v
 'r

u

u
 'r

 

 

( )
n1

'r'r

'r'r
1

u

v
  

v

u

v

v
 

u

u
'r'r

u

v
  

v

u

v

v
 

u

u
'r'r

vu

vu

****vu

****vu

⋅±=
×

×
±=










∂

∂
⋅

∂

∂
−

∂

∂
⋅

∂

∂
⋅×










∂

∂
⋅

∂

∂
−

∂

∂
⋅

∂

∂
×

= . 

� 
 
 

Propoziţia 3.12. Se consideră suprafaţa regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= . 
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Prima formă fundamentală a suprafeţei (Σ), este un invariant faţă de transformarea de 
coordonate curbilinii: 

 







=

=

).v,u(vv

),v,u(uu
**

**

 

 
Demonstraţie. Prima formă fundamentală a suprafeţei (Σ), în coordonatele u şi v este: 
 

Φ1 = E du2 + 2 F du dv + G dv2 = ( )2
vu dv 'rdu 'r + . 

 

Se notează cu 
2*****2*** 

1 dv G dv du F 2 du E ++=Φ , prima formă fundamentală a 

suprafeţei (Σ), în coordonatele u* şi v* şi dacă se aplică regula de derivare a funcţiilor 
compuse, se obţine: 

 

=++=Φ
2*****2*** 

1 dv G dv du F 2 du E ( ) =+
2**v

***u
* dv 'rdu 'r  

 

=
















∂

∂
+

∂

∂
+









∂

∂
+

∂

∂
=

2
*

*v*u
*

*v*u dv
v

v
'r

v

u
'rdu

u

v
'r

u

u
'r  

=
















∂

∂
+

∂

∂
+








∂

∂
+

∂

∂
=

2
*

*
*

*v
*

*
*

*u dv
v

v
du

u

v
'rdv

v

u
du

u

u
'r ( ) =+

2
vu dv 'rdu 'r  

= E du2 + 2 F du dv + G dv2 = Φ1.          � 
 
 

Observaţia 3.44. Coeficienţii E, F, G, ai primei forme fundamentale a suprafeţei (Σ) 
nu sunt invarianţi faţă de transformările de coordonate curbilinii. 

 
Demonstraţie. Într-adevăr, din demonstraţia propoziţiei 3.11 se deduce că: 
 

2
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Propoziţia 3.13. Se consideră suprafaţa regulată (Σ), dată în reprezentare vectorială: 
 

 (Σ) :  ) v,(v)u ,(u   v)(u,   v),(u, rr 2121 ×∈= . 

 
Abstracţie făcând de semn, forma a doua fundamentală a suprafeţei (Σ), este un 

invariant faţă de transformarea de coordonate curbilinii: 
 







=

=

).v,u(vv

),v,u(uu
**

**

 

 
Demonstraţie. Deoarece n , versorul normal la suprafaţă este ortogonal pe vectorii u'r , 

v'r , rezultă că: 
 





=⋅

=⋅

.0'rn

,0'rn

v

u  

 
Prin derivare a acestor egalităţi în raport cu u şi v se obţine: 
 













=⋅+⋅

=⋅+⋅

=⋅+⋅

=⋅+⋅

.0''r  n 'r  'n

,0''r  n 'r  'n

,0''r  n 'r  'n

,0''r  n 'r  'n

vvvv

uvvu

uvuv

uuuu

 

 
Pe de altă parte, au loc relaţiile: 
 

uu''r  n L ⋅= , uv''r  n M ⋅= ,  vv''r  n N ⋅= . 

 
Se obţine: 
 

uu 'r  'nL ⋅−= , uvvu 'r  'n'r  'nM ⋅−=⋅−= , vv 'r  'nN ⋅−= . 

 
Se notează cu *n , versorul normal la suprafaţa (Σ) în coordonatele u* şi v*. 
În mod analog rezultă: 
 

*u

*

*u

** 'r 'nL ⋅−= ,  
*u

*

*v

*

*v

*

*u

** 'r 'n'r 'nM ⋅−=⋅−= , 
*v

*

*v

** 'r 'nN ⋅−= , 
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unde L*, M* şi N* sunt coeficienţii celei de-a doua forme fundamentale a suprafeţei (Σ), 
obţinuţi în urma transformării de coordonate curbilinii. 

Dar: 
 

n  1n* ⋅±= , 
aşadar: 
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Prin înlocuirea vectorilor 

*u

* 'n , 
*v

* 'n , 
*u

* 'r , *v

* 'r , rezultă că L*, M* şi N* devin: 
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A doua formă fundamentală a suprafeţei (Σ), în coordonatele u şi v este: 
 

 Φ2 = L du2 + 2 M du dv + G dv2. 
 

Se notează cu )(dv N dv du M 2 )(du L
2*****2*** 

2 ++=Φ , a doua formă fundamentală 

a suprafeţei (Σ), în coordonatele u* şi v*. Cu ajutorul rezultatelor de mai sus, se obţine: 
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       � 
 

Consecinţa 3.2. Pe o suprafaţă regulată (Σ), curbura normală  
n

1

ρ
, curburile principale 

k1, k2, curbura totală K şi curbura medie H, abstracţie făcând de semn, sunt invarianţi faţă de 
transformarea de coordonate curbilinii: 
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**
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Demonstraţie. Are loc formula: 
 

1

2

n

1

Φ

Φ
=

ρ
. 

 

Deoarece Φ1 este un invariant faţă de transformarea de coordonate curbilinii, iar Φ2 
este şi ea, abstracţie făcând de semn, un invariant faţă de aceeaşi transformare, rezultă că 

n

1

ρ
 este, abstracţie făcând de semn, un invariant faţă de transformarea de coordonate curbilinii. 

Prin definiţie k1 şi k2 sunt extremele funcţiei 
GmF2mE

NmM2mL
)m(k

2

2

++

++
= =

n

1

ρ
, cu 

dv

du
m = . Cum 

n

1

ρ
 este, abstracţie făcând de semn, un invariant faţă de transformarea de 

coordonate curbilinii, rezultă că şi k1 şi k2 sunt, abstracţie făcând de semn, invarianţi faţă de 
aceeaşi transformare. 

De aici se obţine că şi K = k1 + k2 şi )kk(
2

1
H 21 +=  sunt, abstracţie făcând de semn, 

invarianţi faţă de transformările de coordonate curbilinii.        � 
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Teorema 3.32. Se consideră suprafaţa regulată (Σ), dată în reprezentare parametrică: 
 

(Σ) :  
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Versorul n , prima formă fundamentală Φ1, a doua formă fundamentală Φ2, curbura 

normală 
n

1

ρ
, curburile principale k1 şi k2, curbura totală K şi curbura medie H sunt invarianţi 

faţă de transformarea de coordonate carteziene ortogonale: 
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            (3.12) 

 
Demonstraţie. Fie x, y, z, r  coordonatele carteziene şi vectorul de poziţie ale unui 

punct curent M ∈ (Σ) faţă de sistemul de axe (Oxyz) şi fie x*, y*, z*, r * coordonatele 
carteziene şi vectorul de poziţie ale aceluiaşi punct faţă de sistemul de axe (O*x*y*z*). 

Transformarea (3.12) de coordonate carteziene ortogonale este echivalentă cu 
transformarea: 

 

**
rOOr += ,                  (3.13) 

 

unde 
*

OO  este vector fix. 
Versorul n , prima formă fundamentală Φ1, a doua formă fundamentală Φ2, curbura 

normală 
n

1

ρ
, curburile principale k1 şi k2, curbura totală K şi curbura medie H sunt funcţii 

de diferenţialele de ordinul întâi şi doi şi de derivatele parţiale de ordinul întâi şi doi ale 
vectorului r . 

Prin diferenţierea şi derivarea ecuaţiei vectoriale (3.13), se obţine: 
 

*rdrd = , *22 rdrd = , 
 

u
*

u 'r'r = , v
*

v 'r'r = , 
 

uu
*

uu ''r''r = , uv
*

uv ''r''r = , vv
*

vv ''r''r = . 
 

Rezultă că diferenţialele şi derivatele parţiale de ordinul întâi şi doi sunt invarianţi faţă de 

transformarea (3.12), deci n , Φ1, Φ2, 
n

1

ρ
, k1 şi k2, K şi H sunt invarianţi faţă de transformările 

de coordonate carteziene ortogonale (3.12).       
� 

 



Geometrie diferenţială 248 

  

§§33..1144..  PPrroobblleemmee  pprrooppuussee    

 
 

1. Se dă suprafaţa de ecuaţii parametrice: 
 

 (Σ) :  









=

−=

+=

.uvz

,vuy

,vux

 

 

Se cere: 

a) să se afle coordonatele punctelor:  
 

A(u = 8, v = 1),   B(u = 1, v = 0); 
 

b) să se verifice dacă punctele C(4; 2; 3), D(1; 7; −8) aparţin suprafeţei; 

c) să se afle ecuaţia carteziană a suprafeţei. 

 
2.   Să se determine ecuaţia carteziană a suprafeţei a cărei ecuaţie vectorială este: 

 

(Σ) :  k)vau(juviur 22
⋅++⋅+⋅= . 

 
3.   Se dă suprafaţa: 

 

 (Σ) :  x = R cos u cos v,   y = R cos u sin v,   z = R sin u. 
 

Se cere: 

a) să se arate că suprafaţa este o sferă cu centrul în originea axelor de coordonate şi rază R; 

b) să se afle natura curbelor u = constant, v = constant; 

c) să se afle semnificaţia geometrică a parametrilor u, v. 

 
4.   Se dă suprafaţa de reprezentare parametrică: 

 

 (Σ) :  









+=

+−=

++=

2uvz

,1vuy

,1vux

2

2

 

 

şi fie punctul M(u = 1, v = −1) pe suprafaţă. 

Să se scrie ecuaţiile carteziene ale curbelor u = constant şi v = constant care trec prin 

punctul M. 

 
5.   Fie dată suprafaţa în reprezentare parametrică: 

 

 (Σ) :  
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Se cere: 

a) să se scrie prima formă fundamentală a suprafeţei; 

b) să se calculeze elementul de arc pentru curbele u = 2, v = 1, v = au; 

c) să se calculeze lungimea arcului curbei u = au, cuprins între intersecţiile curbei u = au cu 

u = 1 şi u = 2. 

 

6.   Se dă suprafaţa de ecuaţii parametrice: 
 

 (Σ) :  
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+=

+=

).vu(
3

1
z

,vuy

),vu(2x

33

22  

 

Se cere să se calculeze: 

a) lungimea arcului curbei u = 1, cuprins între curbele v = 1, v = 2; 

b) unghiul curbelor u = 2 şi v = −1; 

c) elementul de arie al suprafeţei. 
 
7.   Să se calculeze unghiul curbelor v = u + 1 şi v = 3 – u de pe suprafaţa de rotaţie: 

 

(Σ) :  kujvsinuivcosur 2
++= . 

 
8.   Fie ds

2
 = du

2
 + dv

2
, prima formă fundamentală a unei suprafeţe. Să se determine 

unghiul sub care se intersectează curbele u = 2 u şi v = −2 u. 

 
9.   Să se calculeze între punctele M1(1; 2) şi M2(2; 3) lungimea arcului de curbă v = u + 1, 

situat pe suprafaţa de rotaţie: 

(Σ) :  kuu
3

2
jvsinuivcosur ++= . 

 
10.   Fie punctele M1(2; 6), M2(−1; 3) şi M3(0; 2), situate pe suprafaţa de rotaţie: 

 

(Σ) :  kuu
3

2
jvsinuivcosur ++= . 

 

Să se calculeze unghiurile triunghiului curbiliniu M1M2M3, dacă se ştie că M1M2 este 

un arc al curbei v = u + 4, M2M3 este arcul curbei v = −u + 2 şi M3M1 arcul curbei 

v = u
2
 + 2. 

 

11.   Pe conul de rotaţie: 

(Σ) :  kujvsinuivcosur ++= , 
 

se consideră familia de curbe v = u
2
 + α, unde α este un parametru. Să se determine 

curbele ortogonale acestei familii. 
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12.   Se consideră suprafaţa de ecuaţie explicită: 
 

(Σ) :  z = x
3
 + y

3
. 

 

Se cere: 

a) să se scrie ecuaţia planului tangent şi ecuaţiile normalei în punctul M(1, 2, 9); 

b) să se arate că toate planele tangente duse la suprafaţă în punctele (α, −α, 0) 

formează un fascicul de plane. 

 

13.   Să se determine punctele de pe suprafaţa de reprezentare vectorială:  
 

(Σ) :  k)u2v(juviur 22
⋅++⋅+⋅= , 

 

ale căror plane tangente trec prin dreapta de ecuaţii: 
 

 
14

1z

5

y

2

x
:)(

−
==Γ . 

 
14.   Să se analizeze natura punctelor suprafeţei de reprezentare vectorială: 

 

(Σ) :  k7uln6u5
2

u
jvsinuivcosur

2

⋅







++−+⋅+⋅= . 

 

15. Să se determine curburile principale în punctul M(1, 1, 1) ale suprafeţei de ecuaţie 

explicită: 
 

 (Σ) :  z = xy. 

 
16.   Să se determine vectorii directori ai tangentelor principale la suprafaţa de reprezentare 

vectorială: 
 

(Σ) :  k)vu(jviur 22
⋅++⋅+⋅= . 

 
17.   Se consideră suprafaţa (Σ) de ecuaţii parametrice: 

 

 (Σ) :  








=
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.uvz

,v2uy

,v2ux

2

2

 

 

Fie punctul M(u = 1, v = 2) pe suprafaţă şi curba: 
 

 (Γ) :  v = 2 u
3
, 

 

care trece prin punctul M. 

Să se calculeze curbura secţiunii normale prin planul determinat de normala în M la 

suprafaţă şi tangenta (T) în punctul M la curba (Γ). 
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18.   Se consideră suprafaţa (Σ) de ecuaţii parametrice: 
 

(Σ) :  








=

−=

+=

uvz

,vuy

,vux

22

22

 

 

şi fie punctul P(u = 1, v = 1) pe suprafaţă. 

Să se calculeze curbura totală şi curbura medie a suprafeţei în punctul P. 

 
19.   Să se demonstreze că toate punctele suprafeţei: 

 

(Σ) :  x + y – z
3
 = 0, 

 

sunt parabolice. 

 
20.   Să se determine curburile principale în punctul M(1, 1, 1) de pe suprafaţa de ecuaţie 

explicită: 
 

(Σ) :  z = xy. 

 
21.   Să se determine vectorii directori ai tangentelor principale la suprafaţa de ecuaţie 

vectorială: 
 

(Σ) :  k)vu(jviur 22
+++= . 

 
22.   Să se arate că suprafaţa de ecuaţii parametrice: 

 

(Σ) :  








λ=

=

=

,uz

,vsinuy

,vcosux

 

 

este desfăşurabilă. 

 

23.   Se dă suprafaţa (Σ) de ecuaţii parametrice: 
 

(Σ) :  








λ=

−=
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.vz

,vuy

,vux
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22

 

 

Să se arate că liniile ei de curbură sunt familiile de curbe u = constant şi v = constant şi 

cele două familii sunt ortogonale. 

 
24. Să se determine liniile de curbură ale paraboloidului de ecuaţie explicită: 

 

 (Σ) :  )yx(
2

1
z 22

−= . 
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25. Să se afle liniile asimptotice ale suprafeţei de ecuaţii parametrice: 
 

 (Σ) :  








+=

=

=

.ulnvz

,uvy

,ux

 

 
26. Să se arate că liniile asimptotice ale paraboloidului hiperbolic: 

 

 (Σ) :  







−=

2

2

2

2

b

y

a

x

2

1
z , 

 

sunt chiar familiile de generatoare rectilinii ale suprafeţei. 

 
27. Să se determine liniile geodezice ale unui cilindru oarecare şi să se demonstreze că ele 

sunt elice. 

 
28. Să se determine liniile geodezice ale unui plan. 
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