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6. Rezolvarea numerica
a problemei Cauchy pentru ecuatii diferentiale

§6.1. Generalitati

Ecuatiile diferentiale reprezintd unul dintre cele mai importante
instrumente matematice, necesar pentru intelegerea unor rezultate din mecanica,
fizica, etc.

In acest capitol prezentim metode numerice pentru rezolvarea problemei
Cauchy pentru ecuatii diferentiale.

Fie D=[a b]xJcR%, f:D—>R si (xo, v)eD. Problema Cauchy
pentru ecuatia diferentiala

V=1, (1)
constd 1n determinarea unei solutii a ecuatiei (1) , adica a unei functii derivabile
vy : I cla, b]> R astfel ca pentru orice xel, (x, y(x))eD si y'= f(x,y(x)),
(Y)x el care satisface conditia initiala

y(x0)=yo . ()

Dupa cum este cunoscut, gasirea solutiei exacte a problemei (1)-(2) nu este
posibild decat in anumite cazuri. De exemplu, determinarea solutiei exacte, prin
tehnici clasice, a ecuatiei aparent simple

V=xtey? o w0=1,
nu este posibila. Se justificd astfel necesitatea recurgerii la metode aproximative
pentru rezolvarea problemei Cauchy.

Reamintim, pentru inceput, cateva rezultate privind existenta, unicitatea si
stabilitatea solutiei acestei probleme.

Definitie. Functia f:D-—>R se numeste lipschitziana in raportcu yeJ, daca
exista o constanta L > 0 astfel ca pentru orice (x, y)eD si (x, z)eD are loc
inegalitatea

/Gy = f(x2)| <Ly -7 . )
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Observatie. Daca A exista si este marginitd pe D, atunci f este lipschitziand

pe D. Intr-adevar, din Teorema lui Lagrange rezultd
2
ren=fen="L o -2

pentru un anumit ¢ intre y §i z, deci putem alege

%(x, y)|. )

L= max
(x,y)eD

In ce priveste existenta si unicitatea solutiei problemei (1)-(2), are loc
urmatoarea teorema.

Teorema 1. Presupunem ca sunt indeplinite conditiile:

(i) f este continud pe [a, b] in raportcu x;

(i) f este lipschitziand pe D inraportcu y;

(iii) (xo, yo) este punct interior lui D.
Atunci pentru un o > 0 convenabil, exista o solutie unica pe I=[xq—a, xpta] a
problemei (1) - (2).

A

Exemplul 1. Fie ecuatia y'=1+sin(xy) , D= [0,1]>< R . Deoarece 5 = XCOS XY,

conform observatiei de mai sus, putem lua L = 1. Atunci pentru orice (xy, yy) cu
0 <xp<1 exista o solutie a problemei Cauchy pentru ecuatia datd pe un anumit
interval [x;—a, xp+a] [0, 1].

Dupa cum se stie, solutia problemei (1)—(2) se afld cu metoda
aproximatiilor succesive.
Fie
yO(x):y())

X
Yp(X)=yo + _ff(t,yn_l(t))dt , xel, n=12,... .
X0
Atunci sirul de functii  (y,), este uniform convergent pe intervalul 7 si

limitasa y= lim y, este solutie unicd a problemei (1)-(2). Mai mult, are loc
n—»0

MLn Cn+1 eLC

V() =y, (0) < —

; )

unde
M=sup|f(x,y0)| , C=max(|a—x0

xel

b—xo|).

2
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Metoda aproximatiilor succesive (Picard) este o metodd aproximativa de
rezolvare a problemei Cauchy. Se aproximeaza solutia y(x) cu y,(x) sise

cunoaste o evaluare a erorii.

Exemplul 2. Fie ecuatia y'=y, y(0)=1, D=[— l,l]xR . Atunci M=1, L
= 1. Sirul aproximatiilor succesive este:

X
yi(x)=1+[l-dt=1+x,

0
X x2
yz(x)=1+j(1+t)dt=1+x+7,
0
< 12 X x2 x3
=1+ [A+t+—)dt=1+—+"—+"—
¥3 () ({( 2) T
2 3 n
X X X

X

Esteclarca y,, > y=e¢", care este solutia exactd a problemei.

Metoda aproximatiilor succesive are dezavantajul ca presupune calculul
unor integrale, lucru dificil de realizat. Din aceasta cauza, aceastd metoda este mai
putin folositd in practica, metoda avand o importantd deosebitd, mai ales din punct
de vedere teoretic.

In ceea ce priveste stabilitatea solutiei problemei (1)-(2), ne intereseazi
comportamentul solutiei la modificari mici ale functiei f{x,y) si ale datei initiale yy.
Consideram, deci, problema perturbata

y'=f(x,»)+6(x), (6)
y(xo)=yo +¢, (7
cu aceleasi ipoteze asupra functiei f ca In Teorema 1. Presupunem, in plus, ca
Jd(x) este continud pe [a, b]. Atunci problema (6)-(7) are solutie unica, notata

y(x;0,¢).

Teorema 2. Presupunem satisfacute ipotezele Teoremei 1 si ca functia O(x) este
continud pe [a, b]. Atunci problema (6)-(7) va avea solutie unica y(x;5,&) pe un
interval [xop-a, xo+a], a > 0, uniform pentru toate perturbarile £ §i 6(x) ce
satisfac:

|8|S80, ||5|| w< €0,
cu &y suficient de mic. In plus, dacd y(x) este solutia problemei neperturbate,
atunci
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max |y(x)—y(x;8,6)| <k(||+a| 5] ) . ()

|x—x|<a

cu k=1/(1-al).

Utilizand acest rezultat, se poate afirma cd problema (1)-(2) este corect
pusa sau stabila. Deci dacd se fac mici modificari n ecuatia diferentiald sau in
data initiala, atunci solutia nu se modifica semnificativ.

Solutia y depinde continuu de datele problemei, anume functia f si
data initiald yp. Din punct de vedere fizic, semnificatia Teoremei 2 consta in
faptul ca pentru fenomene fizice descrise de ecuatii diferentiale, mici abateri sau
erori in conditiile initiale sau In Insasi legea de evolutie, nu deformeaza prea
puternic procesul. Rezultatul este important cu atat mai mult cu cat asemenea
perturbatii sau erori sunt intotdeauna inevitabile. Se poate intampla ca o problema
sa fie stabild, dar prost conditionatd in raport cu calculul numeric, desi asemenea
situatii nu apar prea des in practica.

Pentru a Intelege mai bine cand aceasta se poate produce, vom estima
perturbdrile solutiei y(x), datorate perturbarilor in problema. Vom simplifica
discutia considerand numai perturbérile & in data initiald y,; perturbarile J(x)
intervin in raspunsul final conform (8).

Perturbam deci, valoarea initiala y, ca In (7). Fie y(x;¢) solutia
perturbata. Atunci

V'(xse)= f(x,y(x;€)), xg-—a<x<xy+a,

Y(xps€)=yo +¢
Daca y(x) este solutia problemei neperturbate (1)-(2) si z(x) = y(x;&) — y(x)
este eroarea, atunci
, 2 [ (x,y(x))
z'(x;6) = f(x, y(x;6)) = f(x, y(x)) = oy z(x;6),  9)
z(xg;€)=¢
Aproximarea (9) este valabild cand y(x; &) este suficient de aproape de
y(x) , ceea ce se intdmpla pentru valori mici ale lui ¢ i intervale mici
[x0-a, xot .
Ecuatia diferentiald aproximativa (9) se poate integra ugor. Se obtine
Ty
z(x;e)~eexp| | Malt .
. ot
0
Daca derivata partiala satisface

of

ﬁ—y(t,y(t))SO, |xp —t|<a ,
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atunci z(x;&) ramane mirginitdi de & cind x creste. In acest caz, se spune ci
problema Cauchy este bine conditionatd. Ca exemplu de comportare opusa,
consideram problema

yi=y+g(x), y(0)=y, (10)
cu A>0. Cum 7 =1, putem calcula exact z(x;&)= ge™

Atunci perturbarea lui  y(x) se mareste cand x creste.

Exemplul 3. Ecuatia diferentiala
y'=100y —101e™* , y(0)=1, (1D

are solutia y(x;&)=e * + ge!00% , care se departeazd rapid de solutia exacta.

Spunem ca problema (11) este prost conditionata.

Revenim acum la problema (1)-(2). Din considerente practice, se

presupune cd xo=a , adica se inlocuieste conditia (2) cu
@)=y . (12)

Aceastd presupunere nu este restrictiva, pentru ca daca am gasit un
algoritm care rezolva problema (1)-(12), atunci cu acest algoritm putem rezolva si
problema (1)-(2). Intr-adevar, fie I; = [a,xo] si I, = [xo,b].

Pe intervalul [, facem schimbarea de variabild X =x; —x. Atunci
y(x)=y(xg —X)=Y(X) siecuatia (1) devine

Y'(X)=—f(X.,Y) , Xe[0,xg—a], (13)
iar conditia initiala (12) devine
Y(0) =yo . (14)

Metodele numerice pentru rezolvarea problemei (1)-(12) constau in
alegerea unor noduri (de obicei, echidistante) x; =a + kh, keN si determinarea

unor valori aproximative ale solutiei exacte y(x) in aceste noduri, valori pe care
le notaim cu y;. Asadar y,=y(x) .

Se cunosc doud clase importante de metode numerice pentru rezolvarea
problemei Cauchy.

1. Metode directe (uni-pas) in care y; este calculat, printr-o relatie de
recurentd, in functie numai de valoarea  y;_;  calculatd anterior. In aceasta
categorie intrda metoda Taylor si metodele Runge-Kutta.

2. Metode indirecte (cu mai multi pasi) in care y; se calculeaza printr-o
relatie de recurenta in functie de valorile precedente Yy _,; 5., Vi—2» Vi1 -

In aceasti categorie intrd metodele Adams-Bashforth, Adams-Moulton si
metoda predictor-corector.
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§6.2. Metode directe

Metoda lui Taylor (1685-1731). Fie nodurile echidistante x, = xotnh ,
Xo=a §i y=y(x) solutia exactd a problemei (1)-(2).

Asadar  y'(x)=f(x,y(x)) , ¥(x0)=)o.

Presupunem cd f este diferentiabila de un numar suficient de ori. Cum

x1=xoth , din formula lui Taylor rezulta
2

ho, e, hP
p(x1) = (g +h) = y(x) + ¥ (x0) + ¥ <x0)+....+7y(f”<xo>+Rp+1,
unde

(p+D)
Rp+1 — Y (5) hp+1

(p+1)!
Din y'(x)= f(x,y(x)) rezulta succesiv

, §e(xg,xq).

V()= % (5, y(2)) + % (5 ()Y (3) =
. %(x, Yo+ %(x, YOS (e () .
woo O 0 (% A . ad(d . T )
P [%@—y f*a(?w -
2 2 2 2
A P Yt B 2+1.%+(ﬂj et
Ox Ox0y Oy oy ox \ 0y
Atunci:
V'(xg) = f(xg,¥(x0)) = f(x0,0)
V) =L (0, v0) + L (x0.0)f (x0s ¥0)
0 gy 0-)0 @} 0,0 0-0)>
§2f 2 2 5
y'(x0) = Pe; (xo’y0)+2dm”y (x0,20).f (x0,y0) + 32 (x0,¥0).S " (x0,¥0) +

2
+Zl(x0,y0)-g(xo,yo)nL(g(xo,yo)] f(x0,y0)  ete.
X oy oy

Pentru p =3 obtinem
2 3

h 1 h " h n
y(x1)=yo +Fy (x0)+?y (x0)+?y (x0)+ Ry .
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Aproximam solutia exacta iIn x;, deci y(x;), cu
2 3

h h h
=yo Y "(x0) + o7 "(x0) + 57 "(xp),
eroarea fiind data de
i

1
|y(x1)—y1|=|R4|SZM4-h4 , unde My = sup

xe€la,x

unde yl 4 (x) se calculeaza ca mai sus.

In continuare, considerand solutia problemei (1) ce satisface  y(x|) = yi,
deci pornind cu punctul (x;, y;), se determind y, care aproximeaza pe )(xp),
s.a.m.d. In general, y(x,) se aproximeazacu y,, datde

2 3

h ’ h 14 h "
Yn =Vn-1 +1_!y (xn—1)+7!y (xn—l)"‘?y (xp—1) -

Evident, erorile se acumuleaza.

Exemplul 4. Fie ecuatia y' =1 —X, ()= % Alegem h=0.1. In acest caz
X

-2, Ly F__1 2_yﬁz_f_L 2r
f(x’y)_l - 2 H - b 2 - 2 s 2 -
X & X & “Ad x &
Atunci /(1) = f( % L V=2, "M==
Deci xo=1, x=1 Aproximam y(1.1) cu y; datde
3 0.1 ©0.)% . (.13
=—+—|—= [+ 24 —6) .
=5 1!( 2) 2 3 ©

: . . 1
Obtinem y; = 1.459 . Pe de alta parte, solutia exactd a problemei este y = % +—,
X

deci p(1.1) = 1.459090 .

Dezavantajul metodei Taylor constd in faptul cd presupune calculul
derivatelor y(z) y(3), - y(k), ..., la fiecare pas, ceea ce este dificil de realizat.

Aceastd deficienta este Inlaturatd de metodele care urmeaza.

Daci p =1 se obtine metoda Iui Euler (1707-1783). In acest caz
valorile aproximative y, alelui y(x,) suntdate de

Yn =Yna +hf(xp1,9p0) . n2l, (15)
unde, evident, y,=y(xo) .
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Metoda lui Euler are o interpretare geometricad foarte simpla: dacid s-a
determinat valoarea y,;, pentru a determina y,, se considera solutia ecuatiei (1)
care trece prin (x,.1, y,.1) (deci care satisface y(x,.;)=y,.1 ) ; se duce apoi tangenta
la graficul acestei solutii, in punctul (x,.1, y,.1) ; se intersecteaza aceasta tangenta
cu dreapta x=x, , obtinandu-se y,. Din acest motiv, metoda lui Euler se mai
numeste si metoda liniilor poligonale. Dupa cum se observa din figura de mai jos,
erorile se acumuleaza.

Y, %

O xO Xl X2 X
Exemplul 5. Folosind metoda Euler sa se determine solutia aproximativa a
urmatoarei probleme Cauchy
, 1
y =y 2 —Z——Z
X Adx
y(l) =0.5
in punctul x=2 1in doi pasi.
In acest caz
xo=1, =05, n=2 , h=0.5, x=140.5=1.5 , x,=2.
Atunci:

Y1=)0 +h.f(x0,y0)=o.5+0.5(0.52 —%—%}:0.25,
4-1

ya=y +h-f(x;,y)=0.14236.

Metodele Runge-Kutta se deosebesc de metoda lui Taylor prin faptul ¢ inlocuiesc
calculul derivatelor functiei f, prin evaluari ale lui fin diverse puncte. Metoda a
fost introdusa de matematicianul german Carl David Runge in 1895 si dezvoltata
de un alt matematician german, Wilhelm Kutta, in 1901. Vom analiza in detaliu
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metoda Runge-Kutta de ordinul doi. Valorile aproximative y, alelui y(x,) sunt
date de

Yn =Yna tathf(x 1) +axhf(x,y +bih,y, g + (16)
+b2hf(xn—l’yn—l)) 5 nx1 )
iar yo=y(xo) . Constantele ai, a,, b, b, urmeaza a fi determinate. Daca notam

F = P75 fe =Ly gov) 1y = %(xn_l,yn_l) ,atunci, din

formula lui Taylor pentru functii de doua variabile, obtinem

Vo =vn +arh fray h(f +byh o +by hf, £+ OM2))=

(17)
: < i o0
=y +lay+ap)f -h+lay by [ +az by £, )- B2 +O(R) .
Pe de alta parte, din metoda lui Taylor, avem
h o, h?
yu=ur + 5 S Sy S )+ 0, (18)
Identificand coeficientii lui 7 si A din (17) si (18), rezulta
ay +ap =1
1
arby =— 19
2b1 =7 (19)
1
arby =—
27275

Deoarece sistemul (19) are 3 ecuatii si 4 necunoscute, una din necunoscute
poate fi aleasd arbitrar. De exemplu, daca alegem b,= «, atunci b,= «, deci
ap tap =1

dro =1
277

bzz(l

b

astfel ca formulele (16) se mai scriu
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Yn=Yna thlay g +az gr) , n2l

g1=f(xp_1:¥n-1)

bdy) =f(xn_1+ah,yn_1+ahg1) (20)
ay t+ap =1
aya =+
2 7"
1 . . Coo
Pentru a; =a, =7 a =1, se obtine metoda Euler imbunatatita

h
Yn =Vn-1 +E[f(xn—layn—l)+f(xn—l +h’yn—l +hf(xn—1vyn—l))]= nxl.
(21

Pentru a,=0, a,=1, & =%, se obtine metoda Euler modificata
h h
Yn =Vn-1 +hf Xp-1 +ann—1 +Ef(xn—layn—1) , nzl. (22)

Exemplul 6. Folosind metoda Euler imbunatitita si se determine solutia
aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy

, 2y 1
y =Yy ——

X 4x?
y(l) =0.5

in punctul x=2 1in doi pasi.
Inacestcaz xp=1 , y=0.5 , h=0.5, x=1.5 , x=2.

Cum y; =y +§-[f(3€o,yo)+ fxg +h,yg +h- f(x9,¥0))], prin calcul
se obtine y; =0.32118.
Similar
Y2 =n +§'[f(x1a)’1)+f(xl +h,y +he f(x,)]=
=0.32118 +0.25 - (= 0.22207 — 0.12341) = 0.2348]1.

Exemplul 7. Folosind metoda Euler modificatd s& se determine solutia
aproximativa a problemei Cauchy din Exemplul 6, in punctul x=2 1in doi pasi.
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In acest caz y; =y +h-f(x0 +%,y0 +%f(x0,y0)j, deci y; =0.34031, iar
h h
ya=y1+h-f(x TN +5f(x1,y1))=0.25868.

In continuare prezentim metoda Runge-Kutta de ordinul patru in forma
particulara sub care este cel mai des utilizata ( W.Kutta - 1901).

h
yn:yn—l+g(gl+2g2 +2g3+g4), nzl (23)
unde

81 zf(xn—layn—l)a

h h
=f(x,_1 +—=> V1 +—&1)
g2 = f(x, 5> n-1 2g1)

h h
g3 =[x, +5,yn_1 +§g2),

g4 =S, +hy, +hg3)
$i yo= y(xo).

Exemplul 8. Folosind metoda Runge-Kutta de ordinul 4 sa se determine solutia
aproximativa a problemei Cauchy din Exemplul 6, in punctul x=2 1in doi pasi.
Folosind notatiile din Exemplul 6 se obtine:

g1 = f(x9,y9)=-0.5,
g2 = f(x +§,y0 +§-g1)=f(1.25,0.5—O.25-O.5)=—0.31937,

g3=f(xg +%,y0 +%-g2):f(1.25,0.5—0.25-0.31937):—0.31959,

g4=f(xog+h,yg+h-g3)=f(1.50.5-0.5-0.31959)=-0.22218,
deci

h
Y1=Y0 +€-[g1 +2-(g) +g3)+g4]=033332.

Pentru y, calculam mai intai
g1 =/ (x1,»1)=-0.22222,

h h
g2 =/(x +5,y1 +5-g1)=—0.1632,

h h
g3 =/ (x o +5-g2)=—0.16322,

g4=f(xy +hy +h g3)=-0.125.
In consecinta
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h
y2= +g-[g1 +2-(g) +g3)+g4]=0.24999 .

Aceastd metoda se poate aplica si pentru sisteme de ecuatii diferentiale.
Fie sistemul de ecuatii diferentiale

dy
d—1=f1(x,y1,y2)
- (24)
'y
_2=f2(x7y17y2)7
dx
cu conditia initiala
1(x0) =¥10
(25)
Y2(x0) =20
Formulele (23) se scriu in acest caz astfel
[yan: Vin-1 +ﬁ(g11j+ﬁ(821j+ﬁ[§31]+ﬁ(g41] a1,
Yon Yon-1) 6\&12) 3\&20) 3 &) 6\84
unde:
811 =S1Xn—1> V1 n-15Y2,0-1)
11 =11 V1,01 Y2,n-1 a7
812 =/2(Xp—1>Y1.0-1>Y2.n-1)
=f1| x +ﬁ +ﬁ +ﬁ
821 1| Xn-1 2ayl,n—1 2g11:y2,n—1 2g12
=/fo|x +ﬁ +ﬁ +ﬁ
822 = J2| Xn-1 2,)’1,;1—1 2g11ay2,n—1 2812
=fi| x +ﬁ +ﬁ +ﬁ
831 =J1| *Xn-1 2,)’1,n—1 2g21ay2,n—1 2g22
=fr| x +ﬁ +ﬁ +ﬁ
832 =J2| Xn-1 Zayl,n—l 2g21ay2,n—1 2822
ga1= /il +h, Y1 -1 +hg31, V201 +hg3;)
842 =12 (xn—l +h, Y11 +hg31, Vo 01 hg32)
si

Y1,0 :yl(XO)
Y2,0 :y2(x0) '



Rezolvarea numerica a problemei Cauchy pentru ecuatii diferentiale 203

Asupra consistentei, stabilitatii si convergentei metodelor directe

Orice metoda directd pentru rezolvarea probelemei Cauchy poate fi scrisa
sub forma generala

yn:yn—1+hq)(xn—layn—lsh) , nz1, (28)
Yo=y(x0) ,
unde functia ®(x, y,h) se numeste functie de crestere. Pentru h = 0, relatia (28)
se scrie sub forma
Yn = Vn-1

PR SR B RO (29)

Definitie. Daca y(x) este solutia exacta a problemei Cauchy (1)-(2), se numeste
eroare de trunchiere a metodei, functia

(. ’”:M‘%’ V), (30)

unde xe[xo,b) si h>0 astfelca xth<b.

Definitie. Se spune ca formula (28) da o aproximare consistenta a problemei (1),
(2), daca t(x,h) -0 cdand h — 0, uniform in raport cu x € [xo,b).

Din (30) se vede cd, pentru o metoda consistentd, avem
Y'(x) = O(x, ¥(x),0) = f(x, »(x)) .

Definitie. Se spune ca formula (28) da o aproximare consistenta de ordin p , daca

exista N20, hy>0 si un intreg pozitiv p astfel ca sup |t(x,h)|SN-hp ,
XOSbe

pentru orice he(0, hyl.

Propozitia 1. Metoda lui Taylor de ordin p este consistenta de ordin p. Metodele
Runge-Kutta de ordinul p dat sunt metode consistente de ordinul p.
Demonstratie. Pentru metoda datd de formula lui Taylor de ordinul p, avem

AR
te,h)=——— YT (&), unde x<E<x+h
(p+1)!

Alegand N = sup ;‘ y(p ) (x)‘ , rezultd consistenta de ordinul p. 4
xp<x<b (p+1)!

Spre exemplu, metoda lui Euler este consistentd de ordinul 1. Pentru
metodele Runge-Kutta este dificil sa obtinem o forma explicitd a lui N.

Péna acum am considerat erorile de trunchiere, adica erorile ce apar prin
discretizarea ecuatiei diferentiale. Ne intereseaza insd, in ce masura solutia ecuatiei
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cu diferente, adica a ecuatiei obtinutd prin discretizare (deci sirul  (1,),),
aproximeaza solutia y(x) a ecuatiei diferentiale.

Asadar, vom aborda problema "convergentei” solutiei ecuatiei cu diferente
la solutia ecuatiei diferentiale. Aceasta convergenta trebuie definita cu atentie. De
exemplu, dacd analizdm comportarea sirului  (3,),, cind 4 — 0, pentru n
fixat, nu vom obtine un concept util, deoarece, in acest caz x,, = xy + nh — x,
iar pe noi ne intereseaza ce se intdmpld pentru x # x(. Deci trebuie sd considerdm
comportarea sirului (y,), cand # —> 0, cu x=x,=x,tnh fixat. Pentru a obtine o
solutie pentru valoarea x#x( fixatd, trebuie sd marim numarul de pasi ceruti
pentru a ajunge la x din xo, daca pasul %~ descreste.

Definitie. Metoda numerica directa se numeste convergentd dacd pentru orice
xefxy b], avem

lim y, = y(x) (31

h—0

x=x,=x¢tnh .

Aceasta definitie se datoreaza lui G. Dahlquist.
In studiul convergentei metodelor directe, este utild urmatoarea lema.

Lema 1. Au loc inegalitatile:
l+x<e* , (V)xeR, (32)

0<(1+x)" <™ , (V)x>1, meN . (33)

Demonstratie. Cum (33) este consecintd imediatd a lui (32), este suficient sa
justificdm (32). Dar (32) este consecintd imediata a formulei lui Taylor, deoarece

e =l+x+—ef,
2
unde ¢& esteintre 0 si x. U

In continuare, vom analiza convergenta metodelor directe.

Fie e, =y(x,)—y,, n=0. Deci e, reprezintd eroarea globala dintre
solutia exacta si solutia aproximativa in nodurile x, .

Din (30), obtinem

y(xn ) = y(xn—l ) + h(D(xn—l > y(xn—l )5 h) + ht(xn—l > h) .

Scazand (28) din aceasta egalitate, avem
S h[q)(xn—l s V(Xp1)sh) = O(x,15, V15 h] +ht(x,1,h) (337)

Evident ¢,=0.

Din nefericire, faptul ca #(x,,,h) este mic, nu este suficient pentru a
asigura cd e, este mic. Ar trebui si ardtim ca

max|en| <C max|t(xn ,h)
n n

b
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unde constanta C este independentd de 4 ; este ceea ce numim stabilitatea
metodei de aproximare.

In cele ce urmeaza, presupunem ci functia de crestere @ satisface conditia
lui Lipschitz
[DCx, p,h)—®(x,z,h)| <K|y-2| , xe[xg.b], y,zeR, h>0. (34)
si ca metoda este consistentd de ordin p cu constanta N.

Consideram mai Intai cazul K > 0. Atunci din (337) rezulta ca exista
ho> 0 astfel ca pentru he(0,ko] sd avem

|en| < ‘en_l‘(l +hK )+ NhP*L
Aplicand aceasta inegalitate recursiv rezulta
le | < (1L+ BK )" |eg|+ NRPF 1+ (1+ hK) + ...+ (1+ hK)" ']
Deoarece eq=0, din Lema 1, rezulta ca

1+ hK)" —1 "MK 1 (n=0)K _y
e <vnp LHIRY 21 pype 21 _pype® 7 1
K K
Pentru K=0, se obtine imediat
|en| < (xn - Xy )th .
Am demonstrat deci urmatoarea teorema.
Teorema 3. Daca metoda (28) este consistenta de ordin p, cu constanta N, iar

functia @ satisface conditia lui Lipschitz (34), atunci exista hy>0, astfel ca pentru
he(0, hy] avem

e(xn_XO)K -1
————Nh? | daca K+#0
|y(xn)_yn|S K (35)
(x, —xo)Nh? ,  daca K=0,
unde y(x) este solutia exactd a problemei Cauchy. Deci metoda este

convergentd.

Aceastd teorema s-a obtinut pornind de la principiu important al analizei
numerice, care se poate enunta astfel:

CONSISTENTA + STABILITATE = CONVERGENTA

Definitie. O metoda numerica directa se numeste convergenta de ordinul pe N

daca exista C> 0 astfel incat |y(xn)— yn| <Ch?, oricare arfi x,= xe[x,, b].

Teorema 3 spune cd o metoda numericad consistentd de ordinul pe N si
pentru care functia de crestere satisface conditia Lipschitz (34) este convergenta de
ordinul p . Numarul p introdus de Teorema 3 nu este unic determinat (daca
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existd): daca h <1 si p este ordin de convergentd, atunci si p' cu 0<p'<p
este un ordin de convergentd pentru aceastd metodd. Se poate pune problema
determindrii unui ordin de convergentd maximal pentru o metoda data. In practica
este suficient sa se determine un ordin de convergenta convenabil.

Metodele prezentate mai sus au ordine de convergenta diferite.
Spre exemplu se poate arita cid metoda lui Euler imbunatititd are ordin de
convergenta 2, dacd exista L >0 astfel incat

<L, (M)(xyc [a,b]x J.

%(x, »)

In functie de L, se poate determina K din (34).
Tinand seama de (21) pentru aceastd metoda avem

D2 =2 [0 ) + 4 by 4 hf ()]
Atunci

|©(x, y,h) = D(x,z,h)| < %| fy) - flx,z)|+
+%|f(x+ hy+hf(x,y) = f(x+hz+hf(x,2)<

Lh
2

1 1
SEL|y—z|+5L|]y—z|+h|f(x,y)—f(x,z)|]S(L+ )|y—z|, h<hy ,

2
L*h
deci K=1L+ 20.

In acest caz, din formula Taylor rezultd

(. 1) = h? (R3 (x) + Q3 (x, ).

unde Rs(x) este eroarea de la formula Taylor, iar (;(x,#) eroarea care se face
oprind termenii de ordinul doi din formula Runge-Kutta. Daca derivatele lui y si
ale lui f sunt marginite, atunci metoda Euler imbunatatitd are ordinul de
consistenta 2.

In incheiere, mentionam ca metoda folosita in studiul stabilitatii solutiei
problemei Cauchy se poate aplica si in cazul metodei Euler.

Consideram metoda numerica (analoaga problemei Cauchy):

2y =2y + S (s 2pm) + 0] L <1 (36)
Zp =Yg +& .
Comparam cele doud solutii numerice (z,),, (¥,), ,» cand h — 0.
Fie e,=z,y,, n20. Atunci zy=¢. Scazand (15) din (36), obtinem
€y =€p1t h[f(xn—l s Zp1) = S (X1 Y )] +hd(x,_1),
care are aceeasi formd ca (23). Utilizdnd acelasi procedeu ca indemonstratia
Teoremei 3, rezultd
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(b-x)L _
max|z,, - y,| Se(b_x0)| a|+%'”5” © -
n

in consecintd, existd constantele k;, k,, independente de 4, astfel ca
max|z, — y,| <k|e|+ka[d] o - (37)
n

Aceastd inegalitate este analoagd inegalitatii (8) din cazul problemei
Cauchy initiale. Asadar metoda Euler este stabild numeric. De altfel, toate metodele
numerice pentru problema Cauchy au aceastd formd de stabilitate, imitand
stabilitatea problemei initiale. Analiza se poate simplifica, luand &x) = 0 si
considerand numai efectul perturbarii initiale y,. Nu vom analiza aici problema
erorilor de rotunjire.

§6.3. Metode indirecte (cu mai multi pasi)

Metoda Adams-Bashforth. Sa presupunem ci printr-o metoda directd (de
exemplu, de tip Runge-Kutta) s-au determinat valorile yy, ..., y, in nodurile
X1, ..., Xu, unde yr= y(x;). Se pune problema determinarii unei valori aproximative
Vue1 pentru y(x,+1) (V(x) este solutia exactd a problemei Cauchy). Integrand
(1) pe intervalul [x,, x,+1], obtinem:

Xn+l
Yrm) = ¥ = [ f G y(x))d. (38)

Xn
Pentru a calcula integrala, folosim o metoda numericd, de exemplu o
metoda Newton-Cotes pentru nodurile echidistante X,y ..., Xiy ooy Xy M <R,
Xi=x,t(@-n)h, i=n—-m,n.
Daca xe[x,, x,+1], atunci existda r€[0,1] astfel incat

X =x,+ th. (39)
Fie P, polinomul de interpolare Lagrange corespunzator tabelului
X Xom oo Xi e Xy
v Nfom i S

unde f; = fix;,y)), i=n—m,n.
Vom aproxima valoarea exactd )(x,+;) prin
Xn+l

Ynel = Vn+ [Py (x)dx. (40)

Xn

n
Dupa cumse stie P, (x)= > L;(x)f(x;,y;), unde

i=n—m
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noox=X; n (1= j+n)h
L= [ Lo ek

J=n-mXi =Xj  jep—m (A=)

i i

. m
D" T1+k)

+m).(t+n—i+D)t+n—i-1)..t k=0

(i—n+m). A= [-(n-0]  (G—n+m(n—D)Wt+n—i)
Facand schimbarea de variabila (39) in (40), obtinem:

N (R

_ k=0 v
I AP Y sy T S L

Daca notam cu

m
_ [1@¢+k)
P o Sy S = @1
Co(i—ntm)(n-i) o t+n-i
obtinem
n
Ynel =Ynt+ 2ZAifi (42)
i=n—m

cunoscutd sub numele de formula Adams-Bashforth.
In continuare vom explicita formula (42) pentru valori particulare ale lui

m. Astfel pentru m =1, decicand se folosesc nodurile x, si x,, formula (42)
devine

Yl =Vn + A 1S+ Anfu,s
unde conform (41)

-l 2
n—1=( 1) h'It(t+1)dl=—ht— :_ﬁ’
o o+l 2 2
0
0, 1 2 !
g, =GR 1Dy ) 23
Lo o ¢ 2
0
In consecinti pentru m =1, formula lui Adams-Bashforth se scrie
h
Yn+1=Vn +5(3fn_fn—l) . (43)
Similar, pentru m =2 se obtine
h
Yn+1 = Vn +E(23fn_16fn—1+5fn—2) > (44)

iar pentru m =3

h
Vnsl =Vn +g(55fn =59 f 1 +37fn2-9n3) - (45)
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In ceea ce priveste evaluarea erorii, scizand (40) din (38) obtinem

Y(Xn1) = Vpt =Y (Xy) =V + nfo (%, (%)) = By () Jx

Xn

deci

Xn+l
(1) = Yt S [y = v+ ]S Gy () = Py ().
Xn
Deci eroarea din metoda lui Adams-Bashforth este mai mica decat suma
dintre eroarea din metoda Runge-Kutta folosita in calculul lui y, si eroarea de la
integrarea numericd. In cazul m = 1, se obtine folosind schimbarea de
variabila (39) :

Xn+l M~ Sn+l Ml
[/ p(x)) = Py ()| dx < =2 [ (x =2, )(x = X1 ) = =2 [ R3t(¢ +1)dt =
X 2 X 2 0
n n
5
= h3M2 N
12
unde
My = sup |f"(x,y(x))|.
xela,b
Deci eroarea de integrare in acest caz este de ordinul 7°.
Sa mentionam acum ca integrand (1) pe [x,.1, X,+1], in locul lui (38) se
poate considera
Xn+l
Y1) =y )+ [ (e (o). (46)
Xn—1
Se poate proceda apoi ca mai sus. Aceastd metoda este atribuitd lui E. J.
Nystrom (1925). Pentru m =1, de exemplu, se obtine
yn+1 = yn—l + th(xm yn)- (47)
Metodele Adams-Bashforth si Nystrom sunt cunoscute ca metode explicite,
deoarece relatia de recurenta (42) sau cea corespunzatoare pentru metoda Nystrom
nu contin  f{x,+1, v,+1); ele exprima explicit y,+; 1in functiede V., Vi1, - » Vi

Exemplul 1. Folosind metoda Adams-Bashforth de ordin trei sd se determine
solutia aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy

, 2y 1
y =Y ————

X 4y?
y(l) =0.5

in punctul x=2.25, determinand solutia In x=2 cu metoda Runge-Kutta de ordinul
patru in patru pasi.
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Pentru a aplica metoda Runge-Kutta de ordin patru luam: xo=1, »¢=0.5,

=2 . n=4 . h=""20_025  xi=xgth=1+025=125, x,=1.5 , x;=1.75, x,=2

n
si obtinem y,=0.4, 1,=0.33333 , 13,=0.28571, y,=0.25.

Pentru a determina valoarea aproximativa a solutiei In x=2.25 folosim
metoda Adams-Bashforth de ordin trei

h
vs = va+ (5504 =59/ +372=91) .
unde

f2 = f(X2,y2) = _0222227 f3 = f(x3ay3) = _0163277 f4 = f(x4ay4) = —0125,
obtinandu-se  »(2.25)=ys=0.22307 ( solutia exacta fiind (2.25)=0.22222).

Metoda Adams-Moulton. Presupunem ca printr-o metodd directd am
determinat valorile aproximative yy, ..., y, in nodurile x; = xotkh, k=1,n si ca

X1 <b. Fie P, polinomul de interpolare Lagrange corespunzator tabelului
X Xn-m Xn Xn+1

7 |ﬁ:m e o fou

Formula corespunzéatoare Iui (40) este:

Xn+l
Yne1 =Vn t IPm+l(x)dx- (48)

Xn

Procedand ca mai sus, obtinem

n+l
yn+1:yn+. zBifi’ (49)
I1=n—m
unde
m
=— —. [ A=l i=n—mn+1, (50)
i-n+m(n+1-19)! o tn—i

cunoscutd sub numele de formula Adams-Moulton.
Vom particulariza acum aceastd formula. Pentru m =0 se obtine

h
yn+1:yn+5(fn+l+fn)a (5D
pentru m =1
h
Y+l =Vn +E(5fn+l +8fn = fn-1) (52)

pentru m=2

h
Yn+l = Vn +£(9fn+l +19f, =5fn-1+ fu=2)- (53)
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Deoarece  f,+1 = fiX,+1, Yn+1), Necunoscuta y,.; apare si in membrul
drept, deci, in general nu se poate explicita.De aceea metoda Adams-Moulton este
0 metoda implicita.

De obicei (49) trebuie rezolvata ca o ecuatie algebrica printr-o metoda
0)

iterativa. Se alege y,i s

apoi se calculeaza
1 0 2 1
y;(ﬁ)q = F(y£z+)1) ; yr(z-i—)l = F(y;(w)rl) ete.,
unde F apare din scrierea convenabild a lui (49) sub forma y,+; = F(y,+1).
(0)

Pentru a calcula o aproximatie buna y, ;,

se poate utiliza o formula

explicitd, de exemplu, Adams-Bashforth.
Se poate demonstra urméatoarea teorema.

Teorema 4. Fie sirul recurent

n
YA =y S B fi 4 Byt f i), keN (54)

i=n—-m
Daca functia f satisface conditiile Teoremei I 5i h este ales astfel incat

(k)

|Bn+1|-L <1, L fiind constanta lui Lipschitz, atunci sirul 'y, |

este convergent §i

(k) n+1
ae] Satisface ecuafia  y, 1=y, + 2 Bf;.

limitasa y,, = lim y
k—>0 i=n—m

Eroarea din metoda Adams-Moulton se poate estima ca si in cazul metodei
Adams-Bashforth.

Exemplul 2. Folosind metoda Adams-Moulton de ordin unu sa se determine solutia
aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy

, 2 1
Yy =) ERAE

X 4x?
y(l) =0.5

in punctul x=1.5, considerdnd solutia »”(1.5) obtinutai cu metoda Euler
modificatd, cu & = 0.05. Atunci »”(1.5) = 0.333406 si cum

k+1 h
y;(qﬁ ) =Vn +E(5fn+1 +8f, — fu_1) »k=0,1,2...

obtinem
»M =0333403, y{ =0.333331
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Metoda predictor-corector ( Adams-Bashforth-Moulton )

Presupunem ca printr-o metodd directd am determinat valorile
aproximative yi,...,y, Innodurile xi, ..., x,.

Fie mi,my<n si x,=x,th<b.

In prima etapa (etapa predictor) se determini valoarea aproximativa 7y,
cu metoda Adams-Bashforth, pentru m = m.

Valoarea astfel determinata se noteaza cu yfgr)l, si este folositd 1n

continuare in etapa a doua (efapa corector) pentru determinarea valorii y,+; cu
metoda Adams-Moulton cu m = m,.
Cele mai utilizate metode predictor-corector sunt:

0 h
y,(1+)1:yn +5(3fn_fn—l) (m1=1)
1)
k+1 h k
y}(’l-:l_):yn+5[f(xn+l’y£l+)l)+fn] (m2=0)
0 h
»O =y, + (231, =16, +51,-2) (my =2)
2)
k+1 h k
y,g_&—):yn+E(5f(xn+l’y,(1+)1)+8fn_fn—l) (m2:1)
©) _ h _
Vit = Vn 7 (5500 =591 +37 /42 =9f3) (my =3)
3)
k+1 h k
YD =y, +§(9f(xn+l,y,§+{)+19fn ~5ful +fn_2) (my =2) .

Exemplul 3. Folosind metoda Adams-Bashforth-Moulton de ordin (3,2) sa se
determine solutia aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy

yoo=y? —X—%
X 4x% >
y1) =05
in punctul x=2.25, considerand solutia »”(2.25) obtinuti in exemplul 1.

Ca si in exemplul 1 avem: xp=1, y=0.5 , x=2 , n=4, h=0.25,
xX1=xoth=1+0.25=1.25, x,=1.5 , x3=1.75, x4=2 si obtinem y,=0.4, y,=0.33333,
y3=0.28571, y4=0.25 .

Pentru a determina valoarea aproximativa a solutiei in x=2.25 folosim
metoda Adams-Bashforth de ordin trei

h
V5 =4 +E(55f4 ~59/3+37/,-911) .
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si obtinem  1(2.25)=ys=0.22307 . Notdm ng) =0.22307 si aplicam in continuare
metoda Adams-Moulton de ordin 2. Obtinem: ygl) =0.22219; y§2) =0.22219.

In continuare vom aborda un anumit tip de stabilitate pentru a ilustra
anumite idei, care nu pot fi prezentate in cazul metodei Euler. Am ardtat la metoda
Euler, cd metodele numerice pentru problema Cauchy au o anumitd forma de
stabilitate, imitdnd stabilitatea problemei Cauchy. In particular acest tip de
stabilitate caracterizeaza si metoda (47) data de

Yl = Y1 +2hf (xp,p,), n21

Din pacate, aceasta stabilitate nu este satisfacatoare pentru scopuri practice.
Vom arata aceastd metodd nu este convenabild In raport cu un anumit sens de
stabilitate pe care o vom defini. Deoarece relatia de recurenta depinde de f{x,y)
este greu sd dam rezultate generale privind stabilitatea numericd a unei astfel de
metode. Este instructiv sd cautim, cu metoda de mai sus, solutia numerica a
problemei

y=4,y0)=1, 1R, (55)

a carei solutie este y(x)= ™. Aceastd problemd o vom utiliza ca problema
model. Dacd o metodd numerica se comporta rau cu o problema atat de simpla ca
(55), este putin probabil ca aceasta sid fie bund pentru ecuatii diferentiale mai
complicate. In acest caz (47) devine

Vil =Yn-1 +2hAy, , n2=1. (56)

Vom calcula solutia exacta a acestei ecuatii si 0 vom compara cu solutia
exacta a ecuatiei (55), y(x) = ™ Ecuatia (56) este un exemplu de ecuatie liniara
cu diferente de ordin 2. Existd o teorie generald pentru ecuatii liniare cu diferente
de ordin p. Multe metode pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale au un analog in
rezolvarea ecuatiilor cu diferente, fiind un ghid in a rezolva (56). Vom incepe
cautdnd solutii liniar independente pentru ecuatii cu diferente. Acestea sunt
combinate sub forma solutiei generale.

Similar cu solutiile exponentiale ale ecuatiilor diferentiale liniare, cautam
solutii pentru (56) de forma

y,=r", n>0, 57
pentru un anumit » necunoscut. inlocuind in (56), pentru a gisi conditii necesare
pentru r, obtinem
L Y ¥
Impartind cu r" tezulta
P2 =1+22hr . (58)
Este valabila si reciproca. Daca r satisface (58), atunci y, dat de (57)

satisface (56). Ecuatia (58) se numeste ecuatie caracteristicd pentru metoda
(47). Radacinile sale sunt
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ro=hA+N1+h22%, n=hi-1+h%2> . (59)
Solutia generala a lui (56) este

Yn=PBoro + P’ . n=0. (60)

Coeficientii 4 si f din (60) se determind din conditiile ca y, si y; sa
coincida cu ce se obtine din (60) pentru =0 si n=1.

{ﬂo +f1 =0
Poro + Bin =1 -
Solutia acestui sistem este
ﬁ0=y1 — 1o . A _Yohh —

—n h—n
lh . . . . .
Dar yo=1, y;=e (acestea sunt valorile solutiei exacte). Atunci, folosind
formula lui Taylor, obtinem
M —n 2,2
Po=—F—==1+00"1")
W1+ k222
Ah
o —¢ 3.3
fl=—F——==0""1) .
W1+ k222
Pentru aceste valori, fy—>1 si B—>0 , cand h—>0. In

consecintd  B7{" =0 cand h—0, deci din (60) rezultd ca termenul ﬁor(;’ ar

. g .. x
trebui sa corespunda solutiei exacte € " . De fapt
=" i o)) |
Intr-adevar

ro = Ah +1+%/12h2 +0(h™),

M =1+ an +%/12h2 +0(h>).
Atunci
ro=e’ +0(h%) =M [1 + 0(h3)] ,
deoarece e =1+ oh) .
In consecinta
=™ 1+ O] =™ 1+ 0(h?)) .

Pentru a vedea dificultatea utilizarii formulei (60) in rezolvarea numerica a
ecuatiei (55), sa examinam cu atentie, valorile relative ale lui ry, sir.

Pentru 0<A<oo areloc r >|r1| >0,(V)h .
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Atunci termenul 7" va creste mai putin rapid decat 7y si termenul corect

in (60), Bory va domina. Totusi pentru A <0, vomavea 0<r<1,r <-1,

h>0. In consecintd, pj7{" va domina SByrj cand n creste pentru /4 fixat,
necontind cat de mic este 4 ales initial. Termenul SByry >0 cand n — o, pe
cand termenul ;7" creste in magnitudine, alternind ca semn cdnd n creste.

Termenul B7{" se numeste solufie parazitd a metodei numerice (56), deoarece
nu corespunde unei solutii a ecuatiei diferentiale originale y'=Ay. Ecuatia

originald are o familie de solutii cu un parametru, depinzand de valoarea initiala
Yo, dar aproximatia (56) are familia de solutii (60), cu doi parametri, care depinde

de y, si y;. Noua solutie pBjr{" este o creatic a metodei numerice; pentru

problema (55) cu A <0 ea face ca solutia numericd si se departeze de solutia
corectd cand

X, —> +oo. Din cauza acestei comportari, spunem cd metoda (47) este slab stabila.

Exemplul 4. Fie problema model y'=-y cu p(0)=1 si A=0.25. Se aplica

metoda (47) cu yo=1 si y; determinat cu metoda Euler. Pentru x,=2.25 solutia
vy, devine negativa si alterneaza ca semn la fiecare pas.

d

Se constata cd daca —— are semn negativ, atunci instabilitatea slaba apare

uzual in rezolvarea problemei Cauchy prin metoda (47).

Xk Vi Y(xg) Xk Vi (xy)

0 1 1 1.75 ] 0.89844 0.173774
0.25 0.75 0.77880 2 0.244141 0.135353
0.5 0.625 0.606531 225 |-0.32227 0.105399
0.75 0.4375 0.472367 2.5 0.260254 0.082085
1 0.40625 0.367879 275 ] -0.162354 0.063928
1.25 0.234375 0.286505 3 0.341431 0.049787
1.5 0.289063 0.223130

Exemplul 5. Fie problema

diferentiale este strict crescatoare pentru

g

y=x-y*, 0) = 0.
x>0.

Dar f(x,y)= x—y2 , deci

Solutia acestei ecuatii

—=-2y<0 pentru y> 0. Ne asteptam la o anumita instabilitate. Luand s =

0.25 se constata cd de la x,=2.25 solutia numerica incepe sa descreasca, ajungand
in x,=3.25 si fie negativa.

B | i X Vi
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0 0 2 1.2914

0.25 0 2.25 1.145864
0.5 0.125 2.5 1.759889
0.75 0.242188 2.75 0.847244
1 0.470673 3 2.775987
1.25 0.631421 3.25 -1.505808
1.5 0.896326 3.5 3.267258
1.75 0.979721 3.75 -5.093296

Integrarea numerica a ecuatiilor diferentiale de ordinul intdi in MATLAB
in MATLAB functiile 0de23(fiy,x0x,30) si  ode45(fiy,x0,x,y0) sau
0de23(fxy,x0,x,y0,err,urma)  si  ode45(fxy,x0,x,y0,err,urma) rezolva ecuatii
diferentiale de ordinul intai
Y7 =Axy),
Y(x0) = o,
prin metoda Runge-Kutta de ordinul doi, respectiv patru, parametrii avand

urmatoarele semnificatii:

fxy este numele fisierului de tip m care contine functia f{x,y) ,

(x0,y0) sunt coordonatele punctului initial, iar

x este punctul in care se cere valoarea aproximativa a solutiei y,

err este precizia solutiei, implicit 107, respectiv 10,

urma atunci cand are valoare diferitd de zero se tiparesc rezultatele
intermediare.

Exemplu. Sa se determine valoarea aproximativa a solutiei urmatoarei probleme
Cauchy
y? =xy+0+,
y0)=1,
in punctul x =2, pasul fiind stabilit in mod automat de functia ode23 (ode45) .
Se creeaza fisierul de tip m numit fxy care contine f{(x,y) cu secventa
% Fisierul cu functia f(x,y) este de tip m
function f=fxy(x,y)
f=x*y"2+x"3+1;
dupa care se apeleaza functia ode45 astfel
[x,y]=ode45(‘fxy’,0,2,1,0.0001,1) ;
disp(‘Solutia aproximativa intre x0 si x’);
disp(x);
disp(y);
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Folosind metoda Taylor de ordinul 3 sa se gédseasca solutia aproximativa a
urméatoarelor probleme Cauchy 1n punctele mentionate.

{y N in 4 pasi.
y(0)=1 In x=1
R. h=0.25
X xo=1 x=1.25 x=1.5 x;=1.75 X4=2
' 0 0.25781 0.56772 1.00432
' 1 1.16106 1.70316 2.84558
! 0 1.3374 3.26439 6.7164
y 1 1.03125 1.13544 1.3391 1.69659
, 4x
2. = 7 in 4 pasi.
y(1)=2 In x=2
R. h=0.25
X xo=1 x1=1.25 x=1.5 x3=1.75 xX4=2
' 2 2.05128 2.07279 1.00432
" -2 -1.81149 -1.5867 2.84558
! 0 0.335864 0.3667 6.7164
y 2 2.4375 2.89465 3.36421 3.84191

Sa se determine solutia aproximativd a ecuatiilor diferentiale urmatoare
folosind metoda Euler si Euler imbunatatita.

3 y'=y- o
y(0)=1 in x=1 cupasul ~2=0.2.
R. Cu metoda Euler pentru
X;=xgtih , yiei=yithfxy), i=0,1,...n, n=5,

obtinem:
i X; Vi Sy
0 0 1 1
1 0.2 1.2 0.8667
2 0.4 1.3733 0.7805
3 0.6 1.5294 0.7458
4 0.8 1.6786 0.7254
5 1 1.8237

Cu metoda Euler imbunatatita

h
Yisl =i+ E[f (Xt Yic)) + (i +hyi b f (s, i)
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obtinem:
X; 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Vi 1 1.1867 1.3484 1.4938 1.6272 1.7542
y'=-y - 2
4, x?
y(L.5) =§ in x=25 cupasul ~h=0.2.
R. Cu metoda Euler pentru
Xi = x0+ih » Vitl :yl—"_hf(xby) s iZO: 1; e s n:5 >
obtinem:
X; 1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5
Vi 0.66667 0.75556 0.77979 0.76898 0.74142 0.70709
Cu metoda Euler imbunatatita
h
yi =yt + UG yi) + (it + b yicihf (g, vien)]
obtinem:
X; 1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5
Vi 0.66667 0.72323 0.73822 0.72971 0.70865 0.68148

precizate in fiecare caz in parte.

Folosind metoda Runge-Kutta de ordinul patru s se determine solutia
aproximativd a urmatoarelor ecuatii diferentiale de ordinul intdi in conditiile

Y

Yy, 2 8

5. ¥ in 5 pasi.
y1)=2 In x=2
R. h=0.2
X xo=1 x=1.2 x=1.4 x;=1.6 xs=1.8 X5=2
g -2 -1.39534 -1.03432 -0.80563 -0.65645
Jeg) -1.73521 -1.23279 -0.92905 -0.73552 -0.60971
25 -1.61511 -1.17043 -0.89411 -0.71505 -0.59759
o4 -1.34582 -1.01161 -0.7942 -0.65032 -0.55593
y 2 1.66512 1.42467 1.24218 1.09694 0.97604
" 2 2
6. y =025" +x in 4 pasi.
y(0)=-1 In x=1

h=

0.25
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X xo=0 x1=0.25 x,=0.5 x3=0.75 xs=1
g 0.25 0.28158 0.43039 0.68916

2 0.25024 0.34354 0.54889 0.86348

23 0.25023 0.34007 0.54305 0.85678

o 0.2822 0.43109 0.68984 1.0619

y -1 -0.93612 -0.84946 -0.71178 -0.49547

7. Folosind metoda Adams-Bashforth de ordin 3 sd se determine solutia
aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy :
gty 3
3 x 2
y3)=1
in punctul x=3.5, ludnd %#=0.1 si determinand cu metoda Runge-Kutta de ordin 4
valaorea lui y(3.4).

R. Folosind metoda Runge-Kutta de ordin 4 se determind y(3.4)=0.88235, si
aplicand formula Adams Bashforth pentru m=3 gasim y(3.5)=0.85714

8. Folosind metoda Adams-Bashforth de ordin 3 sd se determine solutia
aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy :

y’=—Z

X
1(2)=0.5

in punctul x=2.5, ludand 4=0.1 si determinand cu metoda Runge-Kutta de ordin 4
valoarea lui y(2.4).

R. Folosind metoda Runge-Kutta de ordin 4 se determind (2.4)=0.41666, si
aplicand formula Adams Bashforth pentru m=3 gasim (2.5)=0.40000 .

9. Folosind metoda Adams-Moulton de ordin 2 sa se determine solutia problemei

2 22
Cauchy { ©~ 7 x 42

y()=2
in punctul x=2.25, luand %=0.25 si determinand cu metoda Runge-Kutta de ordin
4 valoarea lui y(2.25).

R. Cu metoda Runge-Kutta de ordin 4 se determind valoarea aproximativa
1(2.25)=0.88717, iar dupa 3 iteratii cu metoda Adams-Moulton se obtine rezultatul
1(2.25)=0.88704.
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10. Folosind metoda Adams-Moulton de ordin 2 sa se determine solutia problemei
Cauchy
gy 3
3 x 2
y@3)=1
in punctul x=3.5, luand #/=0.1 si determinand cu metoda Euler imbunatatita
valoarea lui y(3.4).

11. Folosind metoda Adams-Bashforth-Moulton pentru m;=3 si m,=2 sa se
determine solutia aproximativa dupa 3 iteratii a problemei Cauchy de la exercitiul
9.
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