Campul electromagnetic 301

3. LEGI DE STARE ALE CAMPULUI ELECTRIC. ECUATII

La § 1.5 s-a facut o prezentare generald asupra legilor si teoremelor stabilite in cadrul teoriei
macroscopice clasice asupra electromagnetismului. In cele ce urmeaza prezentam trei legi de stare ale
campului si crpurilor in care intervin exclusiv marimi fizice de natura electrica. Relatiile ce exprima legi
si/sau teoreme formeaza ecuatiile sistemului fizic considerat. Acestea constituie obiectivele prezentului
capitol.

3.1. Legea polarizatiei electrice temporare

Aceastd lege exprima relatia de legdtura dintre polarizatia electrica temporara
P si1 intensitatea campului electric dintr-un punct ce apartine unui mediu dielectric.
Relatia prin care se exprima aceasta lege este.

P =¢,c E, (3.1)

t
Enuntul legii este urmatorul::

Polarizatia electrica temporara dintr-un punct al unui mediu dielectric izotrop
si liniar este proportionala cu intensitatea campului electric din acelasi punct, factorul
de proportionalitate fiind produsul dintre permitivitatea €, a vidului si susceptivitatea

electrica v, , a mediului - o constanta de material adimensionala, pozitiva.

Deci, legea polarizatiei electrice temporare este o lege de material.
Din relatia (3.1) ce exprima legea mentionata, rezulta ca in mediile dielectrice

izotrope vectorii £ si P, sunt coliniari.

Dacd mediul dielectric este fara polarizare electrica permanenta, atunci ]_DP =0

si P = P (v. rel. 2.78), iar legea se scrie astfel:

P=c¢cE. (3.2)

In situatia ca mediul prezinta si polarizare electricd permanenta, atunci

P=¢c,E+P. (3.3)

La mediile dielectrice neliniare susceptivitatea electrica intr-un punct depinde
de valoarea intensitatii cAmpului electric in acel punct, y ,(E ).

In cazul mediilor dielectrice anizotrope, cum este, de exemplu, mediul unui
cristal, susceptivitatea electricd este un tensor simetric de ordinul doi, notat ¥, in care
caz legea polarizatiei electrice temporare se scrie in forma de produs contractat intre
tensorul g, 7y, si vectorul £ :

P =g E (3.4)
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In aceasti situatie, vectorii £ si P, nu sunt coliniari. Existi totusi la mediile anizotrope

trei directii reciproc ortogonale, 1, 2 si 3, denumite directiile (axele) principale, in
lungul carora cei doi vectori sunt coliniari, astfel ca:

Ptl - eOCeIE

1 b

Ez AR Ez ’ E3 — eC e3E3 ’ (3.5)

unde ¥ ,,, %., SI %,.; suntsusceptivitatile electrice corespunzatoare celor trei directii

el’
3.2. Legea legiturii dintre D, E si P.

Intre marimile vectoriale de stare locali D, E si P s-a stabilit o relatie de
legatura, cu caracter de lege, in forma:
D=¢,E+P. (3.6)

Aceasta este o lege se stare generala, find valabila in orice punct, la orice
moment §i Tn orice regim al campului electromagnetic.
In vid, in aer s1 in medii conductoare nu apare fenomenul de polarizare

electrica, sau este neglijabil, deci P = 0 si legea legiturii se exprima prin relatia:

D =¢,E. (3.7)

In mediile dielectrice izotrope vectorii D, E si P sunt coliniari (Fig. 3.1, a), iar
in mediile anizotrope nu sunt coliniari (Fig. 3.1, b).

Fig. 3.1. Pozitiile vectorilor D, E si P in medii izotrope (a),

respectiv in medii anizotrope (b).

Referindu-ne la mediile izotrope, liniare si fara polarizare electrica
permanentd, avem P, =0 si P, = P = g,y E, iar relatia ce exprimd legea se scrie

astfel:
B = gOE + 80XeE = g (1+X3)E’

sau D = ¢k, (3.8)



Campul electromagnetic 303

in care I+y, =c¢ (3.9

r

este permitivitatea electrica relativa si e =g, ¢, este permitivitatea electrica absoluta a
mediului.

Din relatiile (3.6) si (3.8) se obtine:
P = (¢-¢,)E = g,(¢,-1)E . (3.10)

Daca mediul dielectric izotrop este polarizat electric, atat temporar cat si
permanent, atunci legea legaturii devine:
D =¢E+ p,. (3.11)

La mediile neliniare permitivitatea electricd relativa depinde de valoarea
intensitatii campului electric in punctul considerat, €, (E).

In cazul mediilor anizotrope, permitivitatea electrica relativa este un fensor
simetric de ordinul al doilea, notate,, iar legea legiturii se exprima prin produsul

ro

contractat dintre tensorul &, &, si vectorul E :

D = ¢ *E . (3.12)
Avand 1n vedere forma relatiei (3.9), se poate scrie:
e =1+c,, (3.13)

in care / este tensorul unitar de ordinul al doilea.

/ 7 Observatie. La mediile feroelectrice

0 £ (neliniare) situate intr-un camp electric alternativ
2/{_ ictal de se manifestd fenomenul denumit /histerezis

histerezis electric, care constd In raméanerea In urma a
electric variatiilor valorilor Iui D in raport cu variatiile
valorilor lui E (Fig. 3.2).

Fig. 3.2. Fenomenul de histerezis electric.

3.3. Legea fluxului electric

Legea fluxului electric este o lege de stare, generala din cadrul teoriei clasice
(Maxwell - Hertz) asupra electromagnetismului. Se exprimad in formele integralad si
diferentiala (locala).

a. Forma integrala a legii se referd la fluxul electric printr-o suprafata inchisa S ,
situatd in campul electric (Fig. 3.3), avand urmatorul enunt:
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Fluxul electric prin orice suprafata inchisa ¥, asezata in campul electro-
magnetic, avdand orice forma si orice pozitie, in oricare moment este egal cu suma
algebrica a sarcinilor electrice adevarate ce apartin corpurilor din interiorul
suprafetei.

Dds = O, (.3.14)

v Q4

unde Q = ZQk .

Sarcinile electrice din exteriorul suprafetei inchise nu modifica fluxul electric
prin suprafata S . Dacd Q =0, atunci legea devine:

[pds = 0. (3.15)

Ve

Fig. 3.3. Schita explicativa pentru legea fluxului
electric.

b. Forma diferentiala (locald) a legii fluxului electric se poate obtine din
forma integral (3.14). In acest sens, admitem ci volumul v, delimitat de X este un

domeniu de continuitate pentru cAmpul de vectori D, deci ci nu existd suprafete, linii
sau puncte unde s-ar gasi sarcini electrice adevarate, care ar cauza discontinuitti pentru
D . Intr-un astfel de domeniu pot exista numai sarcini electrice volumetrice cu
densitatea p, Incat

O = Jr,dv. (3.16)
VS
In aceste conditiuni se poate realiza transformarea de integrald de tip Gauss-
Ostrogradski::
[pds = [aivDav. (3.17)
z vy
Inlocuind relatiile (3.16) si (3.17) in (3.14) si renuntand la operatia de integrare,
rezulta forma diferentiala (locald) a legii:
divD = r_, (3.18)

v

cu urmatorul enunt:
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Divergenta volumetrica a vectorului camp D, calculata in oricare punct al
unui domeniu de continuitate, este egalda cu densitatea volumetrica a sarcinii electrice
adevarate din acel punct.

Daca in domeniul de volum v, exista suprafete incarcate cu sarcini electrice

de densitate p, (Fig. 3.4), in puncte ale unei astfel de suprafete divD = o si, in
consecinta, se opereaza cu divergenta superficiala:(v. § A3.3.2)

div,D = 1 . (3.19)

Considerand ¢ D, si D, sunt inductiile electrice in puncte foarte apropiate,
situate de o parte si de alta a suprafetei Sy, (Fig. 3.4), atunci:

div D =n,¥D,- D )=-D_+D, , (320

unde 7,, este versorul normal la suprafatd, iar
D, =10, D, $i D, =M, p, sunt valorile

componentelor normale la aceeasi suprafata
ale inductiei electrice.

Rezulta:
D, -D, =r,, (3.21)
sau
oV oV
- e e . . g (_)1 - &, (_)2 = Py (322)
Fig. 3.4. Suprafata Incarcata cu sarcini electrice on on

adevirate.

unde _ E si D = ek .
n

Asadar, pentru p, # 0, componentele inductiei electrice, normale la suprafata §,,

sunt discontinui, D,, ' D, (nu se conservd), iar pentru p = ( aceste componente sunt
continui, D,, = D,, (se conserva).
4. Teorema lui Gauss

a. Forma integrala a teoremei lui Gauss se refera la fluxul vectorului
intensitatii campului electric £ printr-o suprafatd inchisa X :

v, = [Eds (3.23)
P

si se deduce din legea fluxului electric in forma integrala (rel. 3.14) si din legea legaturii
(rel.3.6). Se obtine:
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O(e, E+ P)ds = Q.
S
Avand in vedere si relatia (2.81), rezulta:

O Eds = ei(Q + 09 (3.24)

adica:

Fluxul vectorului intensitdtii campului electric E , calculat pe o suprafatd inchisd
Y, situata in cdmpul electromagnetic in orice pozitie, la orice moment este
proportional cu suma algebrica a sarcinilor electrice adevarate §i de polarizare ce

apartin corpurilor din interiorul suprafetei, factorul de proportionalitate fiind % )
0

b. Forma diferentiald (locald) a teoremei lui Gauss se obtine din forma
integrald (3.24), in care se face inlocuirea

0+ 0 = [(p+p,)dv (3.25)
si, in conditiuni de continuitate, efectuand transformarea de integrale G-O. rezulta:
divE = BT v (3.26)
€

In puncte ale unei suprafete de discontinuitate, incarcatd cu sarcini electrice
adevdrate, avand densitatea p, , si cu sarcini electrice de polarizare, avand densitatea

p. , teorema lui Gauss se scrie astfel:

—_ =+ ’
div E = =1 (3.27)
eO

Aplicatia 3.1. Un mediu dielectric izotrop, liniar §i fara polarizare electrica permanentd,
avdind permitivitatea relativa &, = ct., este incarcat in volum cu sarcini electrice adevarate, cu
densitatea p,. Campul electric din mediu determind polarizarea temporara a lui §i apar sarcini electrice

de polarizare cu densitatea p, . Sa se stabileasca legdatura dintre p si p’,.

Rezolvare. Se folosesc formele diferentiale ale legii fluxului electric (rel.3.18) si teoremei lui
Gauss (rel.3.26), precum si relaia D = e e, E . Rezulta:
r

e, = —— =1+ ¢, (3.28)
r +r,

r
de unde se obtine r,=-

” 1+1/c,’

In care y, este susceptivitatea electrica a mediului dielectric.

(3.29)

Deci, sarcinile p, si p, au semne opuse. Pentru ¢ , = 0 rezulta p,= 0 .
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Aplicatia 3.2. Se considera un corp metalic incarcat cu sarcini electrice supeficiale cu
densitatea p_, inconjurat de un mediu dielectric omogen, izotrop si farda polarizare electrica

permanentd, avdnd permitivitatea electrica & = &,¢, . La suprafata dielectricului in contact cu metalul
apar sarcini electrice de polarizare cu densitatea p.. Sa se stabileasca legatura dintre densitatile

sarcinilor p_si p..

Rezolvare._ Recurgem la acelasi rationament ca la aplicatia 3.1, cu mentiunea ca in metal

E,

metal :0 Sl emetal = e0'
Se obtin relatiile:
. = . = . ry+ r . .
divD = edivE, adica r, = e = L din care rezulta
€
r r + r
s o= s 7S (3.30)
e e,
respectiv P (3.31)

py=—"7—"-
1+ /
Xe
Precizare. Relatii de forma (3.29) si (3.31) nu pot fi stabilite la suprafata de separatie dintre
doi dielectrici.
Aplicatia 3.3. Un corp dielectric izotrop, fara polarizare electrica permanentd si nedncarcat

cu sarcini electrice adevarate (T ,= 0) este situat intr-un camp electric. Sa se stabileasca in ce situafii

apar in volumul corpului sarcini electrice de polarizare.

Rezolvare. Se folosesc relatiile (3.8), (3.18) si (3.26), astfel ca:
0=Egrade + ¢ divE, r, =e,divE .
Se disting urmdtoarele situatii:
1. Dielectricul este omogen gi liniar: grad s = 0, divE = 0 si p. = 0 atat in camp
uniform cdt si neuniform.
2. Dielectricul este neomogen si liniar: grad & # 0, divE # 0 si p, # 0 atdtin camp

uniform cdt si neuniform.

~

- o¢ i
3. Dielectricul este omogen si neliniar,e(E): grad & = 2E grad E este egal cu zero in

camp uniform ( E = ct.) si este diferit de zero in cdmp neuniform. Deci p,# 0 numai in cimp

neuniform.

Aplicatia 3.4. O sfera dielectrica de raza a, avand g, = ct, este incdrcatd uniform cu sarcini

electrice adevdrate cu densitatea t . Sfera este inconjuratd de o coajd metalicd sferica de raze a si b,
(a < b) nedncarcata cu sarcini electrice. In exterior este vid (sau aer). Se cer:
a. E,D si P in puncte din cele trei zone (I-sfera dielectricd, 2-coaja metalicd, 3-aer) §i

potentialul electric al cojii metalice.
b. Densitatile sarcinilor de polarizare pentru sfera dielectrica.
c¢. Sa se verifice legea fluxului electric in puncte din zonele 1 si 3.
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Rezolvare: a. Campul prezinta simetrie sferica. Intrucat in teorema lui Gauss intervin §i
sarcinile electrice de polarizare (necunoscute), se calculeaza mai intdi D cu legea fluxului electric.

Zona 1. Se considerd suprafata sferica 2, deraza v € [0, a] pentru care

oD, ds = §r,dv
Sy Vs,

Vectorii p, si ds sunt coliniari 5i D; = ct.|,_, . Rezulta:

D , __ 4pr’ — T, _
4dpr =1, 7 Dl—?r
— D r, _ = = r, _
E, = Dr - =T, R = ¢ (e - 1E = (e- ¢)_ 7.
€0 Cr 3e 36

Zona 2 fiind ocupatdi de metal se obtin Ez =0, 52 =0 =i 1_32 = 0.

Deoarece _[Dz ds = 0, inseamneazd cda pe suprafata interioard a cojii metalice se separd sarcina

Z;
4pa’ r, o . p,a’
w— - I ——, 1., =- —a, iarpe cea exterioara Q = - wr Po = — -
QA 3 K 3 Q b Q IO b 3b2
In zona 3, r € [b, ©] si
= Ipa’ ipda’ - r.a T
oDds =1, 24 pyp,=¢ P p L4
S 3 3 3
3
_ D _
E,=—, P=0.
o
Potentialul cojii metalice se calculeazd cu o relatie de forma (2.20, b), in care: V, =V _=0.
Se obtine:
¥ r _ ¥ T 3 dl" r 3
V= oEdl = g =
) » 3€ r 3e, b
b. Calculul densitatilor sarcinilor de polarizare se face cu relatiile (2.84), respectiv (2.85),
adica:
= r, o~ _ 1- e,
r,=- divF =- (e- ¢)—Nr = ——=r,
3e er
r, e.- 1 1,
r}:|P1n' P2n|y=g:(e- e) T-a = X—a.
3e e, 3
Sarcinile totale de polarizare sunt
I- e 4pd e - 14pd’
Q¢: —"Xﬂr‘)) QS: r )&rs.
e 3 e 3

r r

Seobservica Q¢+ Q. = 0 .

c. Se calculeaza a’ivﬁ1 Si div53 , unde 51 i 53 au valorile calculate mai sus.

3.5. Ecuatiile cAmpului electric
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In general, ecuatiile unui vector cdmp deriva din legile / teoremele specifice
campului, fiind cele care conduc la determinarea univoca a vectorului in toate punctele
domeniului considerat. Dacd in domeniul de studiu al cAmpului exista suprafete, linii i/
sau puncte de discontinuitate (singularitdti), acestea trebuie excluse, prin considerarea
lor in afara domeniului.

Mentionam aici cele specificate la Anexa A4 referitoare la clasificarea
campurilor si anume: Un camp vectorial este de natura potentiala daca in toate punctele
lui rotorul vectorului ce il caracterizeaza este nul (camp nerotational). Campul este de
naturd solenoidala (rotationala) daca in toate punctele lui divergenta vecorului ce 1l
caracterizeaza este nula. In cazul general, cAmpul vecorial poate avea atit o componenti
potentiald, cét si o componenta solenoidala.

3.5.1. Teorema de unicitate a solutiei ecuatiilor unui cAmp vectorial.

Ne referim aici la unicitatea solutiei ecuatiilor unui camp vectorial in regim stationar,
caracterizat in fiecare punct prin vectorul F . Mediul in care are loc campul este liniar si
izotrop. Intr-un caz particular, acest camp poate fi cdmpul electric, caracterizat in fiecare punct

al domeniului.prin vectoriul £ , respectiv prin vectorul D Enuntul teoreme este:

Vectorul F ce caracterizeazd un camp stationar dintr-un mediu liniar §i izotrop este
univoc determinat in domeniul de volum vy, marginit de suprafata inchisa > (suprafata de
frontiera), daca se cunosc, in fiecare punct al domeniului:

- divergenta volumetrica: div F = f;

- rotorul volumetric: rotF = g(),
iar in punctele suprafetei de frontiera >’ sunt prescrise:

- fie componentele normele F,,

- fie componentele tangentiale F,.
S-a notat cu 7 vectorul de pozitie al punctului, iar functiile f(7) si g(7)
sunt considerate ca fiind continui.

Demonstratia teoremei o facem numai pentru cazul cand 1in toate punctele
frontierei 2. sunt prescrise valorile componentelor normale F), .

Prin absurd, fie F si F  doua solutii distincte ale problemei, care satisfac,
fiecare, ecuatiile din domeniu si conditia pe frontiera. Vectorul camp diferentd

F,= F'- F" va satisface urmitoarele conditiuni:
divF, =0, rotF,=0 si F, =0 . (3.32)

Deoarece rotF,= 0, insemneazd ci F, derivd dintr-un potential scalar ¢ |,

= (, adica 1 0. In aceste conditiuni, recurgand la formula intaia a lui Green

F, = -V¢ , care satisface ecuatia Laplace V’¢ = 0, iar in punctele frontierei X
F
Dn 1-[ n
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pentru functii scalare (rel. A3.11), se obtine 3 (Nj )°dv = 0, adicda Vo = 0 si F, = 0.
5 ; (0] ¢ D

Vs

Deci F' = F , ceea ce insemneaza solutie unicd a ecuatiilor cAmpului de vectori F .

3.5.2. Ecuatiile campului electrostatic

Ne referim la campul electrostatic dintr-un mediu liniar, izotrop si fara
polarizare electricd permanenta, pentru care reddm ecuatiile care conduc la o solutie
unica. Domeniul de existentd al campului se considera extins la infinit, unde campul
este nul.

Ecuatiile intensitatii campului electrostatic E . Acestea sunt cele cores-
punzatoare formelor diferentiale (locale) ale legilor/teoremelor, valabile in campul
electrostatic, adica:

— ro+r. — —
divE = ——, rotkE =0, E,=0. (3.33)
o

Prima dintre aceste ecuatii reprezintd forma diferentiala a teoremei lui Gauss
(rel.3.26), cea de adoua ecuatie reprezintd forma diferentiala a legii inductiei
electromagnetice, particularizatd pentru campul electrostatic (teorema potentialului
electrostatic) (rel. 2.23), iar a treia ecuatie evidentiaza ca la infinit campul este nul.

Dacd in volumul v, al domeniului existd singularitdti in punctele unor

suprafete de limita (de separatie dintre medii diferite), in punctele unor curbe sau in
puncte propriu zise, atunci, la ecuatiile (3.33) se adauga ecuatiile conditiilor de limita

_ 4o _ _ _
div.E = LTE , divE = r—l, div, E = —+; rot,E=0. (3.34)
e() e() eO l

Aceste ecuatii sunt folosite la excluderea singularitatilor din domeniul in care
se studiaza campul (§ 3.6.3).

Intrucat divergenta vectorului E este nuld in toate puncele campului
electrostatic, acest camp este de natura eminamente potentiald. Ca urmare, vectorul
intesitatii acestui camp derivd din functia scalard de spatiu V', numitd potentialul
electrostatic, prinrelatia E = - gradV .

Grupurile de ecuatii (3.33) si (3.34) constituie conditiile de existenta ale
vectorului intensititii cAmpului electrostatic £ din domeniul considerat.

Ecuatiile inductiei electrice D sunt:

divD = r_, rotD ' 0, D. =0. (3.35)

n¥

Prima dintre aceste ecuatii reprezintd forma diferenaiala (locald) a legii fluxului
lectric, cea de a doua este o inegalitate deoarece In mediul neomogen luat in considerare

— — — 1 —
€ # ct., 81 rotD= rot(eE)= grade’ E+ ¢  rotE= Egrde' 0 ,unde s-a inlocuit

rotE = 0. Deci, vectorul inductiei electrice D al cAmpului electrostatic dintr-un
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mediu neomogen are atdit o componenta potentiala, cit si ocomponenta solenoidala.
Daca mediul este omogen, atunci componenta solenoidala a lui D este nula.

Ecuatiile corespunzatoare conditiilor de limitd pentru campul de vectori D
sunt:

divD=r, divD=r1, divD=Q, ; rotD' 0. (3.36)

In cazul suprafetelor corpurilor nepolarizate electric, situate Intr-un mediu,
nepolarizabil, corpurile fiind incarcate numai cu sarcini volumetrice, ecuatiile:sunt

div E=0, rot E=0; (3.37, a)
div D=0, rot. D=0. (3.37,b)

Insemneaza ca suprafetele respective nu constituie discontinuitdti pentru
componentele normale si/ sau tangente ale lui £, respectiv ale lui D .

Aplicatia 3.5. Sa se scrie ecuafiile campului electrostatic neuniform, existent intr-un mediu
dielectric omogen, dar neliniar, cu permitivitatea €(E ), produs de sarcini electrice exstene intr-un

domeniu finit.
Rezolvare : In situatia datd, in interiorul mediului se acumuleaza sarcini electrice de

polarizare cu densitatea 1, .
Ecuatiile inductiei electrice sunt independente de natura mediului i au forma:

divD = 0, rotD = 0, D, = 0.
Din aceste ecuatii se deduc cele ale intesitatii campului electric, avdind in vedere ca

D = e(E)E . Forma ecuatiilor este:

_ 1 - _ 1 -
divE = - ——xForade(E), rotE= —x" grde(E), E ., = 0.
o(E) g (E) o(E) grde(E) 0¥

3.6. Ecuatiile Poisson si Laplace ale potentialului electrostatic
3.6.1. Forma ecuatiilor.

Campul electrostatic fiind de naturd potentiald, intensitatea acestui camp se
exprima prin gradientul cu semn schimbat al potentialului electrostatic:
E = -gradV. Avand in vedere si teorema lui Gauss (rel. 3.26), adica

divE = ( p,+ p, )/g,, se obtine ecuatia lui Poisson a potentialului electrostatic:
- divgradV = (r,+r )/e, ,

o + r
sau Ny =- L0 (3.38)

&
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in care NZ=D=ﬂ2+ﬂz+ﬂ2 (3.39)
Tx Ty 9z

este operatorul liniar a lui Laplace (coordonate carteziene).
In punctele din campul electrostatic unde nu existd sarcini electrice
(p, = p, = 0), ecuatia (3.38) devine

ViV =0, sau AV = 0, (3.40)

fiind denumita ecuatia lui Laplace a potentialului electrostatic.Campurile potentiale
care satisfac ecuatia lui Laplace se numesc, adeseori, campuri laplacene.

3.6.2. Teorema unicitatii solutiei ecuatiei lui Poisson

Se considera campul electrostatic din domeniul de volum vy, marginit de
suprafata inchisd X, caracterizat prin potentialul electrostatic V' (r).Teorema unicitatii
solutiei ecuatiei lui Poisson a potentialului electrostatic (rel. 3.38) se enunta astfel:

Daca in toate punctele din domeniul vy functia V(r) satisface ecuatia lui

Poisson si daca in punctele frontierei 3’ sunt prescrise:
- fie valorile V(P € X ), reprezentand conditiile pe frontiera de tip Dirichlet,

- fie valorile {n gradV },_. ., reprezentind conditiile pe frontiera de tip

Neumann, atunci solutia ecuatiei lui Poisson este unica. S-a notat cu n versorul normal
la 2, avand sensul spre interiorul domeniului.

Demonstratie. Se presupune, prin absurd, ci existd doud functiuni ¥ (7) si
V" () care satisfac aceeasi ecuatie Poisson si aceleasi conditiuni pe frontierd. Apoi, se
introduce functiunea diferentd V, (r) = V¢r) - V"(r) care, evident, satisface ecuatia
Laplace V°V,, = 0 si conditiunile pe frontiera:

Vourts) = 0 (Dirichiet), sau { ANV, },,, = '”,HZ” s

In continuare, se recurge la formula intaia a lui Green pentru functii scalare
(rel.A4.11), scrisd pentru functia V, . Rezulta:

= 0 (Neuman).

- in conditiuni pe frontiera de tip Dirichlet:

O(My,) dv=0, DV, =0, vV,=ct =0 deoarece V  pis, = 0 si

V'(r) = V"(r) (solutie unicd),
- in conditiuni pe frontiera de tip Neumann:

ﬂVD :0

‘Pi S

O(NV, ))dv =0, Dy,=0, V,= ct., deoarece



Campul electromagnetic 313

si V'(r) =V"(r) + ct. Solutia este unica, cu aproximatia unei constante.

3.6.3. Solutia ecuatiei Poisson a potentialului electrostatic

Se considerd campul electrostatic existent intr-un mediu omogen pe domenii,
liniar, izotrop si fard polarizare electrica permanentd. Ecuatia Poisson a potentialului
electrostatic V intr-un punct dintr-un astfel de domeniu a fost stabilitd la § 3.6.1 si are
forma:

vy = - P (3.41)
€
Integrarea acestei ecuatii In conditii de limita i de frontiera date si cunoscand
distributia sarcinilor electrice in intreg domeniul considerat, se face folosind formula a
II-a a lui Green (A4.13), avand forma:

I(UVV—VVU)dE - I(UVZV —VV2U)dv (3.42)

in care U si V sunt functii scalare de spatiu, ultima reprezentand potentialul
electrostatic.

Pentru functia U se pun urmatoarele conditii:

- sa fie o functie numai de distanta » de la punctul P in care se determina
potentialul, la elementele de volum dv si de suprafata ds; U= U(r) (Fig. 3.5)

- sd aiba laplacianul nul in orice punct al domeniului: N°U = 0.
Forma functiei U(r) se determind egaland cu zero laplacianul ei. Rezultd
urmadtoarea forma a acestei functii:

v= 1 (3.43)

r
Inlocuind relatia (3.43) si conditia impusa N2U = 0 in (3.42) se obtine:
~ 1 < <1
N-NV - VN=)ds = -
r

S Vs

Concret, in cele ce urmeaza, ne referim la integrarea ecuatiei (3.41) in raport cu
potentialul electrostatic V' din punctul P al campului dintr-un domeniu delimitat de

suprafata de frontierd X, produs de corpul dielectric omogen C; Incarcat cu sarcini
electrice adevarate, volumetrice si superficiale, avand densitdtile p ,, respectiv p_,; si de

r dv

(3.44)

SN |-

cr

corpul metalic C, Incarcat
cu sarcini electrice adevdrate superficiale cu densitatea p,,, , unde apar §i sarcini
b

electrice de polarizare superficiale (Fig. 3.5).
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Formula a Il-a a Iut Green pretinde
continuitatea celor doua functii U si V si a
derivatelor lor. Dar, se constata ca in domeniul de

. ) .. coo oA
volum v, functia U =— devine infinitd in punctul
r

P (unde r=0), ceea ce necesitd izolarea acestui
punct cu o sferd mica, cu centrul in P 1 de
suprafatd S, (Fig. 3.6, a). De asemenea, functia V
are derivatele discontinue in punctele suprafetelor
S,; s1 S,, unde exista sarcini electrice superficiale.

Este necesar ca aceste suprafete sd fie eliminate

Fig. 3.5. Domeniul de existent al din .do.mveniu, adicd sa fie considerate ca suprafete
campului electrostatic. de limita.

Deci, integrala suprafatd din membrul

stand al relatiei (3.44) se efectueaza pentru suprafetele =, S,, S,;, S,; cu observatia ca

pentru ultimele doud suprafete integrala se efectueaza de doud ori, adica pentru doua
suprafete infinit apropiate, de o parte si de alta a fiecareia, cu scopul de a fi excluse din
domeniu (Fig. 3.6, b, ¢). Calculam, in continuare, aceste integrale.

Pentru suprafata S , ce delimiteaza domeniul, avem:

a]

j(iw _wlas :j(iﬁ-w —vavlyas - j(ia—V - V—)ds (3.45)
5 r r 3 r r

Daca suprafata T este extinsa la infinit, rezulta:
1 1
j(—VV —VVZ)ds =0 (3.46)
s, r r

deoarece corpurile incarcate cu sarcini electrice ocupa un domeniu finit si, cand » — o,

ov 1

) 1 . 1 . .
v tinde la zero ca —, . si 6i(_) ca —, lar ds creste ca r*. Deci, mirimea de
r n n r r

integrat tinde la zero ca L Versorul 7 este normal la suprafata ¥ orientat spre
r

exteriorul ei.
Pentru suprafata S, (Fig. 3.6, a) se obtine:

. -1 19V 1 “w

O(=NV - VN=)ds = y———ds- §V—5ds = (—),.4pr - V,..4 (3.47)
w T r o' In w T In

unde ( jT_V Inea S1 V.., TEprezintd valorile medii ale lui M, respectiv V' pe suprafata
n n

S,. Am avut in vedere si urmatoarele relatii:
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TR NS/ LA N (‘,d = 5dW= 4p
r Sp
q“w

La limita, cand r —0, functille (—), ., si V ., tind spre valorile lor finite
n

med
din punctul P, asa ca

lim(‘)(lNV- L) a5 = - apr (3.48)
r

r® OSP r

Pentru suprafata S,, (Fig. 9.6, b) rezulta:

j(—VV—VV—)d j[l o ; i, +,)] ds =
Si3 n;
_ dlvE p, + S
S.!‘j S-!.x

unde am avut in vedere cd n, +n, = 0 §1

al b) c)

Fig. 3.6. Suprafete de limita.

— + 1
oY g+ B )= aivE= S
In 9 n, o
Pentru suprafata S,,, reprezentata in figura 3.6, c, se obtine, in mod analog:

N 1 Q) N 1 = \ rs'+ r‘s'
O(—NV - VN-)ds = §g—=ds . (3.49)
s r s eor
23 23

Introducand rezultatele de mai sus in relatia (3.47) si explicitand functia V7, se
ajunge la urmatoarea forma a solutiei ecuatiei lui Poisson:

1 + p; 1 + p;
po L [Betphg,, L [RtR (3.50
4rne, w T 4rne, N
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Aceasta relatie a solutiei ecuatiei lui Poisson am scris-o avand in vedere ca
pentru un mediu dielectric omogen, izotrop si fard polarizare permanentd, cu

Pt Py _ Py

permitivitatea &, avem , lar la suprafata de separatie dintre un corp
g, €

metalic si un astfel de mediu se poate scrie Pt P _Ps (Aplic. 3.2).
€, €

Din relatia (3.50) se obtine:

E=-VV =

! J(Pﬁrlj;)dvﬁr L J(PS+P;)dSﬁr (3.51)
4ne, b r 4ng, ¢ g,

Mentionam ca integrala de volum din relatiile (3.50), respectiv (3.51) se
efectueaza pentru acele domenii unde exista sarcini electrice volumetrice, iar integrala
de suprafata se efectueza pentru toate acele suprafete unde exista sarcini electrice
superficiale.

Daca originea pentru vectorii de pozitie se alege ca in figura 3.7, atunci solutia
ecuatiei Poisson are urmatoare forma:

B + B eyl y + B y
V(’T) — (‘)rv(y—') rv (l" )dv + 6rs(F) rs(F)dS (352)
s 4pey R p 4pes R
unde R = 7 - 7
Z

Fig. 3.7. Originea vectorilor de
pozitie.

3.7. Ecuatia de ordinul doi a intensititii cimpului electrostatic.

Se considera ecuatia lui Poisson a potentialului electrostatic (3.41) si se
calculeaza gradientul acesteia, adica

grad(DV )= - gradr—v .
e

In membrul sting al acesei ecuatii se inverseazi operatiile de derivare si se
obtine: grad(AV)=A(gradV )=—AE, unde E =-gradV . Rezulti ecuatia
vectoriald de tip Poisson a intensitatii cAmpului electrostatic

_ r
DE= grad —. (3.53)
e
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Pentru r /= 0 sau r = ct. se obtine ecuatia vectoriald de tip Laplace

DE = 0. (3.54)
Evident, fiecare dintre ecuatiile vectoriale (3.53) sau (3.54) se poate transforma
in trei ecuatii scalare de tip Poisson, respectiv de tip Laplace.. Gasirea solutiei £ () a

ecuatiilor vectoriale mentionate necesita cunoasterea conditiilor de tip Dirichlet sau de
tip Neuman pe frontiera domeniului, care sunt mai putin obisnuite pentru intensitatea
campului electrostatic.

3.8. Teorema superpozitiei cAmpurilor electrostatice

In medii liniare, izotrope si fara polarizare electrici permanenti este valabila
urmadtoarea teorema a superpozitiei:

Cdampul electrostati produsde doua sau mai multe repartitii de sarcini
electrice este egal cu suma campurilor produse de fiecare repartitie in parte.
Insumarea se face geometric pentru intensitdtile campurilor (mdrimi vectoriale) si se
face algebric pentru potentiale (marimi scalare).

Aceastd teoremd este o consecintd a faptului cd in medii liniare ecuatiile
campului sunt liniare.

Pentru justificarea teoremei, se considera campul electrostatic produs intr-un
mediu omogen/neomogen de catre sarcini electrice cu repartitie volumetrica p , si

superficiala p_,, apartinand unor corpuri dintr-un domeniu finit. Potentialul intru-un

punct al cAmpului este:

V= [ dy e [y (3.55)

4dner 4dmer
v S

Pentru o altd repartitie p,, §i p,, a sarcinilor pe aceleasi corpuri, potentialul in

acelasi punct este:

r v2 r s2
V, =90 dv + ds . (3.56)
Ldper s 4per
Si acum, suma celor doua repartitii ale sarcinilor produce potentialul:
I.vldl_ rv2 rsl+ rs2
= dv + y————ds . (3.57)
4per s dper

Seobservica V = V, + V,.

3.9. Teorema refractiei liniilor cAmpului electrostatic.

Fie S;, suprafata de separatie dintre doua medii dielectrice liniare, izotrope si

.....
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care existd un camp electric static/stationar creat de surse exterioare. Pe suprafatd nu
existd sarcini electrice adevarate ( p, =0). La trecerea prin suprafata liniile campului
electric suferd o refractie, care se explica dupd cum urmeaza.

Conform legii fluxului electric s-au obtinut relatiile (3.19) si (3.21), in care se
introduce r = 0. Rezultd cd, componentele normale la suprafatd ale inductiei electrice,

in doua puncte foarte apropiate, situate de o parte si de alta a suprafetei, se conserva
(sunt continui) (Fig. 3.8, a):

D, =D, (3.58)

Pe de alta parte, conform cu teorema potentialului electric (rel.2.24),
componentele tangentiale ale intensitatii campului electric se conserva (sunt continui)
(Fig. 3.8, b):

In

= FE, , sau = (3.99)

Fig. 3.8. Schita explicativa pentru teorema refractiei liniilor
campului electric.

Unghiurile dintre normala la suprafatd si directiile vectorilor D, (sau E, ),
respectiv. D, (sau E, ) sunt notate cu o, s§i o,, pentru care
tga, = D;y/Dim =€ Ey/ D> €0, = D>/ D>, = €, E>;/ D, $1tinand seama de
relatiile (2.113) si (2.114), rezulta:

rgo, _ g

(3.60)
rga, €,

Aceasta relatie este denumitd teorema refractiei liniilor campului electrostatic.

PROBLEME (P3)
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P3.1. O sfera dielectrica de raza a , agezata in vid (sau aer), este Incarcatd uniform in volum cu

sarcina electricd adevaratd de densitate p . Stiind cd permitivitatea electricd relativd a materialului sferei
este e, = ct., se cer:

a) E,D si P in puncte din interiorul si din exteriorul sferei dielectrice;

b) Densitatile sarcinilor electrice de polarizare din volumul sferei, ', respectiv de de pe

suprafataei, 1 .

= r — T

- r
. —_ v = —_ v o —_ v_ o
R' a) Eint - r, int - Pint - (er- 1) 3 r.
3e,e, 3 3r
3 3
E =54 p - 542 B o_)
ext 2 ext 27 ext
3e, r e, r
_e- 1 _ - ar,
b) rvl - rv’ er 0’ rs - (er- 1)
e, 3

P3.2. O coaja dielectrica sfericdi de raze interioara a si exterioara b, situatd in vid, are
permitivitatea electrica variabild In functie de raza conform relatiei e(r) = e, % . In centrul cojii este
situatd sarcina electrica punctiformd Q . .Sa se calculeze:

a)E, Dsi P in puncte din cele trei zone;

b) diferenta de potential dintre suprafata interioara §i cea exterioara a cojii;
c) densitétile sarcinilor electrice de polarizare.

— 7 — 2 — 2 — —
R: o) E = o 3’ 2 = - E= g 5 Dy = E/e,
4pegR 4pegbr 4pe()r
= O r = _0r 5 _ 5 _ 5 _ b 7 .
DZ_Z?’I%_Z?, ) =P =0, P2_80(7'1)E21
b b
N a —
dng, a a 4mab 4p by’

P3.3. Se considera situatd in vid o teava izolantd de raze a si b (a < b), avand permitivitatea
electricd relativd e, = ct. si fiind Incércatd uniform, in volum, cu sarcina electricd de densitate r . Sa se

calculeze densitatile sarcinilor electrice de polarizare continute de teava.

p.(b°-a’)
R py, =0, piy = (5,2 ) P00 py = - 2(e-p,

P3.4. Armaturile unui condensator electric plan, avand suprafata S, sunt legate la o sursa cu
tensiunea U. Spatiul dintre armaturi este ocupat de doua straturi dielectrice, cu grosimile d; si d,, avand

X
e(x) =¢e(3- —),; €= ¢,
d,

unde x se madsoara de la prima armaturd, x € (0, d,) . Sa se calculeze:
a) capacitatea electricd a condensatorului;
b)E, D si P in puncte din cele doua straturi dielectrice.
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= CUTE CU -

i

€ S . i
d;ln%erz, e (S 7 e S
D =E/e®), D,=E/e: B=[ew)- e]E. PB=0.

R: a) C =

P3.5. Sa se rezolve cerintele specificate la problema P3.3 considerdnd cd mediul dielectric
dintre armaturile condesatorului plan este omogen, dar neliniar: e(£) .

e(E)S

R: a) C = ;b)) E=

Uu- = = = —=
7 , D:e(E)E, P:[C(E)' eO]E.

P3.6. Sa se stabileascd ecuatia de ordinal doi a vectorului inductiei electrice D al campului
electrostatic dintr-un mediu dielectric omogen si liniar, care contine in volum sarcini electrice adevarate,

cu densitatea 1 .

R: DD = gradr,.



