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Prefata

Lucrarea de fata este destinatd in principal seminarizarii cursurilor de
algebra legate de structurile algebrice fundamentale (grup, inel, corp). Ea
cuprinde probleme legate de grupuri, inele, corpuri §i inele de polinoame.

Aceasta lucrare este utild In primul rand studentilor de la facultatile de
matematica - informatica dar si celor de la facultatile tehnice. Ea poate fi insa
utild In egald masurd atit profesorilor de matematicd din Invatamintul
preuniversitar (in procesul didactic si de perfectionare), ca si elevilor din ultima
clasa de liceu participanti la traditionalele concursuri de matematici de la noi.

Pentru anumite aspecte teoretice recomandam cititorilor lucrarile [4, 12,
13, 18, 19, 20, 21].

Atat tehnoredactarea cat §i corectura apartin autorilor.

Craiova, 20.02.2002 Autorii
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Index de notatii si abrevieri

: astfel Incat

: implicatia (echivalenta) logica

: cuantificatorul universal (existential)

: elementul x apartine multimii A

: multimea A este inclusa in multimea B

: multimea A este inclusa strict in multimea B

: intersectia multimilor A si B

: reuniunea multimilor A si B

: diferenta multimilor A si B

: diferenta simetrica a multimilor A si B

: familia submultimilor multimii M

: complementara n raport cu M a multimii A

: produsul cartezian al multimilor A si B

: cardinalul multimii M ( dacd M este finita [M|

reprezintd numarul elementelor lui M)

: functia identica a multimii A
: multimea numerelor naturale (nenule)

: multimea numerelor intregi (nenule)

: multimea numerelor rationale (nenule)

: multimea numerelor rationale strict pozitive
: multimea numerelor reale (nenule)

: multimea numerelor reale strict pozitive

: multimea numerelor complexe (nenule)

: simbolul lui Kronecker ( adica 1 pentru i =j si 0 pentru

1#])

: modulul numarului complex z

: multimea radacinilor complexe de ordin n ale unitatii

: multimea numerelor complexe de modul 1

: numarul intreg m divide numarul intreg n

: cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale m si

n

: cel mai mic multiplu comun
: cel mai mare divizor comun al numerelor naturale m si
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c.m.m.d.c.
m =n ( mod p)

Z,
Mi(K)

M (K)

In(on)
Tr(M)
det(M)
UM, o)

o(n) (neN¥)

n

: cel mai mare divizor comun
: m este congruent cu n modulo p ( adica p | m-n)
: multimea claselor de resturi modulo numarul natural n

(n>2)

: multimea matricelor patratice de ordin n cu elemente

din multimea K

: multimea matricelor cu m linii si n coloane, cu elemente

din multimea K

: matricea unitate ( nuld) de ordinn ( n > 2)

: urma matricei patratice M

: determinantul matricei patratice M

: multimea elementelor inversabile din monoidul (M, ©)
: numarul numerelor naturale mai mici decét n §i prime

cun (¢ poartd numele de indicatorul lui Euler)

: grupul liniar de grad n peste corpul K
: grupul special de grad n peste corpul K
: grupul simetric al multimii X ( adica grupul functiilor

bijective f : X — X relativ la compunerea functiilor)

: grupul simetric al unei multimi cu n elemente
: grupul altern de grad n

: grupul diedral de grad n

: grupul diciclic de grad n

: grupul quaternionilor

: grupul generalizat al quaternionilor

: ordinul elementului g din grupul G

: H este subgrup al grupului G

: H este subgrup normal al grupului G

: indicele subgrupului H in grupul G
: multimea claselor la dreapta ale grupului G relative la

subgrupul H al grupului G

: multimea claselor la stanga ale grupului G relative

la subgrupul H al grupului G

: grupul factor al grupului G prin subgrupul sau normal H
: multimea subgrupurilor grupului G

: multimea subgrupurilor normale ale grupului G

: subgrupul generat de multimea X in grupul G (X < G)

: subgrupul generat de H U K in grupul G ( H,K £ G)

: multimea elementelor de forma h-k cu heH si keK

(HK <G)

: grupurile H si K sunt izomorfe
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H#= K
Hom(Glan)

Aut(G)
Inn(G)
CM(X)

Z(M)
Ng(H)

[xy]
cha=("+e%/2
sha=(e"-¢e")/2
Car(A)

U(A)

Z(A)

N(A)

Id(A)

A/l

J(A)

(D)

Ann(I)

(M)

[x.y]

A[[X]]
A[X]

A[Xla' . -,Xn]

/

: grupurile H si K nu sunt izomorfe

: multimea morfismelor de grup de la grupul G, la grupul
Gy

: multimea automorfismelor grupului G

: multimea automorfismelor interioare ale grupului G

: centralizatorul in monoidul M al elementului x ( adica
multimea elementelor lui M ce comuta cu x)

: centrul monoidului M ( multimea elementelor lui M ce
comuta cu oricare element al lui M)

: normalizatorul lui H n G ( adicd multimea elementelor
xe@G pentru care xH = Hx, H ¢ G)

- x'y'xy ( comutatorul elementelor x si y din grupul G)

: cosinus hiperbolic

: sinus hiperbolic

: caracteristica inelului A

: grupul unitatilor inelului A

: centrul inelului A

: multimea elementelor nilpotente ale inelului A

: multimea idealelor inelului comutativ A

: inelul factor al lui A prin idealul I

: radicalul Jacobson al inelului comutativ A

: radicalul idealului I

: anulatorul idealului I

: idealul generat de submultimea M din inelul A

: comutatorul elementelor x si y din inelul A

(adica xy — yx)

:inelul seriilor formale peste inelul A

:inelul polinoamelor intr-o nedeterminata cu coeficienti

in inelul comutativ A

: inelul polinoamelor in nedeterminatele X,..., X, (n >2)
cu coeficienti din inelul comutativ A

: functia polinomiala atasata polinomului fe A[X]
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Partea 1: Enunturile problemelor

§1. Operatii algebrice.Semigrupuri. Monoizi.
Morfisme de monoizi.

1.1. Fie M o multime cu n elemente.

(i) Cate operatii algebrice se pot defini pe M ?

(i1) Cate dintre acestea sunt comutative?

(ii1) Cate dintre acestea admit element neutru?

(iv) Sa se arate ca numarul operatiilor algebrice ce se pot defini
n®—n+2

pe M care sunt in acelasi timp comutative si cu element neutru este n 2

1.2. Pe R consideram operatia algebrica :

xoy=xy+ax+by+c(ab,ceR).
(i) Pentru ce valori ale lui a,b,c operatia ” o” este asociativa?

(i) S& se demonstreze ca operatia ” o” este asociativa <> are element
neutru ;
(iii) In ipoteza ca operatia ” o” este asociativa, sd se pund in evidenta

U(R,0).

1.3. Pe Z consideram operatia algebrica :
xoy=axy +b(x+ty)+c (a,b,ceZ).
Sa se demonstreze ca:
(i) Operatia ” o” este asociativa < b*-b-ac = 0;
(i) Daca b*-b-ac = 0, atunci operatia ” o are element neutru daca si
numai daca b | c.

2

1.4. Fie M o multime nevida iar ” o” o operatie algebricd asociativa pe
M. Sé se demonstreze ca :
H={aeM:(x o a) o y=x o (a o y), pentru orice x,yeM}

este parte stabila a lui M in raport cu operatia data.

1.5. Fie M o multime nevida. Pe M se defineste o operatie algebrica
asociativd. Ardtati cd dacd M este finitd si existd acM a.l. functia ff M - M,
f(x) = axa este injectiva, atunci (M,-) este monoid.

12



1.6. Fie S un semigrup finit si acS. Sa se arate ci existim € N" a.i. a®
este idempotent.

1.7. Fie A o multime nevida si o operatie algebrica asociativa pe A cu

proprietatea ci existi neN" ai. x"y" = yx, pentru orice X,y €A. Aritati ci
operatia data este comutativa.

1.8. Fie M #J si o operatie algebrica asociativa cu proprietatea ca

existi neN" ai. (xy)" = yx, pentru orice x,yeM. Atunci operatia algebrici este
comutativa.

1.9. Pe multimea M se defineste o operatie algebrica cu proprietatile:
1) x*=x, pentru orice xeM;

2) (xy)z = (yz)x, pentru orice Xx,y,zeM.

Sa se arate ca operatia este asociativa §i comutativa.

1.10. Pe multimea S se defineste o operatie algebrica asociativda cu
urmatoarele proprietati:

1) x’=x, pentru orice xS

2) xy’x =y x’y, pentru orice x,y€S.

Sa se arate ca operatia este comutativa.

1.11. Fie Z[i]={x+yi : x,yeZ, ieC, i’ = -1}. Si se demonstreze ci
(Z[i],") este monoid comutativ.
Sa se determine U(Z[i], *).

1.12. Fie d un numir natural liber de patrate (d > 2) iar
Z[Jd ] = {x+yJd | x,yeZ}. Definim N : Z[/d ]>Z[/d ] prin N(x+yd ) =
x>- dy?, pentru orice x,y €Z. Si se demonstreze ci (Z[\/E ],") este monoid
comutativ iar zeU(Z[Vd ],") < N(z)e {£1}.

1.13. Sa se demonsteze c¢i U(Z[ V2 ],7) este o multime infinita.

1.14. Fie n un numadr natural, n>2 si M= {xeZ: (n,x) # 1}.

Sa se demonstreze ca M, este parte stabila a lui (Z,+) < n este o putere
naturald a unui numar prim.
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1.15. Fie M ¢ C parte stabild a lui (C,+) a.i. {zeC: |z| = 1}c M. Sa se
demonstreze ca M = C.

1.16. Pe multimea M = Z x Z definim operatia algebrica :

(X1, ¥1) © (X2, y2) = (X1X2, Xay1 + ¥2).
Sa se demonstreze cd (M, o ) este monoid iar apoi sa se determine U(M, o).

. a b .
1.17. FieM = {[ d] |ab,cdeZsia+tb=c+d}.
Cc
Sé se demonstreze cd M impreund cu inmultirea matricelor este monoid
iar apoi sd se puna in evidentd unitatile monoidului M.

1.18. Fie A = {f: N'— C}. Pe A definim operatia algebrici * astfel:
(f*g) =% f(n)g(n/d).

Sa se demonsteze ca (A, *) este monoid comutativ si fe
U(A, *) < f(1) = 0.

Observatie. Functiile din A se numesc functii aritmetice iar operatia
algebrica * poarta numele de produs de convolutie sau produs Dirichlet.

1.19. Fie (M, ) un monoid si 1 elementrul sau neutru.

(1) Sa se arate ca daca M este multime finitd, atunci nu exista a,beM a.i.
ab=1gsiba=1;

(i) Sa se dea un exemplu de doud aplicatii f,g: N >N ai fog=1y
sigof#1n;

(iii) Fieasibin M ai. ab =1 si ba# 1. Sa se arate cd dacid b"a™ =ba”

cum,n,p,qeN’, atuncin=q si m=p.

1.20. Sa se demonstreze c¢a daca M < C este parte stabila relativ la
operatiile de adunare si inmultire a numerelor complexe si R = M < C, atunci
M=RsauM=C.

1.21. Pentru monoidul (M, ) definim

Z(M) = {xeM | xy = yx, pentru orice yeM}.
Sa se demonstreze cd Z(M) este submonoid al lui M.
Observatie. Z(M) poarta numele de centrul monoidului M.

1.22. Fie neN, n>2. Sa se demonstreze ci
14



Z M, (0), )= {a1,| aeC}.

1 2
1.23. Fie matricea A = (0 J eM,(C).

(i) Si se determine XeM,(C) a.i. AX=XA ;
(ii) Sa se rezolve in My(C) ecuatia X" = A (neN, n > 2).

b
1.24. Fie A = [“ d] eMy(R) a.i. a+d >2 si det (A) = 1.
C
Sa se demonstreze ca A" # I, pentru oriceneN, n > 1.

1.25. FieneN,n>2si A,BeM,(C) ai. A+ B=AB.
Sa se demonstreze ca AB = BA.

1.26. FieneN, n > 2 si A,BeM,(C).
Sa se demonstreze ca

I- ABeUM,(C),) & I,- BAeUM,(C),).

1.27. Fie S un semigrup. Sd se arate cad existd un monoid M si un
morfism injectiv de semigrupuri f: S — M.

1.28. Fie M;, M, monoizi, f,g: M;— M, doud morfisme de monoizi,
M= {xeM;: f(x) = g(x)} iar i: M, = M, morfismul incluziune.

Sa se demonstreze ca :

(i) Mg, este submonoid al lui M, iar f oi=goi;

(i) Daca M’ este un alt monoid iar i : M' — M, este un morfism de
monoizi a.i. foi’ = goi’, atunci existd un unic morfism de monoizi u: M’ —
M, ad iocu=1i"

Observatie. Dubletul (M, i) 1l notim cu Ker(f,g) si poartd numele de
nucleul perechii de morfisme de monoizi (f,g).

Daca g este morfismul nul (g(x) = 1, (V) xeM;), notdm Ker(f) =
M;, = {xeM,; : f(x) = 1} si 1l numim nucleul lui f.

1.29. Fie M, M, monoizi, f : M;—M, un morfism de monoizi.
Consideram urmatoarele afirmatii :
(i) f este aplicatie injectiva ;

(ii) Ker(f) = {1}.

15



Sa se demonstreze ca (i) = (ii) Insd in general (ii) # (i).

1.30. Fie M;,M, monoizi, f : M;—>M, un morfism de monoizi.

Consideram urmatoarele afirmatii :

(i) f este aplicatie injectiva ;

(i) Daca M, este un alt monoid iar g,h :My— M, sunt morfisme de
monoizi a.l. fog =foh, atuncig=h;

(iii) Ker(f) = {1}.

Sa se demonstreze ca (i) = (ii) si (i) = (iii).

Observatie. Un morfism ce verifica (ii) se numeste monomorfism de
monoizi.

1.31. Fie M;,M, monoizi, f : M;—M, un morfism de monoizi.

Consideram urmatoarele afirmatii :

(i) f este aplicatie surjectiva ;

(i) Daca M; este un alt monoid iar g,h :M,— M; sunt morfisme de
monoizi a.i. gof=hof, atuncig=h.

Sa se demonstreze ca (i) = (ii) Insd in general (ii) # (i).

Observatie. Un morfism ce verificd (ii) se numeste epimorfism de
MONOIZzI.

§2. Grup. Subgrup. Subgrup generat de o multime.

Calcule intr-un grup. Grupuri de permutiri.

2.1. Pe multimea Z definim operatia algebrica:
Xoy=xy+2x+y+]l).

(1) Sa se arate ca dubletul (Z, 0 ) nu este grup ;

(ii) Sa se determine cea mai mare submultime G < Z (fata de
incluziune) a.i. dubletul (G, o) sa fie grup comutativ.

2.2. Pe multime a Q se defineste operatia algebrica :
X oy =X+ y—kxy

(ke Q" fixat). Si se arate ci existi acQ ai. (Q\ {a},o) si fie grup abelian.

2.3. Fiea,b,c,deR" si operatia algebrica : x oy = xy+ax+by-c.
Ce conditie trebuie sa indeplineasca a,b si ¢ pentru ca ((d,»), o) sa fie
grup abelian ?

16



1 Ina 0
24.FieG=43/0 1 O0l:aeR,a>0;.
0 0 a

Sa se demonstreze ca G Tmpreund cu inmultirea matricelor este grup
comutativ.

1-x 0 X
2.5.FieG= 0 0 0 [:xeR-{3};.
x 0 1-x

Sa se demonstreze ca G impreund cu inmultirea matricelor este grup
comutativ.

2.6. Sa se determine xe R a.i. multimea :
a 0 b
M=<0 x 0]|:a,b,c,d eR,ad—bc=1
c 0 d

sa fie grup in raport cu operatia de Inmultire a matricelor.
2.7. Sa se determine numerele reale a si b a.i.:
X+a —bx
G={[ Y J:x,yeR,x2—4y2:1}
y+bx x-—ay
sd formeze un grup in raport cu inmultirea matricelor.

2.8. Fie n natural, n > 2 dat. Sa se arate ca multimea :

x 0
G={A:( ]:x,yeC,A”:lz,nZZ}
0 y

este un grup in raport cu Tnmultirea matricelor.
Cate elemente are grupul G ?

2.9. Sd se arate ca multimea :

+4 2
G=4""" y x,yeR x*-12y? =1
-2y x-4y

impreuna cu inmultirea matricelor formeaza grup comutativ.

17



a b b
2.10. Fie G multimea matricelor de forma M(ab) = |b a b| cu
b b a

proprietatea ca det M(a,b) = 1. Sa se arate ca G este grup in raport cu inmultirea
matricelor.

2.11. Consideram multimea M =

a b c
¢ a blab,ceRr, iar f:a+bX+cX2sig:X3—l sunt prime .

b ¢ a intre ele

Sa se arate ca M este grup in raport cu inmultirea matricelor.

2.12. Fie E= R x R iar pentru te R, functia f:E—E,
fi(x,y) = (x+ ty + t°/2, y + t), oricare ar fi (x,y) €E.

Sa se demonstreze ca multimea G = {f;: te R} formeaza grup comutativ
in raport cu compunerea functiilor.

2.13. Se considerd multimea :

a b ¢ d
d a c 2 2
G= eM,Ra—c) +(b-d) #0,Ja+c| = |b+d]|}.
c d a b
b ¢ d a

(1) Sa se arate ca (G,-) este grup abelian ;

(i) Pentru neN si XeG, sd se arate cd existd a,, b, ¢, d, € R si
H={A,B,C,D}, Hc G, a.. (H, -) sa fie grup abelian si X"
=a,A + b,B + ¢,C + +d,D pentru orice n numar natural.

2 0 0 3

n

(iii) Pentru neN* calculati :

S W

20
3 2
0 3

(=)
N OO

2 1 1
214.FieA=| 4 2 2 |si
-8 -4 -4

My={xL +yA|(xy)eR*xR}.
Sa se arate ca :

18



(i) det X nu depinde de y, pentru orice XeMy ;
(i) (Ma, -) este un grup abelian ;
(iii) (X*)"+ (X*)" eM, si det ((X*)"+ (X*)™) > 8, pentru orice

neN* si orice XeM,, unde X* este adjuncta lui X.

2.15.FieM={(a b}
0 a+b

(1) Sa se arate ca (M,-) este grup ;
(i) Sa se determine toate matricele XeM a.i. X-X'=1,;
(iii) Ecuatia Y'-Y =1, are solutii in M ?

a,beQ,a+0,a+ —b} .

2.16. Sa se demonstreze c¢a U, = {zeC* : 2" =1} si T={z

eC": |z] = 1} este subgrup al grupului (C, ) (neN).

2.17. Fie K o multime cu patru elemente K = {1,a,b,c}.
Pe K considerdm operatia de Inmultire a carei tabela este:

. | 1 a b ¢
1 1 a b c
a |a 1 ¢ b
b |[b ¢ 1 a
c ¢c b a 1

Sa se demonstreze cad dubletul (K,-) este grup comutativ.
Observatie. Grupul K poartd numele de grupu! lui Klein.

2.18. Determinati a,b,ceR a.i.
G={xeR|acosx+bsinx+c=0}

sa fie subgrup al grupului (R, +).

2.19. Determinati matricele AeM,(R), (n>3), pentru care multimea
G(A) = {BeM,(R)| det(A+B)= det(A)+det(B)} este grup in raport cu adunarea
matricelor din M,(R).

2.20. Sa se demonstreze ca orice grup cu cel mult cinci elemente este
comutativ.

2.21. Sa se demonstreze ca pe orice multime finita se poate defini o
structura de grup comutativ.
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2.22. Sa se demonstreze cd un grup nu se poate scrie ca reuniunea a
doua subgrupuri proprii ale sale.

2.23. Sé se demonstreze ca existd grupuri ce se pot scrie ca reuniunea a
trei subgrupuri proprii ale sale.

2.24. Sa se arate ca nu existd nici un grup care sd fie reuniunea a trei
subgrupuri proprii ale sale, dintre care doud au cate trei elemente.

2.25. Fie (G, -) un grup si H = {x* | xeG}. Si se arate ci dacd G este
comutativ, atunci H este subgrup al lui G. Reciproca este adevarata?

2.26. Fie (G, -) un dublet format dintr-o multime si o operatie algebrica
asociativa. Sa se arate ca daca oricare ar fi a,b,ceG exista xeG a.l. axb = c,
atunci (G,-) este grup.

2.27. Fie (G, -) un grup si a,beG ai. ab = c", cu ceG si neN". Si se
arate ci existd deG a.i. ba=d".

2.28. Fie p > 3 un numdr natural impar. Construiti un grup (G,”) cu p’
elemente, unde p > 2 este numar impar, cu proprietatea ca pentru orice XeG,
p_
xP=1.

2.29. Fie G o multime finitd pe care este definitd o operatie

algebrica asociativa, notata multiplicativ. Daca operatia are proprietatea

ca: Xy =Xz =>y=72,

yX =ZzX =y = z, pentru orice X, y, z€G,
atunci (G,-) este un grup.

2.30. Fie (G,-) un grup in care are loc implicatia xy" = z'x = y = z,

unde neN". Si se arate ci (G,-) este grup abelian.

2.31. Fie (G.-) un grup si a,beG a.i. aba = bab. Sa se arate ca
a" = 1 dacd si numai dacd b"=1.

2.32. Fie (G,*+) un grup abelian finit cu r elemente §i sd consideram
doua elemente fixate a si b din acest grup. Pentru m si n numere naturale date,
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notam cu M, »(G) multimea matricelor cu m linii §i n coloane avand elementele
din grupul G, iar cu M(a,b) notdm submultimea lui M,,,(G) formata din acele
matrice cu proprietatea ca suma elementelor de pe fiecare linie este a, iar suma
elementelor de pe fiecare coloana este b.

Sa se demonstreze ca :

(1) (Mpa(G), +) este grup abelian avand r'™ elemente;

(i) Daca ma # nb, atunci M(a,b) este multimea vida ;

(iii) Dacd ma = nb, atunci M(a,b) are r™ ™" elemente.

2.33. Fie G un grup iar A,B,C<G a.i. AcB, AnC = BNC si AC =
BC. Sa se demonstreze cd A = B (unde AC = {ac | a€A si ceC}).

2.34. Fie G un grup, H,K < Giar x,yeG ai. Hx=K-y.
Sa se demonstreze ca H=K.

2.35. Fie G un grup iar A,B < G.
Sa se demonstreze cd |AB| - |A N B|=|A| - |B|.

2.36. Fie G un grup finit iar A,.B < G ai. |A| + [B| > |G|.
Sa se demonstreze ca G = AB.

2.37. Fie (G, -) un grup cu proprietatile:

1) Daca x>=1,atunci x =1 ;

2) (xy)* = (yx)’, oricare ar fi x,yeG.

Sa se demonstreze cd grupul G este abelian.

2.38. Fie G un grup a.i. x° = 1, pentru orice x€G.
Sa se demonstreze cad G este comutativ iar daca G este finit, atunci |G|

este o putere naturala a lui 2.

2.39. Fie G un grup finit si p un numar prim care divide ordinul lui G.
Atunci numarul solutiilor ecuatiei x” = 1 este un multiplu nenul al lui p.

2.40. Dacd G este un grup, sa se demonstreze cd Z(G) < G (vezi
problema. 1.21.).

2.41. Fie G un grup iar x,yeG a.i. xyeZ(QG).
Sa se demonstreze cd xy = yx.

2.42. Fie (G, ) un grup, X, y €G sim, neN" ai. (mn) = 1.
Sa se arate ca daca x comutd cu y™ si y", atunci x comuta si cuy.
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2.43. Fie G un grup iar H < G un subgrup propriu al sau.
Sa se demonstreze cd <G\H>=G.

2.44. Fie (G,) un grup care are un subgrup H a.i. G \ H are un numar
finit de elemente. Sa se arate ca grupul G este finit.

2.45. Fie (G, -) un grup abelian finit. Spunem ca subgrupul H al lui G
are proprietatea (A) dacd G # H si produsul elementelor lui H este egal cu
produsul elementelor din G \ H. Sa se arate cd dacd G are un subgrup cu
proprietatea (A), atunci orice subgrup al lui G, diferit de G are proprietatea (A).

2.46. Pentru un grup finit G notdm cu s(G) numarul de subgrupuri ale
sale.
Sa se arate ca:
6]
s(G
9]

(ii) Pentru orice numar real a > 0 existd grupuri finite G a.i. ﬁ >a.
S

(i) Pentru orice numar real a > 0 existd grupuri finite G a.i.

<a;

2.47. Fie """ o operatie algebrica asociativdi pe multimea M. Sa se
demonstreze ca (M,-) este grup daca si numai daca oricare ar fi acM, exista

neN* al f, M—> M, f,(x)=axa" si fie surjectiva.
2.48. Sa se demonstreze ca grupul aditiv (Q,+) nu este finit generat.

2.49. Fie H un subgrup al grupului aditiv (Q, +).
Sa se arate cd daca Q =H + Z, atunci H= Q.

2.50. Fie (G,") un grup (abelian), G’ o multime pentru care existd o
bijectie f : G —» G'. Pentru x,yeG’ definim xoy = f(fl(x)-fl(y)). Sa se arate ca
in felul acesta (G', o ) devine grup (abelian).

2.51. Sa se demonstreze ca pe orice interval deschis si marginit de
numere reale se poate defini o operatie algebricd ce determind pe intervalul
respectiv o structura de grup.

2.52. Fie (G,") un grup. Sa se arate cd urmatoarele afirmatii sunt
echivalente :
(i) Orice parte stabila a lui G este subgrup al sau ;
(ii) Pentru orice x€G, existi keN" a.f. x*= 1.
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2.53. Fie (G,") un grup, neN, n>3 si H;, H,,...,H, subgrupuri ale lui G

) UH=G

i=1
n

2)Hiz U H;.

i=1

i#j
Si se arate ¢i pentru orice xeG, existi ke N* k < (n-1)! a.i. x*e N H,.

-1

2.54. Pentru orice neN” consideram H, = {£|keZ}.

Sa se demonstreze ca:

(i) H, este subgrup al grupului (Q, +) sica Q= U H, ;

neN*
(ii) Dacd G,,G,,...,Gy, sunt subgrupuri ale grupului (Q,+)si  G;= Q,

m
pentru orice | <i<matunci UG, Q.
i=1

2.55. FieneN" iar U,= {zeC* : 2"=1}.

Sa se demonstreze ca U, < ((C*,-), |U,| = n iar U, este grup ciclic (vezi
problema 2.16.).

2.56. Fie (G, -) un grup comutativ cu elementul unitate 1 sim, n eN*,
Sa se arate ca :
HmHn = H[m,n]a
unde amnotat H,= {x € G |x"=1}, H,H, = {xy | x € Hp,, y € H,}, iar [m,n]
= c.m.m.m.c (m,n).

2.57. Fie (G, -) un grup iar L(G) multimea subgrupurilor lui G. Sa se
arate ca (L(G),c ) este latice completa.

2.58. Sa se arate cd in laticea L(Z) pentru H = mZ si K = nZ, cu m,
neN, H A K = [m,n]Z iar H v K = (m,n)Z. Sa se deduca de aici faptul ca
(L(Z), <) este latice distributiva.

2.59. Fie G un grup cu proprietatea ci (xy)’ = x” y>, pentru orice X,y €G.
Sa se demonstreze ca G este comutativ.
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2.60. Fie G un grup cu proprietatea ci existda neN'al. (xy)* = x'y*,
pentru k =n, nt+1, n+2, oricare ar fi x,yeG.
Sa se demonstreze ca G este comutativ.

2.61. Fie G un grup cu proprietatea ci existdi neNai. (xy)* = x'y*,
pentru k = n, n+2, n+4, oricare ar fi x,yeG.
Sa se demonstreze ca G este comutativ.

2.62. Fie G un grup cu proprietatea ci existi mneN’, (mn)=1 a.i.
oricare ar fi x,y €G, (xy)" = (yx)" si (xy)" = (yx)".
Sa se demonstreze ca G este comutativ.

2.63. Fie G un grup cu proprietatea ci x'= 1 si X’ y> =y* x°, oricare ar fi
x,y€G@G. Sa se demonstreze ca G este comutativ.

2.64. Fie G un grup iar x,yeG. Notim [x,y] = x' y' xy. Si se
demonstreze ca daca x,y,zeG, atunci:

(i) xy=yx< [xy]l=1;

(i) [xy.z]=y" [xzlyly.z];

(i) [xyz]=[xz]z" [xy]z;

(iv) y'[xy'lzyz'[[yz'1x] zx[[zx"].y] x=1.

Observatie. [x,y] poartd numele de comutatorul lui X §iy.

2.65. Fie X o multime nevida iar F(X) = {f: X — X}.

Sa se demonstreze cd relativ la compunerea functiilor, F(X) este un
monoid iar U(F(X), o) = {f eF(X) : f este o bijectie}.

Observatie. Vom nota U(F(X), o) = Z(X); grupul (X(X) ,o) poartd
numele de grupul de permutari asupra multimii X. Daca X este o multime finita
cu n elemente, vom nota X(X) prin S,.

2.66. In grupul permutirilor £(R) considerdim elementele o,t definite
astfel: o(x) =x + 1 si ©(x) = 2x, pentru orice xeR iar G=<o,1>< Z(R).

* . - .
PentruneN | fiec,=1t"c1" e GsiH,= <o,><G.
Sa se demonstreze ca pentru orice n > 1, H, < H,, iar H= |J H, nu

nxl

este subgrup finit generat al lui G.

2.67. Sa se determine f: R — R care admit primitive pe R, cu
proprietatea cd multimea primitivelor lui f este subgrup al grupului bijectiilor lui

R (in raport cu compunerea functiilor).
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2.68. Fie (X,d) un spatiu metric iar

Izom(X) = {fe Z(X) : d(f(x), f(y)) = d(x,y), pentru orice X,yeX}.
Sa se demonstreze ca [zom(X) < Z(X).

Observatie. Elementele lui [zom(X) se numesc izometrii ale lui X.

2.69. Fie X = E” planul euclidian inzestrat cu functia distantd uzuala.
Vom nota prin Tr(E*) = multimea translatiilor lui E* iar pentru un punct fixat
OcE’, Rot(0,E’) = multimea rotatiilor lui E* in jurul lui O. Si se demonstreze
ca:

(i) Tr(E*) < Izom(E?), Rot(O,E*) < Izom(E®) ;

(ii) Pentru orice felzom(E?), existi peRot(0,E*), te Tr(E*) ai. f=por,
cu OeE’.

2.70. Fie (X,d) un spatiu metric, Y < X iar
Sx(Y)={felzom (X)| f(Y)=Y}.
Sa se demonstreze ca Sx(Y) < Izom(X).
Observatie. Sx(Y) poartd numele de grupul de simetrie al lui Y in
raport cu X.

2.71. Pentru un numadr natural n si P, un poligon regulat cu n laturi,
definim D, = S, (P) (P fiind conturul lui P,). Fie O centru lui P,, p rotatia in
jurul lui O de unghi 27/n iar € simetria fatd de una din axele de simetrie ale lui
P,. Si se demonstreze ci D, = {1, p, p*, p°, ..., P*, &, P&, ..., P €},

Observatie. Grupul D, de ordin 2n poarta numele de grupu! diedral de
gradn .

2.72. Sa se demonstreze ca grupul simetric S, este generat de
transpozitiile t;= (i,i+1),1=1,2,...,n-1.

2.73. Sa se demonstreze ca grupul simetric S, este generat de
transpozitiile ;= (1,i), 1= 1,2,...,n.

2.74. Sa se demonstreze ca pentru orice 1< k < n, grupul simetric S, este
generat de transpozitiile (1,k), (2,k),...,(k-1,k), (k+1,k),..., (n,k).

2.75. Sa se demonstreze ca grupul simetric S, este generat de
transpozitia t = (1,2) si ciclul 6 =(1,2,...,n).

2.76. Sa se demonstreze ca grupul altern A, este generat de ciclii de
lungime 3.
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2.77. Sa se demonstreze cd grupul altern A, este generat de ciclii
(1,2,3), (1,2,4), ...,(1,2,n).

2.78. Sa se demonstreze ca in S, avem :
(1,2,....,n0=23, ... ,)=..=(1,2, ... r-1) (r <n).

2.79. Sa se demonstreze ca daca a este un r-ciclu in S, , atunci o' = e (r
<n) si r este cel mai mic numar natural cu aceasta proprietate.

2.80. Fie a si B doi r-ciclii in S, (r < n).
Sa se demonstreze ca daca existd ieS, ai o(i) # i si (i) # 1 iar
k,x _ pkr: . . _
a*(i) = B*(i) pentru orice k natural , atunci a = 3.

2.81. Doua permutari o, €S, se zic disjuncte daca atunci cand una din
ele schimba un element, cealalta 1l fixeaza.

Sa se demonstreze ca daca o = (iy,la, ... ,ip), B = (iJ2s +--» Js)» I, SN,
atunci o §i B sunt disjuncte < {iy,iz, ... ,i: } N {J1sj2, -5 Js} = D

2.82. Sa se demonstreze ca daca permutarile o,feS, sunt disjuncte,
atunci off = Ba .

2.83. Sa se demonstreze ca S, poate fi privit ca subgrup al Iui
Ani.

2.84. Sa se demonstreze ca pentru n > 4, Z(A,) = {e}.
2.85. Sa se demonstreze ca pentru n > 3, Z(S,) = {e}.

2.86. Sa se demonstreze ca in S, doud permutéri sunt conjugate daca si
numai daca au aceeasi structura ciclica.

2.87. Sa se rezolve in S, ecuatia X* = (1,2, ... ,n).

2.88. Fie p un numar prim iar €S, un ciclu de lungime m (m < n).
Sa se demonstreze ca :

(i) Daca pt m, atunci " este un ciclu de lungime m, avind aceeasi
orbitd casi o ;

(ii) Dacd p | m, atunci o este un produs de p cicli disjuncti de lungime
m/p.

2.89. Fie p un numadr prim. Sa se demonstreze ca :
26



(i) Daca ce€S, este un ciclu de lungime m , unde p4 m, atunci exista
1S, un ciclu de lungime m ai " =0c;

(ii) Dacd ©1,0,, ... ,0,€8S, sunt ciclii disjuncti de aceeasi lungime k ,
atunci exista TS, un ciclu de lungime m=kp a.i. °* = 5,0, ... o,.

2.90. Fie un numdar prim, o€S,, ¢ # e. Sd presupunem cd in
descompunerea in ciclii disjuncti a lui ¢ apar o, ciclii de lungime m,, o, ciclii

de lungime my,, ..., o, ciclii de lungime m, (m;, my, ..., m; fiind distincte doua
cate doud) iar my, my, ... ,my (k <'t) sunt divizibile cu p.
Sa se demonstreze ca ecuatia x” = ¢ are solutie in S, < o;,0, ... , 04

sunt divizibile prin p.
Aplicatie. Sa se studieze compatibilitatea ecuatiilor:
2_ (1234567 8 91011121314 151617 1819 ,
X = in Sio;
56781231112 191316 41517 918 14 10
5 (123 45678 9 10
365 917 8 210 4

J in S]().

2.91. Daca p este un numadr prim, p > n, sa se demonstreze ca ecuatia
x"= ¢ are solutie pentru orice ¢ €S, c = e.

2.92. Fie p un numar prim. Sa se demonstreze cad x €S, este solutie a
ecuatiei x” = e <> x este un produs de ciclii disjuncti de lungime p din S,.

2.93. Fie G un grup comutativ cu n elemente. Sa se demonstreze ca
orice subgrup al lui G poate fi generat de cel mult n elemente.

2.94. Sa se demonstreze cd grupul (Q,+) nu admite un sistem de
generatori minimal.

2.95. Sa se demonstreze ca orice subgrup finit generat al lui (Q,+) este
ciclic (un astfel de grup se numeste local ciclic).
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§3. Teorema lui Lagrange. Ordinul unui element.

Indicele unui subgrup. Subgrupuri normale.

3.1. Fie G un grup finit a.i. |Z(G)| > % *|G|. Sa se demonstreze ca grupul

G este comutativ.

3.2. Fie G un grup finit comutativ ai. x> = 1 pentru mai mult de
jumitate din elementele lui G. Sa se demonstreze ci x* = 1, oricare ar fi xeG.

3.3. Sa se demonstreze ca intr-un grup G cu 2n elemente, unde n este
numar impar, existd cel mult n elemente de ordin 2.

3.4. Fie G un grup iar xeG un element de ordin finit. Sd se demonstreze

o(x") | o(x), oricare ar fi neN.

3.5. Sé se arate ca intr-un grup abelian G exista un element al carui
ordin este egal cu c.m.m.d.c al ordinelor tuturor elementelor x # 1 ale lui G.

3.6. Fie G un grup, x,yeG al. xy=yx iarx" =y" =1 (m,neN).
Sa se demonstreze ca (xy)k =1, unde k = [m,n].
Putem avea o(xy) <k ?

3.7. Fie G un grup iar x,yeG.
Sa se demonstreze c¢i o(xy) = o(yx) si o(x) = o(x™).

3.8. Fie G un grup iar xeG un element de ordin finit n.

- - . *
Sa se demonstreze ca pentru orice me N, o(x™) = n/(m,n).

3.9. Fie G un grup si x,yeG cu o(x) = ny, o(y) = n, finite, (ny,n;) =1
iar xy = yx. Sa se demonstreze ca o(xy) = o(x) - o(y).

Daca conditia (n;,np) = 1 se inlocuieste cu <x> N <y> = {1}, sa se arate
cd o(xy) = [n;,ny].

3.10. Fie G un grup, xeG a.i. o(x) =nn,cun;,ne N, (n,ny)=1.
Sa se demonstreze ca exista si sunt unic determinate elementele y,ze G

al x=yz=zysio(y) =n,,o(z) = n,.
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3.11. Fie G un grup iar x,yeG a.i. o(x) =m, o(y) = n, (m,ne N*),
Sa se demonstreze ca daca x si y comuta cu [X, y], atunci [x,y]d =1,
unde d = (m,n).

3.12. Fie (G,-) un grup comutativ de ordin finit.

Sunt echivalente :

(i) G este de ordin impar ;

(i) Pentru orice acG ecuatia x> = a are solutie unici in G.

3.13. Fie (G,) un grup finit. Daca m si n sunt divizori ai ordinului
grupului, atunci ecuatiile x™ = 1 ¢i x" = 1 au o singura solutie comuna daci si
numai daca (m,n) = 1.

3.14. Fie G un grup cu 10 elemente 1n care exista a,beG \ {1} distincte
aia’=b’=1.Sa searate cd G nu este abelian.

3.15. in monoidul multiplicativ M,(Z) considerim matricele:

0 -1 0 1
A=( JsiB=[ J
1 0 -1 -1

Sa se demonstreze ca o(A) =4, o(B) = 3 iar o(AB) = .

3.16. FieGungrup, H<Gsix eGali o(x)=n (neN".

- - - 3 * "~
Sa se demonstreze ca daca x"eH pentru orice meN" a.i. (m, n) = 1,
atunci xeH.

3.17. Fie G un grup comutativ de ordin n.
Aratati cd produsul celor n elemente ale lui G este egal cu produsul
tuturor elementelor de ordin cel mult 2.

Aplicand acest rezultat grupului multiplicativ (Z; ,’) cu p prim, sd se
demonstreze cap | (p-1)!+1.

Observatie. Consecinta de la problema 3.17. este datorata lui Wilson.

3.18. Fie p un numar prim iar n > 2 un numar natural.
Sa se demonstreze ca:

(i) Daca p = 2 si n > 2, atunci in grupul U(Z ,,’) numai

on s

n o~ NG
elementele — 1,1, 2"'-1 ,2™'+ 1 au ordinul cel mult 2 ;
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(ii) Dacd p > 2, atunci in grupul U(Z o ,’) numai elementele 1 si-1 au

ordinul cel mult 2 ;
(iii) Sa se deduca de aici urmatoarele variante de generalizare pentru
teorema lui Wilson:

a) Daca p este un numar prim, p > 2 si n > 1 un numadr natural, atunci :

p"[( ] att

I<a<p”
(a,p)=1

b) Dacap=2sin>2,atunci: 2"[( J] a)+1.

1<a<2”
(a,2)=1

c)Dacap=2sin=2,atunci: 2*|( [] a)+1.

1<a<2?
(a,2)=1

3.19. Fie p un numar prim, neN* gi U e ={zeC : 2" =1}.
Sa se demonstreze ca:
iU ,cU ,c..cU ,cU ,,c...cC’;
p p p p
(i) Dacanotam U =) U ,,atunci U . <(C,);
p >0 p P

(ii1) Daca H < (U pw ,") este propriu, atunci existd neN a.i. H =

3.20. Fie A un inel unitar, neN, n > 2. Notam GL,(A) = ={MeM,(A):
det(M) € U(A,")} si SLy(A) = {(MeM,(A): det(M)=1}.

Sa se demonstreze cd GL,(A) este un grup relativ la Tnmultirea
matricelor iar SL,(A) < GL,(A).

Observatie. Grupurile GL,(A) si SL,(A) poartd numele de grupul liniar
general (respectiv special) de grad n peste inelul A.

3.21. Daca K este un corp finit cu q elemente, sa se demonstreze ca:
| GLy(K) [ = (q"- 1)(q"- )---(q"- q").

11 10
3.22. FieU,VeMz(Z),U:(O J,V:[l 1],

Sa se demonstreze ca U,VeSL,(Z) iar < {U,V} >= SL,(Z).

1 1 1 0 -1 0
3.23. Fie U,V,WeMz(Z),U=( ],V=[ ],W=( J
01 11 0 1
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Sa se demonstreze ca U,V,WeGL,(Z) iar < {U,V,W} >= GLy(2).

3.24. Fie (G,-) un grup iar Ly (G) multimea subgrupurilor normale ale
lui G. Sa se arate ca Ly(G) este sublatice modulara a lui L(G).

3.25. Daca M este un A-modul, atunci laticea (Lr(M),2) a
submodulelor Iui M este modulara.

3.26. Fie G un grup, H < G a.i. H ¢ Z(G).
Sa se demonstreze ca H <« G.

3.27. Fie G un grup iar Ha G . Sa se demonstreze ca Z(H) < G.

3.28. Fie G un grup si H< G cu [H| = 2. Sa se demonstreze cd H <
Z(G).

3.29. Fie G un grup, H < G a.i. |G:H| = 2 .Sa se demonstreze ca H < G.

3.30. Fie G un grup finit sineN" ai. (n, |G[) = 1.
Sa se demonstreze ca oricare ar fi xeG existd si este unic yeG al. y" =x.
Sa se deducd de aici ca dacd y,z eGsiy"=7", atunciy = z.

3.31. Fie G un grup ai. |G:Z(G)| =n (neN").
Sa se demonstreze cd oricare ar fi X,y € G avem:
[xy]™ = [xy’T [y 'xy, y1".

3.32. Daca orice subgrup propriu al unui grup G este comutativ, rezulta
ca grupul G este comutativ ?

3.33. Fie G un grup finit cu n elemente. S3 se demonstreze cd x" =1,
pentru orice xeG.

Si se deduci de aici ¢ dacd a,neN" ai. (a,n) =1, atunci n | a®"-1.

Observatie. Consecinta acestui rezultat este datorat lui Euler

3.34. Fie G = { aj, ay,..., a,} un subgrup al grupului (C*, -) si keN*,
Sa se arate ca :

1) G=U,;

(i) Exista relatia :

31



0, daca k nu este multiplu de n

k., k
a +a; +...+a,= _ .
! 2 " {n, daca k este multiplu de n

3.35. Fie G un grup a.i. exista Ac G finita si nevida cu proprietatea cd G
\ A este un subgrup al lui G.
(i) Sa se arate ca G este finit si |G| < 2|A|;
(i1) Daca |A| este prim, atunci |G| = 2|A| sau |G| = |A| + 1.

3.36. Sa se demonstreze ca cel mai mic subgrup normal al lui G ce
contine pe H este subgrupul lui G generat de elementele de forma g'hg cu
geGsiheH.

Observatie. Cel mai mic subgrup normal al lui G ce contine pe H se
noteaza prin Ng(H) si poartd numele de inchiderea normala a lui H in G ( sau
normalizatorul lui H in G).

3.37. Fie A,B,C subgrupuri ale grupului G. Sa se demonstreze ca :
(i) Daca A <B, atunci |[B: A|>|(CnB) : (CnA) |;

(1) |G:(AnB)|<|G:A|G:B];

(i) [(AvB):B| 2|A:(AnB)|.

3.38. Fie A,B subgrupuri ale unui grup G al. |G: A |si| G: B | sunt
finite si prime intre ele.

Sa se demonstreze ca :

H|G:(A"B)|=|G:A||G:B|;

(i1) Daca in plus G este finit, atunci G = AB.

3.39. Fie G un grup finit iar A,B subgrupuri ale lui G.

Sa se demonstreze ca dacd |A : (AnB)| > % |G : B|, atunci A v B=G.

3.40. Fie G un grup finit generat.
Sa se demonstreze cd orice subgrup de indice finit in G este finit
generat.

3.41. Sa se demonstreze ca Intr-un grup G intersectia unui numar finit
de subgrupuri de indice finit este un subgrup de indice finit.

3.42. Fie G un grup, xeG iar Cg(x) = { yeG : xy = yx}. Sa se

demonstreze ca Cg(x) < G iar multimea conjugatilor lui x (adica a elementelor
de forma axa™ cu a€G) are cardinalul egal cu | G : Cg(x)|.

32



Observatie. Cg(x) poartd numele de centralizatorul lui x 1n G; in
general, daca M este o submultime a lui G, definim Cg(M) ca fiind intersectia
centralizatoarelor tuturor elementelor lui M.

3.43. Fie G un grup iar K < G. Sa se demonstreze ca Cg(K) = {1} <
Z(H) = {1}, oricare ar fi Ha.i. K< H<G.

3.44. Fie n un numdr natural, n > 2, K un corp, K # Z, iar D multimea
matricelor diagonale din GL,(K).
(i) Aratati ca Cg(D) = D. Deduceti de aici ca
Z(GL,(K)) = {al,: aeK};

(ii) Presupunénd in plus ¢a n > 3 sau K # Z; sda se demonstreze ca
CoL, a0 (DN SL,(K)) =D si deduceti de aici ca
Z(SLy(K)) = SLy(K) N Z(GLy(K)).

3.45. Sa se demonstreze ca pentru n > 3, D, are un singur subgrup de
ordin n.

3.46. Fie n > 3. Sa se demonstreze cd dacd n este impar, atunci
|Z(D,)| = 1 iar daca n este par, atunci | Z(D,) | = 2.

3.47. Sa se demonstreze ca grupul altern A, (care are ordinul 12) nu are
subgrupuri de ordin 6.

Observatie. Acest exercitiu ne aratd ca reciproca teoremei lui
Lagrange nu este adevarata.

§4. Morfisme si izomorfisme de grupuri.
Grup factor. Teorema lui Cauchy.
Teoremele de izomorfism pentru grupuri.

4.1. Fie G, G, doua grupuri, f,g : G; — G, morfisme de grupuri, G =
{xeG : f(x) = g(x)} iari : G = G incluziunea canonica.

Sa se demonstreze ca G < G; si ca dubletul (G,i) verificd urmatoarea
proprietate de universalitate:

() fei=goi;

(i) Daca G’ este un alt grup, i’ : G’ - G, un morfism de grupuri a.i.
foi' = goi’, atunci existd un unic morfism de grupuri u: G' - Ga.d.icu=1i".

Observatie. Dubletul (G,i) se noteaza prin Ker(f,g) si poartd numele de
nucleul perechii de morfisme (f,g).
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Daca g este morfismul nul (adicd g(x) = 1, pentru orice xeG)),
convenim sa notdm Ker(f) = Ker(f,1) = {xeG; : f(x) = 1} ( fara a mai specifica
morfismul incluziune).

4.2. Fie Gy, G, doua grupuri, f: G; — G, un morfism de grupuri.
Sé se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) f este aplicatie injectiva;

(ii) Ker(f) = {1}.

4.3. Fie Gy, G, doua grupuri, f: G; — G, un morfism de grupuri.

Sé se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este aplicatie injectiva;

(i1) Daca Gy este un alt grup si g,h : Gp — G, sunt morfisme de grupuri
al. fog=foh,atunci g=h.

Observatie. Acest exercitiu ne aratd cd In categoria grupurilor,
monomorfismele sunt exact morfismele injective.

4.4. Fie Gy, G, doud grupuri, f: G; > G, un morfism de grupuri.

Sé se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este aplicatie surjectiva;

(i1) Daca G; este un alt grup si g,h : G, — G; sunt morfisme de grupuri
al. gof=hof, atunci g=h.

Observatie. Acest exercitiu ne aratd cd in categoria grupurilor,
epimorfismele sunt exact morfismele surjective.

4.5. Fie M un monoid comutativ cu proprietatea ca daca x,yeM si xy =
Xz atunci y = z.

Sa se demonstreze cd existd un grup Gy si un morfism injectiv de
monoizi iy : M — Gy a.i. pentru orice grup abelian G si orice morfism de
monoizi u : M — G exista un unic morfism de grupuri u:Gy — Gal.
woly=u

Observatie. Acest rezultat este datorat lui Maltev.

4.6. Fie M = (1,00) si o operatie algebrici pe M, o: MxM — M,
definita astfel: x o y =xy + ax + by + ¢ (a,b,ceR). Sa se determine a,b,c stiind
cd (M, o) este grup si sa se arate cd (M, o) este izomorf cu (R,+).

4.7. Fie G un subgrup nenul al lui grupului (R,+) cu proprietatea ca G
N (-a,a) este multime finitd, oricare ar fi acR, a > 0. Sa se arate cd grupul
(G, ) este izomorf cu grupul (Z,+).
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4.8. Intr-un grup (G,") se considera submultimile:
H,= {xeG |x"=1},neN".
Sa se arate ca:
(1) H; este subgrup al lui G < xy = yx pentru orice X,yeHj ;
(i1) Daca p este un numdr prim cu proprietatea cd H, are cel mult p

elemente, atunci H, = {1} sau H, este subgrup al lui G izomorf cu grupul (Z,
).

4.9. Fie G = (0,:0) \{1} si acG, acR". Definim pe G operatia algebrica:
xoy=x""%" ginotim cu G,, = (G, o). Sa se arate ¢ :

(1) Ga, este grup abelian;
(i) Daca beg, Be R" atunci grupurile G, , si Gy p sunt izomorfe.

4.10. Aratati cd multimea M a matricelor de forma
(cha sha

sha cha

J, aeR, formeazd un grup multiplicativ izomorf cu (R, +).

4.11. Fie multimile:
a+2b  3b
M= {AEMZ(Q) \ [

2 2 :
,a- —10b" =1,a,b 1
2b a—ZbJ a4 “ EQ}S

G={xeQ(V10)|x=a+b+10,a>~ 10b’=1, a,beQ}.
Sa se arate ca :
(1) (M,") si (G,-) sunt grupuri in raport cu operatiile de inmultire
obisnuite ;

(i1) Avem izomorfismul de grupuri (M,-) = (G,").
4.12. Fie T multimea matricelor de forma ( * yJ unde x iy
-y x

parcurg multimea Z; a claselor de resturi modulo 3.
(i) Determinati numarul elementelor multimii T;

iy o . . . x . N
(i) S& se determine multimea G a matricelor ( yJ din T ai.
-y x
> +y2: i :

(iii) Aratati cd multimea G formeaza un grup fatd de operatia de
inmultire a matricelor ;
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(iv) Aratati ca grupul G este izomorf cu grupul aditiv (Z4,1) al claselor
de resturi modulo 4.

a 0 ib
4.13.(()FieM=4/0 0 0 |abeRa®+b*=0,i*=—-1}.
ib 0 a

Aratati cd M este un grup in raport cu inmultirea matricelor, izomorf cu

grupul (C*,") ;

1
(i) Daca A = |0

i

, calculati A*” (folosind eventual

S O O
—_ O o~

izomorfismul dintre grupurile (C*,-) si (M,")) .
4.14. Sa se arate ca :

1 k
(1) Multimea M = {Dk :(O 1],kez}formeazé grup In raport cu

operatia de inmultire a matricelor, grup izomorf cu grupul (Z,+) ;

1 1 2k+1
(i) Multimea M = M, =|0 0 1 |keZ}este grup abelian in
0 0 1

raport cu inmultirea matricelor, izomorf cu (Z,1) ;

1
(iii) Multimea M = {Aa =[0 TJ,aeR}este subgrup al grupului

matricelor inversabile din M,(R), izomorf cu (R,+).

. 2- -1
4.15. FieM = {M(a):( a4 J,aeR*}.
2(1—a) 2a-1
(i) Sa se arate ca (M,-) este grup izomorf cu (R",-);

(ii) Sa se calculeze [M(a)]", acR*.

4.16. Sa se demonstreze ca multimea:
1 x y

G=<0 1 z

0 0 1

X, y,z€ R

este grup in raport cu inmultirea matricelor, iar grupul automorfismelor lui G
este infinit.
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4.17. Pentru n > 1 fixat, se noteazd cu M multimea matricelor
AeM,,(R) de forma :

0 0
0 x x 0
00 00
Ax) = o cux #0.
X 0 x
x 0 .0 0 x

Sa se arate ca :
(1) M este grup abelian fatd de inmultirea matricelor ;

(ii) Grupurile (M,-) si (R",-) sunt izomorfe.

0 1 —sina
4.18. FieacR fixatsiA=| -1 0 cosa
—sina cosa 0

(i) Sa se calculculeze A%;

(ii) Pentru xeR definim A, = I+ xA+%x2A2. Sa se arate ca

G = { A | xeR} este grup abelian in raport cu inmultirea matricelor;

(iii) (G,") = (R, ).

4.19. Fie M, :{(z ‘”’]

a

a,b e R,a> —db* # 0}, unde deR este un numar

real fixat. Sa se determine valorile lui d pentru care (Mg, -) este grup izomorf cu

grupul (C*, -).

4.20. Fie G, multimea matricelor patratice de ordin n avand pe fiecare
linie cate un element egal cu 1 si celelalte elemente egale cu 0 si acelasi lucru
valabil si pe coloane.

Sa se demonstreze cd G, este grup relativ la operatia de inmultire a
matricelor iar G, ~ S,.

4.21.Se considera (G, o) si (R i ,)unde G = (3,0) si

x oy = xy—3x—3y+12, oricare ar fi x,yeG.
Sa se arate ca :
(1) (G, o) este un grup abelian ;
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(ii) Sa se determine a,beR ai f: RT — (3,0), f(x) = ax + b sa fie un
izomorfism de grupuri ;

(iii) Sa se calculeze x", unde xeG si ne N*,

4.22. G=(5,0) si legea " o' definita prin
xoy =Xy —5x — 5y + 30, oricare ar fi x,y €G.
Sa se arate ca :
(1) (G, o) este un grup abelian;
(i)) (G, o) =(R7,");
(iii) (G, o) =(R,+);

(iv) Sase calculeze x", unde xeG si ne N*,

4.23. Fie S = { AeM,(R) | A + I, este inversabila}. Pe S definim o
astfel: AcB =A + B + AB. Sa se arate ca (S, o) este grup izomorf cu grupul
matricelor de ordin 2 cu elemente reale, inversabile.

4.24. Spunem ca grupul (G,) are proprietatea g(n) daca contine cel

putin n+1 elemente si oricare ar fi X, X,...,X, €G\ {1} existd Xp1 €G ald.

n

X1X2...Xn =X -

Sa se arate ca:

(1) Daca (G, ) are proprietatea g(n), atunci, pentru orice XeG, exista
yeGal x=y"

(ii) Grupul (R : , ) are proprietatea g(n);

(iii) (R, )  (R%,).

4.25. Fie G un grup pentru care f: G—G, f(x) = x’ este un morfism de
grupuri. Sa se arate ca :

(i) Daca f este un morfism injectiv, atunci (G,-) este abelian ;

(i1) Daca f este un morfism surjectiv, atunci (G,-) este abelian.

4.26. Fie (G,) un grup si H un subgrup propriu al sdu. Sa se arate ca
X, xeH
, xeG\H

subgrupuri, dar nu este morfism de grupuri.

functia f: GG, f(x) = { are proprietatea cd duce subgrupuri in

4.27. Fie G,,G, grupuri, f:G,—G, morfism de grupuri si xeG.
Sa se demonstreze ca :

(i) Dacid o(x) =neN" = o(f(x)) |n;
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(i1) Daca f este izomorfism de grupuri, atunci o(f(x))=0(x).

4.28. Fie G,,G; doua grupuri, (G, comutativ) iar

Hom(G,G,) ={ f: G;— G, | f morfism de grupuri}.
Pentru f,ge Hom(G,G,) definim fg:G,—G; prin (fg)(x)=f(x)-g(x).
Sa se demonstreze ca :
(i) Dubletul (Hom(G,,G,),) este grup comutativ ;

(ii) Daca G, = (Z,+), atunci Hom(Z,G,) = Gy;
(iii) Dacd G;= (Zy,t), Go= (Z,,%), atunci Hom(Z,,,Z,) = Z4, unde d =

(m,n), (mneN").

4.29. Fie multimea G = { f, : (2,00) = (2,00), f,(x) = 2+(x-2)*", neZ}. Sa

se arate ca (G, o) este grup abelian izomorf cu grupul abelian (Z,+).

4.30. Fie grupul (Z,+). Sa se arate ca :
(i) Functiile f,, : Z—Z definite prin f,,(x) = mx sunt morfisme de grup ;
(ii) Orice morfism de la (Z,+) la (Z,+) este de acest tip ;

(iii) Sa se determine automorfismele grupului (Z,+).

4.31. Fie k>0. Pe multimea G = (-k,k) se defineste operatia algebrica

2
aob:w. Sa se arate ca:
k= +ab
(1) (G,* ) este grup abelian;
t

(ii) Functiaf: G — R, f(t) = J‘kzirz dx este un izomorfism de grupuri

0

dela (G, o)la(R,+).

4.32. Pe R consideram operatia algebrica
Xoy = x\ll+y2 +y\/l+x2 .

Sa se arate ca (R, o) este grup comutativ, izomorf cu (R,+).

4.33. Fie acR* fixat, M = { -arctg l+k7r | keZ}, grupurile G = (R,+)
a

si H=(R*,.) iar f: G > H o functie definita prin:
_ tgx, xe M
fx) = {asinx+cosx, xeG\M
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(i) Aratati ca existd un subgrup G’ al lui G pentru care restrictia fg a lui
fla G’ este morfism de grupuri ;
(i1) Determinati reuniunea subgrupurilor G’ cu proprietatea de la (i).

4.34. Sa se demonstreze ca grupul Hom(Q, Z) este nul.

4.35. Sa se demonstreze ca dacd n > 2, atunci grupul Hom(Z,,Z) este
nul.

4.36. Fie G un grup finit iar f:G—G un morfism de grupuri ce nu are
puncte fixe netriviale (adica f(x) =x < x=1) si fof= Ig.
Sa se demonstreze ca G este comutativ.

4.37. Fie G un grup comutativ a.i. singurul automorfism al sau este cel
identic.
Si se arate cd x> = 1, oricare ar fi xeG.

4.38. Fie G un grup cu proprietatea ci aplicatiile f(x) = x*si g(x) =x*
sunt automorfisme ale lui G. Sa se arate ca G este abelian.

4.39. Fie (G, -) un grup si feEnd (G).

(i) Daci aplicatiile x — xf(x) si x = x*f(x) sunt endomorfisme ale lui
G, atunci G este abelian;

(ii) Daca aplicatiile x — x*f(x) si x = x*f(x) sunt endomorfisme ale lui
G, atunci G este abelian.

4.40. Fie (G, -) un grup finit si fe Aut(G). Sa se demonstreze ca f are un
singur punct fix daca si numai daca functia F : G - G, F(x) = x"' f(x) este
bijectiva.

4.41. Fie (G,") un grup, f,g : G— G endomorfisme si H c G un subgrup
propriu. Daca f=gpe G\ H, atunci f=g pe G.

4.42. Fie G un grup si presupunem ca existd neN, n>2 ail. f: G — G,
f(x) = x", pentru orice xeG este un automorfism al lui G.
Sa se demonstreze cd pentru orice xeG = x"'e Z(G).

4.43. Fie (G,") un grup. Daci exista neN" astfel incat functiile f, g : G
— G, f(x) =x", g(x) = x""' si fie morfisme surjective de grup, atunci grupul G
este abelian.
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4.44. Sa se demonstreze ca singurul morfism de grupuri de la grupul

(Q,+) la grupul simetric (S,, o ) este cel nul (neN").

4.45. Fie p un numar prim, p=2. Si se demonstreze ca singurul

morfism de grupuri de grupul (Z,,+) la grupul (Z’;7 ,-) este cel nul.

4.46. . Definiti pe (1,2) — R o operatie care sa confere acestei multimi
structura de grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale strict
pozitive ((0,%0),).

4.47. Sa se determine toate morfismele de grupuri de la grupul (Q,+) la

grupul (Q",).

4.48. Sa se arate cd grupul (Q, +) nu este izomorf cu nici un subgrup
propriu al sau.

4.49. Fie G un grup si pentru acG, @,: G > G, @,(x) = axa .

(1) Sa se demonstreze ca pentru orice acG, @, Aut(G) ;

(i1) Aplicatia 0:G — Aut(G), ¢(a) = @,, este morfism de grupuri iar
Ker(¢) = Z(G);

(ii1) Daca notam Im(e) = Inn(G), sa se arate ca | Inn(G) |=1 < G este
comutativ.

Observatie. ¢, poarta numele de automorfism interior al lui G.

4.50. Fie G un grup. Sa se demonstreze ca daca Z(G) = {1}, atunci si
Z(Aut(G)) = {1}.

4.51. Sa se determine toate grupurile care admit un singur automorfism.

4.52. Sa se determine toate grupurile comutative si finite care au un
numar impar de automorfisme.

4.53. Si se demonstreze ca un grup ciclic este izomorf cu (Z,+) sau cu

(Z,,%), dupd cum grupul respectiv este infinit sau are n elemente.

4.54. Sa se demonstreze cd dacd un grup are un numar finit de
subgrupuri, atunci si el este finit.

4.55. Aratati ca orice grup infinit are o infinitate de subgrupuri distincte.
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4.56. Sa se demonstreze cd un grup cu 4 elemente este izomorf cu Z,

sau cu grupul lui Klein, iar Z, # K.

4.57. Fie G un grup cu proprietatea ca G se scrie ca reuniune de
trei subgrupuri diferite de G, dintre care doud au cate doud elemente. Sa
se arate ca G este izomorf cu grupul lui Klein.

4.58. Sa se demonstreze ca un grup cu 6 elemente este izomorf cu Zg

sau cu Ss, iar Z4 # S; (vezi problema 4.75.).

4.59. Sa se demonstreze ca grupurile aditive (Z,+), (Q,+) si (R,+) nu
sunt izomorfe doua cate doua.

4.60. Si se demonstreze ca grupurile aditive (R,+) si (C,+) sunt
izomorfe.

4.61. Si se demonstreze ci grupurile multiplicative (Q",), (R, si

* . - A ~
(C,-) nu sunt izomorfe doua cite doua.

4.62.Fie Q| = {xeQ: x>0} 5i R’ ={xeR : x >0}.
Sa se demonstreze ca:
HQ;<(Q.)siRI<(R",);

(i) (R}, = (RH), (Q] ) = (QH).

4.63. Si se demonstreze ca grupurile (Z,+) si (Q',) nu sunt izomorfe.

4.64. Si se arate ca (Q,+) nu este izomorf cu grupul (Q[i],+)

(Q[i] = fa+bi eC | a,beQ}).

4.65. Sa se demonstreze ca grupurile (Z,+) si (Z[X],*) nu sunt
izomorfe.

4.66. Si se demonstreze cid grupurile aditive (Q,+) si (Q[X],+) nu sunt
izomorfe .
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4.67. Si se demonstreze ca grupurile aditive (Z[X],+) si (Q[X],+) nu
sunt izomorfe.

4.68. Determinati endomorfismele grupului (R,+) integrabile pe [-b,b],
unde b >0 este un numar real fixat.

4.69. Sa se arate cd orice grup de matrice din M, (C) in raport cu
inmultirea matricelor, al carui element neutru este diferit de I, este izomorf cu

un subgrup al grupului (C’, -)

4.70. Fie (K,+,7) un corp netrivial (0 # 1). Sa se demonstreze ca
grupurile (K,+) si (K*,~) nu sunt izomorfe.

4.71. Fie G un grup a.l. G/Z(G) este ciclic. Sa se arate cd G este grup
abelian.

4.72. Fie G un grup, H < G si presupunem ¢ | H |=m eN".

Considerdm de asemenea xeG sineN” a.i. (m,n) = 1.

Sa se demonstreze ca:

(i) Daca o(x) = n, atunci o(xH) = n (xH privit ca element in G/H);

(i) Daca o(xH) = n (in G/H), atunci existd yeG ai. o(y) = n si
xH =yH.

4.73. Fie G un grup comutativ iar H subgrupul elementelor de ordin
finit.

Sa se demonstreze ca in G/H orice element diferit de 1 are ordinul
infinit.

4.74. Fie G un grup finit, p un numar prim, p > 2 a.i. p | |G|. S& se
demonstreze ca existd xeG a.i. o(x) = p (echivalent cu exista H < G a.i. [H| = p).
Observatie. Acest rezultat este datorat lui Cauchy.

4.75. Fie p un numadr prim, p > 2. Sa se demonstreze ca orice grup
necomutativ cu 2p elemente este izomorf cu grupul diedral D,,.

4.76. Fie G un grup finit iar p un numar prim, p=> 2.

Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Ordinul oricarui element al lui G este o putere naturald a lui p;
(i) | G | este o putere naturala a lui p.
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Observatie. Un grup in care ordinul oricarui element este o putere
naturald a lui p se zice p-grup.

4.77. Fie p un numar prim, p > 2. Sa se demonstreze cd daca G este un
p-grup finit, atunci | Z(G) | >p.

4.78. Fie p un numar prim, p > 2. S& se demonstreze ca orice grup finit
cu p’ elemente este comutativ.

4.79. Sa se determine toate grupurile G cu proprietatea ca orice
automorfism, diferit de cel identic, admite un punct fix.

4.80. Consideram Z < (Q,+).

(1) Sa se descrie grupul cat Q/Z si sd se demonstreze ci orice element
din acest grup are ordin finit ;

(ii) Sa se arate cd pentru orice numar natural n > 2, Q/Z are un singur
subgrup de ordin n iar acesta este ciclic.

4.81. Fie G un p — grup finit cu |G| =p™ (meN). S se demonstreze ca
exista subgrupurile normale Gy,Gy, ..., GpaleluiGal 1 =Gy <G <..<G,=
=Ggsi| G;|=p' pentruorice 0 <i<m.

4.82. Caracterizati grupurile finite cu proprietatea ca toate subgrupurile
sale proprii au acelasi numar de elemente.

4.83. Consideram Z < (R,+) i T= {zeC*: | z|=1}.
Sa se demonstreze ca:

AHT<(C,)siR/Z~T;

(i) C/T= (R ,);

(i) R* <(C,) si C/R" ~T;
(V) R<(R+) si C/R=(R,+).

4.84. Fie neN* si A = { 1,2,....n°}. Construiti un izomorfism intre
grupurile (P(A), A) si (Mn(Z2), +).

4.85. Fie neN, n > 3 iar Q, un grup de ordin 2" generat de doud
elemente a si b ce verifica relatiile:

a? =b’=(ab).
44



Sa se demonstreze cd dacd G este un grup de ordin 2" generat de doua

. o o .. -1 -1 a1 12 272 :
elemente a si b ce verifica relatiile a =1,bab" =a si b"=a” , atunci

G~=Q,.
Observatie. Q; (care se mai noteaza si prin Q sau Cg) poartd numele de
grupul quaternionilor iar Q, (n > 4) de grupul generalizat al quaternionilor.

4.86. In monoidul multiplicativ M,(C) consideram matricele:

0 0 1
j=[l .J,k=[ JiarG=<j,k>,J=<j>,K=<k>.
0 —i 10

Sa se demonstreze ca |G|=8, |J|=|K|=4, JK L Giar G~ Qs.

4.87. In monoidul multiplicativ M,(C) consideram matricele:

A=(O lJ,B=(O IJ iar G = <A,B>.
i 0 -1 0

Sa se demonstreze ca G = Q5.

4.88. Consideram multimea G = {*1, #i, &j, £k} cu urmatoarea regula
de multiplicare: i’ =j*=k>=-1,ij =k, jk=1,ki=], ji=-k, kj=-i, ik=-j,-1si
1 fiind supuse multiplicarii obisnuite.

Sa se demonstreze ca G = Qs.

4.89. Sa se caracterizeze Z(Qj3).

4.90. Sa se demonstreze ca Q;/Z(Qs) este comutativ.

4.91. Sa se demonstreze ca Q; # Dj,.

4.92. Sa se demonstreze ca un grup necomutativ cu 8 elemente este
izomorf cu Qs sau cu D,.

493. Sa se demonstreze ca daca G este un grup, atunci
G/Z(G) = Inn(G).

4.94. Fie ne N* gi K un corp.
Sa se arate ci aplicatia o : GL,(K) = GL,(K), a(A) = (A")", oricare ar
fi AeGL,(K) este corect definita si ca o € Aut(GL,(K)).

Demonstrati de asemenea ca daca K nu este Z, sau Z3, atunci o nu este
automorfism interior al lui GL,(K).
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4.95. Sa se demonstreze ca numarul structurilor de grup ce se pot defini
pe o multime cu n elemente, izomorfe cu o structurd de grup fixat (G,") este
egal cun!/ | Aut(G,") |.

4.96. Sa se demonstreze ca numarul structurilor de grup ciclic ce se pot
defini pe o multime cu n elemente este egal cu n! / ¢(n), unde ¢ este indicatorul
lui Euler.

Sa se deduca de aici ca numarul structurilor de grup ciclic ce se poate
defini pe o multime cu n elemente ( n prim) este egal cu (n-2)!'n.

4.97. Sa se demonstreze ca (Q,+) este divizibil.

4.98. Sa se demonstreze ca daca p este un numar prim, atunci grupul
(U * ,") este divizibil (vezi problema 3.19.).

4.99. Sa se demonstreze ca orice grup comutativ divizibil contine un
subgrup izomorf cu (Q,) sau cu un grup de forma (Upw ,’) cu p prim (vezi

problema 3.19.).
4.100. Sa se demonstreze ca orice grup factor al unui grup divizibil este
divizibil.

4.101. Sa se demonstreze ca 1n categoria grupurilor abeliene obiectele
injective sunt exact grupurile divizibile

§5. Produse directe de grupuri

5.1. Daca H,K sunt grupuri, sa se demonstreze ca H x {1} < H x K si
{I}xK <H x K.

5.2. Sa se demonstreze cd daca {G;}ic| este o famile finita de grupuri,
atunci Z( x G) = x 2(Gy).

Sa se deduca de aici ca un produs direct de grupuri este comutativ daca
si numai daca fiecare din factorii produsului este comutativ.

5.3. Fie G un grup iar G = Ag= {(x,x) : xeG?}.
Sa se demonstreze ca :

(i) G <GxG, G ~G;

(i) G <G x G < G este comutativ;
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(iii) Noo(G)= G < Z(G)=1.

5.4. Fie G un grup iar HLK < G a.i. G=H-K.
Sa se demonstreze ca G/(HNK) = G/H x G/K.

5.5. Fie H,K doua grupuri, J<H, L<K.

Sa se demonstreze ca
(IxL)<xHxKsi(HxK)/(JxL)=H/JxK/L.

5.6. Si se demonstreze ca (C',) = (R",) x (T,").

5.7. Sa se demonstreze ca (Q°,) ~ (Q : ;) x ({-1,1},9).
5.8. Sa se demonstreze ¢ (R’,) = (R : ) x ({-1,1},).
5.9. Si se demonstreze ca (C,) = (R,+) x (R/Z,+).

5.10. Sa se demonstreze cd (C,+) = (R,+) x (R,+).

5.11. Sa se demonstreze ca :
) (RH) =R, x(R,+);
(i) (Q.+) #(Q,+) x (Q,1).

5.12. Si se demonstreze ¢ (Q",") = (Z,,+) x (Z[X],+).
5.13. Sa se demonstreze ca grupul (Z,+) x (Z,+) nu este ciclic.
5.14. Si se descrie subgrupurile grupului (Z,+) x (Z,+).

5.15. Sa se demonstreze ca daca n este un numar natural, n > 2, atunci

grupul (Z,+) x (Z,,+) nu este ciclic.

5.16. Fie K un corp iar H= ca,b,ceK;.

S o =
S =
—_— 0 o

Sa se demonstreze ca :
H < GLs(K), Z(H) = (K, +) si H/Z(H) = (K, +) x (K, ).
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5.17. Sa se caracterizeze :
() grupurile abeliene finite cu p" elemente ( p prim, p >2, ne N*);

(ii) grupurile abeliene finite cu p," p5* ...p . elemente (py,..., p; numere

prime distincte doua cite doua iar ny,...,n; € N*).

5.18. Sa se caracterizeze grupurile comutative cu 8 elemente.

5.19. Sa se demonstreze ca un grup cu 9 elemente este izomorf cu Z,

sau cu Z;x Z;.

5.20. Sa se demonstreze ¢ un grup cu 10 elemente este izomorf cu 7,
sau cu Ds.

b
5.21. Fie A=(a d] eM,(Z) cu det(A) = -1 sau 1. Sa se demonstreze
c

ca functia ty: Z x Z — Z x Z definita prin to(x,y) = (ax + by, cx + dy), este un

automorfism al lui Z x Z si ¢ oricare alt automorfism al lui Z x Z este de forma
ta.

5.22. Fie p,q numere prime distincte, p > q si G un grup abelian a.i. |G]

=pq.
Sa se arate ca :

(i) Daci q4 p-1, atunci G este ciclic ;
(i1) Daca q | p-1, atunci G este generat de doua elemente a i b

satificand conditiile a9 =b"=1,a'ba=b", cur #1 (mod p) insi r' = 1 (mod q).
5.23. Sa se demonstreze cd un grup cu 15 elemente este ciclic  (deci
izomorf cu (Z;5,1)).
5.24. Si se caracterizeze grupurile finite de ordin p’ ( p prim).
5.25. Sa se caracterizeze grupurile cu 12 elemente.

5.26. Sa se faca un tabel de caracterizare a grupurilor cu cel mult 15
elemente.
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§6. Inel. Subinel. Exemple. Calcule in inele.
Caracteristica unui inel. Elemente inversabile.
Divizori ai lui zero.Elemente idempotente.
Elemente nilpotente. Produse directe de inele.

6.1. Sa se determine toate legile de compozitie * de pe Z pentru care
(Z, *,+) este inel.

6.2. Fie (A,+,-) un inel. Definim pe A operatia algebrica * prin:
Xky=X+y-Xy, oricare ar fi X, yEA.
Sa se arate ca *k este asociativa si are element neutru. Mai mult, daca
inelul A este unitar §i 1-x este inversabil (XEA), atunci si x este inversabil fata

de operatia *.

6.3. Notiam cu A multimea functiilor aritmetice, adici A={f:N"—C}. Pe

multimea A introducem operatia algebrica * definita astfel (f, g)—f*g, unde

(fxg)(n)= Z f (d)g(ZJ , oricare ar fi n€N” (vezi problema 1.18.). Se cere:
d‘n
(i) Sa se demonstreze ca (A, *) este monoid comutativ;
(i1) Notand cu (U(A), *) grupul elementelor inversabile din monoidul

(A, *), sd se demonstreze echivalenta: fEU(A) < f(1)£0;
(iii) Notand cu M multimea functiilor aritmetice multiplicative nenule,

adici M = {fEA |f(nm)=f(n)f(m) daci (n, m) = 1 si exista kKEN" cu f(k)#0}, sa
se demonstreze ca (M, ) este subgrup al lui (U(A), *x);

(iv) Sa se demonstreze ca tripletul (A, +, *) este domeniu de integritate.

6.4. Sa se arate ca multimea

A={M(a)= aeC

QI O <
S O O
{ O ]

impreund cu operatiile obisnuite de adunare si inmultire a matricelor este un
domeniu de integritate.

6.5. Pe multimea ZxZ = {(x, y) | X, yEZ} definim operatiile algebrice:
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(x, YT, y) = (xx', y+ y)
(%, y) (x,y') = (xx', xy'+x'y), oricare ar fi (x, y), (x’, y")EZXZ.

Sa se arate ¢d (ZxZ, +, +) devine inel unitar si comutativ.

6.6. Fie M,(C) multimea matricelor patratice de ordinul al doilea cu
elemente din C. Daca A, BEM,(C), notam [A, B] = AB-BA. Si se arate ca:
(i) [A, B]* comuti cu orice matrice din M,(C);
(ii) Daca A, B, C, DEM,(C), atunci matricea
[A, B]-[C, D]+[C, D] [A, B]

comuti cu orice matrice din M,(C).

6.7. Sa se determine
(i) Matricele XEM,(Z,) a.i. X*+1,= Oy;
(i) Matricele XEM,(Z3) ai. X*=1.

6.8. Fie A un inel care contine nondivizori ai lui zero atét la stdnga cat
si la dreapta. Dacd A are un numar finit de elemente, sa se demonstreze ca
inelul A este unitar.

6.9. Fie A un inel cu 5 elemente. Sa se arate ca A este de caracteristica 5
si pe baza acestui rezultat sa se demonstreze ca A este comutativ.

6.10. Fie A un inel.
(1) Daca car(A) = 2 si XxEA, sa se exprime (x+1)" ca suma de puteri ale
lui x pentru n€{2, 3, 4, 5};

1

.o - . - * N . - ~
(ii) Dacd existi neN" ai. x""' = x" pentru orice XEA, si se arate ci

car(A) =2 si X’ = x, pentru orice XEA.

6.11. Fie A un inel de caracteristica 2 a.i. pentru orice €A, x> =0 sau
x’=1.

(i) Sa se demonstreze ca A este comutativ;

(i1) Sa se dea exemplu de inel cu 4 elemente avand proprietétile de mai
sus.

. . . - . * .
6.12. Fie A un inel cu proprietatea ca oricare ar fi n€N ecuatia X" = 0
are in A numai solutia x = 0. Sa se arate ca:

(i) Daca ab=0 (cu a, b€A), atunci ba=0 si axb=0 pentru orice XEA;
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(i1) Daca a a,a; =0 (cu a;, a5, a3 EA), atunci a,aza; = aza;a, = 0;

(ii1) Daca a;a,...a, = 0 (cu ay€A, 1<k<n), atunci a,a; ..a; =0 oricare

I

ar fi permutarea (i, ..., i,) a multimii {1, 2, ..., n}.

6.13. Fie A un inel cu proprietatea ci daci x° = 0 atunci x = 0. Notim
M = {a€Ala>=a}.Si se arate ci:
(i) Daca a, b&EM rezulta a+b-2abeM;

(i) Daca M este finita atunci numarul elementelor lui M este o putere
naturala a lui 2.

6.14. Fie A un inel necomutativ unitar iar a, bEA. Sa se arate ca daca
1-ab este inversabil, atunci si 1-ba este inversabil.

6.15. Fie (A, +. -) un inel unitar si a, bEA cu proprietatea ca exista

neN" a. 1. (aba)" = 0. Si se demonstreze ci elementele 1-a’b si  1-ba’ sunt
inversabile.

6.16. Fie (A, +, ) un inel cu elementul unitate 1. Spunem ca elementul
XEA are proprietatea (P) daca existd a, bEA care comuta cu x, cu b inversabil,
a. 1. x*-ax+b = 0.

(i) Sa se arate ca in inelul (M,(C),+,-) o matrice X are proprietatea (P)
dacd si numai daca ea este nesingulara;

(i1) Daca x are proprietatea (P), atunci oricare putere a lui x are aceasta
proprietate.

6.17. Fie A un inel unitar si a, bEA a.i. a, b si ab-1 sunt inversabile. Sa
se arate cd elementele a-b”' si (a-b™)"'—a”' sunt inversabile.
Mai mult, are loc egalitatea ((a-b"')'-a™")"' = aba-a.

6.18. Fie A un inel si a€A a.i. existd bEA cu proprietatea ca a-b = 1.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) card{ x€A Ja-x = 1}>1;
(i1) a nu este inversabil;

(iii) existd c€A, ¢ #0,a.1. a-c=0.

6.19. Fic A un inel si a€A, a neinversabil.
Fie X = {x€Alax = 1}.
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Daca X # @, atunci X este o multime infinita.

6.20. Fie (A, +, -) un inel comutativ cu un numar finit de divizori ai lui
zero. Daca D = {d;, dy, ..., dy} este multimea acestor divizori demonstrati ca

di+ dot ... +d,EDUL0,1}.

6.21. Fie (A, +, +) un inel comutativ cu 1+1 # 0, iar D multimea

divizorilor lui zero. Consideram multimea G = {x€D | 2x =0} U{0}.
Demonstrati ca (G, +) este grup abelian.

6.22. Fie neN, n>2. Sa se arate ca in inelul (Z, +, -) numarul
elementelor inversabile este egal cu cel al celor neinversabile dacd si numai

dacin=2% cukeN".

6.23. Fie A multimea tuturor functiilor continue f:[0, 1]—R.
(i) Aratati ca A formeaza inel comutativ 1n raport cu operatiile de adunare
si Inmultire a functiilor;

(i) Un element fEA, f # 0, este divizor al lui zero daci si numai daca
multimea punctelor x pentru care f(x) = 0 contine un interval;

(iii) Sa se determine elementele fEA a.i. f*=f;
(iv) Sa se determine elementele inversabile ale inelului A.

6.24. Sa se demonstreze ca daca A este un inel atunci:
(i) Z(A) este subinel comutativ al lui A;

(i) Daca x>-xEZ(A), oricare ar fi XEA, atunci A este comutativ.

6.25. Fie A un inel si functia f: AXA—A, definita prin

flx,y) = (xy)*xy’.
(i) Sa se calculeze valoarea expresiei
E(x, y) = f(1+x, I+y)-f(1+x, y)-f(x, 1+y)H(x, y),

unde 1 €A este elementul unitate al inelului A;
(i) Daca inelul A are proprietatea ca x+x = 0 implicad x = 0 si daca

(xy)*-(yx)* = x’y*-y’x” oricare ar fi x, yEA, atunci A este comutativ.

6.26. Sa se demonstreze ca orice inel unitar cu pq elemente, unde p, q
sunt numere prime nu neaparat distincte, este comutativ.
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6.27. Fie A un inel unitar. Aratati ca dacd x, yEA sunt ai. x"y = 0 =

(x+1)"y pentru anumiti m, n€N , atunci y = 0.

6.28. Fie A un inel unitar §i n>2 un Intreg fixat. Presupunem cd
(xy)"=x"y" si (xy)"" =x""'y""!, pentru orice x, yEA.
Aratati ca y(xy)" = (xy)"y, oricare ar fi x, yEA.

6.29. Fie A un inel unitar, n>1 un numar natural fixat. Presupunem ca

(xy)"=x"y", (xy)"" = x"1y" si (xy)"? = x"?y""?, pentru orice x, yEA.
Atunci A este comutativ.

6.30. Fie n>2 un numar natural fixat §i A un inel integru care verifica
urmatoarele doua conditii:

1) x"-xEZ(A), pentru orice XEA,;
2) centrul Z(A) al Iui A contine cel putin n elemente.
Sa se demonstreze ca inelul A este comutativ.

6.31. Fie A un inel unitar i X€A un element fixat. Presupunem ca
pentru orice yEA exista intregii relativ primi n = n(y)>1 si m = m(y)>1 a..
[x,y"]=0=[x,y"]. Atunci XEZ(A).

6.32. Fie inelul Z[+2 J={m+n+/2 |m, n€Z} (impreuni cu adunarea si
inmultirea obisnuite).

Definim functia :Z[ V2 ]-N, @(m+n~2 )=jm*-2n%.
Sa se arate ca:

) e(z)=0 < z=0;
(i) 9(zz") = (2)9(z"), oricare ar fi z, ' €Z[ 2 ];

(i) Z[\/E ] are o infinitate de elemente inversabile.

6.33. FiedeZ\ {0, 1} un intreg liber de patrate. Definim functia norma:

N:Z[Jd ]—Z prin N(a+b~/d ) = a’~db”, pentru orice a, bEZ.
Sa se demonstreze ca:

(i) N(z122) = N(z1)-N(2y), oricare ar fi z;, Z,€Z[d ];
(i1) Elementul ZEZ[\/E ] este inversabil in inelul (Z[\/E ],t,") daca si
numai dacd N(z)€ {+1};
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(iii) Notdnd cu U(Z[vd ]) grupul multiplicativ al elementelor
inversabile din inelul Z[d ], avem pentru d = -1, UZ[i])={1.-1, i, -i},
respectiv pentru d<-2, U(Z[vd 1) = {-1, 1}.

6.34. Fie inelul (Z[i] = {m+nijm, n€Z}, +, -).

Definim functia ¢:Z[i]—N, ¢(m+ni) = m*+n’.
Sa se arate ca:

) e(z)=0 < z=0;

(i1) ¢(zz") = ¢(z)p(z"), oricare ar fi z, z' €7[i];

(iii) Daci z, z' €7[i], z'#0, existd q, r€Z[i] ai. z=z'q+t, unde o(r)
<o(z');

(iv) o(z) = 1 © zeste inversabil < z&€ {1, +i}.

Observatie. Inelul (Z[i], +, ) poartd numele de inelul intregilor lui
Gauss.

6.35. Fie inelul Z[iv2 ]={m+ni~2 | m, n€Z} (impreuni cu operatiile
de adunare §i Tnmultire obisnuite).

Definim functia :Z[iv2 ]—N, ¢(m+ni~/2 ) = m*+2n’.
Sa se arate ca:

) e(z)=0 < z=0;

(ii) p(zz") = 9(2)p(2’), oricare ar fi z, 2 €Z[i~2 ];

(iii) Dacid z, 2’ €Z[i~2 ], Z#0, existd q, r€Z[i+2 | ai. z=z'q+r, unde
o) < o(z');

(iv) o(z) = 1 < z este inversabil < z& {£1}.

6.36. Fie A un inel unitar si comutativ.
Sa se arate cd suma dintre un element inversabil si un element nilpotent
este element inversabil in A.

Observatie. Un element XEA se numeste nilpotent daca existd neN
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a b c
6.37. Fie A={|0 a d a,b,c,d numere reale;. Sa se arate ca
0 0 a

(A, +, +) este un inel unitar necomutativ in care orice element este inversabil sau
nilpotent.

6.38. Fie n=pi.p’ €N’ Demonstrati ci 7 EZ, este element

nilpotent daca si numai daca p;...py divide m.

6.39. Fie n=p/"..pJ descompunerea in factori primi distincti a
numarului natural n. Sa se arate ca existd o bijectie intre multimea elementelor

idempotente ale lui Z, ((Idemp(Z,)) si multimea A a partilor multimii
{p1, - Pr}-
In particular, si se arate ca Z, are 2" elemente idempotente si pentru

n=12 si se gaseasci elementele idempotente ale lui Z,.

6.40. In inelul (Z,, +, -) al claselor de resturi modulo n, sé se determine
multimea N={ % |x €7, al. existakeNsi k=0 1.

Fie de asemenea, I={ £ | % €Z, ai. existikEN i £*=% }.

Sa se arate cd NﬂI={6 }-

6.41. FieneN, n>2. Sa se arate cd a €Z, este inversabil < (a, n) =1.

6.42. Fie ecuatia ax = b ,Cu a, b €7Z,. Sa se arate ca:

(1) Dacd (a, n) = d > 1 si d{b ecuatia nu are nici o solutie;
(i1) Daca (a, n) = d >1 si dJb atunci ecuatia are d solutii distincte;
(iii) Daca (a, n) = 1 ecuatia are solutie unica.

6.43. Fie a, b€Z,, a # 0, b # 0. Daca ecuatia ax = b are solutii, atunci
numarul solutiilor ei este egal cu numarul de solutii ale ecuatiei ax = 0.

6.44. Sa se rezolve in Z, urmatoarele sisteme de ecuatii:

- 3x+2y=1 L | Tx+3y=2
() <.
4x+3y=2 4x+6y=3
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6.45. Fie A un inel boolean (adici un inel cu proprietatea ca x* = x
pentru orice XEA). Sa se arate ca:

(i) Inelul A este de caracteristicd 2 (deci x+x = 0, pentru orice XEA);
(i1) A este comutativ.

6.46. Demonstrati ca fiind dat un inel comutativ A, el este boolean daca

si numai daca nu are elemente nilpotente nenule si pentru orice a, bEA are loc
egalitatea (a+b)ab = 0.

6.47. Fie A un inel cu proprietatea ci pentru orice a€A avem a’+a = 0.
Aratati cd inelul A este boolean.

6.48. Fie (A, +, -) un inel cu proprietatile:
1) Pentru orice X€A, xtx =0;

2641

2) Pentru orice XEA, existi k =k(x)EN"a. 1. x> ! =x. Demonstrati ca

2 .
X~ = X, pentru orice XEA.

6.49. Fie (A, +, -) un inel boolean si x, a, bEA ali. a = xab. Atunci
a =xa. De asemenea, daca x = at+b+ab atunci a = xa si b = xb.

Pentru a,, ..., a,€A gasiti un element X€A a.i. a; = xa;, oricare ar fi
1<i<n.

6.50. Fie A un inel unitar a.i. x° = x, oricare ar fi XEA. Demonstrati ci

2 .
X~ =X, oricare ar fi XEA.

6.51. Fie A un inel unitar cu proprietatea ¢ x'* = x, pentru orice XEA.

2 .
Demonstrati ca x” = X, oricare ar fi x€A.

6.52. Fie A un inel a.i. x> =x, oricare ar fi xEA.

(i) Si se calculeze (X’yx*-x’y) si (x’yx*-yx’)” unde x, yEA;
(i1) Sa se arate ca inelul A este comutativ.

6.53. Fie A un inel finit. S3 se arate ca exista doud numere naturale m,

p, m>p>1 a.i. a" = a, oricare ar fi a€A.

6.54. Fie (A, +, -) un inel si a, bEA, a inversabil. Sa se arate ca daca
relatia:
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a“b*= (a-b)(@“' +a"b + ... + ab*?+ b*")

este satisfacuta pentru k = m, m+1, m+2 (m&N), atunci ab = ba.

6.55. Fie (A,t,-) un inel cu proprietatea cd exista nEN n>2 a..
x""!'=x", oricare ar fi XxEA. Si se arate ca:
() x*=0=x=0;

(ii) x* = x, oricare ar fi XEA.

6.56. Fie p>2 un numar prim. Un inel A se zice p-inel dacd sunt
verificate urmatoarele doud conditii:

1) px=x+..4+x =0, pentru orice XEA,
Er..rX
de p ori

2) xP=x, pentru orice XEA.
Sa se demonstreze ca orice p-inel unitar este comutativ.

6.57. Fie A un inel unitar cu proprietatea ci (xy)’ = x’y’, pentru orice X,

YEA. Atunci A este comutativ.

6.58. Fie A un inel care nu are elemente nilpotente nenule. Aratati ca
orice element idempotent din A apartine lui Z(A).

6.59. Fie A un inel cu element unitate 1#0 si M={x€A | x’=x}
multimea elementelor sale idempotente. S& se demonstreze cd daca M este
multime finita, atunci M are un numar par de elemente.

6.60. Fie A un inel comutativ finit cu 1#0. Sa se calculeze produsul
elementelor idempotente nenule din inelul A.

6.61. Pentru un inel A de caracteristica 2, notdim
0,={xEA| x’=0},
E ={xEA|x’=1},
[\={xEA| x’=x}.
Aratati ca:
(i) Daca x€0,, atunci 1+XEE,;
Daca Xx€E,, atunci 1+x€0y,;

Daca x€1,, atunci 1+xEl,.
(i) [Oa| = [Eal-
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6.62. Fie d >1 un intreg liber de patrate.

(i) Sa se determine inelele A cu proprietatea ZSACZ [+d ], operatiile
din A fiind cele induse de adunarea si inmultirea din Z][ Jd 1;

(ii) Sa se determine inelele B cu proprietatea Q €B<Q( Ja), operatiile
din B fiind cele induse de adunarea si inmultirea din Q( Jd ).

6.63. Fie A un inel. Daca
T={(aj) EMn(A) | a;;= 0, oricare ar fi i, jE{1, ..,n}, 1> ]}

este o multime de matrice, atunci T este subinel al lui (M,(A),+,-).

6.64. Fie A un inel si S o submultime oarecare a lui A. Multimea C(S) a
elementelor din A care comuta cu elementele lui S formeaza un subinel al lui A.

Daca A=M,(R), R fiind un inel unitar oarecare si multimea SCA este formata
doar din matricea (a;;) definita prin a;=0;;.,, atunci sd se determine C(S).

6.65. Fie p un numdr prim. Ardtati cd multimea Z;, a numerelor

rationale de forma %, cu a, bEZ iar p nu divide numitorul b, formeaza un

subinel al inelului Q al numerelor rationale.

6.66. (i) Aflati subinelele inelului Z al numerelor intregi;

.. o e s . 1 .
(i1) Aratati ca multimea Z[E] a numerelor rationale de forma in, cu
2

a€Z si neN, formeaza un subinel al inelului Q al numerelor rationale.

6.67. Este {m+n3/5 |m, n€Z} subinel al lui C ?

6.68. Fie A; si A, doud inele unitare si fie adunarea si inmultirea pe
A XA, definite astfel:
(X1, X2)H(y1, ¥2) = (XiHy1, Xt y2)
(X1, X2)* (Y1, ¥2) = (X1 Y1, X27¥2).
Sa se arate cd A;xA, cu aceste operatii este un inel unitar care are
divizori ai lui zero.
Sa se determine elementele inversabile ale acestui inel in functie de
elementele inversabile ale inelelor A, si A,.

Aplicatie: a) A= A,=Z
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b) A] = Z, A2: Q
C) A1 = Zm, A2: Zn.

6.69. Calculati caracteristica inelelor ZxZ, Z;xZ, End(Z) si End(Z;).

6.70. Pentru m, n€N" demonstrati ¢i car(Z,,xZ,) =[m,n]. Generalizare.

6.71. Dati exemplu de un inel unitar, comutativ, care nu este corp avand
caracteristica un numar prim.

6.72. Aratati ca Z4xZ, are exact trei subinele unitare.

6.73. Fie A un inel cu 4 elemente, de caracteristica 2.
(1) Aratati cd exista a€A,a#0,a# 1 al.:
1)A=1{0,1,a, 1+a} sia’=0 sau
2) A={0,1, a, 1+a} si a’=a sau
3)A=1{0,1,a, 1+a} sia’= l+a.
(i1) Dati cate un exemplu de inel pentru fiecare din tipurile de la punctul
).
6.74. (i) Fie A si B doud inele (comutative). Determinati elementele
nilpotente ale inelului AxB;
(ii) Aflati numarul elementelor nilpotente din inelul Z,,.

§7. Morfisme de inele. Izomorfisme de inele.

7.1. Sa se dea un exemplu de inel neunitar.
Dacé A este un inel neunitar, existd un inel unitar B ce contine pe A ca
subinel.

7.2. Fie A un inel, S o multime si f : A—S o aplicatie bijectiva. Sa se
arate ca existd o unica structura de inel pe S a.i. f sd devind morfism de inele.
Daca g : S—C este o aplicatie, cu C inel oarecare, sa se demonstreze ca

g este morfism de inele pentru structura introdusa pe S daca si numai daca gof
este morfism de inele.

7.3. Sé se determine numarul structurilor de inel neizomorfe care pot fi
definite pe o multime cu 4 elemente.
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7.4. Daca p este un numar prim, sa se demonstreze ca exista doar doud
tipuri de inel cu p elemente.

7.5. Sé se arate ca pe grupul aditiv G = (Z,, +) existd ¢(n) operatii de
inmultire care inzestreaza pe G cu o structura de inel unitar (¢ fiind indicatorul
lui Euler). Sunt ele izomorfe?

Sa se descrie toate operatiile de inmultire care se pot defini pe grupul

aditiv. H=(Q/Z, +), operatii pentru care H devine inel unitar.

7.6. Sa se caracterizeze morfismele de inele de la Z la Z,, (n>2).

7.7. Fie m, n numere naturale m, n>2. Sa se caracterizeze morfismele de
ineledelaZ,1aZ,.

7.8. Fie A un inel comutativ si unitar si f, g :Q—A doud morfisme de

inele unitare (f(1) = g(1) = 1,). Daca f(n) = g(n), oricare ar fi n€Z, atunci f=g.

7.9. Fie A, A’ doud inele unitare iar f:A—A’ un morfism de inele
unitare.

Sa se arate ca f duce elemente inversabile in elemente inversabile,
elemente nilpotente in elemente nilpotente iar in ipoteza cd este injectie si
divizori ai lui zero in divizori ai lui zero.

7.10. Fie I={f:[0,1]—>R | f continud} si I'={f:[0,1]—>R | f derivabila}.

Sa se demonstreze ca inelele (I, +, -) si (I', +, +) nu sunt izomorfe (unde + si -
sunt operatiile uzuale de adunare si inmultire a functiilor reale).

7.11. Fie fA—A’ un morfism surjectiv de inele unitare si comutative.
Analizati afirmatia: ,,f(a) este divizor al lui zero dacad si numai dacad a este
divizor al lui zero”.

7.12. Fie A un inel unitar si comutativ.

Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) A contine cel putin un element idempotent diferit de 0 si 1;

(i) A este izomorf cu produsul direct BXxC a doud inele comutative,
unitare (nenule).

7.13. Aratati ca:
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(i) Inelul Ty(Z) al matricelor de ordinul doi, triunghiulare (adicd au sub
diagonala principald toate elementele zero), cu componente intregi, nu este
comutativ ; determinati centrul acestui inel ;

(i) Functia ¢ :T,(Z)—Z*Z ce asociaza unei matrice triunghiulare
b

oarecare (g J din Tx(Z) perechea (a, c¢) din ZxZ formata din elementele de
C

pe diagonala principala, este morfism de inele.

7.14. Pentru fiecare k&EZ se considera multimea de matrice

a b
A4, = a,beZ;.
kb a

(i) Sa se demonstreze cad Ay este inel comutativ (fatd de adunarea si
inmultirea matricelor) ;

(i1) Pentru ce valori ale lui k, inelul Ay are divizori ai lui zero ?

(iii) Sa se demonstreze cd inelele Ay si A, sunt izomorfe dacd si numai
daca k=p.

7.15. Fie d€Z un intreg liber de patrate.
Sa se arate ca:

(i) Multimea Z[d ] = {m+n+/d |m, n€Z} impreund cu adunarea si

inmultirea numerelor este un inel unitar §i comutativ izomorf cu inelul Ay
(definit la problema 7.14.) ;

(ii) Dacd d’€Z este un alt numir liber de patrate, atunci inelele Z[/d ]
si Z[J/d' ] sunt izomorfe daci si numai daca d = d’.

7;16' Daca M este o multime nevida, atunci (P(M), A, N) este inel
boolean. In cazul in care M={1, 2, .., m} cu m>1, atunci inelul (P(M), A, N)
este izomorf cu inelul (Z, x...xZ, ,+, *).

|

de m ori

7.17. Fie A un inel boolean a.i. [A| = n >1. Aratati ca existda m>1 a.i.
n=2"si (A,+, ) =(Z,x..xZ, ,+, ).
2ot

de m ori

7.18. Sa se arate ca:
(i) Pe o multime finitd A cu n>2 elemente se poate introduce o structura

de inel boolean daci si numai daci n=2*, keN’;
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(i1) Pe multimea numerelor naturale se poate introduce o structura de
inel boolean.

7.19. Fie E o multime si Zf inelul functiilor definite pe E cu valori in

Z,, cu adunarea si inmultirea induse de adunarea si inmultirea din Z,. Sa se
arate ca Zf este izomorf cu inelul partilor multimii E ale carui operatii sunt:
E1+E2:E1AE2 sl E] 'EzzElﬂEz.

Sa se arate cd toate elementele din aceste inele sunt idempotente.
In particular, deduceti ca pentru doud multimi disjuncte M si N are loc

urmatorul izomorfism de inele PIMUN)=P(M)*P(N) ( unde P(M) desemneaza
inelul partilor Iui M relativ la operatiile A si N ).

7.20. Fie A un inel. Sa se arate ca exista o corespondentd bijectiva intre
multimea morfismelor de inele definite pe Z cu valori iIn A si multimea

idempotentilor lui A. Cate morfisme de inele existd de la Z intr-un domeniu de
integritate? Dacd A este un inel unitar sa se arate cd existd un singur morfism de

inele unitare de la Z in A.

7.21. (i) Fie (G, +) un grup comutativ. Aratati cad multimea
End(G)={f:G—G | f este morfism de grupuri}
este un inel 1n raport cu adunarea si compunerea morfismelor;
(i1) Fie (A, +) grupul aditiv subiacent al unui inel (unitar) si comutativ,

(A, +, ). Aratati ca inelul (End(A), +, o) este comutativ daca si numai daci

este izomorf cu (A, +, -).

7.22. Fie G grupul subiacent inelului produs direct (Zx..xZ, +, -).
—_———

de n ori
Aratati cd inelul End(G) ( definit la problema 7.21.) este izomorf cu inelul de
matrice My(Z).

7.23. Sa se arate ca grupul aditiv al unui inel integru nu este izomorf cu
grupul multiplicativ al elementelor sale inversabile.

7.24. Fie A si B doua inele necomutative si f:A—B cu proprietatile:
1) f(x+y)=f(x)+f(y), oricare ar fi X, yEA;

2) Pentru orice x, yEA avem f(xy)=f(x)f(y) sau f(xy)=f(y)f(x).
Sa se demonstraze ca f este morfism de inele sau antimorfism de inele.
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Observatie. Reamintim ca f : A—B se numeste antimorfism de inele

daca pentru orice X, yEA avem f(x+y)=f(x)+{(y) si f(xy)=f(y)f(x).

§8. Ideale. Laticea idealelor unui inel comutativ. Anulatorul si
radicalul unui inel. Factorizarea unui inel printr-un ideal bilateral. Ideale
prime. Ideale maximale.

8.1. Sa se dea exemplu de un inel 1n care care exista subinele ce nu sunt
ideale.

8.2. Sé se dea exemplu de inel 1n care reuniunea a doud ideale ale sale
nu este ideal.

8.3. Aratati cd multimea idealelor Id(A) ale unui inel comutativ A
formeaza o latice completa.

8.4. Fie inelul comutativ A={f:[-1, 1]—R} impreund cu operatiile
uzuale de adunare si inmultire a functiilor. Care din urmétoarele submultimi ale
lui A sunt ideale si care doar subinele:

(1) P = {f€eA | f este functie polinomiala};
(ii) P,= {f€P | grad(f) <n};

(iil) Qu= {fE€P, | grad(f) =n};

(iv) B={feA | f(0) = 0};
(v)C={feA|f(0)=1}?

8.5. Sa se arate ca exista inele 1n care divizorii lui zero nu formeaza un
ideal.

8.6. Dati exemplu de un morfism de inele f: A—A" si de un ideal I al lui
A ad. f(I) sa nu fie ideal in A"

8.7. Fie A un inel unitar si comutativ a.l. sa existe u€A, u#0 si u#l cu

u’=u. Fie A; = {ux | x€A}.
(i) Sa se demonstreze ca A, este un subinel al lui A care are unitate.
(i1) Sa se arate apoi ca existd un subinel A, al lui A a.i.:
a) A, este unitar;

b) Fiecare element al lui A se exprima ca X;+x, cu X; €A $i X,EA,;
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c) Daca x; €A, si X,€A; atunci x;x, = 0;

d) A|NA,= {0}.

(iii) Sa se arate ca functia f:A—A|xA,, f(x) = (X, X;), unde X = X;+X;
este un izomorfism de inele.

8.8. Aratati cd inelul M,(R) nu are ideale bilaterale netriviale.

8.9. Sé se dea exemplu de inel necomutativ si de ideale stangi (drepte)
care nu sunt ideale drepte (stangi).

8.10. Fie n un numdr natural n>1. Sa se arate cd asocierea d~d Z,
constituie un antiizomorfism de latici intre laticea divizorilor (pozitivi) ai lui n

cu ordinea d<d’ daca d|d’ si laticea idealelor lui Z, .

8.11. Sa se determine forma generald a numerelor naturale n>1 pentru

care laticea idealelor lui Z,, este total ordonata.

8.12. Exista pentru orice latice cu un numar finit de elemente, un numar

natural n a.i. ea sa fie izomorfa (ca latice) cu laticea idealelor lui Z,?

8.13. Sa se stabileascd o corespondentd bijectivd intre multimea
idealelor bilaterale ale unui inel unitar A si multimea idealelor bilaterale ale lui
M;(A), n=1.

8.14. Sa se arate cd dacd m, n€Z atunci nZ+mZ=DZ, nZ N mZ=MZ,
unde prin D si M am notat cel mai mare divizor comun respectiv cel mai mic
multiplu comun al numerelor m si n.

8.15. Fie I, J, K ideale in inelul comutativ A. Aratati ca daca ISK atunci
(I+HNK = I+JNK).

8.16. Fie A un inel I, J, L ideale bilaterale in A ai. [+J=Asi 1 2 JL.Sa

searatecalL S .

8.17. Demonstrati cd intr-un inel boolean orice ideal finit generat este
principal.

8.18. Fie A un inel comutativ §i I un ideal finit generat al lui A a..

[ =1, Si se giseasca un element idempotent e€A a.i. I = Ae.
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8.19. Dati exemplu de un morfism de inele comutative f:A—A’ si de un

ideal maximal M al lui A" ai. f'(M)# A si f (M) nu este ideal maximal in
A.

8.20. Se pot pune in evidentd un numar infinit de ideale prime in inelul

Z7?

8.21. Sa se dea exemplu de un inel in care nu orice ideal prim este
maximal.

8.22. Sa se arate cad pentru orice numar natural n>1 exista un inel care
are n ideale.

. 0 . .
8.23. Demonstrati ca R= {(O Zj a,be Q} este un subinel necomutativ al

lui M,(Q). Dacd I ={AER|A’= 0,} atunci I este ideal si R/l ~ Q.

8.24. Fie f:A—A’ un morfism de inele, I un ideal in A. Aritati ca
£1(f(1)) =1 + Ker(f).

8.25. In Z[i], inelul intregilor lui Gauss, aratati ci (3) si (1+i) sunt ideale
prime dar (2) nu este ideal prim.

8.26. Fie A un inel (comutativ) si P un ideal al sau. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) P este prim;

(i) Oricare ar fi idealele I si J ale inelului A, daca P contine produsul 1J,
atunci P contine pe I sau pe J.

8.27. Fie A un inel unitar si S un sistem multiplicativ al sdu (adica S#Q,

1€S, 0&S si daca s, s,€S =s5;5,ES). Aratati ca daca I este un ideal maximal
relativ la proprietatea I N S = @, atunci I este ideal prim.

8.28. Fie A un domeniu de integritate. Aratati cd In A[X] intersectia
tuturor idealelor maximale este idealul zero.

8.29. Fie A un inel comutativ unitar finit. Atunci demonstrati ca orice
ideal prim in A este si ideal maximal in inelul A.
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8.30. Fie A un inel comutativ si unitar a.i. pentru orice a€A existd un
n>1 cu a"= a. Atunci, orice ideal prim din A este i maximal.

8.31. Aratati ca in inelul Z[X,Y] idealul (X) este prim dar nu este
maximal.

8.32. Fie A un inel comutativ unitar gi a€A. Atunci:
(1) A[X]/ (X,a) = A/(a);

(1) (X, a) este ideal prim (respectiv maximal) In A[X] < (a) este ideal
prim (respectiv maximal) in A;

(iii) (X) este ideal prim dar nu este maximal in Z[X].

8.33. Pentru un inel A notdm cu J(A) intersectia tuturor idealelor
maximale din A.
Sa se arate ca:

(1) J(A) = {x€A |1-xy€U(A), oricare ar fi yEA};
(i) J(A) este cel mai mare ideal I din A (relativ la incluziune) cu

proprietatea ca daca x€I atunci 1-x€U(A).

8.34. Fic A = {[“ bJ
0 ¢

0 b
Aratati cd J(A) = {[O O]b € Z} .

a,b,c e Z} subinel in M,(Z).

8.35. Dati exemplu de inel (fara unitate) a. 1. nu orice ideal al sau sa fie
inclus intr-un ideal maximal.

8.36. Daca A este un inel integru, aratati ca J(A[X]) = 0.

8.37. Fie A un inel comutativ. Daca I este un ideal al lui A, atunci
anulatorul ui I se defineste ca fiind
Ann(l) = {x | x€A sii-x =0, pentru orice i€}
si radicalul Tui 1 ca fiind
r() = {x | xEA si existineN a.i. x"€I}.
(1) Aratati ca Ann(I) si r(I) sunt ideale ale inelului A;
(i1) Daca I si J sunt ideale ale Iui A atunci

1) r(x(1)) = (D),
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2)rd N H=r1) Nrd),
3) r(I +J) = r(x(1) + r(J)).

8.38. Aratati cd in inelul cat A / r(A) nu existd elemente nilpotente
nenule.

8.39. Fie :A—A’ un morfism surjectiv de inele comutative cu unitate,
al carui nucleu Ker(f) este continut in r(A).

S3 se arate cd dacd a’€A’ este un element idempotent atunci existd un

singur element idempotent ac A ai. f(a)=a’.
Deduceti ca f induce o bijectie intre multimile elementelor idempotente
ale celor doua inele.

8.40. Sa se determine numarul elementelor idealului r(Z / nZ), n>2 in

functie de n. Sa se deduca in particular, cd Z / nZ este un inel redus daca si
numai daca n nu se divide prin patratul unui numar prim.
Observatie. Un inel comutativ A se numeste redus dacad r(A) = 0.

8.41. Fie inelul A = C([0, 1], R) = {f:[0,1] —»R | f este continua} (fatd
de adunarea si Inmultirea definite prin (f+g)(x) = f(x)+g(x) si (fg)x) =

= f(x)-g(x)). Aratati ca I={f€A | f(0) =0} este un ideal ce nu este principal.

8.42. Fie d un numdr intreg nenul liber de patrate si Z[\/g ] subinelul
corpului complex C format din numerele de forma a+b Jd cua beZ.

Fie x = atbd eZ] Jd ]. Sa se determine un generator t >0 al idealului
(x) N Z in functie de a si b. Sa se arate ca idealul (x) este nul daca si numai daca
(x) N Z este nul.

8.43. Determinati idealele inelului T»(Z,) al matricelor de ordinul doi,

triunghiulare, cu componente in Z,.

8.44. Notam cu A multimea matricelor de forma [g i} ,cua,be”Z iar

p€Q si cu B multimea matricelor de forma (g pJ ,cuaEel sip, q€Q. Aratati
q

cd B este subinel al inelului T,(Q) iar A este subinel al lui B. Determinati
idealele bilaterale ale inelelor A si B.
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8.45. Fie A un inel, J un ideal bilateral al Iui A iar I un ideal stang al lui
A. Daca I si J sunt nilpotente aratati ca I + J este nilpotent.

Observatie. Un ideal I se numeste nilpotent daci existi neN" a.i.
I"=0,unde I"=1-...-1.
—

de n ori

8.46. Aratati ca nu exista nici o structura de inel unitar care sa aiba ca

grup subiacent pe Q / Z.

8.47. Fie I si J ideale intr-un inel comutativ A. Aratati cd morfismul
canonic de inele A / INJ — A/l x A/J ( x + INJ — (x+1, x+J) ) este izomorfism
dacd si numai daca [+] = A.

Observatie. Idealele I si J cu proprietatea ca I + J = A se zic ideale
comaximale.

8.48. Fie A produsul direct HA,- al inelelor unitare A, A,, .., A,. Sa se

i1

arate ca orice ideal sting (drept sau bilateral) ISA satisface identitatea
n

I=]]p:(D), unde p:A—A; reprezinta a i-a proiectie canonicd. Observati ci
i1

identitatea de mai sus nu este satisfacuta in general de subgrupurile unui produs

direct de grupuri. Dati exemple de subgrupuri ale grupului aditiv Z xZ care nu

sunt ideale ale inelului Z xZ.

8.49. Fie A produsul direct HA,- al inelelor unitare A, A,, .., A, si

i=1

I=]]1; c 4 unideal (vezi problema 8.48.). S se arate ca A/l = [ ] 4,/1,.
i=1 i=1

8.50. Fie A si B doua inele comutative. Determinati idealele produsului

AxB. Aplicatie: ZxZ si KxK, unde K este un corp necomutativ.

8.51. Fie A un inel unitar $i comutativ si a€A un nondivizor al lui zero
si sistemul multiplicativ S = {a"},=0. Si se arate ci inelele S"'A si A[X]/ (aX-1)
sunt izomorfe.
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8.52. Sa se arate ca Z] Jd 1/ (x) este finit daca si numai daca x este un

element nenul in Z[d ].

8.53. Sa se arate ca grupul unitatilor inelului Z / 2"Z este izomorf cu
grupul aditiv Z /27 xZ | 2"*Z, pentru n>3.

Sa se arate ca pentru n = 1, 2 grupul unitatilor lui Z / 2"Z este ciclic.

8.54. Sa se arate ca grupul unitétilor inelului Z / p"Z este ciclic pentru
orice numdr prim p # 2 $i n numar natural.

§9. Corp. Subcorp. Caracteristica unui corp. Morfisme de corpuri.
Izomorfisme de corpuri.

9.1. Sa se arate ca inelul Z, este corp daca si numai dacd n este numar
prim.

, x+y=0
9.2. Sa se rezolve in corpul Z mstemul:{ yA .
xy=5

9.3. Sa se arate ca orice inel integru finit este corp.

9.4. Sa se demonstreze ca intr-un corp K existd doar doua ideale, idealul
nul si K care sunt ideale bilaterale.

9.5. Fie K un inel nenul care are numai doua ideale (0) si K. Sa se arate
ca K este corp.

9.6. Pe intervalul real K = (0,+0) se definesc operatiile algebrice:

x®y = xy si xOy =x"? , oricare ar fi x, yEK.
Sa se arate ca:

(1) (K, ®, ©) este corp comutativ;
(i1) Corpul (K, ®, ®) este izomorf cu corpul (R,+,-) al numerelor reale.

9.7. Fie ® o operatie algebrici pe Q" astfel incit (Q, +, ®) este inel. Sa
se arate ci (Q, +, ®) este corp si (Q, -) =~ (Q, ®).
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9.8. (i) S& se demonstreze ca cel mai mic subcorp al lui R ce contine pe
V2 este format din numerele reale de forma a+b+/2 cu a, beQ;

(ii) Sa se arate cd multimea F = Q(¥/2 ) = {atb¥/2 +c/4 | a, b, ccQ}
impreuna cu adunarea si Tnmultirea numerelor reale este cel mai mic subcorp

(comutativ) al lui R ce contine pe Q si pe /2 .

9.9. Fie A un inel unitar inclus in corpul C al numerelor complexe si
care include intervalul (0, 1), operatiile inelului A fiind cele induse de operatiile

din C. Sa se demonstreze ca A = R sau A = C.

9.10. Fie d; si d, doi intregi liberi de patrate, d, # d,. Sa se demonstreze
egalitatile:

() Q(Jd,) N Q(Jd, )= Q;
(i) Z[Jd, 1N Z[Jd, 1=Z.

9.11. Fie KCC un subcorp. Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) Ecuatia x> = a*+1 are solutii in K, pentru orice a€K;

(ii) Ecuatia x* = a™+a+1 are solutii in K, pentru orice a€K.
Dati exemplu de un corp K pentru care una din cele doud afirmatii de
mai Inainte este adevarata.

9.12. Caracterizati subinelele unitare ale lui (Q, +, -).

9.13. Fie K un corp necomutativ. Daca existd a, bEK si n€Z a.i.
anbn_bnﬂanﬂ =1 51 a2n+l+b2n+1 =0
atunci b"a"-a""'b""' = 1.

9.14. Fie K un corp, E o extindere a lui K si x€E\K. Aratati ca pentru
orice a, b€K cu a # 0 avem K(ax+b) = K(x).

9.15. (i) Fie A un inel cu n elemente, n>0 si 1 elementul unitate al lui A.

Daca ordinul lui 1 in grupul (A,+) este egal cu n, atunci (A, +,-) = (Z,,+,");
(i1) Fie p un numar prim iar A un inel cu p elemente. Sa se arate cd A

este corp comutativ izomorf cu corpul (Z,, +, -).

9.16. Fie A un inel cu opt elemente, de caracteristica 2.
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Aratati ca:
(i) Pentru orice XEA, x +1 = (x + DX+ xX>+1) (X’ +x + 1);

(ii) A este corp daca si numai daca existi a€A af. a’+a+1=0.

9.17. Fie A un inel finit cu 0#1. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
(1) A nu este corp;

.. . * . e A *
(i) Pentru orice nEN' ecuatia x" + " = z" are solutii in A .

9.18. Fie K un corp comutativ cu 8 elemente. Si se demonstreze ca

existi acK ai. a’=a+l.

9.19. Fie K un inel cu patru elemente. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
(1) K este corp;

(i) Existd ac€K a.i. a’= l+a.

000 100

9.20. Fie O, E, UEM;(Z,), 0=|0 0 0|, E=|0 1 0

000 00 1
0 0 1
u=l10 1/
010

(i)Arétati cd M;(Z,) este inel de caracteristica 2;

(i) Fg= {0, E, U, U3, U, Ut U, U6} este corp cu 8 elemente in raport
cu adunarea si inmultirea matricelor;

(iii) Orice corp K cu 8 elemente este izomorf cu Fg.

9.21. Dacd A este un inel a.i. oricare ar fi a€A, a#0 existd bEA cu
ba =1, atunci A este corp.

9.22. Fie K un corp comutativ cu proprietatea ca pentru orice x€K
avem x*+1 # 0. Definim adunarea si inmultirea pe KxK prin:

(X1, yDH(X2, y2) = (X11X2, Y11Y2)
(X1, Y1) * (X2, ¥2) = (X1X2-Y1Y2, X1¥2tX2Y1),
pentru orice (X1, y1), (X2, y2)EK*K.
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Sa se arate cd multimea KxK Tmpreund cu aceste operatii este corp
comutativ, corpul K fiind izomorf cu un subcorp al acestuia. Mai mult, in acest
corp ecuatia x*+1 = 0 are solutii.

Existd corpuri K finite cu proprietatea ci x*+1 # 0, oricare ar fi x€K?

9.23. Fie H= ( a« P J

a, f numere complexe

Aritati ca H este subcorp al lui My(C).
Observatie. Corpul H poarta numele de corpul quaternionilor.

9.24. (i) Sa se arate cd multimea matricelor de forma
a b c d

_b —d .

Z , cu a, b, ¢, d€R formeaza un subcorp K al Iui M,(R)
S a -
-d -c¢ b a

izomorf cu corpul quaternionilor;
(i1) Determinati centrul lui H .

9.25. Fie K un corp (comutativ sau nu). Daca K, K;, K; sunt subcorpuri

3
ale lui K a.i. K;#K, oricare ar fi i=1, 2, 3, atunci UK,- K.
i-1

9.26. (Generalizarea problemei 9.25.) Sa se arate cd un corp nu poate fi
scris ca reuniune a unui numar finit de subcorpuri proprii ale sale.

9.27. Fie K un corp si E o matrice din M,(K). Sa se arate cd E este
divizor al lui zero daca si numai daca E nu este inversabild. Este necesar sa
presupunem K corp?

9.28. Sa se arate cd corpul numerelor reale nu este izomorf cu corpul
numerelor complexe.

9.29. Fie K un corp. Demonstrati cd orice morfism unitar de la K la un
inel unitar A nenul este functie injectiva.

9.30. Sa se determine endomorfismele corpului Q al numerelor
rationale.
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9.31. Fie f un endomorfism al corpului numerelor reale .
(1) Sa se determine f(0), f(1) si f(-1);
(i1) Sa se arate ca pentru orice numar rational q avem f(q) = q;

(iii) Sa se demonstreze ca pentru orice 0o €ER, a>0, rezulta f(a)>0.

Sa se deduca de aici ca f este strict crescatoare.

(iv) Folosind rezultatele stabilite la punctele precedente, sia se
demonstreze ca singurul endomorfism al corpului numerelor reale este aplicatia
identica.

9. 32. Fie (K, +, *) un corp. Pentru fiecare a€K definim A,:K—K prin
hi(X) = ax-xa. Sa se arate cd daca existd un endomorfism f:K—K, £l astfel

incit foA, = A,of pentru orice a€K, atunci corpul K este comutativ.
9.33. Determinati automorfismele corpurilor Q(+v/2 ) si Q(3/2).

9.34. Si se determine automorfismele f ale corpului C al numerelor

complexe, cu proprietatea ca f(x) = x, oricare ar fi x€R.

9.35. Fie K un inel unitar si comutativ cu proprietatea ca orice morfism
de la K la un inel nenul este injectiv. Atunci K este corp.

9.36. Fie K si L doud corpuri necomutative si f:K—L o functie
neconstantd. S& se demonstreze ca functia f este morfism sau antimorfism de
corpuri (vezi problema 7.24.) daca si numai daca verifica conditiile urmatoare:

1) f(x+y) = f(x) + f(y), oricare ar fi x, y€K

2) f(x™") = f(x)™", oricare ar fi x€K, x # 0
3Hf(l)=1.

9.37. Fie K si L doud corpuri comutative de caracteristicd zero si
f:K—L o functie. S& se arate ca f este morfism de corpuri dacd si numai daca
are urmatoarele proprietati:

1) f(x+y) = f(x) + f(y), oricare ar fi x, y€K;

2) f(x®) = [f(x)]’, oricare ar fi xEK;

Hf(H)=1.

9.38. (i) Fie K si L. doud corpuri necomutative si n>2 un numar natural.
Fie f:K—L o functie cu proprietatile:
1) f(x+y) = f(x) + f(y), oricare ar fi x, y €K;
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2) f(x") = f(x)", oricare ar fi x€K;
Hf(1)=1.
In aceste conditii, dacd L si K sunt corpuri de caracteristica zero sau de

caracteristica p>n, sa se demonstreze ca: f(x*) = f(x)?, oricare ar fi x€K;
(i1) In conditiile de la (i), dacd L si K sunt corpuri comutative, sd se
demonstreze ca f este morfism de corpuri.

9.39. Fie d; si d, doi intregi liberi de patrate si f:Q(,/d, )—>Q( y/d, ) un
izomorfism de corpuri.
(i) Sa se demonstreze ca d; = d,;

(i) Sa se determine automorfismele corpului Q(\/g ), unde d este un
intreg liber de patrate.

9.40. Fie Z, corpul claselor de resturi modulo p (p>1, numar prim),

(Z,, +) grupul aditiv al corpului, iar (ZP*, -) grupul multiplicativ al elementelor
sale nenule.

Sd se determine morfismele de grupuri de la (Z,, +) la (Zp*, ).

9.41. Fie Q corpul numerelor rationale. Si se determine toate

morfismele de grupuri de la grupul (Q, +) la grupul (Q°, -).

9.42. Fie K un corp comutativ cu proprietatea ca existd n>0, numar
natural a.1. n- 1x = Og. Sa se arate ca:

(i) Daca p este cel mai mic numar natural pozitiv a.i. p- 1x = Ok, atunci p
este numar prim (p se numeste caracteristica corpului K);

(ii) Oricare ar fi x, y€K, atunci (x + y)’ = x"+ y";
(ii1) Exista un singur morfism de grupuri de la grupul aditiv (K, +) la

grupul multiplicativ (K, -).

9.43. Definim pe Z;xZ; urmatoarele operatii:
(a, b)+(c, d) = (atc, b+d) si (a,b)(c,d) = (ac-bd,ad+bc).

Verificati ca (Z;xZ;, +, -) este corp si calculati-i caracteristica.

9.44. Fie p=2 un numar prim si K un corp cu urmatoarele proprietati:

1) px = 0, pentru orice XxEK;
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2) Pentru orice x€K exista un intreg n = n(x)>0 (ce depinde de x) a.i.

x” €Z(K).
Atunci K este comutativ.

9.45. Fie (K, +, -) un corp finit. Si se determine toate morfismele de
grupuri de la (K, +) la (K, -) si de la (K, -) la (K, +).

9.46. Fie K un corp cu car(K) #2 si a€K ai. a™" =1, pentru neN".
Gasiti :K—K a.i. f(x) + f(ax) = 2x, oricare ar fi x€K .

9.47. Fie K multimea matricelor patratice de ordin doi cu elemente reale
b
formata din matricele de tipul M(a, b) = ( ab j .
- a

(i) Sa se arate ca fatd de operatiile uzuale, K are structurd de corp

izomorf cu corpul complex C;
(i1) Folosind rezultatul precedent, sa se rezolve in K sistemul de
X+Y=M@33)

ecuatiizq .. .
X347 =M(-9,9)
9.48. Fie d€Z un numar liber de patrate. Sa se arate ca:

(i) Multimea Q(+d ) = {atb+/d |a, bEQ} impreuna cu adunarea si
inmultirea numerelor complexe este corp comutativ;

(i) Multimea K = {(“ b J
db a

inmultirea matricelor este corp comutativ;
(iii) Cele doua corpuri de la punctele precedente sunt izomorfe.

a,beQ} impreund cu adunarea si

9.49. Un corp K < C in care operatiile sunt cele obignuite cu numere
complexe satisface ipotezele:

1) Corpul K are exact doud endomorfisme f si g;

i) f(x) = g(x) = x€Q.

Sa se demonstreze ca exista un intreg liber de patrate d#1 a. 1. K

= Q(Vd).
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b
9.50. Fie q€Q si Aq={“ ]
gb a

a,beQ}. Demonstrati ca A, este un

subinel al lui M,(Q) si este corp (comutativ) daca q nu este patratul unui numar
rational.

9.51. Se considera K multimea matricelor de forma

M(a, b) = (a+b

b . A < .
b bj’ cu a, b€Q. Aratati ca K impreund cu adunarea si
a—

inmultirea matricelor formeaza un corp izomorf cu corpul Q( V2).

x+2y 3y

9. 52. Aratati ca K ={(
2y  x-2y

] ‘ X,y numere rationale} =M, (Q)

este corp comutativ izomorf cu corpul Q( J10).

. . . b
9.53. Fie p>0 un numar prim si K = {[ ab Ja,bezp}. Sa se
- a

demonstreze cd multimea K inzestratd cu operatiile de adunare si inmultire a
matricelor este corp dacd si numai daca p = 3(mod4).

9.54. Consideram multimea KCM,(R) formata din toate matricele de

0
forma [a J ,cuacR.
0 0

(i) Sa se arate ca fatd de adunarea si inmultirea matricelor K este corp

comutativ izomorf cu corpul R;
(i1)) Demonstrati cd desi matricele nenule din K sunt elemente

inversabile in K, ele sunt matrice singulare in M(R). Explicati rezultatul.

9.55. Fie (A, +, +) un inel unitar cu 0 # 1. Sa se demonstreze ca daca

orice functie f:A— A este polinomiala, atunci (A, +, -) este corp.

9.56. Fie M,(Q) si pentru d intreg liber de patrate consideram

bd
submultimea Ky a lui M,(Q) formatd din matricele de forma (Z qu a,

beQ.
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(1) Sa se arate ca multimea K este corp fata de adunarea si Tnmultirea
. . . bd .
matricelor si aplicatia f:Q( Jd )—Ky, f(atb Jd )= (Z ] este un izomorfism
a

de corpuri;
(ii) Consideram grupurile multiplicative (Q(vd ), -), (K¢, -), (Q", *)
si aplicatiile f:Q(+d ) —K,", definiti ca la (i), A:Ky—Q" definita prin

A(A) = det(A), N:Q(+/d ) —>Q" definita prin N(a+bv/d ) = a’>-db’.
Sa se demonstreze cd f, A, N sunt morfisme de grupuri si avem
egalitatea Aof = N.

9.57. Daca K, si K, sunt doud corpuri, s se arate ca inelul produs
K xK,; nu este corp.

9. 58. Fie K,, K,, K3, K4, K5 corpuri nu neaparat comutative si nu
neaparat distincte. Sa se arate cd inelele produs K;xK;xK; si K4xKs5 nu sunt
izomorfe.

§10. Inele de polinoame

10.1. Fie A un inel comutativ §i unitar, I o multime nevida si A[XI]

inelul polinoamelor cu coeficienti Tn A in nedeterminatele {X;}ie;. Sd se arate
ca:
(1) Daca I si A sunt finite atunci A[X;I] este o multime numarabil;
(i1) Daca I este finitd iar A este infinitd atunci A[X;]] are cardinalul lui
A
(iii) Daca A este finita (chiar numarabila) si I este infinita, atunci A[X; 1]
are cardinalul lui I.

10.2. Se poate defini pe orice multime nevida o structura de inel unitar?

10.3. Fie A un domeniu de integritate §i U(A) grupul elementelor
inversabile ale lui A. Sa se arate ca orice subgrup finit al lui U(A) este ciclic.

10.4. (i) Sa se arate ca produsul elementelor nenule ale unui corp finit
este egal cu —1;

(i1) Sa se deduca de aici ca pentru orice numar prim p, p|(p-1)!+1 (vezi
problema 3.17.).

10.5. Fie A un inel (comutativ), iar f = ap + a;X +...+ a,X" un polinom
din A[X] de grad n>0. Aratati ca:
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(i) f este inversabil in A[X] daca si numai daca a, este inversabil in A si
aj, ..., a, sunt nilpotente in A;

(ii) f este nilpotent in A[X] daca si numai daca toti coeficientii ao, a, ...,
a, sunt nilpotenti in A;

(iii) f este divizor al lui zero in A[X] daca si numai daci existd acA” a.i.

a-f=0.

10.6. Fie p un numar prim, p=3. Sa se afle numarul solutiilor ecuatiei
p-1 p-1 ~
X 4 +y 4 =0,

consideratd in corpul Z,, al claselor de resturi modulo p.

10.7. Fie (Ay)ken+ i (By)ken+ doua siruri de matrice patratice de ordinul

n cu elemente din R. Daca pentru orice k€ N’, B, este inversabil3, si se arate ca
existd o infinitate de numere reale o a.i. A,+aBy este inversabila, oricare ar fi
keN".

10.8. Fie A un inel unitar comutativ cu cel putin doud elemente. Sa se
arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) A este corp finit;

(i) Orice polinom P€A[X] de grad n>1 are cel mult n radacini
(distincte) In A si orice functie f:A—A este functie polinomiald (adica exista
QEA[X]ai. f= Q).

10.9. Fie polinomul f= G +bX €Z,[X], unde n =p", cu p prim si re N".
(i) Sé se arate cd feU(Z,[X]) daca si numai dacd pta si p|b;

(i) Céte polinoame de grad cel mult 1 din Z,[X] sunt inversabile?

10.10. Fie A un inel comutativ cu 0#1, fara divizori ai lui zero, iar A[X]
inelul de polinoame asociat. Pentru fiecare numar intreg n>2 definim aplicatia

O A[X]—A[X], @u(f) = £ " si presupunem ca multimea M={n|nEZ, n>2, ¢, este
endomorfism al inelului A[X]} este nevida. Sa se demonstreze ca exista si este
unic un numar prim p>0 a.i. M = {p, p>, p°, ..., p", ...}.

10.11. Sa se arate cd nu exista inele unitare si comutative A a.i.

AlX] = (Z,+, ).

10.12. Fie A un inel unitar. Sa se demonstreze ci inelele A[X] si Z[X]

sunt izomorfe daca si numai daca inelele A si Z sunt izomorfe.
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10.13. Fie K un corp comutativ si A un inel unitar. S& se demonstreze
cd inelele K[X] si A[X] sunt izomorfe dacd si numai daca inelele K si A sunt
izomorfe.

10.14. Fie k si K doud corpuri a.i. grupurile multiplicative (k*, -) si
(K", -) nu sunt izomorfe. Si se arate ci inelele k[X] si K[X] nu sunt izomorfe.
Folosind acest rezultat, si se demonstreze ca inelele Q[X] si R[X] nu

sunt izomorfe si de asemenea inelele R[X] si C[X] nu sunt izomorfe.

10.15. Aratati ca inelele R si R[X] nu sunt izomorfe, dar grupurile lor
aditive (R, +) si (R[X], +) sunt izomorfe.

10.16. Fie A un inel comutativ integru si fie A[X] inelul polinoamelor
in X cu coeficienti din A. Determinati automorfismele inelului A[X].

10.17. Fie A un domeniu de integritate. Sd se arate cd o functie
¢:A[X]—A[X] este un automorfism al lui A[X] care invariaza elemenele lui A

daca si numai daca exista a, bEA, a inversabil, a.1. p(f(X)) = f(aX + b), oricare
ar fi feA[X].

10.18. (i) Fie polinomul P = X’€R[X]. Aritati ci pentru orice a€ER",
polinomul P(X+a)-P(X) nu are radacini reale;

(i1) Fie PER[X] un polinom de gradul n>2 cu radacini reale si distincte

Aratati ca exista a€Q’ a.i. polinomul P(X+a)-P(X) si aibd toate radicinile
reale.

10.19. Sa se giseascd polinoamele fER[X] a.i. f(a + b) = f(a) + f(b),

oricare ar fi a,beR.

10.20. Fie f=ap+ a, X + ... + a,X"€Z[X]. Sa se arate ca:

(i) Daca a€Z, atunci f(a) divide numarul f(a+f(a));

(ii) Exista a€Z a.i. f(a) sd nu fie numar prim ;

(iii) Nu existd f€Z[X] neconstant a.i. f(a) sa fie numar prim, pentru

orice a€Z.

10.21. S& se determine polinoamele PER[X] a.i. XP(X)=(X-3)P(X+1).
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10.22. (i) Pentru ce valori ale lui m polinomul (X-1)"-X"+1 este
divizibil cu X*-X+1?
(ii) Pentru ce valori ale lui m polinomul (X-1)"+X"+1 este divizibil cu
X*-X+1?

10.23. Sa se arate ca restul impartirii polinomului f din R[X] prin
(X-a)(X-b), unde b#a, este
_ SO f@ Y @-af )
b—a b—a

T

10.24. Fie f un polinom de gradul doi din Q[X] . Atunci f(n)EZ pentru

orice n€Z daca si numai daca f este de forma f :%[CXZ +(2b—c)X+2a] cu
a,b, ce”Z.

10.25. Sa se determine cel mai mare divizor comun al polinoamelor
X"1si X"-1 (m, neEN¥*),

10.26. Sa se afle cel mai mare divizor comun al polinoamelor X"+a" si
X"+a™ din R[X] (m, neN*, acR).
e X Xx? X"

10.27. Sa se arate ca radacinile polinomului f :1+F+7+'"+ '

sunt simple.

10.28. Fie fER[X] cu proprietatea ci f (a)>0, pentru orice aER.
Atunci existd doud polinoame f}, ,ER[X] ai. f = 2 + 15 .

10.29. Fie Z[X] multimea polinoamelor cu coeficienti intregi, p un

numar prim si f, g€Z[X]. Daca plfg, atunci p|f sau p|g.

10.30. Fie feZ[X]. Notim cu c(f) = cel mai mare divizor comun al

coeficientilor lui f. Daca f, g€Z[X] sa se arate ca c(fg) = c(f) -c(g).

10.31. Determinati meN a.i. X™-1 este divizibil cu X*+X"+1,(nEN*).

80



10.32. Sa se arate cd daca m este un numar intreg nedivizibil cu 5,

atunci polinomul P = X’-X+m este ireductibil in Z[X].

10.33. Studiati reductibilitatea polinoamelor X*+1 si X’+X+2 fin
Z5[X], respectiv Zs[X].

10.34. Existd acZs a.i. X*+aX+1 si fie ireductibil in Zs[X]?

10.35. Verificati ci polinoamele f = X°+X*+X si g = X*+2 XEZ,[X] au
aceeasi functie polinomiald, desi ca polinoame sunt diferite.

10.36. Fie p un numar prim, p>3.

D
(i) Sa se determine restul Tmpartirii numarului H (k* +k+1) lap;
k=1

(ii) Si se arate cd polinomul X*+X+1 €Z,[X] este ireductibil in Z,[X]
dacd si numai daca p=2(mod 3).

10.37. Fie K un corp comutativ de caracteristicd p#0. Sa se arate ca
polinomul X7 " —x €K[X] (x fiind arbitrar in K) are cel mult o radicina.

10.38. Fie K un corp finit. Sa se determine multimea numerelor naturale

n>2 care au proprietatea cd orice polinom de grad n din K[X] care nu are
radacini in K este ireductibil in K[X].

10.39. (i) Sa se rezolve ecuatia 3x*-4x+1=0 in Zs, Z7, Z,\, Z3, Z17, Z1s;

(ll) Sa se rezolve ecuagia XZ-X+5 =01in Z7, le, 217, Z]g.

10.40. Sa se demonstreze ca dacd PER[X] de grad n, are n radacini

reale, atunci oricare ar fi a€R polinomul Q = P(X+ia) + P(X-ia) are, de
asemenea, n radacini reale.

10.41. Fie K = {ki, k,, ..., k,} un corp finit cu n elemente, iar K[X]
inelul polinoamelor de o nedeterminata peste corpul K. Sa se arate ca in inelul

K[X] are loc identitatea: X" - X =] [(X —k,).
i<l
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10.42. S& se gaseasca a, bEZ stiind ca ecuatiile x+2x*+ax+b = 0 si
x’-x*+bx+a = 0 admit o radicina intreagd comuna.

10.43. Fie P = a) X"+ a, X" + ...+ a,€Z[X] cu ay, a, impare. Daca P(1)
este impar sa se arate cd P nu are radécini rationale.

10.44. Daci un polinom din Q[X] admite ridicina 32 si se arate cd
polinomul este divizibil cu X*-2.

10.45. Si se arate cd polinomul P = (1+X+...+X")*-X" este reductibil in
Z[X].

10.46. Sa se arate cd polinomul P = (X"-2)"-X-2 este reductibil in Z[X].

10.47. Fie p un numar prim, iar k un numar natural >1.
Stabiliti numarul polinoamelor inversabile, de grad mai mic sau egal cu

n, din inelul Z o [X].

10.48. Ardtati ca in inelul Z,[X] existd polinoame inversabile ce au
gradul diferit de zero.

10.49. Sa se determine a€Z; a.i. polinomul
P=2X3+(a+2)X +1 €Z4[X] si fie ireductibil.

10.50. Si se arate ci polinomul X*+aX+ 5 €7Z,[X] este reductibil, pentru

orice aE€Z.

10.51. Fie polinoamele:

1) P, = X+X+1 €7Z,[X]

2) P,=X"+X*+1 €Z,[X]
3) Py=X’+1€Z5[X]

4) P,=X*1€7Z,[X].
Sa se decida daca polinoamele date sunt sau nu reductibile, iar in caz
afirmativ sa se descompund in factori primi.
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10.52. Fie f=apta;X+...+a,X"€Z[X] un polinom de grad >1 si si
presupunem ci existd p numdr prim, p>2, a.i. plag, ai, ..., an1, pfa, si p°ta.

Atunci f este ireductibil in Z[X].
Observatie. Criteriul de ireductibilitate de mai sus este datorat lui
Eisenstein.

10.53. Sa se arate ca daca p este un numar prim, atunci polinomul
f=X""4+XP?+, . +X+1 este ireductibil in Z[X].

10.54. Si se arate ci polinomul X7+X’4+X'+. . +X*+X+1 este
ireductibil in Z[X].

10.55. Sa se arate cd polinomul X"-120 (n>1) este ireductibil in Z[X].

10.56. Fie p>2 un numar prim. Sa se arate ca polinomul f
= X*+ pX° + pX + p este ireductibil in Z[X].

10.57. Sa se arate ca polinomul f =X 2 41, (mn€N) este ireductibil in
Z7[X].

10.58. Fie p>2 un numar prim si nEN. S& se arate cd polinomul
f=x" +p—1 este ireductibil in Z[X].

10.59. Fie polinoamele P=1+X+X+.. +X™! si
O=X"+X"+..+ X", unde O<u<u,<...<u, sunt numere Iintregi. Pentru

ke{0, 1, ..., m-1} fie n, numarul acelor i (1<i<n) pentru care restul impartirii
lui uy; la m este k.
Sa se demonstreze ca P divide Q daca si numai daca ny=n;=...=n,,.

10.60. Fie P = X"-a,X"'+a,X"*-...#(-1)"a, un polinom cu coeficienti
reali si care are toate radacinile reale si continute in intervalul [0, 1]. Sa se
demonstreze inegalitatea:

- At + Ao -+ (1) 2,0, pentru orice k, 1<k<n.

10.61. Fie a,, a,, ..., a, numere complexe (n>2). Sa se arate ca ecuatiile

X"-1 = 0 §i ajtax+asx’+ ...+a,x"" = 0 au cel putin o rddacind comuna daca si
numai daca
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a a, .. a,, a,
az a3 an al
=0.
app Ay - Qy3 Ay
an al an—Z an—l
10.62. Fie x;, X,, ..., Xx,€R. Si se demonstreze cd numerele X;, X, ...,
X, sunt pozitive daca si numai dacd numerele ) x,, D xx,, .., xx,..x, sunt

pozitive.

10.63. Fie PER[X] de grad cel mult n cu coeficientul dominant a,, iar
X1, X2, ..., Xn+1 NUMere reale distincte doud cate doud. Sa se demonstreze ca:
n+l P(x;) {0, daca grad(P)<n-1

2

S (0 = x))eX; =X, = X)Xy — X)) |@g, daca grad(P)=n

10.64. Fie p un numar prim, P = aoX™ra, X" '+.. +a,€Z[X] cu 1<n<p,
iar ap nu se divide la p. Sd se demonstreze ca printre numerele 0, 1, 2, ..., p-1
exista cel mult n numere y pentru care p divide pe P(y).

Observatie. Acest rezultat este datorat lui Lagrange.

10.65. Fie PER[X] un polinom de grad n>2 care are radicinile reale
n_ p(r)
simple Xy, ..., X,. S4 se demonstreze ca ZM

- =0, pentru orice r natural,
k=1 P'(xy)

>2.

- [ .. 7 -
10.66. Daca x, ...,x; sunt radacinile ecuatiei x'-1 = 0 sa se calculeze

suma Y (x, +x,)% .

10.67. Fie un polinom de grad n si x,...,X, radacinile sale.

Notim cu S, = xf +...+ x*, kEN. Si se arate ca:

(i) Y x/x1=S,-8,-8,.,,1,j€{l,....,n};

i#]
. 1 .
(11) inpx;) :E'[(Sp)z _SZp]a 1,]6{1, (EES) 1’1},
i#]
(i) D xlxdxg =8,-8, 8, =8,y S =S pur Sy =Spiy S, +28 pigirs
i#j#k

i,j,ke{l, ..., n}.
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10.68. Sa se calculeze suma )’ xx7 , unde x;, x; sunt radécinile ecuatiei

]

x+3x-5=0.
X +x, +x3=2

10.69. Si se rezolve in C sistemul: {x; +x; +x3 =8 .

x15+x§+x§ =32

10.70. Fie aj, ..., a,€7Z (n>1) distincte doua cate doua iar
P = (X-2))’(X-a)"...(X-2,)"+1 si Q = (X-a;)(X-ay)...(X-a,)-1.

Sa se arate ¢d P si Q sunt ireductibile in Z[X].

10.71. Sa se descrie idealele inelului K[[X]] al seriilor formale peste
corpul comutativ K.

10.72. Sa se exprime ca polinom de polinoamele simetrice
fundamentale, polinomul simetric f = (Xl—Xz)z(Xl—X3)2(X2—X3)2 cu coeficienti
reali.

10.73. Sa se exprime ca polinom de polinoamele simetrice
fundamentale polinomul simetric

(X Xt . AKX Xt . AXy). .. (XXt - X)) ER[X, Xa,o. . Xo]:

10.74. Sa se arate ci inelul K[Y,Z] / (Z*) este izomorf cu un subinel al
inelului K[X,Y,Z] / (X?, XY-Z), K fiind corp comutativ.

10.75. Fie K un corp. Aratati ca (X) este ideal maximal in K[X].
10.76. Fie a,, ..., a, elemente oarecare dintr-un inel A si A[Xj, ..., Xy]

inelul polinoamelor in nedeterminatele X, ..., X, cu coeficienti in A.
Sa se arate cd inelul A[X, ..., X,]/ (X;-ay, ..., X;-a,) este izomorf cu A.

10.77. S& se arate ca Z[\/E] ~ 7[X] / (X*-d) (ca inele), cu d numar
intreg nenul, liber de patrate.

10.78. Sa se determine un element idempotent diferit de 0 si 1 1n inelul
ZyX] | (X+X+2).
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10.79. Fie f:A—A’ un morfism surjectiv de inele unitare si comutative

cu Ker(f) < r(A).
Stabiliti dacd au loc afirmatiile:

(i) Pentru xE€ A, f(x) este inversabil in A" < x este inversabil in A;

(ii) Pentru xE€A, f(x) este divizor al lui zero in A" < x este divizor al
lui zero in A;

(iii) Pentru x €A, f(x) este idempotent in A’< x este idempotent in A.
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Partea 2: Solutiile problemelor

§1. Operatii algebrice. Semigrupuri. Monoizi.
Morfisme de monoizi

1.1. (i). O operatie algebrica pe M fiind de fapt o functie definitd pe

MxM cu valori In M, numarul acestora va fi egal cu n" deoarece M| = n, iar
IMxM]| = n* (am folosit faptul ci numarul functiilor definite pe o multime M cu
m elemente, cu valori intr-o multime N cu n elemente, este egal cu n™).

(i1). Pe diagonala principald a tablei de compunere sunt n pozitii iar
deasupra ei sunt C?. Daci operatia algebrici de pe M este comutativi, atunci

n(n+l)
2

se vor pune elementele de deasupra diagonalei principale asezate insd simetric
fata de aceasta.

Rationand la fel ca la (i) deducem céa pe M se pot defini n
algebrice comutative.

(ii1). Tabela unei operatii algebrice de pe M ce admite element neutru
are ocupate elementele de pe prima linie si prima coloana cu elementele lui M.
Restul de (n-1)* pozitii putand fi ocupate arbitrar cu elementele lui M, deducem

n+C?:= pozitii se completeaza arbitrar iar apoi sub diagonala principala

(2 operatii

. 2 2 .. . .
ci pe M se pot defini n-n”"" =n"V"*! gperatii algebrice ce admit element

neutru (am inmultit pe n cu n " deoarece rolul elementului neutru poate fi
jucat de oricare din cele n elemente ale lui M)

(iv). Tinand cont de (ii) si (iii) deducem ca numarul cautat este egal cu
(care reprezintd numarul de operatii algebrice de pe M ce admit drept
element neutru un element fixat al lui M ) luat de n ori, adica
nope/2 n(nz—n+2)/2 )

®0-D)2

1.2. (i). Operatia algebrica "o " este asociativa < (V)x,y,ze R avem :

Xxo (yoz)=(xoy) oz < x(yo z)tax+b(yo z)+c = (xo y)zta(x o y)+bztc
& x(yztay+bz+c)tax+b(yz+ay+bz+c) = (xy+ax+by+c)z+a(xy+ax+by+c)+bz
& (b-a)xz+(at+c-a?)x+H(b-b-c)z+c(b-a)=0.

Cum x,y,z sunt elemente oarecare din R facand pe rand (x = z = 0),
x=0,z=1),(x=1,z=0), (x=2z=1) obtinem succesiv conditiile: c(a-b) = 0,
atc-a’=0sib-a=0.

Obtinem astfel conditiile necesare a=b = A si ¢ = A*-A cu AeR.

Suficienta acestor conditii se verifica imediat prin calcul.

(i1). "=". Daca operatia algebrica "o" este asociativa, atunci conform

cu (i) existireR ai. a=b=2Lsic=A%A
Dacid xeR, atunci x o (1-1) = (1-1) o x = X(1-A)+HAxFA(1-A)+A7 A =
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= X-XA+AX+A-A +A7-A=x, adicd e =1-\ este element neutru pentru operatia "o ".

n n

"<=". Daca notdm cu e elementul neutru pentru operatia "o", atunci

(V) xeR avem xo e = e o X = X <> Xetax+tbetc = extaetbx+c = x <
(e+a-Dx+be+c=0
{(e+b—l)x+ae+c =0
Cum x este oarecare, deducem cd e+a-1 = etb-1 = bet+c = aet+c = 0 de
unde rezulta caa=b = 1-e si ¢c = -ae.
Daci notam l-¢ = A atunci a =b = A iar ¢ = -ae = -A(1-1) = A*-\, adici
operatia "o " este asociativa (conform cu (i)).
(iii). In ipoteza ca operatia "o " este asociativa, atunci conform cu (i) si
(i), a=b = X, c = A>-\ iar elementul neutru este e = 1-\.
Dacd xeU(R, o), atunci (3) x'eR a.i. xo x'=x'o x=¢ <> xx'+ax+bx'+c=¢
& XXHFAXHAXHA L = 1-h < x'(x+A) = 1-A’-Ax. Se observa ca dacd x = -A
obtinem egalitatea absurda 0 = 1-A*A(-1) = 1-A*+A> = 1.
Deci pentru x # -A deducem x' = (1-A*-Ax)/(x+1), adicd U(R,0) =
=R\ {-A}.

1.3. (i). Prin calcul direct se arati ci (V) x,y,ze Z avem echivalentele:
Xo(yeoz)=(xey)oz
& a’xyz + ab(xy + yz + zx) + (ac + b)x + b’y + b’z + (bc + ¢) =

= a’xyz + ab(xy + yz + zx) + b’x + b’y + (ac + b)z + (bc + ¢)

& (ac + b)x + b’z = (ac + b)z + b’x < (b*-b-ac)(x-z) = 0 < b*-b-ac = 0
(céci x §1 y sunt oarecari).

Deci, operatia algebrici este asociativi <> b>-b-ac = 0.

(ii). Presupunem cd b*-b-ac = 0 si ci operatia din enunt are element
neutru (fie acesta eeZ). Atunci cu necesitate 0c e = 0 < bet+c =0 < ¢ = (-e)b,
adica b divide c. Reciproc, si presupunem ci b*-b-ac = 0 si ca b divide ¢ (adica
existid € Z a.i. ¢ =bd).

Daca operatia "o " are element neutru e, atunci cu necesitate xoe = X,
(V)xeZ < axe +b(x+e) tc=x < e(ax +b)=(1-b)x-c. (1)

Din b*-b-ac = 0 deducem ci 1-b = -(ac)/b = -(ad), deci (1) este
echivalentd cu e(ax + b) = -adx - bd < e(ax + b) = -d(ax + b), de unde
deducem ca elementul neutru este cu necesitate e = -d.

1.4. Fie a,beH, adicd (xca)oy = Xo(acy) i (xob)oy = xo(boy),
(V) x,yeM.
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Datoritd asociativitatii operatiei "o " deducem imediat ca:
(xe(aeb))ey =((xca)eb)oy = (xca)o(boy) =xo(ac(bey)) =xco((acb) oy),
(V) x,yeM, de unde rezultd ca acbeH, deci H este parte stabild a lui M relativ
la operatia "o ".

1.5. Din ipoteza operatia algebricd este bine definita si asociativa. Mai
trebuie sa aratdm ca exista elementul neutru.

Deoarece M este finita si f este injectiva, atunci f este o bijectie. Din
aeM si f bijectie = (J) beM a.i. aba = a. Fie e; = ba si e, = ab. Pentru xeM
existd yeM a.l. f(y) = x = aya = x. Atunci xe, = ayaba = aya = x si e,x= abaya=
=aya=X = Xe; =X =X, (V) xeM. Pentru x = ¢, §i X = e, obtinem ca e,e,=¢,
si e,e; =e; = e = e, = ¢ elementul neutru al lui M.

1.6. In sirul {a, az,...,ak,...} nu toate elementele sunt distincte deoarece
S este finit. Deci existii,jeN" a.i. a'=a'"l. Fie meN", m >i+.

Atunci am — am-l .ai — am-i .ai+j — am+j — am+j-i i mtj-i it

a = a™ gifl= g™ ete.
. . * i . . . . . .
Deci pentru orice keN”, a™ =a™" Fie m > i+j, m = k. Atunci a™ =a’™, deci

a" este idempotent.

1.7.Fiey=x""'= x"y"=x"(x"")" =" X" T =x" = x" , (V) xeA.

in relatia din enunt inlocuim pe x cu x" si pe y cu y"™.

Atunci x " y"2 =yx" < x"y'=yX' < xy=yx, (V) X, yeA.

Observatie. Daca multimea (A,-) este grup atunci relatia nu poate avea
loc decat pentru n > 3. Pentru n = 2, egalitatea x’y” = yx devine pentru y = 1 :
x> =x = x = 1, deci nu poate avea loc pentru orice x din A.

1.8. Fie xy = (y0)" = [(xy)']" = [(xy)(xy)"'T" = (xy)™" (xy) = (xy)" = yx
pentru n>1. Pentru n = 1 concluzia este evidenta.

1.9. Aritam ca operatia este comutativa, Intr-adevar:
xy = (xy)-(xy) = [yxy)lx = [(xy)x]y = [(yx)x]y= [(x-X)yly = (x-y)y = (y-y)x =
=y-X.

Operatia este asociativa deoarece (xy)z = (yz)x = x(yz) & (xy)z =
=x(yz).

1.10. In egalitatea 2) inlocuim y cu xy si obtinem :
x(xy)zx = (xy)xz(xy) = xzyxyx = xyx3y 3) = xzyxyx = Xyxy =
=x(xy)’ = xyxy’ = Xy =xyxy’ = Xy’ =xyxy = Xy’ = (xy)’ (4).
Relatia (3) se mai scrie X(Xy)ZX = (xy)2 si utilizand (4) avem :
xX’y’x = X'y’ = xy’x = x’y’. Substituind pe x cu y in aceastd ultima relatie
avem :yxy = y'x’ = Xy’ =y'X° = (xy)’ = (yx).
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Din relatia xy’x = (xy)’ = (xy)xy’x) = (xy)’ = (xy)’yx = (xy)’
= (yx)’(yx) = (xy)’ = (yx)’ = (xy)’ = xy = yx.

1.11. Faptul ca (Z[i],") este monoid comutativ este imediat.

Daca z=at+bieU(Z]i],"), atunci a,beZ (in mod evident a-b+0) si trebuie
ca l/zeZJi].

Insa 1/z=a/(a>+b”) — i-b/(a*+b?), deci trebuie ca a/(a’+b?), b/(a*+b’) €Z,
de unde deducem imediat ca (a,b) trebuie sa fie egala cu una din perechile (0,1),
(1,0), (0,-1) sau (-1,0), deci U(Z[i],") ={-1,1,-i,i}.

1.12. Fie z= xi+yi\/g , cuxy,yie”Z,i=1,2.

Atunci 7,7, = (X1X + dyy2) + (X1y2 + ylxz)\/g e[ Jd ].
Pentru a demonstra partea a doua a problemei, ardtim ca N(z,z,) =
N(z1)'N(z,). Tinand cont de expresia lui z,z, de mai Tnainte deducem ca:

N@)N(z) = (x{-dyi)(x3- dy3) = xix3 - dxiy; - dxjyi +
+dy Ty =(x7 x3+dy{y3) - dx{y3 3y T) = (xixatdyys)’ - d(xiys+xoy)’ =
=N(z,22).

Daci zeU(Z[Vd 1,), atunci (3) Z'€Z[Vd | ai. zz' = 1, deci N(zz) =
=N(1)=1, de unde N(z)'N(z')=1, adica N(z)e {-1,1}.

Reciproc, dacd z = x+y~d €Z[~d ]si N(z)e{-1,1}, atunci avem
1/z=1/(x+yNd )=(x-y Jd Y(x*-y*d)=(x-y Vd )/N(z)=x/N(z) - (y/N(2)) Jd , deci
1/zeZ[Jd ](deoarece x/N(z) = +x €Z iar y/N(z) = +y €Z), de unde deducem
cazeU(Z[d 1,).

1.13. Fie z=3+242. Tinand cont de problema anterioara avem ca
N(z) = 3%-4-2 = 9-8=1, deci ze U(Z[ 2 ],).

Atunci {z": neN}c U(Z[ V2 ],7), de unde deducem ca U(Z[ V2 ],") este
o multime infinita.

1.14. "=". Presupunem prin absurd ca n are in descompunerea sa cel
putin doi factori primi distincti p;, p,. Cum (p.,py)=1, (3) a, peZ ai.
ap;tpp.=1.

Deoarece p;=(n,ap;), p=(n,pp2), deducem ca ap;, fp.eM.

Cum M este parte stabild a lui (Z,t) ar rezulta cd ap,+pp,=1€M, adica
(n,1)#1 ceea ce este absurd, de unde rezultd ca n este de forma pk cu k numar
natural, k>1 iar p prim.
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"<". Fie n = p* cu p prim, k natural, k>1.
Atunci My={xeZ : (p*x)#1} = {pt : teZ} care in mod evident este
parte stabila a lui (Z,+).

1.15. S3 aratdm la inceput cd Dy= {zeC : |z] < 1}c M.
Cum [£1] =1= -1,1eM, adicd 0 = (-1)+1 M.

Fie zeC ai 0<|zl<l. Consideram in planul raportat la sistemul
ortogonal de axe xOy cercul de centru O si raza 1 (vezi figura ) si punctul A,
imaginea geometrica a lui z (care va fi situat 1n interiorul cercului unitate).

Daca B este mijlocul lui OA, atunci B este imaginea geometrica a lui
z/2.

A
B,

%

>
TX

B>

Perpendiculara in B pe OA taie cercul unitate in B,B,. Daca notam cu
71,7, afixele lui By, B,, atunci z = z;+z, (caci figura OB;AB, este romb); cum
|Z1|F|22|=1 = 21, €M, deci zeM, adicd Dy M.

Sa aratdm acum ci si coroana circulard D,={zeC : 1<|z|<2} este inclusi
in M. Pentru zeDy, 1<|z| £ 2, deci |z/2| < 1 adicad z/2 eDy < M, deci z/2 eM.
Cum z = 2-z/2 iar z/2eM, rezultd cd zeM, adica D; < M.

Sa demonstrim acum ca dacid D,={zeC : 2"'<|z| < 2" }cM (pentru
neN) atunci si D, ;c M. Intr-adevar, daci zeD,.,, atunci 2"<|z] < 2" =
2"'<|z/2| 2" = z/2eD, c M = zeM (deoarece z=2-2/2), deci D,y € M.

Conform principiului inductiei matematice deducem cd D, < M,
(V)neN.Cum C = | D, deducem ca C c M si cum Mc C = M=C.

neN

1.16. Daca z=(x;,y;) M, i=1,2,3, atunci :
(zi © 25) © z3= (X1 X2, XoY11Y2) © (X3,¥3) = ( XiXoX3, X3 ( Xoy1 + y2) +y3) =
= ( X1X2X3 , X3Xoy1 T X3y2 T y3) 1ar zjo (Zy0 23) = (Xp,y1) © (XoX3, X3y2 T y3) =
=(X1X2X3, XoX3y1T X3y21y3), de unde rezultd ¢d (z (o z3) o z3 =2 o (2 © 23),
adica operatia "o" este asociativa. Tot prin calcul se aratd imediat ca elementul
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neutru este elementul e = (1,0) (e o z = (1,0) o (xy) = (I'x, 0-y+y) = (X,y))
adica dubletul (M,c) este monoid. Dacd z = (x,y) € UM,0), atunci
@z =x\y)eMal zz =7z=¢ < xx'=1 i X'y+y' =xy+y =0.

Daca x = 1, atunci x' = 1, deci y' = -yeZ, iar daca x = -1 atunci x' = -1,
deciy' =yel.

In concluzie:

UM, o) = {(1,-y) :yeZ} v {(-1,y) : yeZ}.

a;

b.
1.17. Fie M= ( le eM cu a,b;,c;,die”Z si a;+ b;= ¢; + d;, i=1,2.

Ci i
aja, +bc, ab, +bd,

Atunci Ml'Mz = (

, deci pentru a demonstra ca
ca, +dic, cb,+dyd,

Ml'MzeM trebuie sa aratam ca a1a2+b102+alb2+b1d2= C132+d1C2+C1b2+d1d2 <~
a; (a+by)+b; (crtdy) = ¢; (apt+by)+d; (crtd,) ceea ce este adevarat daca tinem
cont de faptul cd a,+b, = c,+d,si cd a; +b; = ¢, +d;.

. . 10 . . .
Deoarece matricea unitate [O J face iIn mod evident parte din M

deducem ca dubletul (M,-) este monoid.
Daca tinem cont de faptul c¢a pentru oricare doud matrice A,BeMy(Z)
avem relatia det(A-B)=det(A)-det(B) se deduce imediat ca:

b
A=[a d] eUM,) < det(A) = £1 < ad-bc = +1 < (atb)(a -¢) = =1 (caci
C

a+b=1 a+b=1 a+b=-1 a+b=-1
atb=ctd) < sau 1sau sau .

a-c=1 a—-c=-— a-c=1 a—c=-1

Expriméand numai in functie de a, deducem ca :

U(M,-):{(Gil ;:ZJa EZ}U{[Iza 1:ana € Z}U
a -l-a a -1-a
U{( jan}U{[ Jan}.
a—1 —a a+l —-2-a

1.18. Plecand de la observatia ca pentru f,ge A sineN avem :

(frxg)m= > f(d)g(d)

dydy=n
rezultd imediat comutativitatea produsului de convolutie, iar asociativitatea din

aceea cd pentru f,g,he A sineN :
[(f*g)*h]jm)=[f*(g*h)]m)= > f(d)g(d)h(ds).

ddydy=n

84



Sa demonstrim acum ci functia aritmetici e:N"—C definita pentru
neN prin e(n)=1 pentru n=1 si 0 pentru n>2 este elementul neutru al produsului

de convolutie. Intr-adevir, pentru fe A sineN avem :
(f*xe)n)= X f(d))e(dy) =f(n)e(1)=f(n), deci f * e =1, adica dubletul
d\dy=n
(A, *) este monoid comutativ.

Fie acum feU(A,*); atunci (3) f'eA ail. f+=f' =f'+« f=¢e, deci In
particular (f * f )(1) = e(1) & f(1)f '(1) = 1, de unde rezultd cu necesitate
f(1) # 0. Reciproc, fie feA ai. f(1)#0 si sd demonstram ca feU(A, *). Pentru
aceasta definim recursiv functia aritmetica f ':N"—C prin

1
AU

f'(n)= 1 : n
—m%f(d)f(;) pentru n>2

d>1

pentru n=1

si vrem sd demonstram ci f'=f"' (in monoidul (A, *)).
Intr-adevar, (f * f ")(1) = f(1) - 1/f(1) = 1 = e(1), iar pentru n > 2
f*+fYn)=> f(df'd)=1f1)-f'm)+ Y f(d)- - f'@d)=£f1) -f'(n)=0=
d‘n d‘n

d>1
=e(n), adica f * f' = e, de unde concluzia dorita (f'=f").

1.19. (i). Presupunem prin absurd ci existd abeM a.l. ab=1 si ba = 1.
Aplicatia ¢ :M — M definitd prin @(x) = bx este injectiva (daca ¢(x) = ¢(y)
atunci bx = by = a(bx) = a(by) = (ab)x = (ab)y = Ix=1ly => x=y). Cum M
este finitd atunci ¢ este surjectiva, deci exista ceM ai. ¢(c ) = bc = 1. Atunci
a(bc)=a=>(ab)c=a= lc=a=>c=a=ba=1-fals.

n—-1, n2

>1
si g(n)=n+1, (V) neN.
0, n=0

(iii). Sa presupunem prin absurd c¢i n > q. Inmultind relatia din enunt la
stinga cu a’ si la dreapta cu b’ se obtine: a? b" a™ b” = a? b? a” b” de unde
alb?b™a” b’ =1 si b"a™ b’ = 1. Notand cu ¢ = a" b” (dacd n-q = 1) sau
¢ =b""" 2™ b" (daci n-q > 1), rezulti ci be = 1. Relatiile ab = 1 si bc = 1 implica
a=c, deci ba= 1, fals.

Analog pentru q > n.

Asadar q = n, deci b" a" = b" a". Presupunem prin absurd m > p.
Inmultim egalitatea anterioara la stanga cu a" obtinem a" b" a™ =a" b" a”, de
unde a™ = a” ceea ce implicd a” bP=a’ b’ =1gideci a™? a’b’ =1 = a"" = 1.
Dacim-p=1=a=1=b=1= ba=1 - fals. Dacd m-p > 1 atunci ca = 1
undec=a"""' = cab=b=>c=b=ba=1—fals.

Analog se exclude cazul p>m, decip=m.
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1.20. Daca M c R, atunci si R < M deci M = R; s presupunem ca M
# R, adica (3) zo = apti‘byeM cu ag,bpeR iar by = 0. Atunci iby = zp-a9 €M si
1/byeM deducem ca (1/by)i'by =i eM. Atunci (V) z = atibeC (cu a,beR)

rezultd cd zeM, adica M = C.

1.21. Fie x,yeZ(M). Atunci, folosind faptul cd inmultirea este
asociativd pe M deducem ca (xy)z = x(yz) = x(zy) = (x2)y = (zx)y = z(Xy),
(V) zeM, deci xyeZ(M), adica Z(M) este parte stabila in raport cu inmultirea.

Deoarece Z(M) < M rezulta ca inmultirea pe Z(M) este asociativd. Cum
Ix=x1=x%, (V) xeM, atunci 1€Z(M), deci Z(M) este submonoid al lui M.

1.22. Dacd A = a'l,, cu aeC, atunci in mod evident A-B=al,'B = B-al,, =

=B-A, (V) BeM,(C), adicd AecZ(M,(C),").
Fie acum Ae Z(M,(C),"), A=(a;)i<ij<n iar B;j matricea patratica de ordin
n ce are pe pozitia (i,j) 1 iar in rest zero (i,j€{1,2,...,n}). Deoarece matricea
a;

azj

A-B;j are coloana a-j-a egald cu iar in rest toate elementele egale cu zero

anj

pe cand matricea BjA are doar linia i egald cu (aj,ap....,ai), din egalitatea
Bi-A = A-Bjj (V) i,je{1,2,...,n}, deducem ca a;= 0 pentru i # j. Scriind cd
A‘B=B-A, B fiind de data aceasta matricea de ordin n ce are toate elementele

egale cu 1, deducem cd a; = a,=...=a,, = a,ac(, adicd A = a'l,.
1.23. (i). Fie X = (x f J eM,(C ) si scriind ¢ AX=XA deducem ci
z

z=0sit=x, adica X este de forma X = [Z yj, cux,yeC.
X

(ii). Fie acum XeM,(C) ai. X"=A; deoarece AX = X"X = X" = XX"=
=XA, tindnd cont de (i) deducem cu necesitate cad X trebuie sa fie de forma

X= (x y] cux,yeC.
0 x

Deoarece se verifica imediat prin inductie matematica egalitatea:
n-1

X" = (?; nx ., yJ , din X" = A deducem ca x" = 1 si nx"'y =2, de unde rezulta
x

cd x"=1gi2x=ny.
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2¢/ . n n 1 2
DaciX=|° “¥'"| cu "=1, atunci X"= | ° 2e7 | )
0 & 0o £ 01

A . . . g g 2¢&ln
In concluzie X trebuie cu necesitate sa fie de forma X :[O J cu

1.24. Sa presupunem prin absurd c¢a (3) neN, n >1 ai A" =1, (se
deduce imediat cd n >2). Prin inductie matematicd se demonstreazd cd dacd
AeM,y(R), atunci (V) keN", (3) x,yeR al Af = xeAtyel, (1), cu x=1,
y1=0, x,=atd, y,= -det(A) iar

{ X =(a+d)x; +y;
Vin = —det(A)x; =-x;

2

Cum A"= 1, din (1) deducem ca L=x,A+y,l, < x,A=(1-y,)],.

Daca x,#20 = A=(1-y,)/x,L,, adica a=d=(1-y,)/x, §i cum prin ipoteza
atd>2 = (1-y)/x>1.  (3)

Insa det(A)=1< ad =1 < ((1-y,)/x,)’=1 care este in contradictie cu (3).

Daci x,=0, atunci tinand cont de (1) deducem cd A" =y,'l, < L=y, 'L,
adica y,=1.

Tinand cont din nou de relatiile (2) deducem ca y, = x,.;, adica x,.; = 1,
iar X, = (a+d )Xp.1+ Yn1, de unde y,.,.=-(a + d).

Deci x,o=a+d si din x,.,= (@ + d)Xpot Voo = Yoo + (@ + d =1 =
Yn2= 1—(3 + d)2

Deci A™ = (a+ d)A +[1 - (a+ d)* L = A"= (a+ d)A’ + [I-(a +
+d)’]-A” si cum A= (a + d)A - I, iar A" = I, deducem ci L= (a + d)A’+ [1-(a +
+d)’T[(a + d)A - L].

In final gasim A’=[(a+d)’-1]JA+[2-(a+d)’] / (a+d)l, si cum din (2)
deducem ca x;=(a+d)x,+y,=( a+d)-1 iar y; = -X,=-(a+d ), ultima
egalitate matriceald devine x;A + y;L=[(a+ d)*- 1]A+[2 - (a+ d)’] / (a+ d)L,
& -(atd) =[2-(a+d)*] / (a+d) = 2=0 ceea ce este absurd, deci A"=L, (V) neN,
n>1.

1.25. Din relatia A + B = AB deducem ca (I, — A)(I, - B) = I, adica
I, — A este inversabild si (I, — A)'1 =1,-B,decisi (I, -B)I,-A) =1, &
A +B=BA, adica AB = BA.

1.26. Evident, este suficient sa probam doar o implicatie.

Fie ABeM,(C) ai I, - ABeUM,(C),) < (3) CeM,(C) ai.
C(I, - AB)=(I,~ AB)C =1,< C - CAB= C-ABC=1,.
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Atunci (I, — BA)YI, + BCA) = I, -BA + BCA - B(ABC)A =
=1, -BA+BCA - B(C-1,)A =1, - BA + BCA — BCA + BA =1, si analog se

demonstreazd ca (I, + BCA)(I, - BA) =1,, adica [, - BA € UM,(C),").

1.27. Dacd S este chiar monoid, adicd existd 1€S element neutru,
consideram M=Sgsif=Ig.

In caz contrar, fie 1¢S si M = S U {1}. Inzestrim M cu o operatie
algebrica * a.i. M sd devind monoid, iar incluziunea lui S in M sa fie un
morfism.

Fie x,yeM. Atunci definim : x*y = Xy, daca x,yeS, x*1 = 1*x = x,
pentru orice xeS gi 1* 1 =1.

Deoarece S este semigrup, inmultirea pe S este asociativd si atunci
operatia * este asociativa.

Deci (M, *) este monoid cu 1 element neutru.

Evident, incluziunea este morfism de semigrupuri.

1.28. (i). Dacd x,yeMy,, atunci f(x) = g(x), f(y) = g(y) si astfel f(xy) =
=f(x)f(y) = g(x)g(y) = g(xy), adicd xyeM;,. Cum (1) = g(1) rezultd cd 1eMg,,
adicd Mg, este submonoid al lui M. Evident foi=goi.

(ii). Din foi' = goi' rezultd ca f(i'(x)) = g(i'(x)), (V) xeM’, adica
'(x)eMg,, (V) xeM'. Definim atunci u:M'— Mg, prin u(x) = i'(x), (V) xeM'.
Evident u este un morfism de monoizi (deoarece i’ este un morfism) gi iou =1".
Dacd mai existd v : M' = Mg, ai. iov =1', atunci u(x) = '(x) = (iov)(x) =
=i(v(x)) = v(x), (V) xeM', deciu =v.

1.29. (i) = (ii). Deoarece f(1) =1 = 1eKer(f) = {1}< Ker(f).
Fie xeKer(f), adica f(x) = 1 = f(1). Cum f este presupusa injectivd =
x =1, adica {1}< Ker(f), de unde egalitatea Ker(f) = {1}.

Sa demonstram ca (ii) # (1).

Pentru aceasta vom considera monoizii M; = (Z3,") si M, = (Z,,").

Consideram f : Z; — Z,, f(%) = x*, pentru x = 0,1,2 (unde X este clasa
lui x in Z; iar X este clasa lui x in Z,). In mod evident f este morfism de
monoizi iar f(0)=0,f(1)=1 sif(2)= 0. Se observa ca desi Ker(f) = {1 },

totusi f nu este injectiva deoarece f( 0 ) = f(2).

1.30. (i) = (ii). Daca xeM,, cum fog = foh = f(g(x)) = f(h(x)),
(V) xeM, = g(x) = h(x), (V) xeM; = g=h.
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(i) = (iil). Sa presupunem prin absurd ca Ker(f) = {1}. Vom nota
M, = Ker(f) (care este submonoid al lui M; conform problemei 1.28., deci si
monoid) si vom considera g,h:My — M,, g incluziunea iar h morfismul nul.

Atunci pentru xeM,, (fog)(x) = f(g(x)) = f(x) = 1 iar (foh)(x) =
=f(h(x)) = f(1) = 1, adica fo g =fo h si totusi g # h.

1.31. (i) = (ii). Fie yeM,; cum f este surjectiva, (3) xeM; a.i. f(x) =y.
Atunci g(y) = g(f(x)) = (g H(x) = (ho f)(x) = h(f(x)) = h(y), adica g = h.

(ii) #(@1). Fie M; = Z \ {0} si M, = Q \ {0} monoizii multiplicativi ai
numerelor intregi nenule, respectiv rationale nenule, iar f : M; - M,
incluziunea canonica.

Daca M; este un alt monoid iar gh : M, — M; sunt morfisme de
monoizi a.i. gof=hof, vom probaca g=h.

Fie x = m/neQ*, cu meN* gi neZ*. Atunci 1 = g(1) = g(n'1/n) =
=g(n)-g(1/n) = g(1/n) = (g(n))" si analog h(1/n) = (h(n))". Avem ci g(x) =
=g(m/n) = g(m'1/n) = g(m)-g(1/n) = g(m)-(g(n))" iar h(x) = h(m/n)=h(m-1/n)=
= h(m)-h(1/n) = h(m)-(h(n))". Dar, deoarece f este morfismul incluziune si

gof = hof, deducem ca g si h coincid pe multimea Z*, de unde rezulta ca
g(x) = h(x), (V) xeM,, adica g=h.
Deci f verifica (ii) fara insa a verifica si pe (i).

§ 2. Grup. Subgrup. Subgrup generat de o multime.
Calcule intr-un grup. Grupuri de permutari.

2.1. (i). Prin calcul se probeaza cd dubletul (Z,o) este monoid
comutativ:
-asociativitatea:

(X 0 y) o z=(xyt2(xty+1)) o z=(xy+2(x+y+1))z+2(xy+2(x+y+1)+z+1) =
=Xxyz+2xz+2yz+2z+2xy+4x+4y+4+2z+2=
=xXyz+2xy +2xz +2yz+4x+4y+4z+6=X o (y © z)

(din comutativitatea adunarii si Tnmultirii numerelor intregi)

-comutativitatea :

X o y=xy+2(x+y+l) =xy+2x+2y+2 =y o X
- elementul neutru este e = -1 deoarece x°(-1) = x(-1)+2(x+(-1)+1) =x
Cautdm elementele inversabile. Fie xeU(Z,°); atunci (3) x'eZ al.

xox'=-1 & xx' + 2(x+x+1) = -1 & xx"+2x+2x+t4 = 1 & x+H2)x'+2) =1 <

xH2=1six+t2=1)sau (xt2=-1s5ix+2=-1) < (x=-1six'=-1)sau (x =-3

six'=-3), deci U(Z,°) = {-3, -1}, adica (Z, o) nu este un grup.
(i1). Conform punctului precedent, G = {-3,-1}.
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2.2. Este evident ca (V) x,yeQ = x o yeQ.
Operatia este asociativa §si comutativa, elementul neutru este e = 0, iar

25 #1, deci Q\ {} este grup abelian

simetricul lui xe@Q \ {%} este X' =

fata de operatia algebrica definita.

2.3. G = (d,). Daca G abelian, conform problemei 1.2., a =b si atunci
Xoy=Xy+ax+ay+c=(x+a)y+a)+c—a’.

(Xxoy)oz=[(x+a)y+a)+c—a’] o z=[(x+a)y+a)+c—a’ +a]
(z+a)+c—a’iarx o (y oz)=(x+a)[(y +a)(z+a) +c—a’ +a] +c—a’.

Asociativitatea implica egalitatea pentru orice x,y,z€ G, adica

(x+a)y+ta)z+a)+(c—a’+a)z+a)= (x+ta)y+a)z+a)+(x+
ta)c—a’+a)=> c=a-a=x cy=(x+ta)(yta)—a, (V)x,y>d >
= x(y +a)+a(y+a)—a>d.

Fie f(x) = x(y + a) + a(y +a) — a. Atunci lim f(x) = o0 = y + a > 0,

X—>0

My>d= d+a>0.
inf f(x) = 1in}f(x):d:d(y+a)+a(y+a)—a=d

xe(d,»)

(d+ayta-(d+a) =0 =(d+a)yta-1)=0,(V)y>d=
=>-d=a= Xoy=xy—Adx—dy+d=(x—d)(y—d)+d—d20ucarese
verifica axiomele grupului. In concluziea=b=-d sic=d.

2.4. Verificam mai Intai daca inmultirea pe G este bine definita.

1 Ina 0 1 Indb O
FieA(a)=|{0 1 0|siA(b)=|0 1 0| doua matrice din G, cu
0 0 a 0o 0 b
1 Ina+lnb 0
a,beR, a,b > 0. Atunci A(a)-A(b)=|0 1 0 | = A(ab)€egG, deci G este

0 0 ab

parte stabila in raport cu Inmultirea matricelor.

Se stie ca Tnmultirea matricelor este asociativa.

Din A(a)-A(b) = A(ab) deducem ca elementul neutru este A(1) (care
este tocmai matricea unitate I,) iar inversa matricei A(a) este (A(a))" = A(1/a)
(deoarece A(a)-A(1/a)=A(1)).

Tot din relatia A(a)-A(b) = A(ab), tindnd cont de comutativitatea
inmultirii numerelor reale deducem ca A(a)-A(b) =A(b)-A(a) =A(ab)=A(ba).

Deci G este grup comutativ.
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2.5. Pentru xeR-{1/2}, notam A(x)=| 0 0 0

Daca si ye R-{1/2}, atunci prin calcul direct se demonstreaza ca :
AX) A(y)=A(x+y-2xy) €G, deoarece x+y-2xy=1/2 & (2x-1)(2y-1)=0 < x=1/2
sau y=1/2 — absurd.

In mod evident A(x)-A(y)=A(y)-A(x), (V) x,ye R-{1/2}.

Deoarece A(x)-A(0)=A(x), (V) xeR-{1/2}, deducem cd A(0) este
elementul neutru.

Deoarece pentru x#1/2 avem A(x)'A(5>5)=A(0), deducem ca

(A(X))" = A( 5> ), deci orice element din G este inversabil.

Din cele de mai sus rezultd ca G este grup comutativ.

2.6. Avem :
a, 0 b \(a, 0 b, aya, +bc, 0 ab, +bd,
0 x 0|0 x o0]= 0 x? 0

¢, 0 d)lc, 0 d, a,c; +cyd; 0 ¢by, +did,
Prin calcul simplu se verifica faptul ca ultima matrice este din M doar
dacd x* =x, adici x €{0,1}.
Elementul neutru este I;, deci trebuie ca x = 1. In acest fel, M este parte stabila
in raport cu inmultirea matricelor.

a 0 b a, 0 b
FieA=]0 x 0|eMsiB=|0 x 0 |eMali AB=1I;. Trebuie
¢ 0 d c;, 0 d,
aya, +bjc, =1
ab, +b,d, =0
sdavem: { | 2 172 .
azcl +C2d1 :O
eb, +dyd, =1
Inmultind prima ecuatie cu d; si pe a treia cu (-b;) si adunandu-le
obginem az(aldl - b]C]) = d1 = A = d1 = C, = -Cyp, d2 = ap, b2 = - b], deci
d 0 -=p
B=| 0 x 0 |.Seobservaca B € M sica BA =1;, deci fiecare element
-¢ 0 a

este inversabil, adica M este un grup.
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2.7. Deoarece G trebuie sa contind pe I, atunci: Xotay, = 1

Xo-ayo = 1
yO-bX():O
yO+bX():0

Din primele doua ecuatii rezultd cd xo =151 yo=0= bxo=0=b=0.

. +
Dec1G={[x oy Jx2—4y2:1,x,yeR}.

y xX—ay
. X+ay y . . x'+ay' ' .
Fie A(x)y) = st AXLy')= , ,© |- Atunci
y x—ay y x'—ay
' ' 2 ' ' ’ [} '
s o xx" ' +a +a(x'y+x xy+x
A(x,y>-A(x,y>—[ e watyeay) e ]
x'y+xy xx'+y'+a’yy'—a(xy+xy')

Notim X = xx'+ yy'+ a’yy’ si Y = x'y + xy’. Atunci A(x,y)-A(x,y’) =
=A(X,Y) si ca aceasta din urmi si fie din G trebuie ca X* — 4Y* = 1 <
(xx' +yy' +a’yy')- 4y + xy)’ = 1.

Folosind faptul ci x* —4y” =x'*> — 4y’* = 1, ajungem la relatia :

yy'[-15yy’ - 6xx’ + a4yy' +2axx’ + 2a2yy']= 0=

2(a® 3)xx’ + (a*+2a’ — 15)yy’ = 0 = (a’-3)[ 2xx’ + (a’+ 5)yy'] =0.

Cum x si y, respectiv X' sau y’, sunt arbitrare rezultd cd relatia este
satisfacutd daci a> =3, adicia =+ V3.

Se arata ugor acum ca pentru a = V3 b=0saua=-y3,b=0, (G,) este
grup.

2.8. Daca A = (x OJ, B = (x OJ €@, se observa ca AB = BA =
0y 0

"0 . n .

:[x())c ,J €G deoarece (xx)" = x"x" = 1 si analog pentru (yy")" = 1, deci
pad

(AB)" =1,, adica G este parte stabila in raport cu inmultirea matricelor. Evident

IzEG.

. . « <« an 0 . . n . < n
Prin inductie se aratd cad A" = (x n] , lar din A" =1, obtinem ca x
y

==y"=1 ceea ce aratd ca x si y sunt rddacini de ordinul n ale unitatii.
Dacid AeG, inversa lui A este A" = A™'(deoarece A" = I,). Astfel, (G,)
este grup.
Numirul de elemente ale lui G este n> ( x si y pot lua n valori distincte
deoarece sunt radacini de ordin n ale unitatii)
2.9. Pentru x,yeR notam A(x,y) = [x+ A J .
-2y x-4y
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Prin calcul direct se arata ca dacd mai consideram x',y'e R, atunci:
AXY)AXLY) = A(xx' + 12yy', xy' + X'y) €G (deoarece daca notam x" = xx' +
+12yy'si y" =xy' + x'y, atunci avem relatia (x")* — 12(y")> = 1, tinand cont si
de faptul ci x*-12y* = (x)’-12(y")* = 1). Din relatia de mai sus deducem c
I, = A(1,0) este elementul neutru cautat, iar (A(x,y))" = A(x,-y)€G, precum si
faptul ca G este comutativ.

2.10. Fie M(a,b), M(c,d)eG, adica det M(a,b) = det M(c,d) = 1.

Atunci prin calcul direct se arata ca M(a,b)-M(c,d) = M(e,f) cu e = ac +
+2bd, f=ad + bc + bd. Deoarece det(M(a,b)-M(c,d)) = det M(a,b) - det M(c,d) =
=1 = det M(e,f) = 1= M(e,f) €G, deci G este parte stabild in raport cu
inmultirea matricelor.

inmul;irea este asociativa, iar I; = M(1,0)eG.

Dacd M(a,b) eG = det M(a,b) = 1 0, deci M(a,b) este inversabila =
= existd M(a,b)" a.i. M(a,b) - M(a,b)" = I; = det (M(a,b)™") = 1. Prin calcul se
determina M(a,b)" si anume : M(a,b)”" = M(a>-b*, b* — ab), deci M(a,b)' €G.

Astfel, (G,) este grup.

2.11. Daci f = a + bX + ¢X* si g = X* — 1 sunt prime intre ele, atunci
f(1) #0si a+ be + ce’~ 0, unde & este o radicini de ordin trei a unitatii,
diferita de 1. Din prima conditie obtinem a +b + ¢ # 0, iar din a doua Inmultita

ce’ +be+a=0 b

cu € obtinem ag + be® + ce’ # 0. Adica { = (b’ — ac)e +

be? +ac+c#0 ‘—c

+ab — ¢* # 0. Daca consideram, de exemplu, € = cos(2n/3) + i sin(27/3), atunci
conditia de mai sus devine (b> — ac) cos(2m/3) + (a® — bc) # 0 sau
(b> — ac) sin(27/3) # 0. Deci a” — be # 0 sau b> — ac # 0 sau ¢’ —ab # 0.

Cum det A = (a + b + ¢)[ a>- bc + b*> — ac + ¢* — ab], din cele de mai sus
rezulta ca det A # 0, adica A este inversabila.

Se verifica imediat faptul cd A,.BeM = AB = BAeM, [;eM este
elementul neutru, iar inversa lui A €M este tot o matrice din M.

Astfel, (M,-) este un grup abelian.

2.12. Se observa intdi ca f; o f, = f.. ., (V) t,t'eR, astfel ca verificarea
axiomelor grupului rezulta mai usor:

- asociativitatea : (V) t,t',t" € R: o (f, o f,)=(fiof,)of,

=3 f
numerelor reale este asociativa;

-comutativitatea (V) tt'eR : fio f, = f,o f & f f,,,,(MtteR

ceea ce este adevarat deoarece adunarea numerelor reale este comutativa;

e = L > (V) GEt"eR, adevarat, deoarece adunarea
'
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- elementul neutru este f, deoarece f; o f, = f; > f;,, oricare ar fi teR;
- elementele inversabile : daca f, G, atunci f' = f, eG.
Astfel, (G, °) este grup comutativ.

2.13. (i). Se constata ca (V) XeG, det X = [ (atc)’ — (b+d)*] [ (a-c)* +
+(b-c)’]#0si (V)X,YeG= XY =YX €G.

De asemenea, I,eG iar daca se calculeaza X' se constatd ca X' eG.

Prin urmare (G, -) este grup abelian.

01 0 0 0010 00 01

.. . 0010 00 0 1 1 0 0 0
(i1). Fie A=l,, B= ,C= ,D=

00 0 1 1 0 0 0 0100

1 0 00 01 00 0010

Facand tabla inmultirii pe H= {I4, B, C, D} se observd ca BD = DB =
=I,, CD =DC =B, D’ = C, B> = C, de unde rezulti ci H < G si (V) XeG avem
c¢d X =aly +bB + ¢C + dD. Prin inductie dupa n se deduce ¢d X" =a,l, + b,B +

+¢,C +d,D, (V) neN*,
(iii). Notand cu Y matricea din enunt, atunci Y = 2I; + 3D =
1,, daca k=4 m
Y" = 2L+ 3D)" =) cf3*2"*). D*, unde D* = D, daca k=4m+1
k=0 C, daca k=4m+2
B, daca k=4m+3

si deci

Y'=2",+ 3D+ Y CE 3Ry, + Y ck3f 2y D+ Y ckf ) Cr
llgjlm ijlmﬂ llgz}lerZ

n
+ > Cr3f2"yB.

k=1
k=4m+3

2.14. (i). Fie XeM,, X = xI; + yA, xeR* yeR = det X = x°, deci nu
depinde de y.

(ii). Notim X(x,y) = xI; + yA si cum A* = O, avem X(x,y)-X(z,t) =
=X(xz, xt + yz) deci X(X,y)-X(z,t)eM4. Din expresia}ui X(x,y)-X(z,t) observam
cd Inmultirea matricelor din M, este comutativd. Inmultirea matricelor este
asociativa, I3 = X(1,0) eM, este elementul neutru, iar inversa lui X(x,y) este
X(,—5) €M, deci (Ma,") este grup abelian.

(iii). Avem :
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a) aX(x.y) = X(ax.ay) : X(x.y) + Xz = X(x+ 2,y + 1)
b) X(xy)' = X(£,2) ;

©) X(xy)* =det X - X(x,y)" =%’ X(1,73) = X(*, xy) ;

d) X(x,y)" = X(x", nx""y), prin inductie dupa n ;

e) (X¥)" = X, nx™y); (X¥)" = X, nx™'y), de unde
(X¥)" + (X*)™" = X(x™" + x7, -nx™'y 4+ nx*™'y ) eM, si din a) rezultd ca
det ((X*)"+ (X*)"=(x"+x")’ 22" =8.

2.15. (i). Prin calcul direct se aratd ca M este parte stabila in raport cu
inmultirea matricelor ; inmultirea matricelor este asociativa, I,eM este element
neutru iar daci AeM = det A # 0, deci A este inversabild si A’ eM. Astfel,
(M,-) este grup.

a’+b? =1

(ii). Fie X = [g bb} eM,XX'=1, = {b(a+b)=0 =>2ab=0=

ar (a+b)? =1

1 0 -1 0
a=Osaub=O:>X=( ]sauX=( J
0 1 0 -1

a

T b .
(iii). Fie Y eM, Y = ( J al. Y'Y =1I,. Atunci

0 a+b
a*=1 10 10
ab=0 =>b=0=a=x1=Y= sauY = .

s 5 0 1 0 -1

b +(a+b)” =1

2.16. Fie z,eU, = z|= z4 = 1. Deoarece (z;z;')" = z] z;"= 1
deducem ca U,<(C*,-). Analog, dacd z,,2,€T = |z| = |z,| = 1, atunci | z,-z5' | =

=lzi] z5'| =1, adicd z;-z," €T, deci T < (C*,").

2.17. Asociativitatea inmultirii rezultd imediat prin calcul (de exemplu :
a(bc) =aa=1iar (ab)c=cc =1, e.t.c.).

Elementul neutru este 1, iara’ =a, b’ =b, ¢ = c. Faptul ci K este grup
comutativ rezulta imediat din tabela (ab =ba =c, e.t.c.).

2.18. Grupul aditiv al solutiilor ecuatiei a cosx + b sinx + ¢ = 0 fiind

subgrup al lui (R,+) va contine pe 0, deci a = -c. Avem doud cazuri :
1) a=0 = ¢ =0 si ecuatia devine b sinx = 0. Considerand cazul nebanal

cand b nu este 0, multimea solutiilor este subgrupul G =nZ = {kn | keZ}.
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2) a# 0. Ecuatia devine sin - (b cos —asin 3 ) = 0 si multimea

solutiilor sale este G = G; UG, unde G,= {2kn | keZ} si
G, = {2 arctg §+2kn |keZ}.

Daca G este subgrup atunci u = 4 arctg % €G. Analizand cele doua

cazuri, ueG si ueG,, deducem ca in mod necesar b = 0 . Dar in acest caz
ecuatia datd este a cos x +¢ = 0 < cos x = | a cérei multime de solutii este

subgrupul G =2nZ = { 2kn | keZ}.

2.19. Sa presupunem cd A eM,(R) este o matrice pentru care (G(A),*+)
este grup, A=(a;)i<ij<n. Vom nota Li(xy,...X,) matricea din My(R) care pe ai-a
linie are Xxi,X,,...,X, (In aceasta ordine), restul elementelor fiind nule. Atunci
B= Ll(a21,a22,. . .,a2n) S G(A), C= Lz(a“,alz,. . .,aln)eG(A) Sl deci B+CEG(A)

Avem 0 = det(A+(B+C)) = detA + det(B+C) = detA deci detA = 0. De
aici rezultd ¢ D; = Li(a;,ai.. . .,ain) €G(A), (V) 1<i<n caci det(A+D;) = 2" detA =
=0 = detA + detD;.

Deducem 1n continuare cd pentru i # j, -D; + Li(Xj1,X;2,. . -,Xjn) €G(A) deci
s1 Li(Xj1,Xp2,. - --Xjn) € G(A), (V) 15j<n, (V) Xj1,Xp2,. . - Xjn€ R.

De aici deducem cd G(A) = M(R) céci daca X = () <ij<n, atunci:

X= Z Li(Xi1,Xia,. . -, Xin) € G(A).

i=1

Pentru i,j arbitrare, fixate, putem alege X cu linia a i-a nuld a.1. A+X sa
aiba pe fiecare linie diferitd de a i-a cate un singur 1, fiecare situat pe cate o
coloand dintre coloanele {1,2,...,j-1,j+1,...,n}. Vom avea =+ a; = det(A+X) =
=detX = 0 deci a; = 0, adicd A= O,

2.20. Vom demonstra cd in orice grup necomutativ G existd cel putin
cinci elemente distincte.

Cum G este necomutativ, () x,yeG a.l. x #y §i Xy # yx. Atunci 1, X, y,
Xy, yx sunt distincte doua cate doua.

Rezulta de aici ca orice grup cu cel mult cinci elemente este comutativ.

2.21. Fie G o multime cu n elemente (ne N*), G = {ay,...,a,.1}.

Daca i,je {0,1,2, ...,n-1} definim a;-a; = a,, unde r este restul impartirii
lui itj la n.

Aceasta inmultire este evident asociativd, comutativa, elementul neutru
este a, iar simetricul lui a; este a,;, (V) i1€{0,1,...,n-1}.
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2.22. Sa presupunem prin absurd ca existd un grup G, H;,H, subgrupuri
proprii ale sale a.i. G = H\UH,. Cum H,, H, sunt presupuse proprii, (3) x,yeG
al x¢H,, ygH, (adicd xeH, si ye H,).

Consideram elementul z = xye G = HUH,. Dacd zeH; = x = zy'1 eH,
ceea ce este absurd , iar daca zeH, = y = x'zeH, — din nou absurd.

Observatie. Deducem ca daca H,H, < G, atunci Hu H, £ G &
H,c H, sau H, c H,.

2.23. Daca vom considera grupul lui Klein K={1,a,b,c}( vezi problema
2.17.) atunci :

K = {l,a}u{l,b}U{l,c} iar {l,a}, {1,b},{1,c} sunt subgrupuri proprii
ale Iui K.

2.24. Fie G=H u K U L, unde H si K au trei elemente, deci sunt
grupuri ciclice, adicd H = { 1,a,a’} si K = {I,b,b’}, unde a # b. Observim ci
H mK este subgrup al lui H diferit de H ( dacd am avea HNK=H=>H c K =
= H=K = G=H uU L -absurd).

Cum |HNK|/3 = |HNK|=1= HnK = {1}.

In mod analog, HAL = {1} = LK.

Fiec=absid=a’b=c ¢Hsi ceK = ceL (daci de exemplu ceH =
= b=a'ceH = Kc H = H = K — absurd).

In mod analog deducem ci dgH si dgK = deL.

Deoarece acH si ceL. = ac= deK ( daca deH = ceH- absurd, iar
dacadelL = acel = Hc L = G=K UL - absurd).

Am obtinut ci deKNL = d=1=a’b=1=ab=al = a=b,
contradictie.

2.25. Fie xeH, arbirar. Atunci (3) a eG al. x=a’ = x' = (a)"' =
=(a"')’eH.(1)

Fie x,yeH = (3) a,beG ai. x =a’ i y = b’ = xy = a’b’=aabb=abab=
=(ab)’eH. (2)

Din (1) si (2) rezulta ca (H,-) este subgrup al lui (G,-).

Reciproca nu este adevarata.

Fie S; grupul neabelian al permutarilor de ordin 3.

. 123123123 .
FieH= , , . Se verifica usor ca H este subgrup al
123)1312)1231

lui S;, H={ X | xeS;} dar S; nu este comutativ.
2.26. Pentru aeG fixat = (3) x0eG a.l. axpa = a. Notdm cu ax, = ¢'.
Pentru beG (3) x;€G al. axja=b. Atunci e'b = axy(ax;a) =ax;a=b =e'b=Db,
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(V) beG. Analog, daca notdm cu xpa =€ = be"” =b, (V) beG=>¢e'=¢"" =¢
(elementul neutru).

FiebeGsia=c =e=>(I)x' eGal exXb=e=>xb=esi () x"eG
al. bx"e=e=bx"=e.

Dar x" = ex’' = x'bx"’ = xe = x' = x' = x" = x, deci orice element al
lui G este inversabil. Astfel, (G,-) este grup.

2.27.Dinab=c"=b=a'c"=>ba=a'c" a=(a'ca)’, decid =a'ca
verificd ba=d".
1 a b
2.28.Fie Z,5iG= 4|0 1 c|a,b,ceZ,;.(G,)este grup necomutativ.
0 0 1

1 a b 1 2a 2b+ac
FieA=|0 1 ¢|eG=>A’=[0 1 2
0 0 1 0 0 1
1 a, b, 1 a+a, b+a,c+b,
Punem A= |0 1 ¢, |[=>A™=|0 1 ct+e, |=
0 0 1 0 0 1

1 n+l ap =a, ta, ay=a
=0 1 c¢| =9 bpy=b,+a,c+b = a, = na si c, = nc =
0

0 1 Cp =C,+c, cp=c

1 pa pb+pacpT_1
= by — by =b+ac=b,=nb+ M AP =0 1 pe =1
0 0 1

3
deoarece a,b,ceZ, = G are p~ elemente.

2.29. Fie xeG fixat. Definim f;: G — G si g, : G— G prin fi(y) = xy,
respectiv g,(y) = yx. Din conditiile din enunt rezulta ca f, si g, sunt injectii, si
deoarece G este finita, ele vor fi bijectii. Atunci exista e;,e,€G a.i. fy(e;) = x si
gx(e) = x = xe; = e;x = X. Atunci e = | = e, este element neutru. Tot din
faptul ca f si g, sunt bijectii rezulta ca exista x’ si X" in G a.i. fi(x") =e si
g(x)=e=>xx'=x"x=e=>x'=ex' =x"xx' =x"e==x", deci x' =x' =x"
este inversul lui x. Cum x a fost ales oarecare in G, atunci orice element din G
este inversabil, deci G este grup.

2.30. Evident, are loc egalitatcea x (yx)" = (xy)" %, (V) x,yeG si
conform ipotezei rezulta ca xy = yx, deci G este abelian.
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2.31. Evident, aba = bab < ab = b(ab)a’ = ab = b(b(ab)a')a’ =
=b’(ab)a” si din aproape in aproape avem ab = b" (ab)a™ , de unde rezulta
echivalenta ceruta.

2.32. (i). Evident, deoarece G este un grup abelian, se verifica usor ca
M (G) este grup abelian.

Deoarece orice matrice A = (a;) ;.,, EMmn(G) se identificd cu o
1<j<n
functie f: {1,2,....m}x{1,2,...,n} = G, {(i,j) = a; si reciproc, deducem ca
numarul elementelor lui M,, ,(G) este egal cu numarul acestor functii, adica cu
M
(ii). Presupunem ca ma # nb si sd admitem cad M(a,b) # . Fie A= (ay)
€M(a,b). Calculand suma elementelor matricei A in doud moduri, i anume :

z a;; —Z(Zalj) Za—ma respectiv Za —Z(Zalj) Zb nb

1<i<m =l j=1 1<i<m J=1 i=l
1<j<n 1<j<n

rezultd cd ma = nb , contradictie. Deci M(a,b) = .

(ii1). Fie ma = nb. Existd o bijectie de la multimea M ;,.1(G) la
multimea M(a,b). Intr-adevir, fie BeMy 1 ,1(G), B= (by), I<i<m-1, I<j <n-1,
si construim matricea

A = (ay) €M(a,b) definind elementele sale in felul urmator:

1<i<m
1<j<n

1) a; = bj pentru 1<i<m-1, 1<j <n-1;

2)a,=a- » a;pentrul<i<m-1

1< j<n-1

3)amj=b- Y a;pentrul<j<n-1

1<i<m-1

4)am=a- Y a, =b- > a,(decarecea- » a, =

1<j<n-1 1<i<m—-1 1<j<n-1

- Y (b= Yla;)=a-(n-b+ >la;=a+b-nb+ S, unde

1<i<m—1 1<i<m-1
1<j<n-1 1<j<n-1
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S= Za,—j . In baza lui 2) avem :

1<i<m—-1
1<j<n-1

b- »a, =b- > (a- Y a;)=b-(m-l)a+S=a+b -ma+S.

1<j<n-1
1<i<m—-1 1<i<m-1

Cum ma = nb rezulta a doua egalitate din 4).)

Din 2) rezulta ca Zaij =a pentru 1 <i < m-1, si din 3). Avem ca

1<j<n

Zaij =b pentru 1 <j < n-1 iar din 4). Rezulta ca a = Zamj sib= Za

mn o
1<i<m 1<j<n 1<i<m
adicd suma elementelor de pe linia m, respectiv coloana n, este a, respectiv b.

Asadar, matricea A construitd este din M(a,b) si se va obtine prin
bordarea matricei B cu elemente din G a.i. in noua matrice suma elementelor de
pe fiecare linie sa fie egala cu b, iar a,,, se obtine datorita conditiei ma = nb.

Functia o : M1 .1(G) — M(a,b) definitd prin o(B) = A este o bijectie.
Evident o este injectivd. Intr-adevar, fie a(B;) = a (B,) = A, unde
Bi,Boe My 1.1(G) si care sunt submatrici ale Iui A, obtinute din A prin
suprimarea ultimei linii si ultimei coloane, deci B; = B,.

Fie AeM(a,b) si sd consideram B submatricea lui A obtinutd prin
suprimarea liniei m §i coloanei n. Avem evident Be My, ,.1(G) si a(B) = A,
deci a este o surjectie.

Deoarece a este o bijectie, multimea M(a,b) are acelasi numar de
elemente ca $i My, ,.1(G), adicad p-bae-b),

2.33. Demonstram mai intai ca daca A,B,C < G a.i. A c C, (AB)"NC =
=A(BNC).

Fie ace A(BNC), cu aeA si ceBNC. Atunci ace AB, ace AC = C, deci
ace(AB)NC, adica A(BNC) < (AB) n C. Pentru cealaltd incluziune fie
abe(AB)NC, cu aeA si beB. Atunci beC, deci abe A(BNC), adica
(AB)NC < A(BNC), de unde egalitatea ceruta.

Astfel, conform celor de mai sus, A=A(ANC) = (AC)nB = (BC)nB =
=B, deci A =B.

2.34. Din Hx = Ky = H = Kyx" = Kz, unde z = yx' €G. Cum 1eH=Kz
= l1=kz,cukeK si deciz=k'eK. CumKz=K = H=K.

2.35. Pe multimea AxB consideram relatia (a,b) ~ (a',b") < ab = a'b'
care este o relatie de echivalenta deoarece este:
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-reflexiva: (a,b) ~(a,b), (V) (a,b)e AXB deoarece ab = ab;

-simetrica : (a,b) ~ (a'b") = (a'b") ~ (ab), (V) (a,b),(a,b")eAxB
deoarece ab=a'b’ = a’b’ = ab;

-tranzitiva: (a,b) ~ (a',b') si (a',b") ~(a",b") = ab=2ab'si ab'=a"b" =
=ab=a"b" = (a,b) ~(a",b"), (V) (a,b),(a’,b"),(a",b") e AxB.

Clasele de echivalenta corespunzatoare sunt de forma :

(c)-={(a,p)e AXB : ab =c, ce AB}.

Evident aplicatia ¢ — (c). este o bijectie de la AB la (AxB)/ ~.

Fie acum ceAB iar ageA, byeB a.i. agbg = ¢ s1i ¢ : AnB — (¢).,
O(x) = (aoX, X'by), (V) xe ANB (deoarece (aox)(X 'by) = agby = ¢, deducem ca
functia ¢ este bine definiti). In mod evident ¢ este o injectie.

Pentru a proba surjectivitatea lui ¢, fie (a,b)e(c).. Atunci ab = ¢ = ayb,,
deci a;'a=beb"' =x € APB si @(x) = (aoX, X 'bg) = (a,b). Cum {(c). : ce AB}
este o partitie a lui AxB avem:

|A[B[=[AxB[= X [(c)-]= X [|ANB|=|ANB[|AB|.

ceAB ceAB

2.36. FiexeG si A'= {xa"' : acA}cG. Evident |A"| = |A.

Daca A'nB = O, atunci |A'nB| = |A'| + |B| = |A| + |B| >|G|, absurd,
deoarece A' U B cG. Deci (3) beA'nB ai. b = xa' = x = abeAB, adica
Gc AB si cum ABcG = G = AB.

2.37. Aratam ca daca a,beG si a’ = b%, atunci a = b. Intr-adevir, daca
a=b’= b'a’a'=b'b’a’ =>b'a=ba’.

Conform proprietatii 2) avem (ab"')’ = (b'a)’. Dar (b"'a)’ = (ba™)* si
ba' =(ab™")" = (b'a)’ = [(ab)']* = [(ab")’]" = (ab™)* = [(ab")’]". Inmultind
egalitatea cu (ab™)? obtinem [(ab')’]* = 1, de unde conform proprietatii 1),
rezulti ci (ab')’=1=ab'=1=a=b.

Atunci, daci (xy)> = (yx)* = xy = yx , adica grupul G este abelian.

2.38. Faptul ca G este comutativ se probeaza imediat. Sa presupunem ca
G este finit §i fie H subgrupul lui G cu proprietatea ca este cel mai mare avand
ordinul o putere a lui 2 (deci [H| = 2" iar n este cel mai mare numar natural cu
aceasta proprietate).

Deoarece (V) xeG, x #1, xX’=1= {1,x}<G, decin >1.

Intentionam sa demonstram ca G = H si atunci va rezulta ca |G| este o
putere naturald a lui 2.

Sa presupunem prin absurd ca (3) xeG \H. Atunci H'=H U (xH) < G
(se probeaza imediat) si cum HN(xH) = & deducem ca |H'| = [H| + |xH| =[H+
+H| = 2|H| = 22" = 2", contrazicand astfel maximalitatea lui n. Rimane deci
cd G=H, adica |G| =2".
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Observatie. Pentru o altd solutie relativa la partea a doua a problemei,
vezi problema 4.76..

2.39.Fieord G=nsi S = { (a,,a,...,8,) | a€G, 1 <i<p, aja,...a,= 1}.
Atunci S are n*!' elemente (intr-adevdr, daca aj,a,,...a,,€G arbitrare =
= a, = (a12,.. .ap_l)'l, deci cum ay,...,a,€G si G are n elemente, rezultd ca S are
n"! elemente) .

Definim relatia de echivalenta ~ pe S astfel x~y < x este o permutare
ciclicd a lui y. Atunci clasa de echivalentd a lui x = (a,,...,a,) contine exact un
singur element dacd toti a; sunt egali, si exact p elemente in caz contrar,
deoarece p este prim. Intr-adevir, fie x = (at,...,ap) si i,j primul si ultimul rang
pentru care a; = a;sia;=a; = ... =a, =acu 1<i;<...<i<j, k>0 (daca

I
k =0, i, = j). Ca sd obtinem prin permutari circulare pe locurile i,iy,...,ik,]
aceleasi elemente ar trebui sa avem:

pti-j=j—ik=..=-i=n2k=j=(k+tl)n+i=>p=n+j—-i=n-+
+(k+I)n +1i—1==n(k + 2). Dar p este prim atunci n=1 i p =k+2 =
3i1=i+1,i2=i+2,...,j=i+k+1=p—1+i:ail=...=aiksiinacestcaz

rezultd ca toate cele p permutari circulare sunt distincte.

Fie r numarul claselor cu un element si t numarul claselor cu p
elemente. Atunci : r + tp = n”' §i cum pn rezultd plr. In plus r este diferit de
zero pentru ca (1,1,...,1) €S, deci r este numarul solutiilor ecuatiei x” =1 in G.

2.40. Cum G este in particular monoid, atunci Z(G) este submonoid al
lui G (vezi problema 1.21.). Fie acum x€Z(G); atunci xy = yX, (V) yeG, deci
X'ly = yx'l, de unde deducem ci x' € Z(G), deci Z(G) £ G.

2.41. Deoarece xyeZ(G) avem in particular cd (xy)x = x(xy) =
XyX = XXy = Xy = yX.

2.42. Deoarece (m,n) = 1 existd u,veZ astfel incdt mu + nv = 1.
Deoarece X comutd cu y™ si y", X va comuta si cu y™ = (y™)' si y" = (¥")",
deci cu produsul 101', ymu.ynv — ymu+nv — y

2.43. Fie xeG; daca x¢gH = xeG \ H si totul este clar. Daca xeH,
cum H # G, (3) yeG ai. yeH si astfel z = y'xgH (cici daci z eH =
y=xz" €H, absurd). Astfel x =yzcuy,zeG \H, deci <G \H>=G.

2.44. Fie acG \ H si functia f, : H — (G \ H), fi(x) = ax. Evident f, este
injectiva si deoarece G \ H are un numar finit de elemente, rezulta ca si H are un

numar finit de elemente. Cum G =H U (G \ H) = G este finit.
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2.45. Fie G, un grup abelian finitsi p = Hx . Atunci :

xeGy

P :[HxJZ T TTx=T1x - TTx =TT D=1 ()

xeG, xeG xeG, xeG, xeG xeG,
Fie H < G cu proprictatea (A), p=[[x, a=]]xsi B= []x.Cum
xeG xeH xeG\H

o-B =p si a =P, rezulti ci o = p. Considerand in (1) pe H in loc de G, rezulta
cio’=1,decip=1.

FieH, <G, H,#G, o, = Hx siP= Hx. Cum o,B, =p = 1, rezultd

xeH, xeG\H,

ca B, = afl . Dar, din (1), (112 =1, deci a[l = a. Obtinem B, = a,, deci H; are
proprietatea (A).

2.46. (i). Daca G si H sunt grupuri finite, atunci in mod evident
s(GxH) 2 s(G)-S(H) (caci G' £ G, H' <H = G’ x H' £ Gx H). Pentru grupul lui
<

K n n
Klein K avem [K| = 4, s(K) = 5 astfel ca < X = (4j pentru orice
s(K™y | s(K) 5

neN* .

n
Fie acum aeR, a>0. Deoarece (SJ ———>0, exista n, eN* astfel

(4 o K| (4
incat | —| <a.PentruG=K"™ avem ——<| —
5 s(K) 5

n, VA
j astfel ca ‘ p‘ -2
s(Z,) 2

(ii). Fie aecR, a>0. Exista p, prim astfel incat % > a.Alegand grupul

VA
G=(Z, ,+)avem ‘ Pol _Pa
P s(Z,) 2

2.47."=". (M,) este grup. Atunci (V) y € M, (I)n=1, xeM,
x=a'ya al f(x)=a(a'ya')a' =y, deci f, este surjectiva.

<" (V) aeM, () neN* ai. f,(x) = axa" este surjectie. Atunci, din
aeM rezulti ci (3) beM ai. f(b) = a = aba" = a. Fie e = aba™" si f = ba". Daci
xeM = (3) yeM ai. f,(y) = aya" = x. Atunci ex = (aba"")aya" = aba"ya" = x si
xf = (aya")(ba") = aya" = x = ex = xf =X, (V) xeM. Pentru x = ¢ = ef = e iar
pentrux =f=ef=f = e="fsiex =xe=x, (V) xeM, deci e este element
neutru. Din alegerea lui e = aba™' =f=ba"rezultici e=a(ba™")=(ba"")a,
adica a”' = ba"™" este inversul lui a. Cum a a fost ales arbitrar in M, atunci orice
element din M este inversabil, deci (M,-) este grup.
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2.48. Pentru neN consideram H, ={m/n! : meZ}deoarece m/n! =
=m(n+1)/(n+1)! deducem ca H, < H,+; si in mod evident H, < (Q,+).
De asemenea, Q = U H,. Sa presupunem acum prin absurd ca (Q,+) ar
n=l1

fi finit generat si fie x;,Xa,...,Xy, un sistem de generatori ai lui (Q,+).
Pentru fiecare i = 1,2,....m, (3) x; € H, si In mod evident avem

incluziuneca H " H 9 LH 0, S H,, unde n = max{nj,n,,...,ny}.

Deci Q =< {x1,Xs,...,Xn} > < H, < Q, adicd Q = H ceea ce este absurd.

2.49. Daca H < (Q,+) = H < Q. Vom demonstra incluziunea Q < H.

Daca H = {0} atunci vomavea Q= {0} + Z={0+n|neZ} =17 ceea
ce este absurd.
Cum intersectia a doud subgrupuri ale unui grup este tot un subgrup

rezultd cd HNZ este subgrup al lui Q. Dar HNZ este subgrup al lui Z si deci
HNZ =n,Z, n,eN*, deoarece H = {0}.
Fie xeQ = x=h +n, heH, neZ = n;x =n;h + nn. Cum nheH,

nnenZ c H=nx eH = nQ c H= Q < H si problema este rezolvata.

2.50. Lasam pe seama cititorului verificarea axiomelor grupului (care
nu ridica probleme deosebite).

2.51. Pe G = (0,1) operatia xoy = Y  determind un grup
2xy—x—y+1

abelian §i cum pentru a < b existd o bijectie intre (0,1) si (a,b), totul rezultd
acum din exercitiul precedent).

2.52. (i) = (ii). Fie x€G, atunci submultimea H = { x" | neN*} a lui G
este parte stabild a sa, deci subgrup. Rezultd ca 1eH, deci exista ke N* astfel
incat x* = 1.

(i) = (i). Fie H o submultime a Iui G care este parte stabila si xeH.
Din ipotezd exista keN* a.i. x* = 1, deci 1€H. Fie xeH \ {1}. Atunci existi
k > 2 astfel incat x* = 1 = x' = x*'. Dar H este parte stabili a lui G si deci

-1 k-1
X =x eH.
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2.53. Fie xeG. Vom demonstra mai intai ca pentru orice teN,1 <t<n-1,
daca x se gaseste in t dintre subgrupurile H,,H,,...,H,, atunci (3) 1 < u < n-1,
incat x" sd se géseascd in t+1 dintre subgrupurile H,,H,,...,H,.

Fie xe (1 H;. Exista heH ail hg U H,. Atunci pentru orice

1<i<t t+1<j<n
meN* x"hg U H,,decix"hg¢ U H,.Existd deci meNcuttl <m<nsi
1<i<n k+1<j<n /

existar,se{1,2,...,n-t-1}, r<s, a.l. x'h, x*heH,,.

Prin urmare x** = (x*h)" (x'h)"' €H,,. Notim k = s-t si se observi ci x* se
gaseste in Hy, H,,...,H; si H,, (t+1 subgrupuri ), k < n-t.

Folosind cele demonstrate, rezultd cd exista ki, ko,....k,oeN* cu
ki<n-i, 1<i<n-2,ie{l,2,...,n-2} ai x*e¢ N H,,unde k=kk,.. kyo.

1<i<n

2.54. (i). Fie x,yeH,, x = % ,y = % ,decix+y= k;!p .
parte stabila.
Fie xeH,, x = % = X = ’n—’,‘ eH,, deci H, < Q. Dacid xeQ, x =

< |

atunci xeH,, deciQ= U H,.

neN*

(ii). Consideram A={ % [neN*},

Daci presupunem ca Q = G1U ...UG,,, cum A este infinitd, rezultd ca
existd i a.l. G;NA sa fie infinita. Se observa cad H, < H,.; si daca # €G; rezulta

caH,c G, Fien<ral. % eGinA. AtunciH,c G;=H,cG;. Deci U H,c

neN*

G sau Q < G, fals.

2.55. Conform problemei 2.16., U, < (C*,.).

Avem U, = {z0,21,...,Z0.1}, unde z, = cos(2km/n) + i-sin(2kmn/n),
k=0,1,...,n-1, de unde rezulta ca |Un|= n, §i cum z, = zf, k =0,1,...n-1
deducem ca U= <z,> adica U, este grup ciclic.

Observatie. U, va avea ¢(n) generatori si anume elementele de forma
z.cu (kn)=1,1<k<n.

Un generator al lui U, poarta numele de raddcina primitiva a unitatii de
ordin n.

2.56. Fie xeH,,H,. Atunci x = ab, acH,,, beH,, decia™ =b"= 1.
Fie [m,n] =k = m |k i n | k. Deoarece G este comutativ, x* = (ab)* =
=ab*=1=xeH, = Himnp, s1 astfel HyH, < Hip .
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Fie xeHy, [m,n] = k. Dacd d = (m,n) = () u, veZ ai. d = mu + nv.
kmu knv  ku kv
+—=—+—de

mn mn n m

Atuncikd=mn=k(mu+nv)=mn=1=

ku_ kv ku kv ku

kv
unde: x=x'=x" " =x" -x”.Luand a=x" si b=x" vom avea :
a"=a"=(") =15 b"=b"=(b")"=1, deci acH,, 5i beH, si x =abeH,H,.
Astfel, am demonstrat si incluziunea inversd Hy,, < H,H,, de unde
egalitatea ceruta.
Observatie. Aplicand acest rezultat grupului multiplicativ al numerelor

complexe (C*, -), obtinem ca U, U, = Upy, unde U, = {ze C*| 2" = 1}.

2.57. Daca HK €L(G), atunci H " K €L(G) si astfel HA K =H N K
cum reuniunea a doud subgrupuri nu este in general un subgrup (vezi problema
2.22.), atunci H v K=<H u K > ( subgrupul generat de H U K, adica cel mai
mic subgrup al lui G ce contine pe H si pe K).

Astfel, ( L(G), < ) devine latice. Ea este o latice completa pentru ca
exista infimul si supremul oricérei familii de subgrupuri ale lui A ( infimul este
intersectia tuturor subgrupurilor acestei familii, iar supremul este subgrupul
generat de reuniunea acestor subgrupuri).

2.58. Daca H, KeL(Z,+), H A K = H n K (conform exercitiului
anterior). Atunci trebuie si demonstraim cd mZ N nZ = [m,n]Z. Notdm cu
t = [m,n], si atunci t = mm; = nn,. Fie xemZ N nZ; atunci X = mx; = nx,, cu
X,X€Z, deci m | x sin|x. Cum t=[m,n] rezultd cd t | x, adicd xetZ. Invers,
fie xetZ; atunci X = tx;, cu x;€Z, deci X = mm;X; = nn;X;, ceea ce aratd ci
xemZ si xenZ.

Analog se demonstreaza ca H v K = (m,n) Z.

Distributivitatea lui (L(Z,+),<) rezultd din faptul ca ( N, | ) este o latice
distributiva si folosind cele demonstrate anterior.

2.59. Scriind ci pentru x,yeG avem (xy)’ = X'y’ = XyXy = XXyy =
= yx =Xy deci G este comutativ.

2.60. Fie x,yeG; din x""'y"" = (xy)"" = x"'y"" = (xy)"xy = x"yxy =
=>xy" =yx. (1)

Analog se deduce si relatia xy™" =y""'x (2).

Deoarece (n,ntl) = 1= (3) a,fpeZ al. on + B(ntl) =1 = xy =
=(xy) 7D = x(y)HTH= (M) = y P x = yx, adic G este
comutativ.
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n+2_n+2

= (xy)"(xy)” = x"y"xyxy = x"y"? =

nt2

2.61. Pentru x,yeG avem (xy)
= y'xyx =xy"" (1)

De asemenea, (xy)
N y“+zxyx _ XZyn+3 Q).

Din (1) 5i (2) = y"xyx = yxy"! = x*y""” = x%y* = y*x%, (V) x,y€G.
Tinand cont aceasta ultimi relatie, (1) devine y"xyx =x’y’y"' =y’ x’y"' =
— yn-lxyx — X2yn-1.

Daci n este par, continudnd procedeul deducem ci xyx = X’y =

nt4 nt+2_n+2 nt+d_n+4

= (xy)"?(xy)’ = x"y"xyxy = x"y" =

A 2.2 2.2
Daca n este impar, cu acelasi procedeu gasim yxyx =Xy =y X~ = yyxx
= Xy = yX.

Deci G este comutativ.

2.62. Cum (m,n) = 1, (3) a,fe”Z ai. am + Bn = 1. Astfel, dacd x,yeG

avem xy = (xy) ™= ()" [0)"T" = (020" (60" = (90 = yx,
adica G este comutativ.

2.63. Dinx’ =1 = x>=x", (V) xeG. Deci pentru x,yeG, din x’y* =
=y’x* = x'y" =y'x" = yx = xy, adici G este comutativ.

2.64. (i). Evident.

(). Avem [xyz] = (xy)'z'xyz = y'x'Z'xyz dar y'[xzlyly.z] =
=y (xXzxz)y (yzZyz)=yXZXzyyzyz=YX ZX2ZyZ =
=y'x'z'xyz, de unde egalitatea ceruta.

Analog procedam si pentru (iii).

L) Avem t = vy laly = ¥ X yxy 2y = v yxy )7
(Xyxy") 2y = Yy (XYyXZXyXyz)y = YyxXyxzXxyxyzy =
=x"y"'xz"'x"yxy'zy si analog :

_ .- dl JRE S T S S
u=z [[yz ]x]z=y z yX'y zyz xz
v=x"[zx"]ylx=z"x"2y"'z'xzxyx si astfel
tu=x"y'xz'x"zyz"'xz =v", de unde egalitatea tuv = 1.

2.65. Prima parte a enuntului este evidenta ( elementul neutru este 1x).
Faptul ca unitatile lui F(X) sunt aplicatiile bijective rezulta din faptul ca
o functie este bijectiva <> este inversabila.

2.66. Se aratd imediat ca t"(x) = 2", (V) xeR, astfel :

on(x) = 7"(c(t"'(x))) = T(6(2"X)) = T"R"x + 1) =2"2"x +1) =x + 2™
si Gi =o,(x +2")=x + 2"+ 2" = 5,,(x), (V) xeR.
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Rezulta cd 6, = Gi €H,, deci H,., =< o, ><H,.

Pe de alta parte, o, H,.; cici dacd c,eH,, atunci G, = cﬁ_l pentru un
keZ, deci x + 2" = 5,(x) =x + k2™, (V) xeR ceea ce implicd 1 = 2k, absurd.

Ultima parte a problemei se demonstreaza ca in problema 2.48.

Observatie. Aceastd problema ne aratd cd intr-un grup finit generat
putem gasi subgrupuri ce nu sunt finit generate.

2.67. Solutia 1.

FieG={F:R—> R|F =f}.(G,0) fiind subgrup al grupului
bijectiilor lui R, rezultd ca FoFeG = (FoF) = f = f(F(x)) f(x) = f(x),
(V) xeR = f(x) [f(F(x))-1]1=0, (V) xeR = f(R) < {0,1}.

Dar cum f admite primitive pe R si deci are proprietatea lui Darboux pe
R = f(R) = {0} sau f(R) = {1}, adica f(x) = 0, (V) xeR, sau f(x) = 1,
(V) xeR. Convine f(x) = 1, (V) xeR, caz in care G = {F : R — R | F(x) =x+k,
keR} si se verifica usor ca (G, o) este grup.

Solutia 2.

Fie (S,o) grupul bijectiilor lui R si (G,o) subgrupul format din
primitivele functiei f: R —> R.

Rezulta ca elementul neutru al lui S se afld in G, adica F: R —» R,
Fx) =x. FeG = f(x) = 1, (V) xeR. De asemenea se verifica si in acest caz ci

G={F:R—> R|F(x)=xtk, keR} este subgrup al grupului bijectiilor.

2.68. Evident, 1x € Izom(X); fie f,g € Izom(x) si x,yeX. Atunci,
d((fe 9)(x),(fe 2)(y)) = d(f(g(x)), flg(y)) = d(gx).g(y) = d(xy), adica
fo gelzom(X). De asemenea f'elzom(X), cici daci x,yeX, d(f'(x),f'(y)) =
=d(f(f" (x)),f(f"(y))) = d(x,y), adici Izom(X) < Z(X).

2.69. (i).Vom considera pe E’ (planul euclidian) raportat la un sistem
cartezian xOy cu originea intr-un punct O. In felul acesta, fiecirui punct AcE”ii
corespunde o pereche ordonatd de numere reale (xa,y) (coordonatele carteziene
ale lui A relative la sistemul xOy).

Astfel, o translatie a lui E* nu este altceva decét o aplicatie de forma
T4 : E* > E* (cu A€E?) definita astfel: t4(P) = A + P, (V) PE® (punctul A+P
avind drept coordonate suma coordonatelor lui A si P).

Daci A,B€E? atunci (tact3)P) = A+ (B +P)=(A+B)+P=
=Ta+5(P), (V) PeE?, deci tao s = 'cA+BeTr(E2).
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Daca vom considera B = -A(adicd punctul de coordonate (-Xa,-ya)),
atunci Tao T.o =T Ta = 152, adicd 14 este aplicatie bijectiva si T =T

De asemenea, daca A(xa,ya) si alegem doud puncte oarecare P(Xp,yp),
R(xr,yr) atunci :
d(ta(P),ta(R)) = d(A+P,A+R) = \/(xA +Xp—Xy _xR)2 +(Vatyp—Va4 _yR)2 =

=\/(xp —xz)? +(yp —yz)* =d(P,R), adici 14 este o izometrie a lui E%.

Din cele de mai sus deducem ci Tr(E?) < Izom(E?).

Pentru a proba ci si Rot(O,E?) < Izom(E?), si reamintim ci o rotatie a
lui E* de unghi o (mésurat in radiani) in jurul lui O este o aplicatie p, : E* — E’
definita astfel: dacd PeE” are coordonatele (r cos6, r sind), atunci pu(P) va fi
punctul de coordonate (r cos(6+av), r sin(6+av)).

Se observa imediat cd pyo pp = Poip §i €4 po = 152, de unde deducem ca
Po® P-u == P-u° Po = 152, adicd p, este o bijectie si (po)” = o

Pentru a proba ca p, este izometrie, sa consideram A;(r; cosy, r; sinf,),
A,(r; €080, 15 sinb,) si sa calculam:

d(pa(AI)apa(AZ)):

= \/[r1 cos(, +a)—r, cos(0y +a)]? +[r sin(@, +a)—r, sin(0, +a)]?

= \/rlz + rzz —2nr, cos(8, —6,) =

= \/[”1 cos(6;) —r, cos(6, )]2 +[ry sin(6,) —r, sin(6, )]2 = d(A1,A0),
de unde rezulta faptul ca p, este o izometrie. Din cele de mai sus rezulta ca
Rot(O,E?) < Izom(E?).

(i1). Ne bazdm pe un rezultat cunoscut din geometrie §i anume: o
izometrie este unic determinata de imaginile a trei puncte necoliniare din E*. Fie
acum @elzom(E®); alegem un punct O ca origine si fie A,BeE” distincte a.i.
O¢AB. Notam O’ = ¢(0), A" = ¢(A), B' = ¢(B) si consideram translatia t = 1o
precum si A" = t(A), B = t©(B). Deoarece ¢ este o izometrie, deducem ca
triunghiurile O'A'B’ si O’'A"”B"” au laturile respectiv egale, deci unghiurile
A'O'A" si B'O'B” sunt egale, astfel ca triunghiul O’'A'B’ este imaginea lui
O'A"B" printr-o rotatie p in jurul lui O de unghi A'O'A"".

Deoarece imaginile punctelor necoliniare O,A,B prin izometriile ¢ si pt
coincid — tinand cont de observatia de la inceput- deducem ca ¢ = pr.

2.70. Fie f,geSx(Y), adica f(Y)=g(Y) =Y.

Atunci (fo g")(Y) = f(g'(Y)) = f(Y) = Y, adicd fog'eSx(Y), deci
Sx(Y) < Izom(X).
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2.71. Fie (C) cercul circumscris poligonului P, de centru O, r raza sa iar
AA,,..., A, varfurile poligonului; avem in mod evident d(A;0) = r,
(V)i=1,2,...,nsi d(A,0) <t pentru orice A€ P, — {A,...,A,}.

Pentru o izometrie peD, avem: (p(?’n) =P, si d(e(A)),0(0)) =T,
i=1,2,...,niar d(@(A),p(0)) <r, (V) Ac P, — {Ay,...,A,}.

Rezultd imediat ca @(O) = O i P(A)€{Ay,...,An}, (V)i=1,2,...n.

De asemenea, se deduce imediat ca p si € din enunt sunt elemente ale
D..

Obtinem astfel 2n elemente distincte ale lui D, : 1, p, o’ ..., P €, pe,
pe, ..., ple.

Sa demonstram acum ca D, are cel mult 2n elemente ( de unde va
rezulta concluzia exercitiului).

Pentru aceasta, sa observam ca pentru geD,, cum @(A;)€{Ay,...,A.},
o(A)=A;, 1=12,...,n. Daca ¢(A,) este definit, atunci ¢(A,) are numai doua
posibilitati si anume varfurile adiacente ale lui A;.

In fine, tinand cont de observatia de la rezolvarea problemei 2.69.,
izometria ¢ este unic determinatd daca definim @(A;) si ¢(A,) ( deoarece
¢(0) = 0), deci |D,| < 2n si cum D, are deja 2n elemente distincte, deducem ca:

D,= {1, p, pz, e p“'l, g, PE, pzs, s p“'ls}.

2.72. Se stie ca orice permutare se scrie ca un produs de transpozitii.
Totul rezultd acum din faptul ca orice traspozitie (i,j) cu 1<i<j se scrie
sub forma: (i,j) = Tj1... Tin1 TiTit1- - - Tje1-

2.73. Totul rezulta din faptul ca orice traspozitie (i,j) cu 1<i<j se scrie
sub forma: (i,j) = T

2.74. Totul rezultd din faptul ca orice traspozitie (i,j) cu 1<i<j se scrie
sub forma: (i,j) = (1,k)(,k)(i,k).

2.75. Tinand cont de problema 2.72. este suficient sa demonstram ca
orice transpozitie 1; = (i,i+1), i > 2 face parte din grupul generat de 1 si G.

Acest lucru rezultd din relatiile :
cto= (I,n), o 216’ =0 'l(l,n) c=(n-l,n)=1,4,0 160 =0c"1,0=
=(n-2,n-1) = Tps,..., 0 " 16" =6 ' 130 = (2,3) = 1, tindnd cont ci
c'=n1,2,... n-1).

2.76. Se stie ca orice permutare pard este produsul unui numar par de
transpozitii.
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Daca doua transpozitii vecine (i,j), (k,t) au proprietatea ca
{i,j}n{kt}=, atunci (ij)kt) = (i,k,j)(ikt), iar dacd {ij}n{kt} = I (sa
presupunem ca i = k) avem (i,j)(i,t) = (i,t,j).

2.77. Conform problemei 2.73. orice permutare para este un produs de
transpozitii de forma (1,i), i = 2,3,...,n. Deoarece (1,i)(1,j) = (1,j,1), afirmatia din
enunt rezultd din egalitatea (1,j,i) = (1,2,1)(1,2.1)(1,2,j)(1,2,1).

2.78. Cei 1 - ciclii sunt egali deoarece elementele r+1, r+2, ... ,n sunt
lasate pe loc iar primele r sunt schimbate intre ele de fiecare r-ciclu dupa aceeasi
regula.

2.79. Daca o = (i,ip, ... ,i;) este un ciclu de lungime r (r < n), atunci
o = 1 deoarece, de exemplu a(i;) =i, a’(i;) =13, ... , a'(i;) = i}, s.a.m.d. iar din
calcule se vede ci r este cel mai mic numar natural cu proprietatea o = e.

2.80. Fie oo = (1,12, ... i), B = Gisj2s -+ 5j0)-

Trebuie ca {i,ia, ...} {12, -Jrp # . Cum o(i)# = 1 €{ig,y, ... ,ir}
si analog i€ {jij2, ... ,jr}- Deci putem presupune i = i; = j;. Avem oi) = B(i),
a(iz) = o’(i) = P(i,) si analog a(i,) = B(i;) pentru t =2,3,....r.

Fie acum je {1,2,...,n}-{i},is,... ,i;}.

Atunci a(j) =], iar j& {ji.jo, .. .j:}, cici altfel j ar fi de forma j = B (i) =
=0(i) € {iis, ... ,i;} ceea ce este fals.

Analog daca j& {ji,jo, --- sjr} = j€ {1l ... LI}, adicd {i},lp, ... ,i;} =
={j1.J2, --- JJi} sideci B(j) =] = a(j), adica o = B.

2.81. "=". Fie a = (ipls, ... ,i1), B = (iJ2, ... 4Jr) disjuncte si sa
presupunem ca {ij,la, ... ,i;} N {J1,j2, .- 5Jcf # D; sa presupunem de exemplu ca
i; =j;. Cum a(i;) # i; ar trebui ca B(i;) = i; ceea ce este contradictoriu, caci B(i;)
=BGy #h =1

"<". Sa presupunem ca {i;,is, ... ,ii} N 2 .- Jip = G, si fie x
a.l.a(x) # X, adica xe {i},1p, ... ,i,}, deci x este de forma x =i, (k <1).

Atunci B(x) = x, caci daca B(x) # x , atunci X €{j,j2, ... i, adica
XE{ipln, v b ooy --- SJef = D, absurd. Analog, daca B(x) # X, atunci
o(X) =X.

2.82. Fie xe {1,2,...,n}, o= (ip,1a, ... »10), B = (1oJ2s - 4Ji), CU
{iniz, oole O 1o - Jip = D. S& presupunem de exemplu cd x = j;; atunci

B(x) =Jz iar a(B(x)) = a(j2) = Ja.

De asemenea, B(a(x)) = B(X) = j,, de unde deducem cd (af)(x) =

=(Bo)(x).
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Daca x&{j1.,j2s --- si}, atunci (X)) {ji.jo, --- oJi}> deci a(B(x)) = a(x) iar
B(au(x)) =ou(x), adica si In acest caz a(B(x)) = B(ouX)).

2.83. Fie ce8S,.
Dacié o este pard, consideram:
1 ... n n+l n+2 . .
Oniinn = , care este evident in A, 5.
o) .. on) n+l n+2

Daca o este impara, consideram:

1 ... n n+l n+2 .
Oni2n+1= , care face parte tot din A,.
’ o) .. on) n+2 n+l

Sa notam prin f: S;, - A+, asocierea de mai sus si sa demonstram ca f
este morfism de grupuri (in mod evident f este aplicatie injectiva).
Fie deci o,te€S,; daca o,t sunt pare, atunci si G o T este pard, astfel ca:

L onal ne2)
flo)= (0(1) oo n+l n+ 2] si
T
f(r)_ [7(1) T(}’l) n+l n+ zj ) deCL
f( )of(): 1 n n+l n+?2 :f( )
c T o)) .. o(x(n) n+l n+2 co1).

Analog se procedeaza in celelalte cazuri tinand cont de faptul ca prin
compunerea a doud permutari de aceeasi paritate obtinem o permutare para iar
prin compunerea a doud permutdri de paritati diferite obtinem o permutare
impara. Deoarece f este morfism injectiv de grupuri deducem ca S, poate fi
privit ca subgrup al lui A, ..

2.84. Vom demonstra ca daca ceZ(A,) (n > 4), atunci c = e.

Sa presupunem prin absurd cd ¢ # e, atunci (3) i€ {1,2,...,n} a.l. o(i) # 1
si fie j = o(i) # 1.

Cumn=>4, 3kt e {1,2,....n}-{i,j}.

Dacd notdm oj. = (j,k,t), atunci cj €A, si astfel ar trebui ca ooj =
=OjkiO.

Scriind ca 1n i este adevarata ultima egalitate, deducem cé j = k — absurd
si astfel deducem ca Z(A,) = {e}.

2.85. Vom demonstra ca daca c€Z(S,) (n > 3), atunci c =e.
Sa presupunem prin absurd ca ¢ # e, atunci (3) i€ {1,2,...,n} a.l. o(i) #1
si fie j = o(i) # 1.
Cumn=>3,(3)k, € {1,2,....n}-{i,j}.
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Dacd notam oy, = (j,k), atunci 6;c # cGj deoarece (cjG)(i) = k iar
(ooj)(i) = j. Acest lucru este contradictoriu rezultand astfel ca Z(S,) = {e}.

2.86. "<". Sa presupunem ca c,G' au aceeasi structurd ciclica si sa
considerdm descompunerile Iui ¢,c' ca produse de s ciclii disjuncti de lungimi
ng,ny, ...,ngcu 1<n; <n sin+n+...tng=n-:

6= (a,an, ... :alnl) ¢ N E 7asnx)

c'=(bi,bp, ... 7b1n1) oo (bs,bg, .. 7bsns)-

Daca vom considera permutarea :

e . ayy ... alnl ar ... a2n2 e Qg e amj
Bi o by ba e by e by

atunci prin calcul direct se arati ci 060" = o', adicd o si o' sunt conjugate in S,.
"=". Sa presupunem ci ¢,G' €S, sunt conjugate in S,, adicd (3) S,
ai ¢'=000".
Sa presupunem cd o are structura ciclicd descrisda mai sus. Deoarece
prin calcul direct se aratd cd c'(by) = 0(aij11) = bij+ pentru 1<i<s, 1<j <n; si
G'(bmi ) = 0(a;;) = b;; deducem ca si o' are aceeasi structura ciclica precum o.

n—1

n

1 n . .. . <
2.87. Permutarea [2 J are n-1 inversiuni, deci este para

pentru n impar si impard pentru n par. Cum pentru orice x€S,, X este pari,
rezultd ca pentru n par ecuatia respectiva nu are solutie.

Fie acum n = 2k+1 cu keN",
Pentru k = 1,2,3 se verificd prin calcul cd solutiile cautate sunt
respectiv :

1 2 2 1 23 45 1 23 4567
X = ,X: ,X:
31 2 541 23 56 71233

In cazul general, vom demonstra ca singura solutie a ecuatiei :

) 1 2 .. 2k 2k+l1
X = este permutarea

2 3 .. 2k+1 1
(1 2 . k-1 ko k41 . 2k+1
k+2 k+3 ... 2k 2k+1 1 . k+1

Fie x(1) =a. Dacd a = 1, atunci x’(1) = x(1) = 1 #2 — absurd.

De asemenea, din x(1) =2 = 2 = x(2) — absurd, deci a >2.

Daci a >2 , atunci x(2) = x(x’(1)) = x*(x(1)) = x*(a) = a+1 si prin
inductie dupd j si t se aratd ca x(j) = atj-1 pentru j = 1,2,...,2k+2-a si
x (2k+2 —a+t)=tpentru t=1,2,...a-1.

113



. 1 2 ... 2k+2-a 2k+3-a .. 2k+1
Decix =
a a+1 .. 2k +1 1 . a-—1

Deoarece x(a) = x’(1) = 2 = 2k+4-a = a = a = k+2, de unde rezulti
forma lui x pe care am amintit-o mai sus.

2.88. (i). Fie 6 = (i0,6(i,), ...,6™ "' (i,)) un ciclu de lungime m, cu pt m.
Se observa imediat ca:

6" = (i0,0°(i),0° (o), -..,0™ P (i,)).

Deoarece (m,p) = 1, resturile pe care le dau la impartirea cu m numerele
0,p,2p, ..., (m-1)p sunt toate numerele 0,1,2,...,m-1 (eventual intr-o alta
ordine). Deducem ca o’ este un ciclu de lungime m. Cum ¢™ = (1) = e deducem
ci {io, 0(iy), ..., ™ (ig)} = {io, 6"(io), ... ,6"™(i,)}, adicd o si 6" au aceeasi
orbita.

(ii). Fie m = kp iar 6 = (i,,0(i,), ...,0™ " (i,)) un ciclu de lungime m.

Tinand cont de egalitatile i, = 6™(i,),0(i,) = 6™"'(io), ...,0"" (i) =
=6"""""(i,), deducem ci o = (i, , 6°(o), ....06" P(i))( o(s) , & P(p),...,
" " PG)). (67 (o), .., 7 P(y), ..., ®TIR(GL)), adicd o este un produs de p
ciclii disjuncti, fiecare avand lungimea k = m/p.

2.89. (i). Fie o un ciclu de lungime m, unde (m,p) = 1. Atunci existd
qe{l,2, ...m-1} ai. pq =1 (mod m). Dacd notdm t = ¢" , atunci din pq = 1
(mod m) deducem ca (q,m) = 1 si atunci, conform exercitiului precedent va
rezulta cd o = 1 este un ciclu de lungime m si in plus 1° = 6™ = & (deoarece
c"=e).

(i1). Fie ciclii disjuncti de lungime k:

G =(ii1smif )

o, =g 17 ,-.0sif )

Considerand atunci urmatorul ciclu de lungime kp:

T = (ifseeer 1000100 17 semsifysmi?,) se constati imediat ci

T= 01°02...0p.

2.90. "=". Sa presupunem ci ecuatia x* = o are o solutie xeS,.
Consideram descompunerea lui x in ciclii disjuncti X = xX;...X;.

Sa presupunem ca dintre acestia X;,X; ,..., X; au lungimi divizibile cu pz,
Xi+1,-.-,Xj au lungimi divizibile cu p dar nu cu pz, iar Xjiq,..., X au lungimi
nedivizibile cu p.

Astfel, o =x" = (x{ ..x/)(x},..x)(x Ty ..x]) (D).
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P
JHo

lungimi egale respectiv cu lungimile ciclilor Xji,...X;, deci nedivizibile cu p. De

P P
el oX

Conform problemei anterioare, puterile x X7 sunt ciclii de

asemenea orbitele lor sunt respectiv egale, ceea ce ne aratd cd x sunt

ciclii disjuncti.

D
P XP

Tot din aceeasi problemd deducem ca fiecare din puterile X/,....X ;

este un produs de p-ciclii disjuncti de lungimi care nu se mai divid cu p §i acesti
ciclii raman disjuncti in totalitatea lor (au orbitele incluse in orbitele ciclilor
Xi+1,...,Xj).

p

De asemenea, fiecare din puterile x ... , x!

1

este un produs de p-cicli

disjuncti de lungimi divizibile cu p si in totalitatea lor ciclii care apar raman
disjuncti.
Sa presupunem ca descompunerile acestor puteri sunt :
p_
X1 = X11'X12. .- X1p
P —
X; = X1 Xi2. - Xjp

Tinand cont de cele de mai inainte, deducem cd ciclii care au lungimi

divizibile cu p sunt Xji,...,XipX21,- . -X2p,- - ->Xil,---»Xip §1 NUMAai acestia; cite p
dintre acestia (si anume exact 1n ordinea in care sunt scrisi mai Inainte) au aceea
si lungime.

Deducem astfel ca daca fixdm o lungime divizibila cu p de la ciclii din
descompunerea lui o, sd zicem m,, numarul oy al ciclilor de lungime mg este un
multiplude p (s = 1,2,...k).

"«<=". Sa presupunem ca toate numerele a0, ...,04 sunt divizibile cu p.
Atunci cei a, ciclii de lungime m;(m; divizibil cu p) pot fi impartiti in grupe de
cate p ciclii si conform ex. anterior produsul ciclilor dintr-o asemenea grupa
este puterea p a unui alt ciclu ( a cdrui orbitd este reuniunea orbitelor celor p
ciclii). Deducem astfel ca produsul celor o, ciclii de lungime m, este un produs
de puteri de p-ciclii disjuncti. Analog pentru produsul celor o, ciclii de lungime
m,, s.a,m.d. pana la produsul celor oy ciclii de lungime my (my,...,my fiind
numerele divizibile cu p).

Consideram acum si ciclii de lungime my,,...,m, (lungimi nedivizibile
prin p), tot conform problemei precedente, fiecare asemenea ciclu este puterea p
a unui ciclu avand aceeasi orbita.

Astfel, daca notam cu x produsul tuturor acestor noi ciclii pusi in
evidentd obtinem ca ¢ = x”, deci ecuatia consideratd are solutie in grupul S,.

Sa rezolvam acum aplicatiile din enunt.

Pentru prima aplicatie, sd notdim prin ¢ permutarea din dreapta. Avem
urmatoarea descompunere a lui ¢ in produs de ciclii disjuncti:

c=(15)26)37)(109)(481113)(14 1517 18)(9 12 16).
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In cazul acestei probleme avem p = 2 iar numdrul ciclilor de lungimi
divizibile prin 2 sunt cei de lungime 2 si 4. Avem o,=4, o,=2 si cum ambele
numere sunt divizibile prin 2 deducem cé ecuatia considerata are solutie in S,.

Pentru a doua ecuatie, notand tot cu ¢ permutarea din partea dreapta
avemca o= (135)4910)2678). Avem p = 3 iar ciclii de lungime 3 sunt in
numar de o,,=2 care nefiind multiplu de 3, deducem conform celor stabilite mai
inainte ca a doua ecuatie nu are solutie in S,.

2.91. Oricum am considera o permutare G€S,, G # ¢, aceasta nu poate
avea in descompunerea sa ciclii de lungime divizibila cu p (caci p > n).

Deci numarul ciclilor de lungime divizibila cu p este 0 i cum 0 este
multiplu de p, totul rezultd acum din problema precedenta.

2.92. "=". Fie xe8§,, x # ¢, o solutie a ecuatiei x” = e si fie x = x;x5...X;
descompunerea sa in ciclii disjuncti. Vom demonstra ca x,...,X; au, fiecare
dintre ei, lungimea p.

Deoarece x;,...x, sunt disjuncti, rezulta ca acesti ciclii, ca si puterile lor

Po—

7 =e. Sd demonstram ca de

comutd. Atunci egalitatea x” = e se scrie x| x4 ...x
aici deducem x{ =x1 =..=x

Intr-adevar, daca prin absurd (3) ie{l,2,...t} ai x/ # e, atunci
(3) ae{l1,2,...,t} cux?’ (a) # asi atunci a apartine orbitei ciclului x;.

Deoarece astfel a nu va face parte din orbitele ciclilor disjuncti

5. P P — P — P _
X1,e . Xicl,Xit1,. -, X deducem cd : x| (a) =...= x/, (a) =x,,(@)=...= x/ (@) =a.

Deoarece a = e(a) = (x| x4 ...x" )(a) = x” (a) # a rezultd contradictia
a#a.

De asemenea, din cele de mai Inainte deducem ca ordinele permutarilor
X1,X2,...,X; 1n grupul S, sunt divizori ai lui p si cum p este prim deducem ca
o(x;)=...=o(x) =p.

Cum ordinul unui ciclu este egal cu lungimea ciclului respectiv,
deducem ca x,...,Xx, sunt ciclii de lungime p.

"<=". Aceasta implicatie este evidentd deoarece orice ciclu de lungime p
are ordinul p in grupul S,, deci este o solutie a ecuatiei x’ = e.

2.93. Facem inductie dupa n.
Daca n = 1, atunci G este ciclic si cum orice subgrup al unui grup ciclic
este ciclic, totul este clar.
Presupunem acum ca G = <{x,X,,...,.X,}> si H<G.
my , m

Alegem y = x"x5?...x," al m ia cea mai micd valoare nenuld
pozitiva ( dacd m; este negativ schimbam rolul lui y cu y).
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Daca x; nu apare la un exponent nenul in orice element al lui H, atunci
<{X»,X3,..,Xp } > contine pe H si totul rezulta din ipoteza de inductie.

Astfel, pentru orice z = Xil xlz2 ...x"din H putem alege q,reZ cu
0<r<m;si l; =qm, +r. Puterea la care apare x; in zy?eH este r si tindnd cont
de alegerea lui m; deducem car=0.

Deci H = <y,K>, unde K = H n <{x,,X3,..,X,}> si conform ipotezei de
inductie K este generat de o multime de cel mult n-1 elemente si acum totul este
clar.

2.94. Fie M o multime de generatori ai grupului ai grupului (Q,+) si
oaeMail H=<M\ {a}> < Q. Pentru xeH, () a,beZ a.i. ao. = bx, a£0.

1 . o1
Deoarece —-aeH si <M> = Q putem scrie —-o = ca. +y cu ceZ,
a a

yeH. Rezulta cd a = aca+ay = c(bx)+ayeH ceea ce contrazice alegerea lui o.

2.95. Dupd cum am ardatat in solutia problemei 2.48. avem Q = |J H,
m=1

unde H,, = <L' > si evident H,.; <H_,, (V) m > 1.
m:

Fie deci X = {x,Xs,...,X,} 0 multime nevida a lui Q.

Pentru orice i = 1,2,...,n () m; eN a.l. xi€Hp,, . Alegind m = max m;
1<i<n

avem cd Hy, < Hp, (V) 1=1,2,...,n deci X € Hy, = <X> < Hj, si cum H,, este
ciclic rezulta ca si <X> este ciclic.

§3. Teorema lui Lagrange. Ordinul unui element.
Indicele unui subgrup. Subgrupuri normale.

3.1. Din |Z(G)| >%|G| = |G| < 2|Z(G)|. insd conform teoremei lui

Lagrange |Z(G)| divide |G| (cici Z(G) < G ), adicd |G| = n" |Z(G)| cu neN ", n>1.
Deci n'|Z(G)| < 2-|Z(G)| = n <2, adica n =1 = |G| = |Z(G)| = G este comutativ.

3.2. Fie H={xeG: x* = 1}. Cum G este comutativ, daci x,yeH =
X =y’ =1 = (xy")? =x’y* =1, adici xy"' €H, deci H< G.

Conform problemei anterioare, punand in locul lui Z(G) pe H, obtinem
¢ [H|=|G|, deci H=G, si de aici x* = 1, (V) xeG.

3.3. Sé presupunem ca multimea T = { a,, ...a,} a elementelor de ordin
2 are mai mult de n elemente, deci r > n ( atunci r > n+1). Pentru a; ,a;€T, i #
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rezultd cd aa € G\T. Intr-adevir, daca a;a; €T atunci H = { ¢, a;, a;, ajaj} ar fi
un subgrup in G, deci 4 | 2n (conform teoremei lui Lagrange) adica n este par
ceea ce este absurd.

in plus, a;aj = 1 (V) 1 # j. Din cele demonstrate rezultd cd elementele
a1ay, , 2133, ..., 318, se afld in G\ (T U {1}) al carui cardinal este 2n — r —1 <
<2n—n-1=n-1<r-1, adicd existd i #j a.i. a;a; = a;a; = a; = a; — absurd. Deci
r<n.

Observatie. Maximul se poate atinge efectiv, de exemplu In cazul
grupului diedral D, cu 2n elemente.

34. Fie o(x) = k si H= {1.xx°,...x'} <G. Cum x" €H , deci o(x")
divide [H| = k = o(x).

3.5. Fie ord G = n si d = cmum.d.c al ordinelor elementelor din G

diferite de 1. Evident d | n. Fie d = p{" - p5*...p%" . Atunci existd elementele

N . - - t t t,.
X1, X2, ....Xr a1 pf“ | o(x;) < o(x;) = pf“ - ti. Se verificd usor cd x =X X5 ...X,

r

are ordinul d.

3.6. Putem scrie k = mm; = nn; cu m;,n,eN. Atunci (xy)k = xkyk =
:(xm)ml (yn)nl =1".1" =1.

La cealalta intrebare raspunsul este afirmativ caci dacd vom considera
y=x", atunci xy = 1, deci o(xy) = 1.

3.7. Deoarece x'(xy)x = yx, deducem ci (V) neN, x'(xy)" x = (yx)",
deci (xy)" =1 < (yx)" = 1 de unde deducem ca o(xy) = o(yx).
Faptul ci o(x) = o(x"') rezultd din echivalenta x* = 1 < x* = 1,

(V) keN.

3.8. Fie k = o(x™ ) iar d = (m,n). Putem scrie m = dm, n =dn' cu m’,n'e N
si (m,n) =1 iar mm =nn = dmn.

Cum n = o(x), avem (x™)" = (x")™ = 1, adicd o(x™) =k | n.

Pe de alti parte, x™ = (x™)* =1 = n =o(x) | mk = n |mk §i cum
(m,n)=1=nlk.

Am obtinut astfel cin |k sik |n = o(x™) =k =n =n/d = n/(m,n).

3.9. Avem (xy)"1"2 =x"1"2y"1"2 = (x"1)"2 . (y"2)"1 =],

Fie acumneN ali. (xy)"=1; atuncix"=y" i x™2 =(y"2)"=1=
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n; | nn, si cum (n;,n;) = 1 = ny| n. Analog se demonstreaza ca n, | n, deci
nin, | n. Prin urmare avem echivalenta (xy)" = 1 <> nyn, | n, deci o(xy) =nn, =
~0(x)-0(y). )

Sa presupunem ca <x> N <y> = {1} si fie n = [n;,ny]. In mod evident
(xy)" = 1, adici o(xy) | n. Fie acum keN* a.i. (xy)* = 1. Atunci x* y* = 1, deci
X =y ¥ e<x> <y> adicd x*=y*=1, de unde n,| k si n, | k, decin | k, ceea
ce aratd ca o(xy) = n.

3.10. Sa probam la inceput existenta lui y si z. Din (n;, ;) = 1 =

(@) a,p €Z ad. on;+Pn, = 1.

Astfel, dacd xeG, x = x' = x™"17P12 = xoni. xPn2

Alegem y =x"2 jar z= x“"1. Conform problemei 3.8., o(y) = o(x""2 )=
=0(x)/(nny,Pn,) = (nyn,)/n, = n, si analog deducem ca o(z) = n,.

Sa probam acum unicitatea scrierii lui x; dacd x = y;z; = z;y, cu
oy)=mi§i o(z) =nyatuncix =yz=yiz; =>y;' y=zz' = (y;'y)"! =1si
(Y72 =@z)" =1= @™ =y y" " [y y =1
y =Yy sl analog z = z,.

3.11. Deoarece x comuti cu [x,y] = x"'(y"'xy) deducem ca:

[xy]™ =x"(y"'xy) "= x"y X"y = [x"y] = [1l,y] = 1 si analog [x,y]"= 1.
Deoarece d = (m,n), (3) u,ve”Z a.i. d = mu + nv si astfel
[yl = Doy]™ oyl =1"1"= 1.

3.12. (i). = (ii). Fie f: G — G, f(x) = x’, (V) xeG. Atunci f este
injectiva (x> =y’ = (xy')’=1 = xy' =1 = x =y cici in caz contrar, conform
teoremei lui Lagrange, ar trebui ca 2 | | G| - absurd) si cum (G,-) este este grup
finit, se obtine ca f este bijectie, de unde ecuatia x> = a are o unica solutie x,€G,
pentru orice aeG.

(ii) = (i). Evident, cici existd un singur element x G astfel incat x* =1,
si anume x = 1. Restul se dispun in perechi de forma (x,x"), unde x # x™" (cici

dacix =x"' = x* = 1). Asadar ord(G) = 2k+1, keN".

3.13. x = 1 este o solutie comuna a celor doua ecuatii.
"<". Daca (m,n) = 1 = (I) w,veZ ai mu + nv = 1. Daca x, este o

mu+nv — 1 .

solutie comund a celor doud ecuatii avem x, =1six," =1 = X=X,

" = ", Daca d = (m,n), existd a,beZ a.il. ma + nb = d. Atunci solutia
comuni X, a celor doua ecuatii va fi solutie si a ecuatiei x* = 1 si reciproc.

119



ma+nb

Intr-adevar: xJ'=xi=1= xi= x| = 1. Reciproca este evident
adevarata.

Daca d > 2 = d are cel mult un divizor prim p. Atunci orice element de
ordin p din G este solutie a ecuatiei x* = 1. Cum exista astfel de elemente in G
(conform teoremei lui Cauchy, vezi problema 4.74.) rezulta ca ecuatia x'=1nu
are solutie unica, contradictie cu ipoteza in cazul d > 2. In concluzie, rimane
doar cazul d = 1.

3.14. Presupunem cd G este abelian, atunci ab = ba. Consideraim
H = { 1,a,b,ab}. Deoarece G este presupus abelian, a* = b> = (ab)’ = 1, a-(ab) =
=a’b = b, b-(ab) = ab’ = a, si astfel H este subgrup in G. Din teorema lui
Lagrange avem [H| | |G|, contradictie caci [H| =4 si |G| = 10.

3.15. Se verifici imediat prin calcul cd A* = B’ = I, iar prin inductie
1 *
matematica dupa n se demonstreaza ca (AB)" :(O TJ;E L, (V) neN’, de unde

deducem ca o(AB) = .

3.16. Din (m,n) = 1= (3) a,feZ ai. am+Pn = 1. Atunci, tindnd cont
de faptul cd x" =1, deducem ci x = x™™P" = x*" = (x™)*eH.

3.17. Scriem [[x=( []x )( []x )sivomdemonstraca []x=1(*).
xeG xeG xeG xeG
o(x)>2 o(x)L2 o(x)>2

Daci xeG cu o(x)>2, atunci o(x) = o(x)>2. Dar x # x', cici in caz
contrar ar rezulta ca x> = 1.

Astfel in produsul (*) daci apare un factor x, atunci apare si factorul x,
deci in produsul (*) factorii se grupeaza doi cate doi (fiecare cu inversul sau ),
de unde rezulta ca produsul (*) este 1, deci [[x= []x.

xeG xeG
o(x)<2

Pentru a demonstra teorema lui Wilson, se tine cont de faptul ca

singurele elemente din Z; de ordin < 2 (p prim ) sunt 1si p—1 = -1, deci

A A A ~
conform celor de mai inainte 1-2-...-p—-1=-1 =p|(p-1)! +1.

3.18. Fie p prim si neN, n >2.
Avem ca U(Z ;,‘ =1 a eZ;,‘ | (a,p) =1}. S& determinim in acest

grup elementele a € U(Z ;n ;) ai a’=1, adica acele numere naturale a a.i.

l1<a<p'cu(ap) =1sip"|a’—1(*).
120



Evident a = 1 verifica conditiile de mai sus. Dacd a > 1, atunci putem
scriec a— 1 =pku$ia+ 1=pvecukt>0,(pu)=(p,v)=11iark +t>n. Daci
k=0=t>n=p"|atl sicuma<p"= a+tl =p" = a=p"-1 si astfel obtinem

si elementul g =§}= —1 ce verifica conditiile (*).
Dacit=0=>k>n=rp"'|alsicuma<p' = al=0 > a=1,
contradictie !
Dacik #0,t#0=2=p'v—p‘u = p|2;pentru p>2 obtinem o
contradlcpe.. . ) . o~
Deci, dacd p > 2 atunci in U(Z p" ,-) avem numai elementele -1=p" -1

si 1 care au ordinul cel mult 2, obtindnd astfel concluzia ceruta de la (ii).

Dacip =2, atunci din2=2v-2u=t=1sauk=1 Dacit=1=
k>n-1= al=2%u>2""'usicuml<a <2"=u=1si k=n-1. Deci in acest
caz, daci a verifica conditiile (*) = a=2"" + 1.

Dacik=1=t>n1=a+1=2v>2"vsicuml <a<2'=v=1
sauv=2 (cazul v=2 este exclus deoarece (v,2) = 1).

Daciv=1=t=n-lsaut=n.Incazult=n-1 =>a=2""-liart=n=
a=2"-1.

in concluzie : daci p=2sin>2inU(Z ; ,-) numai elementele -1,1,

21 si 2"'+1 au ordinul cel mult 2, obtinand concluzia cerut de (i).
Acum, concluziile cerute de (iii) ( varianta de generalizare a teoremei
lui Wilson) rezulta tinand cont de (i), (ii) si de problema 3.17.

2
"

3.19. (i). Sd notam H, = Up" siy,=cos <= +1isin i—’j ,neN.

n n+l n
DacizeH, = z? =1=2z" =(z? ’=1°=1 = zeH,;,;= H,c H,,,

(aceastd incluziune este strictd deoarece y,€H,: si cum y "= COS 27” +
+i sin 27” #1 = yn 2Hy).

(ii). Rezulta imediat din (i).

(ii1). Fie H< U o H=U = si n cel mai mic numar natural pentru care
yn€H si y,12H. Vom demonstra ca H = H,,.

Incluziunea H, c H este evidenta ( deoarece H, = <y,> iar y,eH).
Fie zeH < Up,c = (3) meN ali zeH, = o(z) | p" = 0o(z) = p" cu

0 <r <m. Deci z este o radacina de ordin r a unitétii = z = yf cu (k,p) =1.

DaciabeZai ak +bp' =1 =y, =y =(y* ) =z2eH=r<nsi

cumH,cH,=zeH,=>HcH,=H=H,.
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3.20. Daca M,NeGL,(A), atunci det(M), det(N)eU(A*,) si cum
det(MN) = det(M)-det(N) = MN eGL,(A).

Evident I,e GL,(A) iar daci Me GL,(A), cum det(M") = (det(M))”
deducem ci M eU(A*,), adica M e GL,(A).

Rezulta astfel ca (GL,(A),) este grup.

Dacid M,NeSL,(A), atunci det(M) = det(N) = 1 si deoarece det(MN™") =
=det(M)-(det(N))'=1-1" = 1 deducem ci MN™' € S,(A), adicd SL,(A) < GL,(A).

3.21. Dacd V este un K- spatiu vectorial de dimensiune n, atunci
|V|= q" si se observd imediat ca |GLn(K) | este egal cu numarul sistemelor
ordonate (ey,e,,...,e,) de elemente ale lui V ce constituie baze ale lui V peste K.

Insd pentru a alege o bazi a lui V peste K, putem alege mai intai pe e, ca

in concluzie | GL,(K)| = (q"~1)(q™q)...(q"-q™").

3.22. Cum det(U) =det(V) =1 = U,Ve SLy(%).
Prin calcul se verifica relatiile:

IR O P (R

precum si egalitatea:

-1 0
(*)( ]= U'vViuU Ve
0 -1

. b .
Fie acum M = (a d} eSL,(Z) (deci ad —bc = 1).
Cc

Vom demonstra prin inductie matematica asupra lui | ¢ | cd M poate fi
scrisa sub forma M = Tfl Tf; ,cuTe{UV}, keZ, 1<i<n.

Daca|c|=0=>c=0=ad=1=a=d=1sau a=d=-1.
1
0

(a=d=-1) avem M = AR N L | L M R R TRV R T
0 -1 0 -1){0 1

- b
In primul caz (a =d = 1) avem M = ( 1J= U’ iar in al doilea caz

(tinand cont de (*)).

Presupunem acum ca | c | #0 sifieqreZal.a=cq+r,cul <r<c.
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r—c b—(q—-1d

Deoarece M= VUT'M = [
r b—qd

], conform ipotezei de

inductie putem scrie M;=T f‘ Tf; ,cuT;e{UV}, kieZ, 1 <i<m,deunde M
=U"'VIM, ==U""V T LT

3.23. Faptul ca U,V,WeGL,(Z) este imediat. Daca Me GL,(Z), atunci
det(M) = 1 sau —1.

Daca det(M) = 1, atunci Me SLy(Z) si totul rezultd din problema
anterioara, iar dacd det(M) = -1, cum det(W) = -1 deducem ca
det(WM) = det(W)-det(M) = 1, deci WMe SL,(Z) si din nou afirmatia rezulta
din exercitiul anterior deoarece M=W™'(WM).

3.24. Daca H,KeLy(G), HAK=HnNK €Ly(G)iar Hv K=HK =
=KH eLy(G).

Pentru prima parte, fie xeG si heH n K; atunci xhx' eH, K deci
xhx'eH N K, adicda HNK €Ly(G)

Pentru partea a doua avem HK= U xK = U Kx = KH, deoarece Kx =
xeH xeH

=xK, oricare ar fi xeG, K fiind subgrup normal al lui G.

in mod evident H,K < HK, iar daca alegem S < G a.i. HKcS, atunci
HKcS, adica HK = KH = H v K. Pentru a ardta ca HK este subgrup normal in
G, fie xeG, heH si kek.

Scriind x(hk)x" = (xhx")(xkx"), cum xhx" €H si xkx™' €K, deducem ci
x (hk)x "' e HK, adicd HK < G, deci H v K €Ly(G).

Am demonstrat ca Ly(G) este o sublatice a lui L(G) ( chiar marginita
deoarece {1} si G €Ly(Q)).

Demonstram ca este o latice modulara, adica oricare ar fi H,K,LeLy(G)
cu HcK, se verificd relatia K A (H v K)=H v (K A L). Cum in orice latice
are loc Hv (KAL) <K A (H v K), este suficient sa probam K A (Hv K ) <
<H v (K A L), adicd K n(HL) < H(KNL). Daca xe K n(HL) atunci xeK si
xeHL, adici x =yz cu yeH si zeL. Avem z =y 'x €K si cum zeL deducem ca
zeKNL. Cum yeH rezulta cd x =yz eH(KNL), adica K n(HL) < H(KNL).

3.25. Daca M este un A — modul, atunci este in particular un grup
comutativ. Cum intr-un grup comutativ subgrupurile sunt subgrupuri normale,
se aplica problema anterioara tindnd cont cd submodulele sunt in particular
subgrupuri 1n grupuri aditive comutative ( dacd N, SeL (M), NAS=N N Ssi
NvS=N+S=S+N).
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3.26. Daci xeG siy eH c Z(G) = yeZ(G) = xyx' =xx'y =y €H,
adicad H este subgrup normal al lui G.

3.27. Fie xeZ(H), geG si heH. Din H <G = g'hg eH = g'hgx =
=xg'hg < hgxg' = gxg''h = gxg'eZ(H) = Z(H) <G.

3.28. Avem ca H = {1,x} cuxeG, x’ = 1, x # 1. Atunci (V) yeG avem
yxy' €H, deci yxy' =1 sau yxy' =x. Daci yxy' =1 = yx =y = x = |, fals.
Deci yxy' =x, adicd yx = xy = xeZ(G) = H < Z(G).

3.29. Deoarece |G:H| = 2 = (G/H), = { H, xH} cu x¢H. Atunci si
(GHy={H,Hx}. DnHnxH=HnHx=¢dsiHuxH=HuUHx=G
deducem ca xH = Hx, adica H< G.

3.30. Sa demonstram la inceput ca daca y,zeG si y" = z", atunci y = z.

Daca m = | G |, deoarece (m,n) = 1, exista s,teZ a.il. ms + nt = 1.
Atunci y = y™"™ = y" = 7" = z7™"™ = 7, deoarece ordinele lui y si z divid pe m.
Rezultd atunci ca multimea {y" | yeG} contine m elemente diferite ale lui G,
adica coincide cu G, de unde si faptul ¢d x = y" pentru un singur y.

3.31. Deoarece G/Z(G) are ordinul n, [x,y]"€Z(G), deci [x,y]""'=
="y'x[oyly = Xy Axyy oyl = oy?] Iy xy, yIT

3.32. Raspunsul este negativ. Consideram S; grupul permutarilor de

1 2 3 1 2 3
ordin 3, S; = {e, 01,0,,03,04,05}, unde € = , O= R
3 { 1,92,03,04 5} [1 2 ?J 1 [1 3 2]

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
Gy = , 03= , 04 = , 05 = .
(3 2 1] (2 1 3] (3 1 ZJ (2 3 J

Din teorema lui Lagrange rezultd ca orice subgrup propriu al lui S; are 2
sau 3 elemente, deci subgrupurile lui S; sunt H; ={e}, H, = {e,0,}, H3 = {e,0,},
Hy = {e,03}, Hs = {e, 04,05}. Toate acestea sunt comutative, dar ¢,6,= G5 §i
0,61= 04, deci 6,6, # 6,0].

3.33. Fie xe@, x # 1. Daca notam cu k = o(x), atunci conform teoremei

lui Lagrange k |n, deci putem scrie n = k-p, cu peN*. Atunci x" = x** = (x)° =
=1"=1.

Iata o solutie care nu utilizeaza teorema lui Lagrange in cazul in care G
este comutativ.

Presupunem ca G = {xy, X, ... ,X,} §i fie xeG.
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Deoarece {xx;, XX3, ... ,XX,}=G = (XX1)(XX3)...(XX,) = X(X;...X, =
X'(X1X2...Xp) = X1X2... X, = X = 1.

Fie acum aneN* (an) = 1. Deoarece ae€U(Z),) iar grupul
G = U(Z;,) are ¢(n) elemente, conform celor de mai sus deducem ca

(@)™ =1=nla""-1.

3.34. (i). Cum (G,") este un grup cu n elemente, atunci x" = 1, (V) xeG
(conform problemei 3.33.). Aceasta inseamna ca G — U,,. Dar atat G cat si U, au
cate n elemente, ceea ce aratd ca G = U,,.

(ii). Notim & = cos 2% +isin2%. Atunci G =Uy = { 1, &, ...£"1}.
n n

Fie k =nq+r cu 0 <r <n si deci, notdnd cu S suma din enunt, rezulta :
S=aj+asj+t.tal =1+ +&+ L+ (E)E+(EYE
o+ (in)(n-l)q . i(n-l)r — 1 + E)r_,’_ §2r+ “._,’_i(n-l)r.
Deci daca r =0, atunci S = n, iar daca r > 0, atunci :
_ ry\n _ n\r _
S:1+§r+§2r+.“+a(n-l)r::1 (4: ) _ 1 (63) _ 1 1 -0.
l—fr 1_65:’ l_é;r

3.35. (i). Fie acA fixat si xeG \ A. Atunci axeA ( dacd ax ¢ A =
axeG\ A, sicum xeG\ A = aeG \ A- contradictie)

Fie f: G\ A— A, f(x) = ax. Atunci f este injectiva.

Daca G \ A este infinitd = A infinitd ( deoarece f este injectivd) —
contradictie.

Deci G\ A este finitda = G = (G \ A) U A = finit.

Fie |G| =m si |A| = n = |G \ A| = m-n. Deoarece G \ A < G, atunci
m-n |m = m-n =m = n = 0- imposibil sau m-n <m/2 = m < 2n = |G| <L 2|A].

(ii). m-n | m = m-n | m-n+n = m-n | n. Dacd n este prim = m-n = 1
sau m-n =n, deci m = n+1 sau m = 2n.

3.36. Fie H' =< {g'hg : geG, heH}>.
Sa demonstram la inceput ca H < H' si H' < G. Cum pentru xeH avem
x=1"x1iar 1eG = H c H'. Dacid o = g'lhg, cu ge@G, heH, atunci se verifica

usor cd o = g'h"g, (V) neZ.
Tinand cont de definitia subgrupului generat de o multime, deducem ca
un element din H' este de forma:

h= (g, hg)"...(& )" cu gieG, hieH, nieZ,i=1.2,...k, keN.,
Astfel, dacd geG, g'hg =g '[(g:"h" g1)...(g'h}* g)lg=[(21®) "} (2ig)]...
. [(z@'h} (g@)]eH’, deci H' < G.
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Fie acum H" <G a.i. HCH" ; atunci deoarece orice element de forma

g'h! g cugeH, neZestein H' = H cH".

3.37. (i). Definim f : (CNB/CNA)y — (B/A)4 prin f((CNA)X) = Ax,
(V) xeCnB.

Daci x,yeCB si (CNA)x = (CPA)y, atunci xy' eCnA < A, deci
Ax = Ay, adica f este corect definita.

Daci x,yeCnB si Ax = Ay = xy'eC n A = (C n A)x = (C N A)y,
adica f este injectiva, de unde rezulta ca | (CNB/CnA)q | < | (B/A)y | &
(CNB): (CNA)|I<|B:A|

(ii). Cum A <G, conformcu (i)avem |G: A | = |(GNB): (BN A)|=
=B : (AnB)|, prinurmare |G: A|-|G:B|2|B:(AnB)|-|G:B]| =
=|G:(AnB)|

(ii1). cum B < A v B, conform cu (i) avem:

|[AvB|>2|(AvB)NA:(AmB)|<|(AvB):B|>2|A:(AnB)]|.

3.38. (i). Conform problemei anterioare avem:

|IG:(AnB)|<|G:A||G:B],
deci | G : (A NB) | este finit.

De asemenea, |G: (ANB)|=|G:A|-|A:(AnB)|=|G:B|"-
|B:(ANB)|.Cum|G:A|si|G:B]|sunt prime intre ele, rezultd ca |G : A|
divide B: (AN B) |, deci | G: A|<|B:(AnB)]|.

Pe de alta parte, tot din exercitiul precedent ((iii)), avem ca |G : A | >
>2|(AvB):A|2|B:(AnB) |. Prin urmare | G : A|=| B : (AnB) | si
|G:(AnB) |=]G:A|-]G:B]

(ii). In cazul in care G este finit, relatia | G : (A"B) |=|G: A |G : B |
sescrie |G|/|AB | =(G|/|AJ)(G]|/]|B]), de unde rezulta ca
|G |=(A[|B]|)/|AnB| = |AB| ( conform problemei 2.35.) si astfel G = AB.

3.39. Tinand cont de problemei 3.37., ((iii)) si de ipoteza avem:

[(AvB):B|>|A:(AnB)|>1/2-|G:B|.

Cum |G:B|=|G:(AVvB)|'|(AvB):B|=|G:(AvB)| <2,de
unde |G:(AvB)|=1= G =AvVB.

3.40. Fie x4, Xa, ..., X, €G al. <x, Xy, ..., X>=GsiH<Gal |G:H|=
=m (m,ne N*),
Pentru fiecare j = 1,2,...,n notdnd X,y = xj'l, fie gi, 2,...,2,€G a..

G = |J Hg, unde g, = 1. Atunci, pentru fiecare pereche ordonata (i,j) exista un
i=1
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unic element hjjeH si un unic ke {1,2,....m} ai gx; = hyge 1€{l,2,....m} si
jei{l,2,...,2n}.

Se probeaza acum imediat faptul cd {h;; :i=1,2,...,m,j=1,2,...,n} este
un sistem de generatori pentru H.

3.41. Este suficient s probam afirmatia din enunt pentru cazul a doua
subgrupuri H, K ale Iui G.

Pentru aceasta definim f : (G/HNK)y — (G/H)q x (G/K)4 prin
f(x(HNK)) = (xH, xK), (V) xeG.

Sa demonstram acum ca f este injectiva si totul va fi clar; pentru aceasta
fie x,yeG ai. xH = yH si xK = yK. Deducem imediat ci xy"' eHNK, deci
x(HNK) = y(HNK), adica f este injectivd (de fapt putem utiliza §i problemei
3.37. (ii)).

3.42. Faptul ca Cg(x) < G este imediat. Fie acum abeG. Din
echivalentele axa' = bxb"' < b'ae Cg(x) & a Cg(x) = b Cg(x) deducem ci
dacd notam cu C; multimea conjugatilor lui x din G, atunci functia
f: Cy » (G/ Co(x)), flaxa') = a Cg(x), (V) acG este corect definita si
injectivd. Cum surjectivitatea lui f este evidentd, deducem ca
| Cx[=1(G/ Co(x)a [ =[G : Co(x) |-

3.43. Daca alegem H a.i. K < H < G, deoarece Z(H) < Cg(K), atunci in
ipoteza Cg(K) = 1 rezultd ca Z(H) = 1.

Reciproc, presupunem ca Z(H) = 1 pentru orice H a.i. K < H <G. Daca
xe Cg(K), atunci pentru H = < Ku{x}> avem K < H < G si xeZ(H) = 1, deci
Co(K)=1.

3.44. (i). Fie A= (aj)i<ijen €Cs(D); deoarece K # Z, pentru orice
1 <j <k < n putem alege elementele h;eK*,1=1,2,...,n cu h; # h,. Considerand
matricea B ce are pe diagonala principald elementele h,, h,,..., h, iar in rest
zero, din AB = BA = ax = 0 = AeD, adicd Cg(D) < D ( am notat
G = GL,(K)).

Deoarece D este comutativ deducem ca D < Cg(D), adica Cg(D) = D.

Fie acum A = (aj))1<ij<n €Z(G) < Cg(D) =D cu aj = 0 pentru j # k.

Notand cu EjjeM,(K) matricea ce are pe pozitia (i,j) pe 1 iar in rest
zero, considerdm pentru orice (i,j) cu 1 <i <j <n, matricea B = I, + E;;. Atunci
B' =1, Ejiar BAB" =B + (a; — a;)E;;. Scriind ¢ BAB™ = B = a; = aj;, adica
Ae{al, : aeK}, de unde incluziunea Z(G) < {al, : acK}. Cum cealalalta

incluziune este evidenta deducem egalitatea ceruta.
(ii). Sa notam S = SL,(K).
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Daca n = 2, cum K # 7Z,, Z; putem alege xeK, x # -1 sau 1 si
considerand x; = x, X, = X' avem x;x, = 1, deci matricea B = x,E;; + X,E»
eDNS. Alegand acum A € Cg(DNS), din AB = BA = a|; = a;; = 0, adica
AeD.

Daca n > 2, atunci K # Z, iar pentru 1 <j <k <n alegem te {1,2,...,n}\
\j,k} si x=x,=-liarx;=1pentruie{l1,2,....,n} \ {k,t}.

Deoarece XiX,...Xx, =1 avem ca B =xE; + ...+ x,E;, eDNS.

Din egalitatea AB = BA = a; =0, adica AeD.

In ambele situatii obtinem ci Cg(D N S) < D.

Cum D este comutativ si D 'S < D = D < Cg(D n S), adica
Ce(DMS)=S.

Avem Z(S) < Cg(D n S) =S, deci Z(S) < D n S. Observam ca pentru
orice 1,j cu 1<1 <j <n, matricea B =1, + E;; €S.

Cu ajutorul lui B repetam rationamentul : orice matrice din Z(S) este
scalara, adica Z(S) £ S n Z(G) si cum incluziunea S N Z(G) < Z(S) este
evidentd, deducem ca Z(S) = S N Z(G).

3.45. Fie H = < p > < D,; deoarece o(p) = n deducem cd H este subgrup
ciclic de ordin n.

Orice element din D, \ H este de forma pks, k = 0,1,....n-1. De
asemenea, avem cd gp = p“'ls = p'ls. Daca presupunem ca spk = p'ks, atunci
spk+1 = ?,ppk = p'lspk =p'1p'k8 = =p'(k”)s, prin urmare spk = p'k pentru orice
k=0,1,....n-1 si (p*e)* = p*ep e =p*pre’ = 1.

Rezulta ca pentru orice xeD, \ H avem o(x) = 2. Daca H' = <x>, xeD,
(iar D, este grup ciclic de ordin n) atunci o(x) = n > 2, deci xeH. Dar atunci

H'<H, |H'|=|H|=n,deci H=H"

3.46. Avem ca D, = {kat : k =0,1,...,n-1, iar t = 0,1}. Pentru
kre{0,1,...n-1} avem p* (p'e) =p“esi (p*€)p" = p"e, prin urmare p* (p'e)=
= (prs)pk < k+r=r-k(modn) < 2k =0 (mod n).

Rezultd cid un element de forma p'e, r = 0,1,...,n-1 nu face parte din
Z(D,). In plus, p*eZ(D,) < 2k = 0 (mod n).

Daca n este impar, rezulta ca k = 0, deci |Z(D,)| = 1, iar dacd n este par,
n=2m, atunci k = 0 sau k = m, adicd Z(D,) = {1, p"}, deci |Z(D,)| = 2.

3.47. Sa presupunem prin absurd ca (3) H < A4 ai. [H| = 6. Atunci
|Ay:H| =12:6=2sideci H < A4 (conform problemei 3.29. ). Deoarece Ay
contine 8 ciclii de lungime 3, H va trebui sd contind un astfel de ciclu a. Tinand
cont de problema 2.87. deducem cd in S; o va avea 8 conjugati, astfel ca
Cs, (o) va avea in S, indicele 8 (conform problemei 3.42.) iar ordinul
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24 : 8 = 3; exista deci numai 3 permutari in S, ( cu atdt mai mult Tn Ay) ce
comutd cu o. Acestea sunt o, o' si e (permutarea identica din S,). Deoarece
toate sunt in Ay, rezultd ca Ca, (o) are ordinul 3 iar indicele in A4 egal cu

12 :3 =4. Deci a are 4 conjugati in Ay, care vor fi de fapt in H caci H < A,.

De asemenea, H trebuie sd contind si un element 3 de ordin 2,
= (ab)(cd). Am depistat astfel 6 elemente ale lui H §i anume : 4 ciclii de
lungime 3, B si e.

Daci y = (a,b,c), atunci yeAy4, YBY" = (c,a)(b,d) # B iar yBy'€H. Am
gasit astfel un nou element in H diferit de cele 6 ( si anume pe yBy'), ceea ce
contrazice presupunerea de existentd alui H <A ai |H|=6.

§4. Morfisme si izomorfisme de grupuri.
Grupuri factor. Teorema lui Cauchy.
Teoremele de izomorfism pentru grupuri.

4.1. Daci x,yeG atunci f(x) = g(x) si f(y) = g(y), astfel ci f(xy') =
=f0f(y™) = f)(f(y) " = gX)(EW) " = gxgly™) = gkxy™), adicd xy " €G, deci
G<Gy.

Afirmatiile (i) si (ii) se demonstreaza acum analog ca in cazul
monoizilor (vezi problema 1.28.).

4.2. (1) = (ii). Daca xeKer(f) = f(x) = 1 = f(1) = x =1, adica Ker(f) =
{1}.

(i) = (i). Daci x,yeG; si f(x) = f(y) = fixy') = 1 = xy" eKer(f) =
xy'=1= x =Yy, adici f este injectiva.

4.3. (1) = (ii). Dacd xeGo = (fo g)(x) = (fe h)(x) = f(g(x)) = f(h(x)) =
g(x)=h(x) = g=h

(i) = (i). Sa presupunem prin absurd cd f nu este injectiva, adica
Ker(f) # {1}( conform problemei 4.2.).

Consideram g,h : Ker(f) —> G,, g morfismul incluziune iar h morfismul
nul.

Daca xeKer(f) = (fo g)(x) = f(g(x)) = f(x) = 1 iar (fo h)(x) = f(h(x)) =
=f(1) =1, adicd fo g = fo h si totusi g # h, ceea ce este absurd.

Deci Ker(f) = {1}, adica f este injectiva.

4.4. (i) = (ii). Fie yeGy; cum f este surjectiva (3) xeG; ali. y = f(x).
Din ge f=he f= g(f(x)) = h(f(x)) = g(y) =h(y) = g =h.
(i) = (i). (Dupa Eilenberg si Moore) Fie H = f(G;) < G,.
Daca H = G,, evident f este surjectiva; presupunem ca H # G,.
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Cazul 1. |G : H| = 2, atunci conform problemei 3.29. avem ca H< G; si
considerand in categoria grupurilor diagrama:
g
G— -G, G; = Gy/H,
h
unde g este morfismul surjectiv canonic iar h este morfismul nul, atunci se
verifica imediat ca go f=ho fsi totusi g+ h, absurd!.
Cazul 2. |G, : H| > 2. Fie {X;}ic1 un sistem complet de reprezentanti
pentru clasele de resturi la stdnga ale lui G, relativ la subgrupul H.
Pentru clasa de resturi H alegem ca reprezentant pe 1 si fie i€l a.l.

Fie 6 : I — I o bijectie a.i. o(ip) =iy s1 6(i) # 1, (V) 1 # 1.

Definim A : G, = Gy, A(X) = xx{lxc(i), daca xeHx;.

Daca A(x) = My) = xx{lxc(i) = yxj'lxg(j), cu xeHx; iar yeHx;. Cum xx,
yx;'eH = x,eHxqg = o(i) = o(j) = i = j = x =y, deci A este o functie
injectiva.

Dacd yeG,, yeHx;siiel ai. o(i) =], fieh = yxj'1 € H si x = hx;. Atunci
}\.(X) = XXi-IXO-(i) = h XiXi_IXG(i) = hXj =Yy, deci A este Surjec;ie, adica A este
bijectie.

Consideram in categoria grupurilor diagrama:

G — G, - G;, unde G; = }(Gy), a este morfismul
B
Cayley ( adica pentru geG,, a(g) : G, > Gy, a(g)(x) = gx, (V) xe@Gy) iar
B(g) = Ao a(g)o A, (V) ge@G,. Sa demonstram ca o(g) = B(g) < geH. (*)
Daci a(g) = B(2) = a(@)(X®) = B@)X), (V) xeG= gx = 1" (gh(x)),
(V) xeG, atunci considerdnd x = 1 = g = A(g) (pentru ci A(1) = 1). Deci
g= }\.(g) = gXi-IXO-(i) = xi'lxc(i) =1= Xi = Xo(@) = 1= G(l) = X=X 0 1= gEH
Daca heH si xeG, = A(hx) = hA(x) (caci xeHx; = A(hx) = hxx{lxg(if
=h(A(x))), deci dacd geH = (B(2))(x) = 1" (2(x)) = A" (Mgx)) = gx= (())(X),
(V) xeG = a(g) = P(g).
Din (*) rezultd ca oo f = fo f si cum o # B obtinem contradictia ce ne
aratd ca f este surjectiva.

4.5. Pe multime M x M consideram relatia ((x,y),(x',y"))ep < xy' =x'y
si se verica imediat ca este o congruenta pe multimea produs M x M.
Consideram Gy = (M x M)/p si pentru (x,y) € M x M vom nota prin
(x,y), clasa de echivalenta a lui (x,y) modulo p.
Pentru (x;,y;))e M x M, 1= 1,2, definim:
(X1,y1)p(X2y2)p = (X1 X2,¥1¥2)p -
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Se probeaza imediat faptul ca aceastd operatie este corect definita si
dubletul (Gy,") devine in felul acesta grup (elementul neutru este (1,1), iar
XYy = (¥:X)p).

Aplicatia iy : M = Gy, im(X) = (X,1),, (V) xeM este morfismul cautat.

Intr-adevar, dacid x,yeM, atunci iy(xy) = xy,D)p = x,1)p (v,1)p =
=ipm(x)- im(y) siim(1) = (1,1), = 1, adica iy este morfism de monoizi.

Dacd im(x) = im(y) = (x,1),= (v,1), = x'1 =y-1 = x =Yy, adicid iy este
morfism injectiv de monoizi.

Fie acum G un grup comutativ si u : G — M un morfism de monoizi.

Definim u’ : Gy — G prin u'((x,y)) = u(x)-(u(y)) ™, (V) (x,y) € M x M.

Evident, u’ este corect definitd deoarece daca mai avem (x',y')e M x M
ai. (xy), = (XY = xy' = X'y = u(xy) = u(x'y) = uEu(y)= ux)uly) =
u(x)(u(y)'= ux)E))" = w(xy),) = u'(x.y),)-

De asemenea, w((x,y),"(x',y"),) = 0'((xx',yy’),) = u(xx')-(u(yy"))" =
= u(xu(x)y)u)’ = @EQE) D EE)UE)™) = VY)Y,
adica u’ este morfism de monoizi.

Dacd xeM, atunci (u'e iy)(X) = u'(im(x)) = v'((x,1),) = u(x)u(l) = u(x),
adicau’o iy =u.

Unicitatea lui u’ se verifica imediat.

4.6. Fie e > 1 elementul neutru al grupului (M, o ).

Atunci xoc e=xetax+be++c=xsieox=ex+ae+bx+c=x
pentru orice x > 1, deunde e + a=1,be + c=0,e+b =1 si ac + ¢ = 0. Din
ultimele patru relatii deducema=b,e=1-a>l sia(l -a)+c=0,decia=b <0
si ¢ = a’-a. Operatia algebricd se scrie xo y = xy + a(x + + y) + a’a. Cum M
este stabila relativ la "o "’ rezulti x o x = x> + 2ax + a’-a >1 pentru orice x >1.
Deci lin} (x*+2ax +a*-a)=a’+a+ 121, de unde a(a + 1) > 0 si cum a <0

X—>

rezultd a < -1.
- . l-a . . l-a a
Dacia<-1, fiex= - >]s1y>1. Atunci xo y = Ty+a(1—3+y)

_ (1+a)y+a2—

+aa IS5l +ay+ta-a>2 < (1+a)(y+a-2)>0.

Cum 1+ a < 0, rezultd ca y + a — 2 < 0 pentru orice y >1, fals céaci
lim (y+a-2) = +o0. Deci a = -1 si operatia devine xo y = xy - (X +y) + 2. Se
y—oo

aratd cu usurinta ca (M, o ) este grup.

Fie f : M>R, f(x) = In(x-1). Cum f(xeoy) = f(xy-(xt+y)+2) =
=In(xy-x-y+1) = In((x-1)(y-1)) = In(x-1) + In(y-1) = f(x) + f(y), rezulta ca f este
morfism de grupuri. Cum f este bijectiva, rezultd cd f este izomorfism de
grupuri.
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4.7. Cum G = {0}, exista aeG, a#0. Deoarece G < R, -aeG , deci G
contine numere reale strict pozitive. Fie a > 0, aeG si b = a+1. Cum GN(-b,b)
este finitd si nevida (contine numarul a), fie a cel mai mic numar real strict
pozitiv al ei. Atunci o este cel mai mic numar real strict pozitiv al lui G,
(Intr-adevar, daca BeG, f > 0, B < a atunci Be(-b,b)NG ceea ce contrazice
alegerea lui a).

Vom arata ca G = {ak / keZ} = oZ.

Incluziunea aZc G este imediatd (se demonstreaza prin inductie dupa
k >0 ca oakeG si cum a(-k) = -(ak)eG pentru orice k>0, rezulta incluziunea
dorita).

Pentru incluziunea inversa, fie B > 0, feG si p = [ﬁ]. Rezulta ca
(24

p < s <p+ 1 sau pa < B < pata, de unde 0 < B-pa < a. Cum BeG, pa € G,
a

deducem ca B-paeG si tinand cont de alegerea lui a, avem ca B-pa = 0, adica
B=pae{ak/keZ}.
Dacid B < 0, BeG atunci -p > 0, -peG si deci -BeaZ, de unde feas.
Cum evident 0 = 0-0 € aZ, rezultd G = oZ. Grupurile (G,+) si (Z,+)
sunt izomorfe prin aplicatia f : G — Z, f(ak) =k, (V) keZ.

4.8. (i). Daca H, < G si x,yeH, atunci xyeH, deci xzyz = 1= (xy)2 =
=Xyxy = x'lxzyzy'1 = x'lxyxyy'1 = Xy = yX.

Dacid Xy = yx pentru orice X,yeH,, atunci (xy)’ = xyxy = x’y* =1 si
(x")*=x»"=1deci H, <G.

(ii). Evident 1€H,. Daca existd xeH, \ {1}, fie k eN* cel mai mic cu

proprietatea x* = 1. Folosind teorema impartirii cu rest, existd q,reZ, 0 <r<k
al.p=kqg+r=1=x"=x)x"=x"=r=0, de unde k = p. Rezult ci
H, = {1,x,x%,...,x""} care este un subgrup al lui G.

Izomorfismul dintre H, si (Z,,+) este dat de X =i ,0<1<p-1.

alog, alog, y

4.9. (i). Fie x,yeG. Atunci xoy = X 7> 0. Daci x =1=
x = 1 sau alog,y = 0 = y = 1 — imposibil deoarece 1¢G. Atunci xoy G, deci
G este parte stabila fata de operatia algebrica "’ o .

- asociativitatea $i comutativitatea rezulta prin calcul ;

. . 1
- elementul neutru : fie ecG ali. xoe =x, (V) xeG = x* ®‘=x o
1

| 1
aloge=1<loge=— <e=a%.
(24

132



o . log, x'
- elementele simetrizabile : fie xeG ai. xox' =e & x“ ™" =32
1 1 1
log,, x' o
log, x“* " =log, a% < a logx'logx = — < logx = ———
a a’log, x
1
Zl " . . . - . [
x'=a” " este simetricul lui x fatd de operatia algebrica " o".

Deci G, , este grup abelian.
(ii). Fief: R - G, f(x) = a® . Aritim ci f este injectiva :
x Yy
fx)=fly) =>a* =a* = rr =>Xx=Y.
[24 [24

Aratam ca f este si surjectiva : fie y €G si atunci f(x) =y < a®= y <
L= log.,y & x = a log,ye R*.
[24

Xy
Fie x,yeR*. Atunci f(xy) = f(x)ef(y) < a®= f(x)**%/" &
x x 2 o L v W
a?=@a*)"" Vs ae=(a%) e a?=a, decif este un morfism de
grupuri.
Astfel, am demonstrat ca f este un izomorfism de grupuri, adica

R* = G, . Analog R* = Gy, deci G, 4 = Gy p.

4.10. Se verifica usor axiomele grupului fatd de inmultirea matricelor.
cha sha} . (chb sh b
§

- daca A= (sh a cha shb chb

J atunci
AB — (ch (a+b) sh(a+b)

sh(a+b) ch(a+ b)J astfel ca M este parte stabila in raport cu

inmultirea matricelor;
- asociativitatea este evidenta;
ch 0 sh O]

>

- t te [, -
elementul neutru este 1, (sh 0 cho

- dacd AeM, atunci det A = ch’a — sh’a =1, deci A este inversabila si
cha —sh aJ_ (ch (—a) sh (—a)]

. ieste Al =
inversa ei este ( sh (—a) ch (—a)

—sha cha
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cha sha

Functia f: R —> M, f(a) = ( ]este izomorfismul dorit

sha cha

(folosim faptul ca: cha chb +sha shb=ch(a+b)sishachb+chashb=
=sh (a + b)).

4.11. (i). Se verificd usor axiomele grupului fatd de inmultirea
matricelor pentru multimile M si G.
Pentru multimea M:

2b 3b
- M este parte stabila: fie A\ BeM, A= (a - J

26 a-2b
B (a' +2b"  3b

,cua’ — 10b”> = (a')* — 10(b")* = 1. Atunci:
20 a -2l

AB= ((aa +10bb") + 2(ab’ + a'b) 3(ab' + a'b) J

2(ab' + a'b) (ad’ +10bb") —2(ab’ + a'b)

si se verifica prin calcul cd (aa’ +10 bb’)* —10 (ab’ + a’b)* = 1, deci ABeM.
- asociativitatea : se stie cd inmultirea matricelor este asociativa.
- elementul neutru este evident I, deoarece I, e M.

2b 3b
- elementele inversabile: fie AeM\ {I,}, A= ar
2b a-2b

a’> — 10b> = 1= det A = 1 = A este inversabild. Inversa lui A se calculeazi

usor :
A= [a +2(=b)  3(-b) j oM.
2-b)  a-2-b)
Calcule simple sunt si pentru G.

2b b
(i). Izomorfismul cautat este :M—G, f( (a erb 3 2bJ )=a+b+10.
a—

4.12. (i). Numarul matricelor de forma [ * yJ cu x,yeZ; este egal
-y x

cu numdrul perechilor (x,y) € Z3xZ5, adica 3-3 = 9 ( deoarece la perechi distincte
corespund matrice distincte).

(ii). Se observa ci multimea solutiilor ecuatiei x> + y* = 1, x,yeZ;
contine doar urmatoarele perechi : (6,1), (1,6), (ﬁ,ﬁ), (6,@). Deci G va fi formata

din 4 matrice :



(iii). Alcatuind tabla de inmultire a elementelor lui G, deducem ca
acesta este un grup :

e a b c

e e a b ¢

a a b ¢ e

b c e a
e a

(iv). Pentru a defini morfismul f: G — Z4 vom alcitui tabla adunarii in

2y
1o 1 2 3
o100 1 2 3
11 2 3 o0
212 3 0 1
313 0 1 2

Vom pune f(e) = 0, fa) =1 , f(b) =2 si f(c) =3. Se verifica imediat
faptul ca f(x - y) = f(x) + f(y), (V) x,yeG ( prin compararea celor doua tabele) si
se observi ca f este si bijectiva. Astfel, (G,) = (Z4, +).

4.13. (i). Se verifica axiomele grupului prin calcule simple ( elementul

1 00 a 0 ib
neutru este E=|0 0 0|eM, si deoarece daca AeM,A=|0 0 0| = A
0 0 1 ib 0 a
a - =b
. . . a?+b? 0 laz-ﬁ—b2 .
este simetrizabild deoarece A'=| 0 0 0 |eM verifica faptul ca
) a
a?+b? 0 a?+b?
AA'=A'A=E).
(ii). Faptul ca (C*,) =~ (M,) este evident deoarece f: C* — M,
a 0 ib
fla+ib)= |0 0 0| este izomorfism de grupuri. Atunci f((a + ib)") = A",
ib 0 a

oricare ar fineN.
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I 0 i

In cazul nostru, A= [0 0 0| =f(1+i) = A =f(1+1)" ). Dar
i 01

I +i=v2(cosZ +isinZ) = (I + i) =v2" (cosZ+ i sinZ )™=

=% (cos%+ i sin% ) =2"""cos (5007 +7) +isin (5007 +7)]=

=2'"(cos % +isinZ)=2""""0+i) =

0o o 2%
= A*=f0+i2""=] 0 0 o0
2'% 9 0

4.14. Se verifica axiomele grupului pentru multimile de matrice de la
(1) si (i) iar pentru (iii) se verifica conditiile de subgrup.
Izomorfismele cautate sunt :

- f:7Z->M, f(k)=Dy= [é ]lcj pentru (i);

1 1 2k+1
- g Z->MfkK)=M=|0 0 1 |pentru (ii);
0 0 1
1
- h:R—>Mh@=A,= (O Cl’] pentru (iii).
. . 2—a a-—1
4.15. (i). Notam cu M(a) = [ J eM, acR*,
2(1-a) 2a-1

Daca a,beR* = M(a)M(b) = M(ab), deci M este parte stabila in raport
cu inmultirea matricelor. Elementul unitate este M(1) = I, si M(a)" = M(1/a),

(V) a € R*, deci (M,") este grup.

in mod evident f : R* — M, f(a) = M(a), (V) acR* este izomorfism de
grupuri.

(ii). Prin inductie se verifica faptul cd M(a") = (M(a))", oricare ar fi
neN siaeR*

O alta posibilitate de a calcula (M(a))" este folosind izomorfismul f :

f(a") = f(a)" = (M())"= (M(a))" = [2(21__21) zaann__llJ

4.16. Se verifica cu usurinta axiomele grupului.
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1 ax afy
Functiile f,3: G = G, f,3(A)=[0 1 f |, cuo,p # 0, oricare ar fi

0 0 1
1 x y
matricea A=|0 1 z| din G, sunt automorfismele lui G. Cum a si  sunt
0 0 1

oarecare, atunci multimea automorfismelor este infinita.

4.17. (i). Se verifica imediat ca A(x) A(y) = A(2xy)eM, pentru orice
x,yeR.

Elementul neutru se obtine pentru x =% ,deci E = A(% )eM.

Inversa lui A(x) este A( 4i )eM si exista pentru orice x # 0.
X

(ii). Fie f: M — R* izomorfismul cerut. Se cauta f(A(x)) = ax si din
. a . . .
f(A(% )) =1, adica E =1 = a=2. Deci f(A(X)) = 2x si se verifica ugor ca este
izomorfism de grupuri.

4.18. (i). Prin calcul direct se arati ci A® = O;.

(if). Se verifica prin calcul cd (V) x,yeR, As-Ay = Ay €G, deci G este
parte stabild in raport cu inmultirea matricelor. Cum x+y = y+x si (x+y)+z =
=xH(y+z), (V) x,¥,Z €R = Ay Ay = AJA, $1 Apiyyiz = Axiyin) = Inmultirea pe G
este comutativa i asociativa.

Elementul neutru este ;.= A, €G iar inversul unui element A, din G
este A care este tot din G. Deci (G,-) este grup abelian.

(iii). Definind f : R — G, f(x) = A,, se verificd usor cd f este un
izomorfism de grupuri.

4.19. Se verificad imediat cd My este parte stabild fatd de inmultirea
matricelor. Asociativitatea este evidenta, elementul neutru este I, ( care se
obtine din a = 1 i b = 0) si deoarece toate matricele din My au determinantul
nenul, ele vor fi inversabile, iar inversele lor se va observa cd sunt din M.
Astfel, (My,") este grup.

Consideram ca exista f : C* — My un izomorfism de grupuri. Acesta va

N . . . . db
duce un element a + bi intr-o matrice din My, si anume : f(a+ bi) = (Z ] .
a
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Se deduce imediat ca f(1) = I,. Conditia f((at+bi)(a’+b'1)) =
f(a+bi)f(a’+b'1) este echivalenta cu :

aa'—bb" d(ab'+a'b) a db\(d db aa' +dbb'  d(ab' + a'b)
= = ceea  ce
ab'+a'b  aa'-bb' b a)\b 4 ab'+ad'b  aa' +dbb’
o . . -b
este posibil doar daca d = -1, deci f(a + bi) = (Z J (faptul ca f in aceasta
a
forma este o bijectie se verificd imediat).

4.20. Deoarece elementele lui G, se pot caracteriza si prin aceea ca
suma elementelor de pe linii si de pe fiecare coloana este egald cu 1, se deduce
imediat ca (G,,") este grup ( pentru AeG,, Al= A'eG,).

Fie acum A €G,. Fixand coloana i in matricea A, existd o unica linie j In
aceasta matrice cu proprietatea ca elementul de la intersectia lor este 1, adica
a;=1. Definim atunci permutarea c,<S, asociind fiecarui element i€ {1,2,...,n}
elementul je {1,2,...,n} definit ca mai sus, adica c4(i) =j < a;; = 1. Se probeaza
acum imediat ca asocierea A — o, este izomorfismul cautat.

4.21. (i). Se verifica axiomele grupului (e = 4eG este elementul

neutru; dacd xeG\{4}, atunci simetricul lui x este x’ = 3x _38 =3+ ! 3 Q).
X — X —

(i1). Se impune ca (1) =4 si f(xy) = f(x) of(y), (V) x,yeG< a+b=4
siaxy tb=(ax+b) o (ay+b)<a+b=4sia =a°=a=1sib=3=
f(x) =x +3.

(iii). Se procedeaza prin inductie si se obtine x" = (x-3)" + 3 ( deoarece
flx)=x-3sif':G—> R’ este izomorfism si deci f '(x") = (f '(x)" =

X)) =(x-3)"=>x"-3=(x-3)").

4.22. (i).Deoarece (V) x,yeG xoy = (x-5)(y-5)+ 5> 5, G este parte

n .

stabild in raport cu ""o''; asociativitatea rezultd prin calcul . Comutativitatea

rezultd din comutativitatea inmultirii §si adundrii numerelor reale. Elementul
5x—-24 1

=2 eG.

neutru este e = 6€G iar dacd xeG \ {6}, atunci x' = . =5+ 5
X— X —

Deci (G, ©) este grup comutativ.

(i1). Cautam un izomorfism f : (IRj ) = (G, o), de forma f(x) = ax + b.

Din f(xy) = f(x)of(y) = axy + b = (ax + b) (ay + b) — 5(ax + b) —
-S(ay +b) +30 =>a=1sib=>5= f(x) =x + 5 ( se verifica f(1) = 6). Evident f
este bijectiva, astfel avem izomorfismul dorit.

(iii). Cum (R ,-) ~ (R,+) (h: (0,00) = R, h(x) = In x este izomorfism
sau inversul acestuia g:R—(0,%0), g(x) = e* este izomorfism) = (R,+) = (G, o).
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(iv). Fiet=fog: R > G=t(x)=¢"+ 5, (V) xeR. Cum f'si g sunt
bijectii, rezultd cd si t este bijectie, adicd existd t': (G, °o) -» (R,+),
t'(x) = In (x-5).

Atunci t'(x") =nt'(x) @ In (x"-5)=nln(x - 5) < x"—5=(x—5)"de
unde rezultd cd x" = (x—35)" + 5.

4.23. Observam ca "' o "' se poate scrie astfel: Ao B =(A+LL)(B+,) —1,.

Daca A,.BeS = A+l,, B+I, sunt inversabile = Ao B + I, este
inversabild, deci Ao BeS, adicd S este parte stabila in raport cu "o ". Se
observda ca O,eS (deoarece O,+I, = I, este inversabild) iar Ao O, = A =
=0,0 A, deci O, este elementul neutru.

Daca AeS, A # O, 51 Ao B =0, = (A+L)(B+],) = I, = B+], este

inversabila in M,(R) = BeS si B+, este inversul la dreapta al lui A+I, in
M,(R). Analog, din Co A = O, = CeS si C+], este inversul la stinga al lui
A+L in My(R). Atunci B+, = C+,, de unde B = C, deci A este inversabila in
raport cu legea "o " si A' = (A+],)" — L.

Astfel, (S, o ) este grup.

Fie f: (S, o ) &> UM,(R), ) definita prin f(A) = A+I,; se verificd usor
faptul ca f este un izomorfism de grupuri.

4.24. (i). Fie xeG si xp,..., x,€G \ {1} al. xx-.. X, # 1 = () xp11 €G
CU XXXy = X1, = x=x",%, ..x;". Camx" x.',...x;'€G\ {I} =

1 n

@ yeG,x=x",,x'..x;'=y"
(11). (V) Xy, Xa, ...,Xp E[R: \ {1}, @) Xp1 = Yxp.x, E[Rj_ al XiXp...X,=

n

:Xn+l'

(iii). (R*,-) nu are proprietatea g(n), (V) neN, deci (R i , ) & (R*,).

4.25. (i). Fie x,yeG. Atunci f(xy) = f(x)f(y) implica (xy)’ =x’y’, de
unde, inmultind la stinga cu x' si la dreapta cu y”' , obtinem (yx)* = x°y”. Dar
Xyt = ()" = [(xy)’T si (xy)* = x(yx)’y = Xy’ = (yx)’. Atunci (xy)’ = (yx)’
= f(xy) = f(yx) si cum f este injectiva, rezulta ca xy = yx, (V) x,y€G, adica G
este abelian.

(ii). Conform celor de mai sus (xy)* = y’x” si (yx)’ = Xy, (V) x,y€G.
Atunci, y(xy)’ = y’x* = (yx)’y = y’x’. Dar (yx)’y = x’y’, de unde rezulti ca
y'x* = Xy, (V) x,yeG. Deoarece f este surjectivi, (V) zeG existi y €G ali.
f(y) = z, adica y’ = z. Atunci x°z= zx%, (V) x,2eG = x* €Z(G) §i X’ = zx’z =
(x2)* = 2x’z & xzxz = 2 X’z < zx = Xz, (V) X,2€G, adici G este abelian.
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4.26. Fie H, un subgrup propriu al lui G. Atunci f(H,) = f(HNH,), deci
f(H,) este subgrup al lui G. Pentru a arata ca f nu este morfism, fie acH \ {1} si
beG \ H. Atunci abeG \ H si f(ab) = 1 # a-1 = f(a) f(b), deci f nu este un
morfism de grupuri.

4.27. (). Dinx"= 1 = (f(x))" = 1 = o(f(x)) | n.

(ii). Dacd o(x) = 0 = x" # 1, (V) neN" = (f(x))" # 1, (V) neN' =
o(f(x)) = 0. Dacd o(x) = n = d = o(f(x)) | n (conform cu (i).).

Pe de alti parte, f(x*) = (f(x))'=1=f(1) > x'=1=n

d, adican=d.

4.28. ( 1). Daca f,geH = Hom(G,G,) si x,yeG, atunci (fg)(xy) =
=f(xy)g(xy) = f()f(y)g(x)g(y) = f(x)gx)f(y)g(y) = (f2)(x)(fg)(y), adica fgeH.

Asociativitatea Tnmultirii este imediatd; elementul neutru este
morfismul nul 1:G; = Gy, 1(x) =1, (V) xeG;.

Pentru feH, definind f ': Gi—> G, f '(x) = (f(x))", (V) xeG; se
probeaza imediat ca f ' este simetricul lui f in H , de unde deducem ca H este
grup.

Deoarece G, este comutativ rezultd ca H este comutativ.

(ii). Pentru xe G, definind f; : Z— G, fi(n) = nx, (V) neZ, se verifica
imediat ca f, eHom(Z,G,).

De asemenea, se probeazd usor ca ¢ : G,—>Hom(Z,G,), o(x) = fi,
(V) xe@G; este izomorfism de grupuri.

(iii). Fie feHom(Z,,Z,). Cum (Z,,+) este grup ciclic generat de 1,
atunci f este determinat de fapt de f(1) (mai precis, dacd X €Z, = f(Xx) =
=xf(1)).

Daci notam f(1) = b (clasa lui b in Z,), atunci 0 = f(0) = f(m) =
=mb,adici 0=m b .

Reciproc, dacd alegem a €Z, ai. 0= m a, atunci g:Z,—Z,, g(%) =
=xa este morfism de grupuri.

Sa gisim acum numirul claselor @ €Z, a.i. 0=m a (putem presupune
cd a<n).

Din 0 = m @ = ma=0 (modn)= (3) beZ a.i. ma=nb.

Dacid d = (m,n), atunci dacid=1=ma=nb= 0 = a.

Daca d>1, tot din ma = nb, cum (m/d,n/d) = 1 = a = multiplu de n/d.

Reciproc, daci a este multiplu de n/d cua <n, atunci 0 = m @ .

Deci @ €{0,(n/d),2n/d),...(d-Dn/d) }.
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Rezulta cda Hom (Z,,,7,) este ciclic, generat de morfismul corespunzéator
clasei lui (n/d) si cum are d elemente el va fi izomorf cu (Z4,+).

4.29. BEvident, f,o f,, = f, o f, = f,,,€G. Elementul neutru este f, = 1, .,
iar inversa functiei f, este f,. Operatia de compunere a functiilor fiind asociativa
rezultd ca (G, o) este grup.

Se verifica fara dificultate ca F: (Z,+) — (G, ©o), F(n) = f, este un
izomorfism de grupuri.

4.30. (i). Se verifica imediat.

(ii). Fie @ : Z — Z un morfism. Notdm cu n = ¢(1). Se aratd usor prin
inductie matematica : @(m) = nm, (V) meZ = ¢(m) = f,(m) = ¢ = f;.

(iii).Evident, f; = 1z si f; = -1z sunt izomorfisme. Orice morfism

fn(x) = mx cu m # * 1 nu este surjectiv deoarece Im f,, = {mk | keZ} # Z.

4.31. (i). Daca a,be(-k,k) atunci se verifica imediat cd aob e(-k)k) si
ca o este asociativa.

Elementul neutru este 0, opusul Iui x este —x, deci (-k,k) este grup
abelian.

dx 1, k+t . o
=—In 1 se verifica faptul ca f(xoy) = f(x) +
kZ_xZ 2 k—t § p ( Y) ( )

(ii). f(t) = j
0

+(y), deci f este morfism de grupuri de la (G, o) la (R,+). Pentru xe(-kk),

1 . . - T
f'(x) = ——— >0, adica f este strict crescatoare, deci injectiva. Cum f este
k

—X

continud pe acest interval §i lim f(x) =—-o0 si lim f(x) =00, rezultd ci f
X—>—00 X—>0
este surjectiva, deci bijectiva. Deci f este un izomorfism de grupuri.
4.32. Fie f: (R,+) — (R,0), f(x) = sh x. Avem f(0) = 0, f(x +y) =
=sh (x +y) =shx chy+shy chx. Cum ch’x —sh’x = 1= ch’x = | + sh’x si

cum cosinusul hiperbolic este o functie pozitivi = ch x = 1+ sh’x .

Deci sh x o shy=shx yl+sh’y +shy vVl+shi’x=shxchy +
+sh y ch x = sh (x +y), astfel ca f verifica conditiile unui morfism de grupuri si

este si o bijectie (deoarece functia sh este o bijectie). Astfel (R,o) este
imaginea printr-un izomorfism a unui grup, deci va fi si el un grup.

4.33. (i). Fie G’ = {0}. Atunci fg(0) = 1 verifica conditia din enunt.
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(ii). Fie G' < G =(R, +), G' = {0}.
Fie aeG' \ {0}, aeM. Atunci f(a) =tg a = —l. Cum fg este morfism
a

avem f(0)=1= f(a - a) =1 = f(a)-f(-a0) = 1.

Daca -aeM = tg(-a) = A = -tga= A = = -—, fals. Deci
a a

il
a

Q |~

-0gM = f(-a)=-a sin a + cos a = 1 = f(a)-f(-a)) = —l(—a sin o + cos o) =
a

. 1 c A . 1 . .
sin a - —cos o = 1 si Inlocuind pe -— cu tg a , obtinem 2 sin o =1 =
a a

. 1 a = PN . .
sin o = 5:> c0s @ = - Inlocuind in relatia sin® a + cos® o = 1, obtinem

(-%)2+(%)2=1:a=iﬁ.

2
. . 2t a -2 <
G'<R siaeG' = 20eG sitgo= g‘; =4 - 2a Daca
1-tg°a I—L a -1
2
a

1
20eM = f(20) =tg 2a =-— = 2a’ = a’-1 = a’ = -1, absurd, deci 2a¢M, si
a

2a

a’ -1

atunci f(2a) = a sin 2a + cos 2a. Daca —2a €M atunci tg(-2a) = 1 =
a

=_ 1 2 = =+ 1
, =>3a =1=a 75
+ cos 20 = -a’ sin” 2a + cos® 2a = 1 ( din f2a)-f(-20) = 1)= -a’ sin® 20 =
=sin’ 2a = (1 +a’) sin’ 2a = 0 — fals.
Deci M n G’ = . Fie xeG' \ {0}, atunci -xeG’ si f(x)f(-x) =1 =

(@ + 1) sin’x=0 = x=kn = G' ¢ nZ = UG' < nZ. Deoarece nZ este subgrup

- absurd. Atunci -2a ¢M = f(-2a) = -a sin 20 +

al lui (R,+), considerand atunci restrictia lui f la nZ, f,z: nZ — H, avem
f.z(nntfr) = (-1)™* = f(nn)-flkn) = UG' = nZ.

4.34. Fie f : Q — Z un morfism de grupuri, adica f(x+y) = f(x) + f(y),
V) x,yeQ.

Daci neN’", nf(1/n) = f(n-1/n) = f(1) = f(I/n) = (I/n)f(1)eZ =
f(1) = 0. Insa f(m/n) = mf(1/n) = (m/n)-f(1) = 0, (V) m/neQ = f =0, adici

Hom(Q,Z) este format numai din morfismul nul.
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4.35. Daca f : Z,—Z este un morfism de grupuri, atunci (V) x €Z,,
avem f(X) = x -f(1).
Insa 0=1(0)=1(A)=nf(1), deci f(1) = 0, adici f este morfismul nul.

4.36. Fie g : G — G, g(x) = x'f(x), (¥) xeG. Si demonstram ci g este
o aplicatie injectiva.

Dacd x,yeG si g(x) = g(y) = x'f(x) = y'f(y) = yx' = f{x)(f(y)) =
yx' = fly)fix") = f(yx") si cum f nu are punct fix decat pe 1, deducem ci
yx' =1, adici x =y, deci g este injectivd. Deoarece G este multime finita,
atunci g va fi i surjectiva.

Deci orice element al lui G este de forma x'f(x) cu xeG.

Fie acum yeG, y = x'f(x) cu xeG. Atunci f(y) = f(x'f(x)) =
fc D)) = () 'x = (X 'f(x))" =y, adicd fy) = y".

Cum f este morfism de grupuri, (V) y,zeG va trebui sa avem f(yz) =
=f(y)f(z) © (y2)' =y'z' < yz=2zy, adicd G este abelian.

4.37. Evident, existd doua automorfise ale lui G : f(x) = x, (V) xeG si
g(x) = x'. Deoarece in G existd un singur automorfism = f= g = f(x) = g(x),
(V) xeG = x=x", (V) xeG = x* =1, (V) xeG.

4.38. Deoarece f si g sunt morfisme rezulta ca f(xy) = f(x)f(y) si g(xy) =
=g(X®)g(y). (V) xyeG = (xy)' =x'y"si (xy)’ =x'y", (V) x,yeG.

Din prima relatie rezulti ci (yx)’ = X’y’= (yx)* = (yx)xX’y’) =y x'y’ si
cum (yx)* = y'x* (= fiyn)) = X'y’ = y'x’, (v) x,y€G. (1)

Din a doua relatie (xy)* = x*y* = (yx)" = xy’ = (yx)* = (yx)(x'y’) =
=y X'y’ sicum (yx)' = yx" (= g(yx) = X'y’ =y'x’, (V) xyeG. (2)

Din (1) si (2) = x* comutd cu y° si y/ = x* comuti cu y ( deoarece
(3,7)=1,(¥Y)y € G). Cum g este surjectiva, (V) z €G (3) xeG ai. gx)=x" =z
= zy =yz, (V) z,y €G, deci G este comutativ.

4.39. (i). Fie g(x) = xf(x). Cum g este morfism (din ipotezd) = g(xy) =
= g(x)gy), (¥) xyeG = xyf(xy) = xf(x)yf(y), (V) x,yeG = xyf(x)f(y) =
=xf(X)yf(y), (V) x,yeG = yf(x) = f(x)y, (V) x,yeG = {(x) €Z(G). (1)

Daci notam h(x) = x*f(x) = h(x) = xg(x). Cum geEnd(G) rezulti ca
mai sus ca g(x) €Z(G) < xf(x) €Z(G). (2)

Din (1) si (2) = x€Z(G), (V) xeG deoarece Z(G) < G = G este
abelian.

(). Fie g(x) = x*f(x). Deoarece g este morfism (din ipotezd) = g(xy) =
= g(x)g(y). (V) xyeG = (xy)’flxy) = X’ fx)y’f(y), (V) x,yeG = xyxyf(x)f(y)=
=X’ f0Y*(y), (V) x,yeG = yxyf(x) = xf(x)y’, (¥) x,y€G. (¥)
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Deoarece h(x) = x*f(x) este morfism = h(xy) = h(x)h(y), (V) x,yeG =
(xy)*f(xy) = x*f(x)y*f(y), (¥) x,yeG. Cum h(x) = x’g(x) = yxyg(x) = xg(X)y’,
V) xyeG < yxyx2 f(x) = xzf(x)yz, (V) x,yeG . (*%)

Din (¥) pentru x = y = x’f(x) = xf(x)x* = x*f(x) = f(x)x%, (V) xeG.

Tot din (*) avem (f(x))"(yxy)" = y*(f(x))'x", (V) x,y€G, iar cu (**)
avem (f0) '(yxy)' yxyx’ fx) = y (f)'x'¥'fx)y’, (V) xyeG =
(X)X f(x) = y* (f(x))'x*f(x), (V) x,yeG, si cum f(x) comutd cu x* , deci
comuti si cu (f(x))' = x* =y Xy, (V) x,yeG = y’x* =x°y’, (V) x,y€G.

Punand in (*) x* in locul lui x rezultd ca yx’yf(x) = x*f(x)y>, (V) x,yeG
= yx'yf(x) = Xy’ f(x), (V) x,yeG = yx’ = X, (V) x,yeG = x° €Z(G),
(V) xeG = yxyf(x) = yzxf(x), (V) x,yeG = xy = yx, (V) x,yeG, deci G este
comutativ.

4.40. Presupunem ca f are un singur punct fix (acesta este 1 elementul
neutru al lui G, deoarece f(1) = 1).

Fie F(x) = F(y) = x'f(x) =y 'f(y) = fx)(f(y))" =xy" = flxy") =xy”'
= xy' =1 = x =y = F este injectivd. Dar cum G este finit = F este surjectie
= F este bijectie.

Reciproc, fie F bijectie.

Dacid x €G \ {1} este un punct fix al lui f = f(x) = x = x'f(x) =1 =
=1""f(1) = F(x) = F(1)= x = 1 deoarece F este injectiva (vezi problema 4.36.).

4.41. Fie acG \H = a' €G \ H. Fie xeH, arbitrar. Rezultd imediat cd
a'x=beG\H=x=ab.

Avem f(x) = f(ab) = f(a)f(b) = g(a)g(b) = g(ab) = g(x), (V) xeH.

Deci f=gpe H= f= g pe G (in esenta totul rezultd din problema
2.34.).

4.42. Fie x,yeG iar z=x"'y < y = xz. Cum f este surjectie (3) teG a.i.
z=t".

Atunci avem x"'y = x"'xz = x"'x t" = x"t" = f(x)f(t) = f(xt) = (xt)
=(xt)(xt)...(xt)(xt) = X(LX)(tx)...(tx)t = x(tx)"" txx" = x(tx)"x" = xt"x"x"'= yx",

adica x™' € Z(G).

4.43. Fie a,ceG elemente arbitrare. Deoarece f si g sunt morfisme
atunci  f(ac) = f(a)f(c) si g(ac) = g(a)g(c) = (ac)" = a"c" si (ac)n+1 =a""c™!,
Dar (ac)™” = (ac)" (ac) = a"c"ac = a"c" ac = a""' "' = (a")'(a"¢" ac) ¢’
:(an)-l ( ! Cn+1) ¢l =5 " a=ac"

Fie a,beG arbitrare. Deoarece f este surjectiva, existd ceG a.i. f(c) = b,
deci b = ¢". Atunci, folosind relatia de mai sus, obtinem : ab = ba, (V) a,beG,
deci G este abelian.
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4.44. Fie f : (Q,+) — (Sy,©°) un morfism de grupuri si xeQ iar
o =1f(~)eS,
n!

Atunci putem scrie f(x) = f(n!-i') = (f(i' )™ = e (conform problemei
n. n.

3.33., deoarece S, are n! elemente), adica f este morfismul nul.

4.45.Fie f: (Z,,%) —)(Z*p ,-) un morfism de grupuri iar f(1)=a.

Avem 1= f(0) = f(p) = (f(1))° = (a)°. insd conform teoremei lui
Fermat, 4"=a,adici a =1 decif(i)=1.

Atunci (V) xe€{0,1,...,p-1}, f(X¥) = f(1)* = 1* =1, deci f este
morfismul nul.

4.46. Sa presupunem ca am definit operatia algebrica "' * ' pe (1,2) a.i.

( (152)’ * ) ~ ((0700)7)

Fie f: (1,2) - (0,0 ) acest izomorfism = f este o bijectie si f(x *y) =
=f)f(y) (V) xye(1,2) = x*y = (f{)f(y)), (V) xye(1,2).
Fief: (1,2) > (0,), f(x) = ;—_1 , (V) xe(1,2). Se observa ca f este

bine definita deoarece ;—_1 >0, (V) xe(1,2).
—X

Daciy= 270 =y =x1 = x(yrD) =2yl =x= 200,
2-x y+1
Deci f'(y) = 2y7+11 , (V) y €(0,00). Atunci definim :
v+

3xy—4(x+y)+6

, (V) x, 1,2).
2xy—=3(x+y)+5 (V) xy €(1.2)

x *y =1 (fof(y) =

4.47. Daca f: (Q,+) > (Q",") este un morfism de grupuri, atunci pentru
orice x,yeQ avem f(x+y) = f(x)-f(y). Evident f(-x) = 1/f(x), f(0) = 1 iar
) = (3 +3) = (/3 ) 2 0.

Notand f(1) = a (acQ, a >0), avem f(2) = a’ si inductiv f(n) = a",
(V) neN.

DacineN = f(-n) = 1/f(n) = 1/a" = a™, deci f(x) = a*, (V) xeZ.

De asemenea, f(+ +...+ 1) =(f(1)"'=a=(f(1))"=f(1)= ar

N

nori
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1 m
Rezultd imediat cd dacd si meZ, atunci (%) = (a")" = a " , adicd

flx)=a", (V) xeQ.

4.48. Fie H < Q un subgrup propriu al lui (Q,+). Presupunem ca H~ Q
si fie f: Q — H un izomorfism. Acesta va avea forma f(x) = ax, a = f(1) # 0,
(V) xeQ. Evident, existd beQ \ H si deci f(x) # b, (V) xeQ = ax # b,
(V)xeQ = x#b/a, (V)xeQ = b/a ¢Q, absurd.

4.49. (i). Daci a,x,yeG, atunci @,(xy) = a(xy)a' = (axa')(aya') =
=0,(X)-0a(y), adicd @, este morfism de grupuri. Bijectivitatea Iui ¢, este
imediata, deci @, Aut(G).

(ii). Dacd a,b,xeG =(,° ¢ ,)(X) = Pa(Py(X)) = @a(bxb™) = abxb™'a” =
=(ab)x(ab)" = @u(X) = @.oPy = @y de unde deducem imediat ci @ este
morfism de grupuri.

(iii). Avem |Inn(G)|=1 = (V) aeG, ¢,= 15 = axa'=x, (V) xeG =
ax =xa, (V) xeG= Z(G) =G = G este comutativ.

4.50. Daca feZ(Aut(G)), in particular feCyyyg)(Inn(G)), deci fop, =
=p,of, (V) aeG (¢, fiind automorfismul interior) = f(axa') = af(x)a”,
(V) xeG = a'fa)f(x) = f(x)a'f(a), (V) a,xeG.

Deoarece f(G) = G rezulti ci a'f(a) €Z(G), (V) acG = a'fa) = 1 =
f(a)=a, (V) aeG = Z(Aut(Q)) = 1.

4.51. Excluzand grupurile cu un singur element care satisfac
proprietatea din enunt, consideram un grup (G,-) cu cel putin doua elemente si
care au un singur automorfism ( acesta va fi in mod necesar morfismul identic).

Pentru fiecare acG, aplicatia @,: G — G, @.(x) = axa' este un
automorfism al lui G, deci trebuie sd avem @, = 1g & 0,(x) =x & axa' =x o
ax = xa, (V) xeG. Cum a este arbitrar, rezulta ca G este comutativ.

Dar si aplicatia y : G — G, y(x) = x”' este tot un automorfism al lui G,
deci y=1gox=x", (V) xeG < x* =1, (V) xeG. Vom demonstra ci pe G se
poate organiza o structurd de Z, - spatiu vectorial. Pentru aceasta vom considera
notatia aditivd in grupul G si definim operatia algebricd externa pe G cu
domeniul de operatori in Z, :

0, daca A=0 .

Ax = B ~, (V) heZ, si xeG.

x, daca A =1
Se verifica faptul ca sunt indeplinite axiomele spatiului vectorial.
Evident (1+1)x = 1x+1x deoarece x + x=01n G, s.a.m.d.
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Fie B = (x;);c1 0 baza a spatiului vectorial G peste corpul Z,.

Dacd u : B > B este o bijectie a bazei B, aplicatia u : G —» G,
E(Z iix,-)zz/iiu(xi)este un automorfism al spatiului vectorial G ( este o

iel iel

aplicatie liniard bijectiva). In particular, # este un automorfism al grupului
abelian G. Prin urmare, fiecare bijectie a bazei B genereaza un automorfism al
grupului G. Cum G are un singur automorfism, este necesar s existe o singura
bijectie a multimii B in ea Insdsi, ceea ce inseamnd cd B trebuie sa aibd un

singur element. Atunci avem izomorfismul de Z, spatii vectoriale: G ~ Z,, ceea
ce aratd ca G este un grup izomorf cu grupul aditiv Z,. Aceasta conditie aparuta

ca necesard, este si suficientd, cdci grupul Z» are un singur automofism. In
concluzie, grupurile cu un singur automorfism sunt grupurile cu un element si
grupurile cu doua elemente.

4.52. Fie G un grup abelian. Daci (3) xeG \ {1} cu x> # 1, rezultd
|Aut(G)| este numar par.
Raméne si analizim cazul in care x> = 1, (V)xeG. Atunci, conform

problemei anterioare, G este un Z,- spatiu vectorial.
Fie {x;, Xp,...,X¢} 0 bazd in G. Atunci pentru xeG existd Tn mod unic

0y,...,0K 6{6,1 bal x=x{"xy . oxk.

Cazul 1. k > 2.

Definim f: G — G astfel £ (x{" x5 ...x ") =x[2 x5 x5 ....x{*. Se
aratd cu usurintd cd fe Aut(G) si f of = 15. Obtinem ca grupul (Aut(G), o)
contine un element de ordin 2, deci | Aut(G)| este numar par.

Cazul 2. k=1= G~ 2L, si Aut(Zr)={1, }.

Cazul 3. k=0 = G = { e} si Aut(G) = {1g}.

Deci grupurile cdutate sunt {1 } si (Z,,1).

4.53. Consideram ci G = {a* : keZ}. Daci o(a) = o, atunci se probeazi
imediat ca f: G — (Z,+), f(a") =k, (V) keZ este izomorfism de grupuri iar daca
o(a) = lG|= n, atunci £ : G = (Z,,+), f(a*) = k, (V) keZ este izomorfism de
grupuri.

4.54. Daca (G,-) are un numar finit de subgrupuri, vom arita mai Intai
ca orice element din G are ordin finit.
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Intr-adevar, daca presupunem ca in G existd un element de ordin infinit,

acesta genereaza un subgrup ciclic infinit, deci izomorf cu (Z,+), dar acest grup
are o infinitate de subgrupuri, de unde rezulta ca (G,-) ar avea o infinitate de
subgrupuri, contradictie.

Fie x;e G \ {1} si H; subgrupul ciclic generat de x;. Daca G = Hj,
rezulta ca G finit.

Daca G # H,, rezulta ca existd x, G \ H; si fie H, subgrupul ciclic
generat de x,. Daca G = H; U H,, rezulta ca G este finit.

Daca G # H; U H,, atunci existd x;€G \ (H;u H;) si consideram
subgrupul ciclic generat de x;, s.a.m.d. Nu putem continua la nesfarsit caci am
obtine o infinitate de subgrupuri ale lui G (se observa ca subgrupurile H;,Hy,...
sunt distincte doud cate doud datoritd modului de alegere a generatorilor). Prin

urmare existd neN* cu proprietatea ¢ca G = H; U H, U ...u H,. Deoarece
subgrupurile Hy, H,,...,H, sunt finite, rezulta ca (G,-) este finit.

4.55. Daca exista xeG de ordin infinit, rezultd ca subgrupul ciclic
generat de x, <x>, este izomorf cu (Z,+) (vezi problema 4.53.), iar (Z,+) admite

o infinitate de subgrupuri de forma (nZ,+) cu neN.

Daca orice xeG este de ordin finit, construim inductiv un sir de
subgrupuri distincte ale lui G. Fie x = x,€G si H; = <x;> = H, este finit =
(3) x, €G \ Hy. Analog se construiesc X3, ...,x,€H a.i. <x,> = H,, <x3> = Hj,

...<x,> = H, si H U H, u...u H, este finit, deci () X1 = G\ UHk si
k=1
XKn+1> = Harr-

4.56. Fie G = {1,a,b,c}(conform problemei 2.20., G este comutativ).

Daci (3) xeG ai. o(x) =4, atunci in mod evident G = (Z4,1).

Daci toate elementele lui G au ordin 2, atunci a®> = b”> =¢* = 1 §i se
probeaza imediat ca ab = ¢, bc =a si ca=Db, adicd G = K (grupul lui Klein).

Evident Z, # K deoarece in K toate elementele diferite de 1 au ordinul

2 pe cand in Z, nu se intAmpla lucrul acesta.

4.57. Fie H; < G, 1 =1,2,3 ai. G = H; U H, U Hj. Fie H; = {l,a} si
H,={l,b} cua=#b,a=1,b# 1. Evident a’ eH, implica a’=1 (daca a=a>
a=1—absurd) si analog b’= 1.

Fie ceH; \ {l,a,b}. Daca aceH; = aeH; = bgH; ( daca beH; =
G =H;) = bc ¢H; = beceH,.

Dacéd bc =b = ¢ = 1, contradictie. Daca bc = 1 = be Hj, contradictie.
Deducem caa,b ¢ H; = ca,cbgH; = ca=b sicb=a ( nuputemaveaca=a
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sau cb = b). Tinand cont ci a> = b’ = | rezultd ci ¢ = ab = ba si prin urmare
H; = {l,ab}. Evident (ab)® = 1. Deoarece (V) xeG, x* = 1 rezultd ci G este
abelian. Tabla grupului arata astfel:

. | 1 a b c
1 1 a b c
a a 1 c b
b |b ¢ 1 a
c |lc b a 1

Deci G este izomorf cu grupul lui Klein.

4.58. Conform teoremei lui Lagrange ordinul unui element diferit de 1
dintr-un grup G cu 6 elemente poate fi 2,3 sau 6.
Daca in G avem un element de ordin 6, atunci in mod evident

G= (ZG,+)~

Daca toate elementele lui G\ {1} ar avea ordinul 2, atunci |G| ar trebui
sd fie o putere a lui 2 — absurd.

Deci (3) xeG \ {1} ai. o(x) = 3. Fie acum yeG-{l,x,x°}; daci
o(y) = 3, atunci 1n G ar apare 9 elemente distincte si anume : 1, X, x>, Y, XY, xzy,
xy’, X’y” ceea ce este fals.

Deci o(y) = 2 (cazul o(y) = 6 nu mai intereseazi). in acest caz in G am
identificat 6 elemente distincte si anume 1, x, x°, y, Xy, xX’y. Cum yxeG =

yX € {xy, X'y}
Daca yx = xy = o(xy) = o(x)o(y) =23 = 6 si in acest caz G ~ (Zg,*).

. . . 123) .
Daci yx = X’y atunci considerand f : G—S; definit prin f(x) =(23J si
123 . . . .
fly) = [213J , obtinem un izomorfism de grupuri, deci 1n acest caz G = (S;, ©) .

Deoarece S; nu este comutativ iar Z, este, deducem ca S; # Z,.

4.59. Deoarece R este 0 multime nenumarabila iar Z,Q sunt numarabile
deducem ca grupurile (Z,+) sau (Q,+) nu pot fi izomorfe cu (R,+).

Mai avem de demonstrat ca (Z,+) # (Q,+). Sa presupunem prin absurd
cé exista un izomorfism de grupuri f : (Z,+)— (Q,+).

Notand f(1) =2 cQ cu p.9€Z, (p,q) = 1, q # 0, se verifica imediat ca
q

fix)= £ x, (V) xeZ.
q
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Pentru ca f sa fie injectiva, cu necesitate p # 0. S& demonstram ca daca
p # 0 atunci f nu este surjectiva.

Daca f este surjectiva (3) xeZ al. f(x) = ptl & px = (ptl)q

plpt) = p=1lsau-1=f(x)= * saufix)= -, (V) xeZ
q q

Scriind in ambele cazuri ca (3) xeZ ai. f(x) = % deducem ca q=0,
q+

ceea ce este absurd.

4.60. Considerand pe R si C ca spatii vectoriale peste Q, atunci (R,+)
si (C,+) sunt grupuri aditive ale acestor spatii vectoriale.

Fie B 0 bazd a lui R peste Q si fie ¢ cardinalul sdu. Atunci C = RxR va
avea o bazd de cardinal c-c = ¢, deci R si C au baze echipotente, rezultand ca R

si C sunt Q - spatii vectoriale izomorfe, adica (R,+) ~ (C,+).

4.61. Grupul (Q*,-) nu poate fi izomorf nici cu (R",") si nici cu (C',")
deoarece multimea Q" este numarabild, pe cand R si C" sunt nenumirabile.

Sa demonstram ci (R",-) si (C*,-) nu sunt izomorfe.

Daci prin absurd ar fi izomorfe, atunci ecuatia x’ = 1 (ce are in C trei
solutii distincte ) ar trebui si aibd si in R” tot atdtea solutii ceea ce nu este

-~ - . A *.
adevarat (caci are doar solutiax=11n R").

4.62. (i). Evident.

(ii). Functia f: R - R, f(x) = In(x), (V) x > 0 este un izomorfism de
grupuri de la (R ;") la (R, +).

Sa presupunem acum prin absurd ca existd un izomorfism de grupuri
f:(Q7,) = Q).

Atuncir = % eQ,sifiexeQ’ air=1f(x).

Deducem ci f(2) = 2r = 2f(x) = f(x*) = x> =2, cu xe Q - absurd.

4.63. Grupurile (Z,+) si (Q*,)) nu sunt izomorfe deoarece (Z,+) este

ciclic pe cand (Q*,-) nu este ciclic (acest fapt se probeaza imediat prin reducere
la absurd).
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4.64. Presupunem prin absurd ca existd un izomorfism de grupuri
f: (Q,+) — (Q[i],). Atunci f(x) = ax, (V) xeQ, unde a = f(1). Deoarece

aeQJi], atunci a = m + ni cu m,neQ*( nu putem avea m = 0 sau n = 0 cici
atunci f nu ar mai fi surjectie).
Deoarece f este morfism surjectiv, considerand elementul m+(n+1)i din

QYi], deducem existenta lui xe @ a.i. f(x) =m + (n+1)i. Aceasta egalitate se mai
scrie xf(1)=m+ (n+1)i< x(m+n)=m+(n+1)i<mx=msinx=n+ 1.
Cum m # 0, din prima egalitate deducem cd x = 1 §i atunci cea de-a doua
egalitate devine n = n+1, contradictie.

4.65. Acelasi rationament ca la problema 4.64.

4.66. Daca prin absurd (Q,+) ~ (Q[X],+), atunci notind un astfel de

izomorfism cu f: Q — Q[X], se arata usor ci f(x) = f(1)-x, (V) xeQ.
Acest lucru este absurd deoarece ar rezulta cd toate polinoamele din

Q[X] sunt de forma X-p(X) unde p(X) = f(1)eQ[X] (evident, in Q[X] sunt
polinoame de grad mai mare decét gradul lui p(X)).

4.67. Presupunem prin absurd ca existd un izomorfism de grupuri
f: Q[X]— Z[X]. Fie PeQ[X] un polinom nenul si si considerdm polinomul
f(P)=a,+a; X +...+a,X" €Z[X] care va fi de asemenea nenul.

Daca alegem ke N*, k >max{|ag|,...,[a,|} si consideram polinomul

SeQ[X], S = %P —kS=P = (S) = % £(P) = f(S) eZ[X] — absurd.

4.68. Se stie ca restrictia morfismului f la Q este de forma f(x) = ax,
unde acR. Dacd se cunoaste cd pentru x, €[-b,b], f(xo) = ax,, atunci si
f(x,) = ax,, (V) x,eR. Intr-adevar, f(x;) = f(x;-x0) + f(x0) = f(x;-2,) + 2f(x0)=

= ... =f(x;-nxo) + nf(X,) si putem alege neZ a.i. x,-nx, €[-b, b].
Deci f(x) = a( x;-nX,) + nax, = ax;.
Se stie ca f este o functie impara. Deci este suficient sd o cunoastem pe

intervalul [0,b] iar pentru aceasta, fie xoe(R \ Q) m [0,b]. Functia f fiind
integrabila pe [-b,b] este integrabila si pe [0,X0] < [-b,b], Xe€(R\ Q) M [0,b].
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n—1
cx(fa") = Z f(oy) (x; — Xi.1) si alegdnd o diviziune cu intervale de
i=0
(a; + ...+ a,) > jax dx=
0

ax

lungimi egale, iar a;e@Q, obtinem c,(f,a") =

2 % 2 X 2
= % . Astfel [af (x) dv= % = [ () dv= %0 , (V) X0€[0,b]=> f(xo)= axo.
0 0
in concluzie, f este de forma f(x) = ax cuaeR.

4.69. Fie G = M,(C) un grup ca in ipoteza problemei si E€G elementul
neutru. Atunci E*>=E si cum E # I, rezulti ci det E = 0.

Fie AcG=>AE=A=detA=0, (V) AeG.

Dar AeM,(C), deci A — (Tr A) A +det A- L, =0, = A’ =0 A,
a=TrA.

Fie A’ simetricul lui A in G = A’A’ = a AA’' = A(AA)=a E =
AE =0 E = A = a E. Deci, orice matrice AeG este de formaA=a E cua €C.

Daca O, eG=E=0,(E=AA', (V) AeG) = G = {O,}. In acest caz
G=({0:}, ).

Dacid 0,¢G, fie f: G— C*, f(A) = o, dacd A = o E. Functia f este bine
definita pentru ca E # O,, deci « E = B E = a = B. In plus, daci A = o E si
B =P E = AB = affE’ = afE, deci f(AB) = f(A) f(B). Rezulti ca f este morfism
de grupuri. Fie f(A) = 1 = A = E = f este morfism injectiv. Asadar G = f(G)

care este subgrup in (C*,.).

4.70. Sa presupunem prin absurd ca existd un izomorfism de grupuri
f: (K+) » (K*,-)sifieaeK ald. fa) = -1.

Atunci f(a + a) = f(a)-f(a) = 1 = {(0) = a + a = 0. Deducem imediat ca
K este corp de caracteristica 2.

Atunci (f(1)-1’ =\ D)’ +1=f1+ 1)+ 1=f0)+1=1+1=0=
f(1)=1=f(0) = 0 = 1-absurd.

4.71. Fie xeG a.i. G/Z(G) = <xZ(G)> si y,zeG.

Avem ca yZ(G) = (xZ(G))" si zZ(G) = (xZ(G))" cu m,ne”Z.

Deducem imediat cd yx™, zx"eZ(G) < yx™" = z, zx" = 7z, cu
71,2,€Z(G) < y = z,x" si z = 2,x". Rezulti astfel cid yz=zy = z,2,x™", adici G
este comutativ.

4.72. (i). In grupul G/H avem (xH)" =x"H = 1.H = H.
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Daca keN* si (xH)* = H = (xH)* = x"H = H = x"eH si deoarece
|H| =m=x"=(x""=1 adicin=o(x) | km.
Deoarece (m,n) = 1= n |k, deci (xH)* = 1 < n |k, adica o(xH) = n.
(ii). Deoarece (m,n) =1 = () a,feZ al. am=Pn+ 1. .
Dino(xH)=n= xH)'=H=x"H=H = x" eHsiluind y=x avem
y=x =x"""=x(x"PexH, adici yH = xH.

Deoarece |H| =m six"eH=x"=1siy"=x )'=x")"=1=>
o(y) |n.

Fie acum k = o(y); deoarece (m,n) = 1 = (m,k), atunci conform cu (i),
o(yH) = k. Dar xH = yH si o(xH) = n, deci o(y) =k =n.

4.73. Fie xeG, neN* ai x¢H si (xH)"=H < x" eH = (3) meN* ai.
(x")"=1=x""=1 = xeH — absurd.

4.74. Cazul 1. G este comutativ.

Facem inductie dupa |G|. Daca |G| = p este evident.

Presupunem afirmatia adevarata pentru orice grup H de cardinal mai
mic decat |G| ce este multiplu de p si fie xeG, x = 1.

Daca o(x) este multiplu de p, afirmatia din enunt este Tn mod evident
adevarata.

Sa presupunem ca (o(x),p) = 1 si sd consideram grupul H = G /<x> ce
are cardinalul [H| = |G|/ o(x) < |G| si cum p | |G| iar (o(x),p) =1 = p | [H|, deci
putem aplica ipoteza de inductie lui H si gasim yeH a.i. o(y) = p. Dar yeH =
y=zx>cuzeGoy =2<x>=1=<x>IG/<x>) &7 e <x>=
(2"’ =1 = (2°™)" = 1, deci alegand x; = z°® avem ci o(x;) = p.

Cazul 2. G este necomutativ.

In acest caz folosim ecuatia claselor:

GI=1Z(G)[+ D, 1G: Co(x).

x2Z(G)

Daca pentru un x¢Z(G), p | |Cs(x)], atunci ca si in cazul 1 putem face
inductie dupa |G| (aplicand ipoteza de inductie pentru Cg(X)).

Deci putem presupune ci pt [Co(x)], (V) x ¢ Z(G) si cum |G : Cg(x)| =
=G|/ |Cs(x)), iar p | |G|, putem presupune ca (V) x ¢ Z(G), p | |G : Cs(x)|.

Din ecuatia claselor rezulta ca p | |Z(G)| si cum Z(G) este comutativ
deducem ca exista xeZ(G) a.i. o(x) = p.

4.75. Fie G un grup necomutativ a.i. |G|= 2p. Conform problemei

4.74. exista s,teG a.l. o(s) = p si o(t) = 2. Daca H = <s>, atunci | G:H | =2p/p=
=2, deci H < G ( conform problemei 3.29.).
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Astfel, tst = tst' eH (o(t) = 2 implica t* = 1, adica t =t"), deci exista
ieZ ai. tst=s.
. - 2
Deducem imediat cis=t*st* =t (tst)t=ts' t=(s')' =s’ :p|(i2-1)
= p|(i+1) sau p | (i-1) = tst = s sau tst = s, Dacd tst = s atunci ts = st =
G este comutativ — absurd. Avem deci tst = s adicd G ~ D,.

4.76. (i) = (ii). Daca in descompunerea in factori primi a lui | G| avem
puterea naturald a unui numdar prim q # p, atunci conform problemei 4.74.
(3) xeG ad. o(x) = q contrazicandu-se (i).

(i) = (i). Rezulta din teorema lui Lagrange.

4.77. Din ecuatia claselor:
Gl = lz@)|+ Y [G:Com)|
x¢Z(G)
si din problema precedenta deducem ca p | | 72(G) | , adica

ZG)| = p.

4.78. Dacda Z(G) = G totul este clar (conform problemei 4.77.,
Z(G) # {1}).

Sa consideram ca Z(G) # G. Din teorema lui Lagrange deducem ca
1Z(G)| = p.

Atunci |G/Z(G)| = p*/p = p, adicd G/Z(G) este ciclic si atunci conform
problemei 4.71. rezultd ca G este comutativ.

4.79. Fie G un grup cu proprietatea din enunt $i xeG \{1}. Definim
f,: G G, f, (y) = xyx, (V) yeG. Se aratid cu usurinti ci f, eAut(G),
(V) xeG.

Cum f(x) = x si fy(1) = 1 = f; are doua puncte fixe, deci f = 15 =
f(y) = v, (V) yeG = xyx' =y = xy = yx, (V) x,yeG = (G, este grup
abelian.

Fie |G| =n si p cel mai mic numar prim care divide pe n.

Cazul 1. Dacip=2, fieg: G > G, g(x) = x", (V) xeG. Cum 2 | n,
existd xy €G a.l. xg =1. Atunci g(Xo) = Xo, g(1) = 1, ge Aut(QG) si deci g = 1g.
Deci g(x) = x, (V) xeG, adici x* = 1, (V) xeG.

Cazul 2. Din alegerea lui p obtinem c¢a p+1} n pentru p > 2.

Definim h: G — G, h(x) = x*"'. Cum p | n, din teorema lui Cauchy
(vezi problema 4.74. ) existd xoeG\{1} a.i. x ) = 1. Atunci h(xo) = x, §i h(1) =1,
heAut(G) si deci h = 1. Obtinem ca h(x) = x, (V) xeG si deci x* = 1, (V) xeG.

Astfel existd, in orice situatie, un numar prim p a.i. x* = 1, (V) xeG.

Cum G este abelian rezultd cd G este un Z, - spatiu vectorial.
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Fie { xq, X,,..., X } 0 bazd a lui G si deci orice element xeG admite o
scriere unica sub forma x =x " x5%...x*, cu ;€ {0,....p-1}, 1 <i<k.

Dacd k > 2, definim f: G — G astfel £ (x"x5> ..x ) =x{7 x5 ..x "
Evident fe Aut(G), f(x1) = X,, f(X2) = X;, f(X1X2) = X1Xp. Cum x;X; # 1 ( 1n caz
contrar X, = xl_1 = le - , adica x; si X, sunt liniar dependente - contradictie)
rezultd ca f are doua puncte fixe x;x; si 1 ceea ce este fals.

Deci ke {0,1}. Dacik =1 atunci G =( x;) = {1, x,,... /' } = (Z,,+).

Daca k=0, atunci G = {1}.

Rémine sa aratam ca grupul (Z,,+) indeplineste conditia din enunt.

Fie fe Aut(Z,). Atunci f(k)=ak cuae{l,2,...,p-1}. Daca f are cel
putin doud puncte fixe, atunci exista k#0 astfelincat f(k)=k = ak = k =
(a-1) k=0 = plal=a=1(@<p-l)=>fk)=k =f= 1, . deci (Z,+)
indeplineste conditia din enunt.

Deci grupurile cautate sunt grupurile (Z,,%) cu p prim si grupul trivial

{1}.

4.80. (i). Orice element din Q/Z este clasa unui numar rational de
forma m/n cu 0< m <n, (m,n) = 1.

Dacd x = - + Z este un astfel de element, atunci nx = m +nZ = 0 (in
n

Q/2).
(ii). Este usor de demonstrat ca singurul subgrup de ordin n al lui Q/Z

este: {Z, 1+Z, o n-l +7).
n

n

4.81. Facem inductie matematicd dupa m ( afirmatia din enunt fiind
triviald pentru m = 0,1). S& presupunem céd afirmatia este adevaratd pentru
subgrupurile de ordin p™' si fie G un p — grup de ordin p™. Deoarece
Z(G) # {1} ( conform problet’}lefi 4.77.)nexisté un nqllement xeZ(G) ,x# 1 cu
o(x) =p" (n21). Atunci (x* )’ =x" =1six" =1, de unde deducem ca
o(x? )=piar G, =<x" > este un subgrup de ordin p al Iui G. Deoarece

xeZ(Q), atunci G, < Z(G), astfel ca G; <G (|G| = p — prim) si grupul factor
G = G/ G, are ordinul p™'. Conform ipotezei de inductie, grupul G are
subgrupurile normale G, ,G,,...,G,_; ai. 1 = G,<G,<...<G, = G si |(7,~| =p'
pentru orice i€{l,2,....m-1}. Conform teoremei de corespondentd, fiecare
éi este de forma 5, = Gj+1 / Gy, unde Gy, este un subgrup normal al lui G si
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G, < Gy,,. Inplus, p' = |Gi| = |Gi+1| / |G1| = |Gi1| / p, deci [Gisy] = p'™'. Tindnd cont
de principiul inductiei matematice deducem cd afirmatia din enunt este
adevarata pentru orice meN.

Observatie. Din acest exercitiu tragem concluzia ca pentru p — grupuri
finite este adevarata reciproca teoremei lui Lagrange (vezi si problema 3.47.).

4.82. Vom demonstra ci grupul G are proprietatea din enunt < |G| = p’
cu p prim (p= 2).

Intr-adevar, daca in descompunerea in factori primi a lui |G| ar apirea
doua numere prime distincte p si q atunci, conform teoremei lui Cauchy pentru
grupuri finite (problema 4.74.), existd x,yeG a.l. o(x) = p si o(y) = q. Atunci
considerand H,= <x> si H, = <y>, avem ca H,H, < G si [H|| = p # q = [Ha|,
contradictie. In concluzie |G| = p*, k > 1 si p prim.

Utilizdnd exercitiul anterior, deducem cd existd pentru fiecare
1i=0,1,2,....k Hi<Gecu H;|= pi, ceea ce contrazice ipoteza. Deci cu necesitate
k=2.

Reciproc, daca |G| = p*, atunci conform teoremei lui Lagrange, toate
eventualele sale subgrupuri proprii au p elemente.

4.83. (i). Daca z,,2,€T = |z)| = |zo| = 1= |Zl-Z;1| =lzy|: |z =1:1 =1
=zz, €T = T<(C*,).

Considerand acum f : (R,+)— (C*,,), f(t) = cos(2rnt) + i-sin(2mt),
(V) teR, se aratd usor ca f este morfism de grupuri, Ker(f) = Z, Im(f) = T si
atunci conform teoremei fundamentale de izomorfism pentru grupuri avem
R/Ker(f) ~ Im(f) & R/Z = (T,").

(ii). Se considerd f:C*—>R ", f(z) = |7| si se aratd usor cd f este morfism

de grupuri, Ker(f) = T si acum totul rezultd din teorema fundamentald de
izomorfism pentru grupuri.

(iii). Faptul ca R} < (C*,") rezultd imediat.
z
|z

ci f este morfism de grupuri, Ker(f) = R, iar Im(f) = T si totul rezultd din

Daci definim f: C*—C*, f(z) = =, (V) zeC*, atunci se aratd imediat

teorema fundamentald de izomorfism pentru grupuri.
(iv). Se arata imediat ca f : C— R, f(z) = Im(z) este morfism surjectiv

de grupuri, Ker(f) = R si totul rezulta din teorema fundamentala de izomorfism
pentru grupuri.

4.84. Definim o : P(A) — M,(Z2) prin a(X) = (a;) ,; ;<, unde:
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a = i, daca ni—i+jeX
! 6, daca ni—i+ je X,

si se verifica usor ca a este izomorfism de grupuri.

4.85. Sa presupunem ci a si b verifica relatiile a®” = b>= (ab).

Din b’ = (ab)* = b”> =abab = b = aba = bab™ =a™".

Dina =b=ba” b'=b = (bav) = =2 =b =
2 =blsicuma’ == b =b =bi=1=@a> Y=1=a> =1.
Reciproc, dacd a si b verifica relatiile a? = 1,bab'=a'sib*= a?’ ,

n-2
atunci din bab™ =a” = (ab)’ =b’= a’

Din echivalenta de relatii probata mai sus deducem ca G = Q,.

4.86. Prin calcul direct se arata ca o(j) = o(k) = 4, deci |7]=|K| =4 iar
dacd notdm prin t = jk, atunci kj = -t si astfel G = {+I,, 4j, k, *t}, deci |G |=8.

Deoarece |G:J|=|G:K|=8:4=2,atunciJ,K <G.

Cum | G|=2%si * = k*= (jk)* deducem ci G ~ Q.

4.87. Deoarece A> = B> = (AB)’ = -I,, atunci analog ca la problema
precedentd deducem cd G = Q;.

4.88. Facand tabla de compunere constatim ca G este grup si deoarece
|G |=2?iar > =k* = (jk)* = -1, deducem c& G ~ Q;.

4.89. Din studiul tablei de compunere de la problema precedenta
deducem ca Z(Q;) = {+1}.

4.90. Fie H=Z(Q;); cum |H|=2= [Q;/H|=8:2 =4 i tindnd cont
de exercitiul precedent deducem ca Qs/H = {H, iH, jH, kH} (folosind notatiile
de la problema 4.86.). Stim ca i’ = -i, j = -j, k' = -k; de asemenea (iH)(jH) =
=@ij)H = kH iar  (jH)(iH) = (ji)H = (-k)H = k'H si deoarece k(k")'= k’=
=-1eH= kH = k'H, adica (iH)(jH) = GH)(iH).

Analog se aratd ca si celelalte elemente din Q3/H comuta intre ele, de
unde deducem ca Qi/H este comutativ.

4.91. Deoarece Qs nu are elemente de ordin 2 iar D, are astfel de
elemente (de ex. pe €) deducem ca ele nu pot fi izomorfe.

4.92. Deoarece G este necomutativ de ordin 8, atunci in G nu avem
elemente de ordin 8 si nu toate elementele au ordin 2 (in caz contrar se deduce
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imediat cad G este comutativ, vezi problema 2.38.). Deci (3) aeG a.i. o(a) =4 si
fie beG a.i. bg<a>. Deoarece <a> < G (caci | <a>|=4 si 4 | 8), deducem ca
|G/ <a>|=2, deci b* € <a>.

Cum b’ = a sau b> = a’ nu se poate (in caz contrar ar rezulta ci o(b) = 8)
deducem ci b’ = 1 sau b’ = a’. Mai mult, cum <a> < G = b'ab e <a>.

Cum o(a’) =2 = b'ab = a sau b'ab = a’ (riméane numai cazul b'ab =
=a’ cici in cazul b™'ab = a ar rezulta ab = ba, adicd G ar fi comutativ, fals).

()a'=1,b"=a’siblab=a’=a’
(ia*=1,b°=1sib'ab=a’=a"
Cazul (i) ne arata ca G = Qs iar cazul (i) cd G = Dy.

4.93. Consideram f : G —> Aut(G), f(a) = ¢, (automorfismul interior).
Din problema 4.49. rezulta ca f este un morfism de grupuri, Ker(f) = Z(G),
Im(f) = Inn(G) si acum totul rezultd din teorema fundamentala de izomorfism
pentru grupuri.

4.94. Fie AcGL,(K) = det(A) = 0 = det((A")") = (det(A))" # 0, adica
(AY)"'e GL,(K), deci a este corect definita.

Daci A,BeGL,(K) = ((AB))' = BAY' = (A)'(B)' = a(AB) =
=o(A)-a(B) adica a este morfism de grupuri.

In plus, deoarece pentru Ae GL,(K), (A" = (A") = (aoa)(A) =
=a(a(A)) = a((AY") = (AY))' = (A")" = A, adicd a0 = lgr, ), deci a
este o bijectie, de unde deducem cd a.e Aut(GL,(K)).

Sa presupunem prin absurd cd o este automorfism interior. Atunci
existi Be GL,(K) ai. (V) Ae GL(K) si avem (A")" = a(A) = BAB™. Rezulti
ci det(A™") = det((AY)") = det(BAB™) = det(A), (V) AcGL,(K).

Deoarece aplicatia det : GL,(K) — K* este surjectiva deducem ca
(V)aeK*avema=a"' = a’=1=a= 1 sau -1 = K = Z, sau Z; — absurd; deci
o nu este (In conditiile enuntului) automorfism interior.

4.95. Fie (G,*) un grup si Z(G) grupul permutarilor Iui G. Pentru

0<X(G) notam cu c* operatia algebrica de pe G definita astfel:
xo*y=o(c"(x)*c"(y), (V) xyeG.

Se verifica imediat ca dubletul (G,c*) devine grup izomorf cu grupul
(G, *), izomorfismul fiind o : (G,*) - (G,0*) ( spunem ca noua structurd c*
este obtinutd din structura de grup initiala (G, *) prin transportul dat de o) (vezi
si problema 2.50.).

Pe de alta parte, sa observam ca orice structurd de grup (G, o ) izomorfa
cu structura initiala (G, * ) provine prin transportul dat de o bijectie.
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Intr-adevir, dacd o : (G, ) — (G, *) este izomorfism de grupuri, atunci
pentru orice X,yeG avem:

Xoy= o(c”(xo y)) = o(c”(x) * G'I(y)) =X o*y, adica operatia algebrica
"o " coincide cu operatia algebrica ""'c* "'.

Daca 0,£€X(G), atunci se probeaza imediat cd o* = &* <
c'ecAut(G, *), deci daci fixiam o bijectiec 6eX(G), atunci toate bijectiile care
transportd structura lui (G, *) In aceeasi structura (G,c*) sunt de forma G cu
peAut(G, *), si sunt in numar egal cu |[Aut(G, *)|.

Cum 1n Z(G) existd n! bijectii si |Aut(G, *)| dintre acestea dau aceeasi
structura de grup pe G izomorfa cu (G, * ), deducem ca numarul structurilor ce
se pot induce pe G si care sunt izomorfe cu (G, * ) este egal n!/|Aut(G, *)|.

4.96. Sa observam la inceput ca doud grupuri ciclice cu acelagi numar
de elemente sunt izomorfe (conform problemei 4.53.).

Daca G = {1,a,a2,...,a“'1}este un grup ciclic fixat, atunci un
endomorfism al lui G este perfect determinat daca definim f(a) = a, 0<k<n-l.

Sa demonstram cd un astfel de endomorfism este automorfism <
(nk) = 1. Intr-adevir, notdnd cu ro,r,...,I,; resturile la impartirea cu n a
numerelor 0,2k,...,(n-1)k, atunci tindnd cont de faptul ca f este morfism de
grupuri si cd a" =1 deducem ca:

Im(f) =G < {ro,11,...1..0} = {0,1,...,n-1} & (k,n) = 1.

Deducem ca | Aut(G) | = ¢(n) si atunci conform problemei 4.95. pe G
putem defini n!/¢p(n) structuri de grup ciclic. Pentru ultima afirmatie se tine cont
de faptul ca daca n este prim, atunci ¢(n) = n-1.

4.97. Evident, dacd yeQ si neN* atunci ecuatia nx = y are solutie in

4.98. Fieye U o Pentru fiecare ne N putem alege cite un generator &,
allui U . alg? -&.
Avem deciunneN ai ye U, ,deciy= g!,1>0. Fie acum meN* m

=p“t, cu (t,p) = 1 iar keN. Cumsi (t,p") =1, (3) u,veZ ai. up” + vt = 1. Atunci

ecuatia X" =y are in U, solutia x = g deoarece x™ = (Y, )" =g =

n+k

=g == " =y deci (U ") este grup divizibil.

n+k

4.99. Fie G un astfel de grup si yeG, y # 0 ( folosim notatia aditiva).
Daca y are ordinul infinit, atunci definim (folosim faptul G este divizibil) sirul
recursiv (Yy)n»1 de elemente din G prin (n+1)y,; =y, n = 1,2,.... in acest caz
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se verifica imediat ca grupul generat de elementele y,,y,,... este izomorf cu

grupul aditiv (Q,+).

Daca y are ordinul finit m, atunci elementul y; = (m/p)y, unde p este un
divizor prim al lui m, are ordinul p. Cum G este divizibil, definim sirul y,,y,,...
de elemente din G prin py,:; = yn, n = 1,2,.... In acest caz subgrupul lui G
generat de elementele yi,y,,... este izomorf cu (Upw ,).

H < G, atunci G/H este divizibil ( pe G il considerdam grup aditiv). Fie deci

meN* si y + HeG/H. Cum G este divizibil, existd xeG a.i. mx = y. Atunci
m(x+H) =y + H, adica G/H este divizibil.

4.101. Deoarece categoria grupurilor abeliene este echivalentd cu

categoria Z — modulelor, putem folosi testul de injectivitate al lui Baer: " Un 4
— modul Q este injectiv < (V) I un ideal stang al lui A 5si (V) f: 1 — Q un
morfism de A — module, (J)ye Qa.i. (V) ael fla) =ay."
"="". Fie deci G un grup injectiv, yeG, meN* si f: mZ — G, f(a) =
=by, (V) a=bm e mZ. Se arata imediat ca f este un morfism de grupuri.
Conform testului de injectivitate al lui Baer (3) xeG aJi. f(a) = ax,

(V) aem/Z.

Pentru a=m = 1'm avem y = 1'y = f(1'm) = mx, cu x = (1), adica G
este divizibil.

"<". Fie acum G un grup abelian divizibil. Conform aceluiasi test al
lui Baer, pentru a proba injectivitatea lui G este suficient s o probam pentru

idealele I # {0} ale lui Z.
Avem cd () meN* a.l. I =mZ. Fie f: I - G un morfism de grupuri si
y = f(m). Cum G este divizibil (3) xeG a.l. mx =y. Atunci (V) a € mZ, a=bm

avem f(a) = f(bm) = bf(m) = by = ax, adicd G este un Z - modul injectiv.

§5. Produse directe de grupuri

5.1. Sa demonstram de exemplu ca H x{1} <H x K.

Fie deci (x,1)eH x{1} si (y,z)eHxK (x,yeH iar zeK).

Atunci (y,2) (x,1)(y:2) = (v,2)x1D:2) = (y'xy,2'2) = (y'xy,1)e
eH x{1} (cici y'xy €H). Analog se probeazi ci {1} x K< H x K.

5.2. Fie de exemplu G = G, x G,.
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Se verifica imediat ca Z(G) = Z(G) x Z(Gy).

Deci, daca Gy si G, sunt comutative, atunci Z(G;) = Gy si Z(G») = Gy, si
astfel Z(G) = G, x G, =G, adica G este comutativ.

Reciproc, sé presupunem ca G este comutativ si sa probam ca G; si G,
sunt comutative. Fie de exemplu x,yeG;. Avem cia (x,1),(y,1)eG si din
&x,D(y,D) = (y,D(x,1) = (xy,1) = (yx,1) = xy = yx , adica G; este comutativ.
Analog se probeaza ca G, este comutativ.

5.3. (i).Fie z = (x,x) €G, i = 1,2. Atunci 7,2, = (x1,%)(X2,%2)" =
=(x;x,' x;x;" ) este dinG, deci G<G xG.

Se probeaza imediat ci f: G- G, f(x) = (x,x), (V) xeG este un
izomorfism de grupuri, deci G =G .

(i1). "<". Presupunem cad G este comutativ si fie z = (x,x)€ G iar
y=(tw)eG x G. Atunci yzy' = (tu)xx)t"u") = (txt'uxu') = (xx)e G,
G <G xG.

"=". Presupunem ca G <G x G si sa demonstram ca G este comutativ.

Fie x,yeG. Atunci (x,y)(x,x)(x'l,y'l) e < (xxx'l,yxy'l)e G < (x,yxy'l)e G
o x=yxy' < xy=yx, adici G este comutativ.

(iii). "=". Fie teZ(G); atunci (V) aeG avem ta = at si (t,1)(a,a) =
=(ta,a) = (a,a)(t,1), adicd (t,1)eCqu(G) < Ngxg(G) =G, deci t = 1, adica
Z(G) = {1}.

"<". Fie (x,y)€Ngxs(G). Avem (x,y) G (x,y)"' =G, deci pentru orice
aeQ, (x,y)(a,a)(x,y)'1 €G. Insa (x,y)(a,a)(x,y)'1 = (Xax'l,yay'l) deci avem xax'=
=yay' & (y'x)a= a(y'x), (V) ae G=y'xeZ(G) =1 =x=y si astfel
(x,y) € G, deci Ngyo(G)=G.

5.4. Definim f : G/(HNK)— (G/H) x (G/K) prin f(x(HNK)) =
=(xH,xK), (V)xeG.

Daci x,yeG si x(HNK) = y(HNK) < xy'e HNK < xy'eH si xy' eK
< xH =yH si xK =yK, adica f este corect definita si injectiva.

Se probeaza imediat ca f este morfism de grupuri. Pentru a arata ca f
este izomorfism de grupuri mai trebuie probata surjectivitatea sa.

Fie deci (xH,yK) € (G/H) x (G/K), cu x,y€G. Deoarece G = H-K putem
scrie x = hik;, y =hyk, cu h;eH si k;eK, i=1,2. Considerand z = h,k;,eHK = G
avem xz' = hlklkflh;1 eH iar yz'1=h2k2k;lh;1 €K (deoarece K <1 G), adica
zH = xH si zK = yK, deci f(z(HK)) = (zH,zK) = (xH,yK), adica f este si
surjectiva.
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5.5. Consideram surjectiile canonice p : H - H/J si q : K — K/L. Cum
p si q sunt morfisme surjective de grupuri, atunci si f: H x K— (H/J) x (K/L),
f(x,y) = (p(x),q(y)) = (xI,yL), (V) (x,y)eH x K este un morfism surjectiv de
grupuri. Deoarece (x,y)eKer(f) < f(x,y) = (1,1) © p(x)=1 si q(x)=1 < x€J si
yeL < (x,y)el x L = Ker(f) =J x L.

Astfel, J x L = Ker(f) < H x K si conform teoremei fundamentale de

izomorfism pentru grupuri avem ca (H x K)/(J x L) = (H x K)/Ker(f) = Im(f) =
=(H/J) x (K/L).

5.6. Se probeazi imediat ca f: C — R"x T, f(z) = (| z|,z/| z|) este un

izomorfism de grupuri , unde T = {zeC | |z|=1}.

5.7. Consideram f : Q" — Q’ x{-1,1}, f(x) = (x|, x/|x|). Avem ca

x/|x|e {-1,1}, (V) xeQ". Se verifici imediat ca f este izomorfism de grupuri.

5.8. Analog ca la problema 5.7.

5.9.. Conform problemei 5.6., (C',-) = (R " ) x (T.").
Dar (R’ ,) = (R,) (vezi problema 4.62.), iar (R/Z+) ~ (T,") (vezi
problema 4.83.), de unde deducem imediat izomorfismul cautat.

5.10. Dacd ze(C, z = a + bi cu a,beR, atunci se verifica imediat ca

f: C>R x R, f(z) = (a,b) este izomorfism de grupuri.

5.11. (i). Tinem cont de exercitiul anterior si de faptul ca
(R,+) = (C,+)(vezi problema 4.60.).

(i1). Tinem cont de faptul ca orice subgrup finit generat al lui (Q,+) este
ciclic (vezi problema 2.95.).

Astfel, pentru a proba ci (Q,+) %= (Q,+) x (Q,+) este suficient sa

construim un subgrup finit generat al lui Q xQ care sé nu fie ciclic.

Vom considera H = < {(1,0),(0,1)} > si dacd prin absurd este ciclic,
atunci existd (x,y) €eQ x Q ai. H = < (x,y) >, deci (3) n;,meZ ali. (1,0) =
=ny(x,y) = (nix,ny) si (0,1) = my(x,y) = (n2x,n2y). Deducem ca 1 = nix = nyy si
0 =n,y = n,x care sunt contradictorii.
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5.12. Fie py = 2, p;= 3, p» = 5,... sirul numerelor naturale prime. Se stie

. . o . ko k k
ca orice rational se scrie in mod unic sub forma o = (-1)* p° p;'...p," ... unde

ae{0,1},k;e Z, i=0,1,.... si k;# 0 pentru un numdr finit de indici i.

Definim f: Q" — Z, x Z[X] prin f(a) = (&, ko + k; X +...+ k, X" +...).
Se probeaza imediat ca f este izomorfism de grupuri.

5.13. Cum Z x Z este infinit, dacd presupunem prin absurd ca este
ciclic, atunci cu necesitate avem un izomorfismf: Z — 7 x Z.
Daci f(1) = (a,b), atunci f(2) = (2a,2b), ... ,f(n) = (na,nb), (V) ne”Z.

Deoarece f este surjectiva, (3) neZ a.i. f(n)=(1,1), decina=1sinb=1
—a=b =1saua=b=-1sin=1sau-1.

Daci insa f(1) = (1,1), atunci (V) meZ, f(m) = (m,m) si astfel f nu mai

este surjectiva (de exemplu (1,0) nu mai este imaginea nici unui element din 7).
Analog 1n celelalte cazuri.

5.14. Vom proba ca subgrupurile lui (Z,+) x (Z,+) sunt de forma :

&Ly)Z + (0,y2)Z cu 0 <y, <y, si x; >0 (evident, toate numere
naturale)

Fie H < Z x Z; atunci notand cu p, : Z x Z — Z prima proiectie, avem

cd pi(H) < Z, deci pi(H) = x,Z cu x,€N. Avem atunci un y,(nu neapdarat unic)
al. (x;,y1)eH. Fie H' subgrupul generat de elementele de forma (0,y). Atunci

notand cu p, a doua proiectie a lui Z x Z avem cia p,(H) este de forma y,Z. Deci
elementul (0,y,)eH si avem (x,,y1)Z + (0,y»)Z < H.
Fie acum (x,y)eH. In mod evident x, | x si deci existd teZ cu x = tx;.

Elementul (0,y-y;t) = (x,y) - t(x;,y1) €H' si deci y, | y-yit, adica (3) seZ
al y - yit = sy,. Asadar, (x,y) = t(x;,y1) + s(0,y;) ceea ce ne aratd ca
H < (x1,y1)Z + (0,y2)Z, de unde egalitatea (x;,y;)Z + (0,y»)Z = H.

Acum putem inlocui pe y; cu restul Tmpartirii lui y, prin y, si astfel
identitatea de mai sus nu se schimba.

5.15. Presupunem prin absurd ¢d Z x Z, este ciclicsifief: Z > 7 x 7,
un izomorfism de grupuri. Trebuie ca f(1) = (1,1) si analog ca la solutia de la
problema 5.13. se ajunge la contradictia ci f nu este surjectiva ( elementul (0,1)

nefiind imaginea nici unui element din Z).
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1 a b
5.16. Fie A=|0 1 c¢|eH, atunci cum det(A) =1 # 0 = AeGL;(K),
0 01

1 a b
deci H < GL;(K). Prin calcul se deduce ca A'=|0 1 ¢'|eH, unde a' = -a,
0 0 1
b'=ac-bsi c'=-c.
I x y 1 x+a y+b+az
Daca B={0 1 z| € H, atunci AB= {0 1 c+z |eH, deci,
0 0 1 0 0 1

din cele de mai sus rezultd cd H < GL;(K).
Sa presupunem ca AeZ(H); scriind cd AB = BA pentru B de forma
0 z 11 z
1|siB=|0 1 0| deducem ca a=c=0,deunde rezulta imediat ca
1 0 0 1

1 0 b
Se verifica acum imediat cd f : K — Z(H), f(b) = |0 1 0| este
0 0 1
izomorfism de grupuri.
1 a b
De asemenea, se verificd imediatcag: H > K x K, g(|0 1 ¢| )=
0 0 1
=(a,c) este morfism surjectiv de grupuri cu Ker(g) = Z(H), de unde

H/Ker(g) =~ Im(g) < H/Z(H)=K xK.

5.17. (i). Fie n un numadr natural. O partitie a lui n este un sistem
ordonat (mj,m,,...,m,) de n numere naturale a.il. m; > my > ... > m, si
m+my+.. .+ m,=n.

Exista un mod prescurtat de a scrie partitiile unui numar natural n. Fie
(my,my,...,m,) o partitie a lui n. Mai intdi, se omit zerourile, deci, daca my # 0
si my = ... =m, =0, atunci vom scrie (m,my,...,ny) in loc de (m,my,...,my).
Apoi daci s dintre numerele m;,m,,...,m; coincid cu un numar dat m, vom nota
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cu m® sistemul acestor numere, adicd m* = (m,m,...,m). Notdm cu k, numarul
partitiilor lui n. (functia n =k, este una dintre cele mai importante functii ale
aritmeticii, comparabild, din acest punct de vedere, cu functia n+>m,=
=numarul numerelor prime mai mici ca n).

Vom descrie, spre exemplificare, pentru n < 6, toate partitiile distincte
ale lui n si vom indica numarul lor k, :

n=1; (1); k=1.

n=2; (2),(1); ka=2.

n=3 5 (3)9 (251)9 (13) 5 k3 =3.

n=4; (4),(3,1), (29, 2,1%, (1) ; ks =5.

n=5; (5, (41),(3.2), (3,17, (2,1, 1), (1); ks=7.

n=6; (6), (5,1), (4.2), (4,19, (39, 3,2,1), 3,19, (2°), (2°1°), (2,1,

(1%); ke =11.

Fie acum p un numar prim si n un numdr natural. Din teorema de
structura a grupurilor abeliene finite (vezi [18]) se deduce ca numarul grupurilor
abeliene finite cu p" elemente este egal cu k.

Astfel, de exemplu, exista cinci tipuri de grupuri abeliene de ordin
16=2"

VAT - corespunzator partitiei (4) ;
Iy x 7, - corespunzator partitiei (3,1) ;
Zax Uy - corespunzitor partitiei (2°) ;
Zax ¥y x 1, - corespunzitor partitiei (2,17) ;

Z, x I, x I, x 7 - corespunzitor partitiei (1%).

(ii). In general, fie n un numar intreg pozitivsin=p ' p5* ...p"
descompunerea lui n in produs de numere prime ( deci py,p;...,ps sunt prime
distincte §i ny,ny,...,ns sunt numere naturale). Numarul tipurilor de grupuri
abeliene de ordin n este k,,1 k " ...knx (vezi [9]).

Astfel, de exemplu, existd noua tipuri de grupuri abeliene de ordin
216=23":

I3 x La7,

Lax L2 x L7

Zyx Iy x I2x La7,
Dgx Zox 73

Dax Tyx Zox U3
Z2x Zax Zax Zox X3
Dgx 23 x U3 x I3
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Dax Ayx A3x A3x X3
szZzXZ?_XZ3X Z3>< 23.

5.18. Ca o consecinta a problemei 5.17. deducem ca un grup comutativ

cu 8 elemente este de forma Zg , Z, x Z4 sau Z, x 7, x 7.

5.19. Acelasi argument ca la exercitiul anterior ( grupurile cu 9
elemente fiind comutative, conform problemei 4.78.).

5.20. Fie G un grup cu 10 elemente. Dacd G este necomutativ, scriind
ca 10 = 2-5, atunci G = Ds ( conform problemei 4.75.).

Daca G este comutativ, G ~ Z, x Zs( conform problemei 5.17.).

5.21. Deoarece det(A) = + 1 = A este inversabild si A" eM,(Z), mai
d -b
precis A = det(A)( j .
-c a

Prin calcul se verifica faptul ca t ., ot = lz.z, adicd t, este bijectiva.
Cum faptul cad ty este morfism de grupuri se probeaza imediat, deducem ca
tacAut(Z x 7).

Reciproc, fie teAut(Z x Z) si sd notam t(1,0) = (a,c), t(0,1) = (b,d).
Atunci t(x,y) = t(x,0) + t(0,y) = xt(1,0) + yt(0,1) = x-(a,c) + y:(b,d) =
=(ax + by,cx + dy) = ta(x.y).

Mai ramane de demonstrat cd det(A) = £1.

Cum t este bijectie, (3)! (x,y) €Z x Z ai. t(x,y) = (1,0) < ax + by =1 si
cx + dy = 0. Datoritd unicitatii solutiei sistemului de mai sus = det(A) = 0.
Aplicand pentru rezolvarea sistemului formula lui Cramer, rezulta ca det(A) | c
si det(A) | d.

Analog, considerand unicul dublet (zu)eZxZ ai. t(zu) = (0,1) =
det(A) | a si det(A) | b.

Deci, notind D = det(A) = a = Da', b = Db', ¢ = Dc¢', d = Dd' cu
a',b',c'.d'eZ. Rezulta imediat ¢ca D = ad - bc = Dz(a'd' -b'¢). Cum D # 0 =
1 =D(a'd' - b'c'"y = D =det(A) = £1.

5.22. (i). Conform teoremei lui Cauchy pentru grupuri finite, (vezi
problema 4.74.), G contine un element b de ordin p; fie H = <b>. Cum H este un
p-subgrup Sylow, atunci conform celei de-a treia teoreme a lui Sylow, numarul
conjugatilor lui H (adica a subgrupurilor de forma gHg™' cu geG) este de forma
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1 +up cuueN. Insd 1 + up = |G : Ng(H)| si trebuie si dividi |G| = pq. Cum
(14up, p) = 1 atunci 1+up | q iar cum q < p deducem ca u =0, deci H<G.

De asemenea, existd un element aeG al carui ordin este q; fie K = <a>.
Ca si mai Tnainte, K este g-subgrup Sylow al lui G, astfel cd |G : Ng(H) |=1+kq
cukeN. Cum 1 +kq | p iar prin ipotezi q { p-1 deducem ca k = 0.

Astfel, K < G, deci GRH X K= Z, X Zy= Z,, , deci G este ciclic in
acest caz.

(i1). Sa presupunem ca q | p-1 . Atunci K nu mai este subgrup normal in

G.Cum H < G,a'ba=b"cureN.
Putem presupune r #1 (mod p) (céci in caz contrar ne redntoarcem la

cazul comutativ). Prin inductie se arati usor ¢ a'ba = b . in particular pentru

j=qavem b= »"", adicir? = 1 (mod p).

5.23. Rezulta din problema 5.22. pentru p =5, q = 3 observand ca
qtp-l

5.24. ([18]) Fie p un numar prim. Conform problemei 5.17. numarul
tipurilor de grupuri abeliene de ordin p’ coincide cu numdrul partitiilor lui 3.
Deoarece k; = 3 si partitiile lui 3 sunt (3), (2,1), (1°), rezultd urmitoarele grupuri
abelieneZp3,Zp2>< Zp, pr pr Zp.

Cautam si grupurile neabeliene de ordin p’, cazurile p = 2 (vezi si
problema 4.92.) si p impar tratdndu-se separat.

Consideram mai intai cazul p = 2 si fie G un grup neabelian de ordin 8
(vezi problema 5.18.). Deoarece G nu este ciclic, G nu contine nici un element
de ordin 8. Daca toate elementele netriviale ale lui G au ordinul 2, atunci pentru
orice x,yeG avem xy = (xy)' = y'x" = yx si rezultd ci G este abelian. Prin
urmare, exista un element a€G cu o(a) = 4. Fie H = <a>. Deoarece |G:H| =8/4 =
=2, avem G = H U Hb, unde b este un element din G \ H si H<G. Avem
Hb € G/Hsi |G/ H| =2, deci H= 1= (Hb)’ = Hb” si rezulti b’ eH. Daca
b’=a sau b’ = a’ se constatd imediat ci o(b) = 8, ceea ce nu se poate. Deci
b*> = 1 sau b*> = a’. Deasemenea, bab'eH deoarece H este normal. Deoarece
o(bab™) = o(a) = 4, avem bab™" = a sau bab™" = a’. Dacd bab" = a, atunci ab = ba
si rezultd ¢ G este abelian deoarece G = < a,b>. Prin urmare bab™” = a’. Avem
astfel:

G=<ab>cua*=1,b’=1,bab’' =2’
sau

G=<ab>cua'=1,b*=a% bab' =2a’.
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Este usor de verificat in primul caz cd G = Dy ( grupul diedral de grad
4) si in al doilea caz, G = Q ( grupul quaternionilor). Deoarece grupurile Dy si
Q, evident, nu sunt izomorfe, rezultd ca existd exact doud tipuri de grupuri
neabeliene de ordin 8.

Consideram acum cd p este un numdr prim impar si G un grup
neabelian de ordin p’. Deoarece G nu este ciclic, G nu contine nici un element
de ordin p’. Rezulti ci elementele netriviale din G au un ordinul p sau p’.

Presupunem mai intdi ci existdi acG ai. o(a) = p°. Fie H = <a>.
Deoarece |G :H| = p avem H< G. Deoarece |G/H| = p, G/H este ciclic, deci

existi beG ai. G/ H = < Hb>. In acest caz H = (Hb)" = Hb" si rezulta b° €H.
De asemenea, bab' eH, deoarece H este normal, deci bab' = a’ cu
r=0,1,.. .,pz—l. Nu putem avea r = 0 sau r = 1 deoarece r = 0 implica bab' =1,
deci a = 1, iar r = 1 implica bab’ = a, adica ba = ab si deoarece G = <a,b>,
rezultd cd G este abelian. Prin inductie matematicd dupa j, se demonstreaza
imediat cd blab’ = a”’ pentru orice numar natural j. In particular, b’ab® = a”

Pe de alta parte, avem b’eH si H este abelian, deci b’ab® = a. Rezulta a” = a,
deci 1 = 1(mod p*). Conform teoremei lui Fermat avem r* = r (mod p) si rezulta
r= I(mod p). Scriem r = 1 + sp, unde s este un numar intreg. Deoarece 1<r < p’
nu putem avea s = 0 (mod p) si prin urmare (s,p) = 1, deci existd un numar
intreg j a.i. js = 1(mod p). Atunci spj = p (mod p?), deci (1 + spy =1 + spj =

=1 + p (mod p?) si bab’ =a” =a'"" = 3" Deoarece (,p) = 1, avem
<Hb>=<Hb> = G/H si prin urmare putem inlocui b cu b/, deci putem

presupune ci bab” = a'™. Avem b’cH, deci b° = a" pentru un numir intreg t.
Deoarece b nu este de ordin p’ avem a* = b? = 1, deci pt = O(mod p?),
t = 0(mod p). Fie t = up, ueZ. Din relatia ba = a' b rezulti ba' = a'’ b pentru
orice numar intreg i si, In particular, ba™ = a™""Pb. Prin inductie dupi i rezulta
imediat ca b'a™ =a"""? b. Avem :

(a'b)’=a"(ba")b=a" """l

(a ub) _ u[l+(1+p)] (b2 a )b _ u[1+(1+p)+(l+p) ]b3
si continuand 1n acest mod, rezulta

(a ub)p =3 -u[1+(1+p)+... +(l+p) ]bp

Avem 1+ (14+p) + ...(1+p)" "' =1+ (1+p) + 1 + 2p+ ..+ 1 + (p-1)p =
=p + pp(p-1)/2 = p (mod p?) ( deoarece p fiind impar (p-1)/2 este intreg), deci

g dere. ) o b? ( deoarece a® = a' = b” = 1, adicd
a’ = b? = b?) si astfel (a"b)’ = bP™b” = 1. Deoarece Ha™b = Hb si
(a“b)a(a™b)’ =a“bab'a" =a"a'"Pa" =a'"™, il putem inlocui pe b cu a™b.

Rezulti G =<ab>, cua’ =1,b" = 1,bab" =a'"
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Prin urmare existd un unic tip de grup neabelian de ordin p’ care
contine un element de ordin p’.

Presupunem acum ci G nu contine elemente de ordin p°. Prin urmare,
toate elementele netriviale din G au ordinul p. Fie H = Z(G) centrul lui G.
Atunci H este netrivial, deci |H| = p sau p’. Nu putem avea |H| = p* deoarece in
acest caz |G/H| = p, ceea ce implicd ca G/H este ciclic, deci G este abelian
(conform problemei 4.71.). Prin urmare [H| = p si |G/H| = p’. Deoarece G/H nu
este ciclic, avem, conform problemei 5.17. (i), G/H =Z,, x Z,. Aceasta inseamna
cd G/H=<x,y>cux"=y" =1 i xy=yx.

Fie a,beG a.i. Ha = x si Hb = y. Avem a” =b" = | si Hab = xy = yx =
=Hba, adica ab = bac cu ceH. Daca ¢ = 1 atunci ab = ba si, deoarece
G = <Hu{a,b}>, rezulta G abelian. Deci ¢ # 1, in care caz H = <c¢> si
G =<a,b,c>. Rezulta ca:

G =<ab,c>cua®=b"=cPsiab=bac.

Existd deci un unic tip de grup neabelian de ordin p’ care nu contine
elemente de ordin p*.

In concluzie, existd exact doud tipuri de grupuri neabeliene de ordin p’.

5.25. Daca ne N, n 22, prin grup diciclic de ordin 4n (notat DI, )
intelegem un grup cu 4n elemente :

DL={1,x, ..., x"", y,xy, ..., x""y}
ale carui elemente le multiplicam astfel:

XaXb — Xa+b

Xa(be) _ Xa+by

() x° = by

(x'y) (xy) =x"""
unde 0 <a, b <2n-1 iar puterile lui x sunt considerate modulo 2n.

Se observa ca pentru n = 2, DI, = Q (grupul cuaternionilor).

Fie G un grup cu |G| = 12.

Dacé G este comutativ, totul rezultd din problema 5.17. (adica G = Z,,
sau G = Z4xZ5).

Consideram acum cazul cand G este necomutativ. Fie t numarul
subgrupurilor Sylow distincte ale Iui G cu 3 elemente. Conform teoremelor lui
Sylow t=1 (mod 3) sit]|4.

Astfel, G are fie un singur subgrup de ordin 3 (care trebuie sa fie
subgrup normal) fie 4 subgrupuri (conjugate). Tot conform teoremelor lui
Sylow deducem ca G trebuie sa aibd unul sau 3 subgrupuri de ordin 4.

Cazul 1. Presupunem ca G contine un singur subgrup (normal) H de
ordin 3 generat de x.
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Daca K este un subgrup al Iui G de ordin 4, atunci K este ciclic (K~Z,)

sau K este izomorf cu grupul lui Klein (K = Z, X Z,).

(a) Sa analizam cazul cand K este ciclic, K = <y>.

Cum HNK={1}, atunci clasele H, Hy, Hy”, Hy’ sunt toate distincte si
HK=G.

Cum H<G deducem ci yxy ™' €H.

(1) Daca yxy ' = x, atunci xy=yx, deci G este comutativ si avem

G=H X K523 X 245212.
(2) Dacid yxy ™' = x’, atunci yx = x’y, de unde y’x = yx’y = x’yxy = x'y’=

2
Xy
Astfel, xy* = y’x si daci considerdm z = xy” avem ci o(z) = 6.
De asemenea 2 =x’y’=y’ si yz=yxy'=y'x=yxXy=z2"y.
Cum o(y) = 4, yg<z> si deci clasele <z> , <z>y dau o partitie a lui G.
Multiplicand in acest caz elementele lui G ca in cazul grupului diciclic

si anume 7'2° = 2°°, 2'(2%y) = 2%, ()2’ = 2", (') (2"y) = 2y’ = 27

(unde puterile lui z se reduc modulo 6) obtinem in acest caz ca G = DI.

(b) Sa presupunem ca K este grupul lui Klein (deci K = Z, X Z,) si sa
notdm elementele sale cu 1,u,v,w unde w = uv si v’ = v*= 1.Atunci HNK={1}
iar clasele H, Hu, Hv, Hw partitioneaza pe G, de unde HK = G. Cum H=G
avem uxu’ = x% vxv = x°, wxw!=x" unde a, b, abe {£1}.

(3) Daca a=b=ab =1, cum G este abelian,

GrxHXK=xZyxlyxly=Zsx 7,

(4) Sa consideram cazul cand doua dintre a, b, ab sunt egale cu —1 iar al
treilea egal cu 1.

Renumerotand u, v, w (daca este necesar) putem presupune ca a = 1 si
b = -1. Atunci ux = xu iar z = ux are ordinul 6. Astfel, G = <z,v> iar z° = 1,
v’=1liarvz=7"v < vzv=7" de unde concluzia ci G = D.

Cazul 2. Sa presupunem ca G contine 4 subgrupuri (conjugate) de ordin

Elementele nenule (diferite de 1) ale celor 4 subgrupuri de ordin 3 ne
dau 8 elemente diferite de 1 ale lui G, restul de 4 urméand a forma singurul
subgrup K de ordin 4 al lui G.

(c) Sa aratam ca grupul K nu poate fi ciclic.

Presupunem prin absurd cé totusi K este ciclic, K = <y> si fie xe G \ K.
Atunci o(x) = 3 iar clasele K, Kx si Kx* dau o partitie a lui G. Cum K<G avem
ci xyx'eK. Dacid xyx' = vy, atunci ar rezulta ci G este comutativ (in
contradictie cu faptul ca G contine 4 subgrupuri conjugate distincte de ordin 3).
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De asemenea xyx ' # y” (cici y si y* au ordine diferite).
In sfarsit, dacd am avea xyx' = y’, atunci y = X’yx” = y*’ = y’ — absurd,
de unde concluzia ca grupul K nu este ciclic.
(d) Atunci K trebuie sa fie grupul lui Klein. Considerand ca mai sus
K={1, u, v, w}, fie xeG a.i. o(x) = 3. Atunci clasele K, Kx, Kx? sunt toate
distincte astfel cd G = <u, v, x>. Conjugarea prin x permuta cele 3 elemente u,

v, w intre ele (caci K<G) iar permutarea este sau identicd sau un 3-ciclu
(deoarece x* = 1).

(5) Nu putem avea permutarea identicd caci in acest caz G ar deveni
comutativ (caz studiat deja).

(6) Renumerotand eventual, putem presupune ci xux' = v, xvx' = w,
xwx' = u si atunci considerdnd asocierile u < (12)(34), v < (13)(24),
X <> (234) obtinem un izomorfism Intre G si Ay.

in concluzie avem 5 tipuri de grupuri cu 12 elemente, 2 comutative

(Z1,, Z4X7Z3 =~ 5% X,) si 3 necomutative (Dg, D13 si Ay).

5.26. Suntem acum in masurd sd prezentdm tabelul de caracterizare a
grupurilor finite cu cel mult 15 elemente:

Ordin Nr. Reprezentanti Rezultatul
grup tipuri care di caracterizarea
2 1 7 Problema 4.53.
2
3 1 7 Problema 4.53.
3
4 2 24 , ZZ X Zz( zK) Problema 4.56.
5 1 Zs Problema 4.53.
6 2 Zs, Ds(~S;) Problema 4.58., 4.75.
7 1 7 Problema 4.53.
7
8 5 3 tipuri comutative : Problema 4.92., 5.18.

Ls, Usx U, Lyx Urx 1,

2 tipuri necomutative: Q ,

D,
9 2 Zy | Tsx7s Problema 5.19.
10 2 Z1, Ds Problema 4.75., 5.17.
11 1 7 Problema 4.53.
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12

2 comutative: Z 5,74 X 25
3 necomutative : Dg, DI;,
Ay

Problema 5.17., 5.25.

13 N Problema 4.53.
14 Z.4.D; Problema 4.75., 5.17.
15 Problema 5.23.

Zys
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§6. Inel. Subinel. Exemple. Calcule in inele. Caracteristica unui inel.
Elemente inversabile. Divizori ai lui zero. Elemente idempotente. Elemente
nilpotente. Produse directe de inele.

6.1. Se observi ci a defini o operatie de inmultire ,,*” distributiva fata

de adunare revine la a defini 1%1. Intr-adevir, avem de exemplu

nkm=(I+..+1)*(1+..+1)=1*1+..+1*1=(nm)(1%1), pentru n, m>0. Pe de
de n ori de m ori de nm ori

altd parte, este clar pentru fiecare KEZ, ca operatia definitd prin n*m=(nm)-k

inzestreaza pe Z impreund cu adunarea cu o structurd de inel. Prin verificarea

axiomelor se deduce imediat cd doar pentru k=1 si k=-1 obtinem structuri de

inele unitare pe Z.

6.2. Asociativitatea este imediata:

(xky)*z=x*(y *z) =x+y+z-Xy-Xz-yz+Xyz, oricare ar fi X, y, zEA (in
baza asociativitétii operatiilor inelului A).

Elementul neutru al legii * este 0.

Daca y€A este inversul lui 1-x in inelul A, atunci 1-y este inversul lui x

fata de legea *.

6.3. (i). Observam ca putem scrie (Pkg)(n)= Y. f(d))g(d,).

did,=n

Folosind aceastd scriere, daca f, g, h€A vom avea [(f*g)*h](n)=

= > (f*e)d)h(d3) = ) ( Zf(dog(dz)}(dg): > f(d)g(dy)h(dy).

ddy=n ddy=n\ d\d,=d dydydy=n

Analog rezultd [Fx(g*xh)]()= Y f(d)g(dy)h(d;), deci

dd,dy=n
(f*g)xh=f*(gxh) adicd operatia * este asociativdi. De asemenea, avem
(fxg)(n)= Z:f(al1 )g(d,)=(g*f)(n), adicd fxg=g*f, ceea ce inseamnad ca
did,=n
operatia * este comutativa.

A ) ) ) ) ) 1, daca n=1
Notand cu e functia aritmetica definitd prin e(n) = se
0, daca n>2

observa ca pentru orice fEA avem (f*ke)(n)= Zf (d))e(d,)=f(n)-e(1)=f(n).
did,=n
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Prin urmare, f*e=e*f=f, oricare ar fi fEA, ceea ce inscamna ca ¢ este element
neutru fatd de operatia *. Asadar, (A, *) este un monoid comutativ.

(i1). ,,="". Daca feU(A) exista f €U(A) astfel incat f* f=f* f=e.
In particular, ( £ * £ )(1)=e(1), adica f(1)- £ (1)=1, deci f(1)#0.

,,<” Reciproc, sa presupunem ca f(1)#0 si sa aratam ca feU(A).
Definim functia f :N"—C recursiv in felul urmétor:

‘L, daca n=1
N AU
f(n)= .
f(l)‘z f(d) f( j daca n>?2
d>1
Avem (f* f NOENAQ) f O=11- m =e(l), iar pentru n=2
(f * F)m) = Zf(d)f[ j f(l)f(n)+2f(d>f[ j =f () f ()~ fFQ)F (n)=
d|n d|n .
d>1

=0=e(n)

Prin urmare, f * ]7 = ]7 * f =e, deci fEU(A) si inversul lui f este f .

(iii). Mai intai observam ca pentru orice fEM avem f(1)=1. Intr-adevar,
exista kEN" cu f(k)=#0 si cum (1, k)=1 putem scrie f(k)=f(1-k)=f(1)-f(k) de
unde prin simplificare cu f(k) se obtine f(1)=1. Tindnd seama de aceasta
observatie si punctul (ii) deducem cd MSU(A). Pentru a dovedi cad M este un
subgrup al lui U(A) vom arata ca :

1) oricare ar fi f, gEM =>f*kgeEM;

2) oricare ar fi fEM = f EM.

Sa probam mai intai 1). Daca f, geM avem (f*g)(1)=f(1)-g(1)=1-1=1,

deci f* g este functie aritmetica nenul. Dacd n, m€N" si (n, m)=1 atunci orice
divizor al lui nm este de forma d,d,, unde d,|n, d;|m si in plus, rezulta (d;, d,)=1,

[; mJ =1, astfel ca putem scrie:
1

(fxg)(nm)= Zf(d)g( j > fd, d2>g( y d}
2

d‘nm d ‘n
da‘m
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—dan(dl)f(dz)g( N dzj [;f(dl)g( J][d;”f(dz)g( ﬂ

dz‘m

=(f*xg)(n)- (F*g)(m).
Asadar, f*g este functie multiplicativa, deci f*g&M.
Sa probam acum 2). Fie f€M si sd dovedim ca f EM.

Pentru aceasta, consideram functia g€A definita astfel:
1 daca n=1
g(n) =1~ a Zoa, o o
S f(py*), daca n=p{" -..- p;
(unde py, ...px sunt numere prime distincte).
Se vede usor cd gEM cici g este nenuld iar dacd n, me N", (n, m)=1

(23 (5]

scriind n=p-..-pf*, m=p/-.-pd, (unde pi, ...px, Pre1> ..., Ps Sunt
numere prime d1st1ncte) rezulta :

g(nm) = g(Hp, ] T170 Hf(p, ) T17 ) = gmgtm)
i=1 i=k+1
Deoarece f, gEM, conform cu 1) rezulta f*gEM. Aratam ca f*g=-e si
pentru aceasta este suficient sa probam ca (f*g)(p”) = e(p”) pentru orice p prim

si aEN (aceasta deoarece f*gEM, e€EM si doud functii multiplicative sunt
egale daca si numai daca iau valori egale pe toate puterile de numere prime).

o

Intr-adevar, cum divizorii lui p° sunt numerele pi, 0<i<o, avem
(/P =2 f(Pg(p™ ) =D f(P) (™) =(f* ))p™) = e(p”) . Asadar,
i=0 =0
f*g = e si cum inversul lui f este unic rezultd g = ]7 . Dar g€M si atunci ]7 eM,
ceea ce incheie (iii).
(iv). Evident, (A, +) este grup abelian in care elementul neutru este

functia nuld. Conform cu (i), (A, *) este monoid comutativ. Dacd mai

demonstram distributivitatea operatiei * fatd de adunare, va rezulta ca (A, +, *)
este inel comutativ unitar.

Intr-adevir, pentru f, g, hEA avem pentru orice nEN":
[F(g+h)](n)= ;f(d)(g + h)( j Zf(d)g[ j Zf (d)h[ j
d\n

=(f*g)(n)+(f>*h)(n)=(f>* g+f*h)(n).
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Aceasta inseamna cd f*(g+h)=f*kg+f*h, deci * este distributiva la
stanga fatd de +. Operatia * fiind comutativa, va fi distributiva si la dreapta,
deci (A, +, *) este inel comutativ unitar.

Mai ramane sd aratam ca inelul (A, +, *) nu are divizori ai lui zero. Fie
f, g€EA douad functii nenule; vom proba ca si f*g este nenula. S notdm cu n §i

m cele mai mici numere naturale nenule cu proprietatea ca f(n)+0, respectiv

g(m)#0. Atunci, pentru d<n, avem f(d)=0 iar pentru d>n avem % <m, deci

g(n;nj =0, astfel ca vom putea scrie:

(f*g)(nm)= Zf(d)g(";j = ZO~g(’le+f(n)g(m) + ‘Zf(d)‘O
d\nm d\nm
d<n d>n

=f(n)g(m)=+0.

Asadar, functia f*g este nenula si cu aceasta solutia se incheie.

d‘nm

6.4. Demonstram ca (A, +, -) este un inel unitar §i comutativ fara

divizori ai lui zero. Elementul neutru la adunare este matricea M(0)=0Os; iar
opusa matricei M(a) este matricea M(-a). Elementul neutru la inmultire este

matricea M(% ).

Pentru a demonstra ca A este domeniu de integritate fie M(a) si
M(b)EA cu M(a), M(b)#=M(0) (adica a, b+0).

Atunci M(a)-M(b)=M(2ab)+=M(0).

6.5. Se verificd cu usurintd axiomele inelului: (ZxZ, +) este grup

abelian; elementul neutru este (0, 0) iar inversul lui (x, y) este (X, -y). (ZXZ, -)
este monoid comutativ; elementul unitate este (1, 0). Distributivitatea Tnmultirii
fatd de adunare este imediata.

b
6.6. (i). Daca A= (a dJ eM,(C) si notam cu Tr(A)=a+d, A verifica
C

ecuatia x’-(a+d)-x+(ad-bc)-I,=0,. Daci Tr(A)=0, atunci A*=(bc-ad)-1, si deci
A’ comutd cu orice matrice din M,(C). Se verifici usor ci Tr([A, B])=
=Tr(AB-BA)=0, deci [A, B] > comuti cu orice matrice din M,(C).
(ii). ([A, B]+[C, D])’=[A, B]*+[C, D] *+[A, B]-[C, D]+[C, D]-[A, B].
178



Cum [A, B, [C, D]’ comuti cu orice matrice din M,(C) iar ([A, B]+
+[C, D])* satisface si ea aceiasi proprietate (pentru ci Tr([A, B]+[C, D])=
=Tr([A, B])+Tr([C, D])=0+0=0) rezulta ca [A, B]-[C, D]+[C, D]-[A, B]

comuta cu orice matrice din M,(C).

b
6.7. (i). Fie X= (a dJ cu a,b,c,deZ, ali. X*+1,=0, . Problema revine
C

a’+bc+1=0
la a rezolva sistemul bla+d)= ? . Daci a+d+ 0 atunci obligatoriu b=c= 0
c(a + d) =0
d*+bc+1=0
jar a’=d*=1, deci a=d=1. in acest caz obtinem X;= (é (i)] . Dacd a+d=0

) 10) (1 0) (1
matricele | . <, |~ | |~
0 1 11 0

Solutiile sunt ((}) ],

N\
O> >

matricele

O> >
N> O
%/
VR
[P 3N NS 3
—_> O
%/
7/ N\
—_> O
O> >
%/
N\
N> O
S [« S
%/
N\
[«>P 3N O P
—_ >
%/

2 2
0 1

6.8. Fie x€A (respectiv yEA) un nondivizor al lui zero la stinga

N> O
N—

(respectiv la dreapta). Aplicatiile fi:A—A, g,:A—A definite prin f(z)=x-z si
g/(z)=z-y sunt injective. A fiind finit ele sunt chiar bijective. Deci existd
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elementele u,vEA a.i. f,(u)=x si gy(v)=y. Fie zEA un element oarecare. Avem
fi(uz)=xuz=xz=1(z), g,(zv)=g,(z). Din injectivitate rezultd uz=z=zv. in

particular, pentru z=u, v obtinem u=uv=v si evident u este elementul unitate al
lui A.

6.9. Fie A={0, 1, a, b, ¢} si (A, +,-) inelul dat.Vom demonstra mai
intdi ca 1+1+1+1+1=0 si apoi ca 1+1, 1+1+1, 1+1+1+1+0. Este evident ca
oricare ar fi x, yEA din 1+x+#1+y=x+y. Putem deci spune ca {1+0, 1+1, 1+a,
14tb, 1+c}=A si atunci (1+0)+(1+1)+(1+a)+(1+b)+(1+c)=0+1+a+tbtc <
(1+1+1+1+1)+(0+1+a+b+c) =0+1+atb+c & 1+1+1+1+1=0.

Si mai observam cid oricare ar fi kEN" si oricare ar fi XEA avem

(1+1+...+1)+x%# (1+1+...+1)+x deoarece dacd am presupune ci existi yEA a.i.
de k ori de k-1 ori

(1+14 ..+ 1)+y=(1+1+...+1)+y ar rezulta 1=0.
de k ori de k-1 ori

1+1=0.

Presupunem deci cd 1+1=0; Atunci {1+0, 1+1, 1+a, 1+b, l+c}=
={0, 1, a, b, ¢} de unde rezultda a=1+b, b=1+c, c=1+a sau a=1+c, b=1+a,
c=1+b, de unde ar rezulta cd atb+c=(1+1+1)+atb+c < 0=I1+1+1 si cum
1+1=0, ar rezulta 1=0, ceea ce este absurd, deci 1+1+0.

1+1+1=0.

Presupunem deci ca 1+1+1=0. Atunci din {I1+1, 1+1+1, 1+1+a, 1+1+b,
I+1+c}={1, 1+1, 1+a, 1+b, 1+c} si 1+1+1=0 rezulta ca

{0, 1+1+a, 1+1+b, 1+1+c} ={1, 1+a, 1+b, 1+c}.

Daca 1+a=0, atunci 1+1+a=1, 1+1+b=1+c, 1+1+c=1+b =
(1+1+b)+(1+1+c)=(1+c)+(1+b) = 1+1+1+(1+b+c)=1+(1+b+c) = 1+1+1=1
=1+1=0, ceea ce este absurd.

Analog dacd am presupune cd 1+b=0 sau 1+c=0 ar rezulta 1=0.

Prin urmare, 1+1+1=+0.

1+1+1+1=+0.

Presupunem ca 1+1+1+1=0. Atunci {1+1+1, 1+1+1+1, 1+I1+1+a,
1+1+1+b, 1+1+1+c}={1+1, 1+1+1, 1+1+a, 1+1+b, 1+1+c} si 1+1+1+1=0
rezultd ca {0, 1+1+1+a, 1+1+1+b, 1+1+1+c} ={1+1, 1+1+a, 1+1+b, 1+1+c}.
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Deoarece 1+1+#0 rezultd cd am putea avea 1+1+a=0 si atunci din
egalitatea de multimi precedentd rezultd ca {1, 1+1+1+b, 1+1+1+c}={1+1,
1+1+b, 1+1+c} =1+1+1+b+c=1+1+b+c =1=0, ceea ce este absurd. Analog
daca am presupune 1+1+b=0 sau 1+1+c=0 ar rezulta 1=0.

Prin urmare, 1+1+1+1=0. Cu aceasta am demonstrat ca 5 este cel mai
mic nEN" pentru care (1+1+...+1)=0.

—

Sa demonstram acum ca inelul (A, +,-) este comutativ. Avem in vedere
ca A={0,1,a,b,c}={0, 1, 1+1, 1+1+1, 1+1+1+1}.

Daci x=0 sau y=0 atunci xy=yx=0 iar daci x,y€A’, atunci
x=(+1+...+1), y=(+1+..+1) cui,jE{1, 2, 3, 4}.

de i ori de j ori

Avem xy=(1+1+...+1) (I+1+. .. +1)=(1+1+..+1) si

de i ori de j ori de ij ori

yx=(+1+..+1) (1+1+...+1)=(+1+..+1) si deoarece ij=ji rezulti

de j ori de i ori de ji ori

xy=yx. Prin urmare, oricare ar fi x, yEA avem xy=yx, adicd inelul (A, +, -)
este comutativ.

6.10. (i). (x+1)*=x’*+x+x+1=x"+x(1+1)+1=x>+1 ;
(x+1)=(x+1) (x+1)=(x+1)(x+])=x>+x"+x+1 ;
(x+) =1 =x "+ =x (14D +H =xM
(x+1)’ =(x+1)P (x+1 )=+ +x+ 1) (] =x +x e+l

=x"+x* %+,

(ii). Avem x""'=x", oricare ar fi XEA =(-1)""=(-1)" =1=-1=1+1=0.
Vom demonstra prin inductie ca oricare ar fi kEN avem x"*=x", pentru orice
xEA. Intr-adevir, pentru k=0 rezulti x"=x", oricare XEA, ceea ce este evident.
Pentru k=1 avem conform proprietitii din enunt x""'=x", oricare ar fi XEA.

. +k . . . [
Presupunem deci cd x™ =x", oricare ar fi k<m si oricare ar fi XEA si si

ntm+l__ _n n+m+1

x" pentru orice xEA. Intr-adevir, x =x-x""=

demonstram X
=x-x"=x"""=x", pentru orice XEA si deci afirmatia este demonstrati.
Din 14+1=0 deducem x"+x"=0, oricare ar fi XEA si deoarece x""'=x"

pentru orice XEA rezultd ca X" +x"=0, oricare ar fi xEA =x"(x+1)=0, pentru
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orice X€A dar de aici 1inlocuind pe x cu x+1 deducem
0=(x+1)" (x+1+1)=(x+1)"-x , oricare ar fi xEA.

In ultima egalitate dezvoltam dupa formula binomului lui Newton si
obtinem 0 = (x" +Cix" 22 +...+C;'_1x+l)>( , oricare ar fi X€A. De aici
prin inmultire cu x"?, dupa ce tinem cont ca x"*=x", pentru orice xEA si orice
kEN, deducem 0=(2"-1)-x"+x""'=-x" +x"" = x"'=x", pentru orice xEA.

Prin acelasi procedeu ca mai sus deducem x™'=x"?, pentru orice XEA,

s.a.m.d. obtinem x*=x, pentru orice X EA.

6.11. (i). Din 1+1=0, iInmultind cu x€A obtinem x+x=0 sau x=-x.

Relatia xy=yx este echivalenta deci cu xy+yx=0 sau (x+y)’=x’+y’ . Dar (x+y)’
si xX’+y* nu pot fi decit 0 sau 1. Presupunem prin reducere la absurd ci

(x+y)*#x’+y” deci unul dintre termeni ar fi 1 iar celalalt ar fi 0.

Daci (x+y)*=1 si x*+y” =0 rezultd ca xy+yx=1.

Daci (x+y)’=0 si x’+y*=1 rezultd ci xy+yx=1.

In concluzie, dacd presupunem cid (x+y)*#x’+y” atunci este necesar ca:
(1) xy+yx=1. Inmultind aceasti relatie cu x la stinga si cu y la dreapta obtinem
cd: (2) X'y H(xy)’=xy.

Din (2) deducem ca xy=0 sau xy=1.

Sa presupunem ca xy=0.

Din (1) rezultd yx=1 = y(yx)x=yx = y’x’=yx=1 = y’=1 si x’=1
(dacd x*=0 sau y*=0 =y’x*=0), de unde rezulta x’y*=1.

Dar din (2) rezulti x’y*=0, contradictie.

Sa presupunem ci xy=1 = x(xy)y=xy=1 = x’y* =1.

Dar din (2) rezulti ca x’y*=0, contradictie.

In concluzie, deducem ci (x+y)’=x’+y’, oricare ar fi x, yEA, ceea ce
este echivalent cu proprietatea ca inelul A este comutativ.

(ii). Consideram A:{((:) 6} (i 6} (6 i], (i i]} CMy(Z,). Se
00 0 1 10 11

demonstreaza usor cd adunarea §i Inmultirea matricelor din A determind pe
multimea A o structura de inel comutativ 1n care au loc proprietatile din enunt.
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6.12. (i). Fie x=ba = x*=(ba)(ba)=b(ab)a=0 =x=0 deci ba=0. Pentru
XEA arbitrar, notind y=axb avem y*=(axb)(axb)=(ax)(ba)(xb)=0 = y=0 deci
axb=0.

(ii). Fie x=ayasa; = x’=(aa:a;)(a3:2))=(ara3)(a12233)a; =0 =>x=0 =
a,3;2,=0. Atunci din ay(aza;)=0 rezulta si (aza,)a,=0, adica aza,;a,=0.

(). Fie y=a;a;..q, . Avem y"=\q;..q; J.\a;..a; ) In prima

N A 3
de 1 ori

parantezd la un moment dat apare a,. Sa presupunem ca a; =ay;in a doua

paranteza apare a,. Sa presupunem @ a; =a,; in a treia paranteza apare a;; sa

presupunem cd a; =az s.a.m.d. (unde k#1+m,...).
Deci
" =(a-a- a;, aa; ..a; Xa-a- a; a,a; ..a; ) (a-a- a; asa; ..q; ) )]
y iy iy g 1y iy iy Sy P2y S, e\ Py e, O3y e, S '

Avem aa,...a,=0. Luand a=a,, b=a,...a, sl x=aq;, w; @;d; ..a; avem ab=0

Li+1 ki
deci axb=0 adicd aq;  ..q; a;a; ..a; aas..a, =0 (2).

Tt

Ludm acum a = aa; ..a; a;a; ..a; a,, b=aza,..a, x=a; ..a;a;a;..a; .

Din (2) avem ab=0, deci axb=0 adica

a\a;  4; 4;4; .0, a; ..4; a;d

- . ca.a; .a; ady..a,=0.
ka1 L h Tl L, h T Iy 7374 n

Continuand rationamentul obtinem din aproape in aproape intregul
produs din membrul din dreapta al relatiei (1) egal cu 0. Deci y"=0, de unde
- =0.

1

rezultd y=0, adica a; a; ..a

6.13. (i). Fic acM si x€A. Atunci
(axa-ax)’=(axa-ax)(axa-ax)=axaxa-axax-axaxa+axax=0 si
(axa-xa)’=(axa-xa)(axa-xa)=axaxa-axaxa-xaxa+xaxa=0, de unde rezulta

ca axa=ax=xa, deci a comutd cu orice element al lui A. Dacd a, bEM, cum
ab=ba obtinem:
(atb-2ab)’=a’+b*+4a’b’*+2ab-4a’b-4ab’=a-+b+4ab+2ab-4ab-4ab=a+b-2ab,

deci a+b-2ab eM.

(i1). Pe A introducem legea * definitd astfel: x*y=x+y-2xy. Din
punctul (i) rezulta ca M este parte stabild a lui A in raport cu *. Se verifica usor
cad * este asociativd. Cum 0€M, a*x0=0%a=a §i a*ka=ata-2a=0 pentru orice

a€M, rezultd cd (M, *) este un grup in care orice element diferit de O are
ordinul 2. Cum M este multime finitd, din teorema lui Cauchy pentru grupuri
finite rezultd ca numarul elementelor sale este o putere naturala a lui 2.
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6.14. Fie u inversul elementului 1-ab. Vom demonstra ca elementul
v=1+bua este inversul lui 1-ba. intr-adevar,

v(1-ba)=(1+bua)(1-ba)=1-bat+bua-buaba (1)

Dar u(1-ab)=1, deci uab=u-1. Continuand in (1) rezulta:

v(1-ba)=1-batbua-b(u-1)a=1-batbua-buatba=1.

Aratam ca (1-ba)v=1.

(1-ba)v=(1-ba)(1+bua)=1+bua-ba-b(abu)a=1+bua-ba-b(u-1)a=
=1+bua-ba-buat+tba=1 (am folosit faptul ca (1-ab)u=1, adicd u-abu=1 sau

abu=u-1).
Deci 1-ba este inversabil, inversul acestui element fiind v.

6.15. Avem 1=I-(aba)’=(1-aba)(l+aba+...+(aba)""), deci 1-aba este
inversabil. Notdm cu c=(1-aba)”, deci (1-aba)c=c(1-aba)=1. Atunci:
(1-a’b)(1+acab)=1-a’b+acab-a’bacab=1-a’b+a[(1-aba)c]ab=1-a’b+a’b=1 si
(1+acab)(1-a’b)=1-a’b+acab-acaba’b=1-a’b+a[c(1-aba)]ab=1-a’b+a’b=1, deci
1-a°b este inversabil. Analog se arati ca: (1-ba®)(1+baca)=(1+baca)(1-ba*)=1, de
unde 1-ba” este inversabil.

6.16. Daci x are proprietatea (P) atunci existi x', pentru ci
b=ax-x’=x(a-x) si cum b este inversabil si b’ comuti cu x, avem:

1=x(ab"'-xb™")=(ab'-xb™)x, deci x'=ab"'-xb™".

(). Daca A= M,(C) si matricea X are proprietatea (P), atunci X fiind
inversabild este nesingulard. Reciproc, dacd X este nesingulard si
XP-(Tr(X))-X+(det(X))-1,=0, rezulti ci existi matricele (Tr(X))-I, si
(det(X)) -1, care comuta cu X si (det(X))-I, este inversabila.

(i1). Fie X€A cu proprietatea (P), deci exista a, bEA care comutd cu x, b
inversabil, a.i. a=x-bx™". Se demonstreazi prin inductie dupa puterile lui x ci
dacd existd a,, byEA ce comutd cu x*, by inversabil si a=x"-b, x*, atunci x*"!
are aceeasi proprietate.

6.17. Cum b si ab-1 sunt inversabile, rezultd cd putem vorbi de
elementul b(ab-1)" care este element inversabil, fiind produsul a doua elemente
inversabile.

Observam ca (a-b™)[b(ab-1)"]=[(a-b")b](ab-1)"=(ab-1)(ab-1)"=1 si
cum b(ab-1)" este element inversabil, rezultd ci a-b” este tocmai inversul
acestui element. Atunci si a-b” este inversabil si (a-b™)" =b(ab-1)".

Calculam produsul:
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[(a-b")"-a"](aba-a)=[b(ab-1)"-a']-(ab-1)a=Db(ab-1)"(ab-1)a-a™ (ab-1)a=
=ba-a'abata'a=1.
Analog (aba-a)[(a-b")'-a"']=(aba-a)[b(ab-1)"-a"]=(aba-a)b(ab-1)"'-(aba-a)a"' =

=(abab-ab)(ab-1)"-ab+1=ab(ab-1)(ab-1)"'—ab+1=ab-ab+1=1.
Din aceste egalitati rezulta ca (a-b")'—a™ este un element inversabil si
inversul sau este aba-a.

6.18. (i)=(ii). Presupunem prin reducere la absurd ca a este inversabil si
fie a”' inversul siu. Dacd a-x=1, atunci x=1-x=(a-a)-x=a"-(a-x)=a", de
unde rezultd card{x€A|a-x=1} =1, contradictie.

(i1)=(iii). Cum a nu este inversabil avem b-a=+1. Fie c=b-a-1+0.

Calculdm a-c=a(ba-1)=(ab)a-a=1-a-a=a-a=0.

(iii))=(i). Cum c#0 = ctb#b. Dar a(ctb)=actab=0+1=1. Deci
multimea {xEA| a-x=1} contine cel putin elementele b si c+b, adica
card {x€A| a-x=1}>1.

6.19. Presupunem ca X+0O si fie beX. Daca x€X, atunci
a(l+b-xa)=atab-(ax)a=ata-b-1-a=at+ab-a=ab=1 (cdci b&X, adica ab=1),
deci 1+b-xa€X.

Putem astfel defini functia f:X—X, f(x)=1+b-xa, oricare ar fi x€X.
Aratam ca f este functie injectivd dar nu si surjectiva, de unde va rezulta ca

multimea X este infinitd. Pentru injectivitate, dacd f(x;)=f(x,) atunci
1+b-x,a=1+b-x,a =x,a=X,a.

Avem x;=X;1=Xx;-(ab)=(x;2)b=(Xa)b=x,-(ab)=x,-1=X,, deci f este
functie injectivd. Demonstram ca f nu este surjectiva si anume ca nu exista x€X

al. f(x)=b, caci din 1+b-xa=b se deduce xa=1 si atunci din xa=1=ax ar
rezulta cd a este element inversabil, contradictie.

6.20. Daca x€A\(DU{0}) si d€D atunci xd€D caci xd+#0 si intrucat
existd yEA\ {0} cu dy=0, avem si (xd)y=x(dy)=x-0=0.

Prin urmare functia d€D—xd este cu valori in D. Notand f, aceasta
functie ea va fi injectiva (caci fy(d,)=f,(d,) inseamna x(d,-d,)=0, deci d,=d,),
deci bijectivd. Daca x,y€A\(DU{0}) si f,=f,, atunci x-y€D\ {0}, prin urmare
existd un numar finit de elemente in A\(DU{0}) pentru care f,=f;.
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Cum si numarul bijectiilor de la D in D este finit rezultd ca A\(DU{0})
este o multime finita, asadar inelul A este finit.

Daca x€A\(DU{0}) functia g, :A—A, g(y)=xy este injectiva, deci
surjectiva, asadar orice element din A\(DU{0}) este inversabil.

Sa presupunem acum ca s=d;+ d,+ ...+d,&DU{0}.

Atunci 1=s"(ditdyt...+do)= £ (d)) +...+ [ (d,) =di+dyt.. +dy=s si

demonstratia este incheiata.

6.21. Daca D=0 atunci G={0} este grup abelian. Presupunem D+@. Fie

a, b€G=>2a=0, 2b=0 =2(a+b)=0 =>a+b&G, deci G este parte stabild a lui A
fatd de operatia de adunare, rezultd deci ca ,,+” este asociativa §i comutativa pe

multimea G si deoarece 0€G rezultd ca (G, +) este monoid comutativ. Daca

a€G =>2a=0=>2(-a)=0 =-a€G, deci orice element din G are opus in G, adica
(G, +) este grup abelian.

6.22.,,=". Numdirul elementelor inversabile din inelul Z, este ¢(n),
unde ¢ este indicatorul lui Euler. Prin urmare ipoteza este echivalenta cu

Uy

o(n)= %, adica (1): n=2¢(n). Fie n=p"...p/* descompunerea in factori primi

a numarului natural n, unde p;<p,<...<py sunt numere prime iar uj, Uy,..., Uy
sunt numere naturale nenule. Se stie atunci ca ¢(n) = pf"_l...p,‘;’*l (p,=1)py - 1)
si deci egalitatea (1) devine:
pip2---P=2(pi-D(p2-1)-.(pi-1). - (2)

Din (2) avem ca 2 divide produsul p;p,...px deci in mod necesar vom

avea p;=2. Daca presupunem k>1, egalitatea (2) devine:
paps-- - P=(P2-D)(p3-1)... (1) (3)
Dar (3) este imposibild, deoarece membrul stang este evident mai mare

decat cel drept. Prin urmare k=1 si p;=2, ceea ce inseamna ca n=2" .
,,»<". Daca n=2 atunci elementele inversabile din inelul Z ., sunt

clasele 4 cu proprietatea (a, 2)=1, adici clasele impare, iar clasele
neinversabile sunt cele pare. Prin urmare, existd 2*' elemente inversabile si tot
2" elemente neinversabile.

6.23. (i). Fie f, g€EA. Se stie cd suma lui f cu g este functia
f+g:[0, 1]-R, (f+g)(x)=f(x)+g(x), oricare ar fi xE€[0, 1] iar produsul lui f cu g

este functia fg:[0, 1]—R, (f-g)(x)=f(x)-g(x), oricare ar fi x&€[0, 1]. Cum suma
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si produsul a doud functii continue sunt functii continue, rezulta ca operatiile de
adunare si Tnmultire a functiilor sunt operatii algebrice pe A.
Evident, ele verifica axiomele inelului comutativ. Elementul zero al

acestui inel este functia 0:[0, 1]— R, 0(x)=0, oricare ar fi x€[0,1] iar elemenul
unitate este functia 1:[0,1]—R, 1(x)=1, oricare ar fi x€[0, 1].
(i)). ,,<”. Fie feA, f#0 si I=(a, b) cu a<b un interval inclus in
intervalul [0, 1] a.i. f(x)=0, oricare ar fi x€1. Functia g:[0, 1]—R,
(x—a)(x—b), pentru x el
g( ): {O, pentru x € [O,l]—[
este continua, g+0 si fg=0, deci f este divizor al lui zero.

,,=". Fie f€A, 10, divizor al lui zero. Exista atunci g€A, g+0 ali.
f-g=0. Cum g+0, existd x,€[0, 1] a.i. g(x0)#0. Insid g este continui, deci exista
un interval IC[0, 1] ai. x0€l si g(x)#0, oricare ar fi x€l. Cum
0=0(x)=(fg)(x)=f(x)-g(x), oricare ar fi x€I rezultd ca f(x)=0, oricare ar fi
xel.

(iii). Demonstram ci singurele functii care verifica f *=f sunt 1 si 0.
Evident daci f=0 sau f=1 atunci f *=f. Reciproc, daca f ’=f, atunci
[f(x)]*=f(x), oricare ar fi x€[0, 1], deci f(x)[f(x)-1]=0 = f(x)=0 sau f(x)=1
pentru x€[0, 1]. Cum o functie continud are proprietatea lui Darboux, rezulta
f=0sau f=1.

(iv). Evident fEA este element inversabil al inelului A daca si numai

daca f(x)#0, oricare ar fi x€[0, 1].

6.24. (i). Fie x;, x,€Z(A). Atunci pentru orice yEA putem scrie
(X1-X2) Y =X Y-Xo,Y =YX |-yXo =Y(X]-X3), deci X|-X, EZ(A).
De asemenea, (x;X;)y=x;(X2y)=X1(yX2)=(X1y)x2=(yX)X2=Yy(XX,) deci

X1X,EZ(A). Rezulta ca Z(A) este subinel al lui A. El este evident si comutativ.
Sa observam ca daca A este inel unitar, atunci Z(A) este un subinel

unitar, caci 1 comuta cu toate elementele inelului, deci 1 €Z(A).
(i1). Vom ardta cd orice element al inelului apartine centrului, deci

A=Z(A) si inelul va fi comutativ.
Fie x€A fixat. Pentru yEA oarecare avem :
(x+y)*-(xcty) =x>+y Hxy+Hyx-x-y=(x"-%)+(y’-y)+(xy+yx), de unde
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xy+yx =[(x+y)*-(x+y)]-(x*-x)-(y*-y) EZ(A) (unde am tinut seama ca fiecare din
elementele [(x+y)*-(x+y)], (x*-X), (Y*-y) EZ(A)).

Deoarece xy+tyx€Z(A) avem ca x(xytyx)=(xy+tyx)x, adica
Xy+xyx=xyx+yx’ sau x’y=yx’. Cum yEA este arbitrar, ultima egalitate arata
cd X°€Z(A). Deoarece x°-xEZ(A), rezulti ci x=x-(x’-x)EZ(A). Deci
A=Z(A), adica A este comutativ.

6.25. (). Avem f(x,y) =(xy)-X’y’ =Xyxy-xxyy=x(yX-Xy)y.
Inlocuind pe x cu 1+x obtinem:

f(1+x,y) =(1+x)[y(1 +x)-(1+x)y ]y =(1+x)(yx-xy)y.
Analog obtinem f(x, 1+y)=x(yx-xy)(1+y)

f(1+x, 1+y)=(1+x)(yx-xy)(1+y).
Din cele de mai sus rezulta:

f(1+x, 1+y)-f(1+x, y)=(1+x)(yx-xy)(1+y)-(1+x)(yx-xy)y =(1+x)(yx-xy) (1)
si analog

(X, I+y)+H(X, y) =-x(yx-xy)(1+y)+x(yX-xy)y =-X(yX-Xy). (2)
Adunand (1) cu (2) rezulta:

E(x,y) =(1+x)(yx-Xy)-X(yX-Xy) = yX-Xy.

(ii) Ipoteza (xy)’-(yx)*=x’y*-y’x" este echivalenti cu (xy)*-x’y’=
=(yx)’-y’x’, adicid f(x,y)=f(y,x), oricare ar fi x,y€A. Atunci folosind si
definitia lui E(x,y) avem: E(x,y)-E(y,x)=f(1+x,1+y)-f(1+x,y)-f(x,1+y)+{(x,y)-
-f(1+y, 1+x)+H{(1+y,x)+(y, 1 +x)-f(y,x) =0.

Asadar, E(x, y)=E(y, x) (3).
Pe de alta parte, folosind rezultatul de la (i) avem
E(x,y)=yx-xy=-(xy-yX)=-E(y, x), adica E(y, x)=-E(x, y). (4)

Din (3) si (4) rezultd E(x, y)=-E(x, y) adica E(x, y)*+E(x, y)=0 si

folosind prima ipoteza de la (ii) rezultd E(x, y)=0. Asadar, yx-xy=0 < yx=xy

oricare ar fi X, yEA, deci inelul A este comutativ.

6.26. Fie A un inel unitar cu pq elemente.

Consideram multimea Z(A)= {xEA | Xxy=yX, oricare ar fi yEA}. Se stie
cd Z(A) este un subinel unitar si comutativ al lui A. In particular, Z(A) este
subgrup aditiv al lui A si conform teoremei lui Lagrange, |Z(A)| divide pq. Cum
0, 1€Z(A), avem |Z(A)|>2, deci |Z(A)|€1p, 9, pq}-

Cazul 1. Daca |Z(A)|=pq , rezultd Z(A)=A, deci A este inel comutativ.
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Cazul 2. Daca | Z(A) |=p
Alegem un element a€A\Z(A) si consideram multimea
B={aptao+...+ta,0" | nEN, a,€Z(A)}.
Demonstram ca B este un subinel unitar comutativ al lui A care include
strict pe Z(A). Intr-adevar, se observa ca diferenta a doua elemente din B este de

asemenea in B, iar pentru a arata cd produsul a doud elemente din B este de
asemenea in B este suficient sd consideram doua monoame de forma a;o’ si a;ot,
unde i, jEN iar a;, a;€Z(A).

Tinind seama ca a; si a; sunt 1n centrul lui A, putem scrie

(i) (@) =a0’ aje! =aj0l'o’ay=a;0 "a;=(aja; )’ €B.

Deci B este un subinel al lui A.

Mai mult, putem arita la fel ca (ajaj)(aiai)z(aiaj)aﬁj, deci
(aiai)(ajaj)=(ajaj)(aiai), de unde tindnd seama de distributivitatea inmultirii fata
de adunare, deducem ca B este si comutativ. Este clar ca elementele lui Z(A)

apartin si lui B, iar a€A\Z(A), deci inelul B include strict pe Z(A). Conform
teoremei lui Lagrange, [B| va fi un divizor al lui pq si in acelasi timp un multiplu

de p, mai mare decat p, adicd in mod necesar, |B|=pq. Aceasta inseamna ca

B=A, deci A este comutativ, contradictie cu presupunerea ca centrul Iui A are
doar p elemente. Asadar acest caz este imposibil.

Cazul 3. | Z(A) |=q. Se trateaza analog cu cazul precedent, obtinandu-
se cd este un caz imposibil.

6.27. Luand k=max {m,n} rezulti ci x"y=0=(x+1)"y.
Fie I=min{seN\{0} | x’y=0=(x+1)"y}. Dacd 1=2 obtinem:

1 _ -1 1 -1 TN
x'y=0 N x+D)""x'y=0 N (x+D)" (x+D)-D'y=0
(x+1)ly:0 xH(x+l)]y:0 xH(x+l)ly:0

Dezvoltand dupd formula binomului lui Newton pe [(x+1)-1]', (x+1)' si

(*).

folosind faptul ci x'y=0=(x+1)'y, obtinem din () relatiile x"'y=0=(x+1)""y,
cu l-1>1. Dar aceasta contrazice minimalitatea lui 1. Deci 1=1, adica

xy=0=(x+1)y. Deducem de aici prin scadere ca y=(x+1)y-xy=0-0=0.

6.28. Conform ipotezei avem succesiv:
X"y =(xy)"! =(xy)"(xy)=x"y"xy, de unde (1) x"(xy"-y"x)y=0, pentru orice
X, YEA.
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Luénd in (1) x+1 in loc de x si observand ca (x+1)y"-y"(x+1)=xy"-y"x,
deducem de mai sus: (2) (x+1)"(xy"-y"x)y=0, pentru orice x, yEA.

Din (1) si (2) rezultd conform problemei 6.27.: (3) (xy"-y"x)y=0, pentru
orice X, yEA.

In particular, luand x" in loc de x, rezultd din (3) ci: (4) (x"y"-y"x")y=0,
pentru orice X, yEA. Folosind acum ipoteza gasim in (4) ca:

0=(x"y"-y"x")y=((xy)"-(yx)")y=(xy)"y-y(xy)", adicd y(xy)'=(xy)"y.
Egalitatea (yx)"y=y(xy)" folositd mai sus se poate verifica usor prin inductie

dupa n>1 (ea este practic evidenta conform asociativitatii inmultirii).

6.29. Conform primei parti a problemei 6.28. obtinem din relatia (3) de
acolo:

(5) (xy"-y"x)y=0

(6) (xy""'-y" x)y=0.

Deducem de aici:

(7) (xy-yx)y""
X, yEA (prima egalitate din sirul de egalitati precedente se verifica prin calcul

direct).
Luénd in (7) y+1 in loc de y obtinem si:

=(xy" -y X)y-y(xy"-y"x)y=0-y-0=0-0=0, pentru orice

(8) (xy-yx)(y+1)"'=0, pentru orice x, yEA (am folosit aici din nou
egalitatea evidenta x(y+1)-(y+1)x=xy-yx).

Din (7) si (8) deducem conform problemei 6.27. ca xy-yx=0, adica A
este comutativ (am folosit de fapt aici ,,simetrica” problemei 6.27. care afirma

cd din xy"=0=x(y+1)" rezulta x=0. Aceasta se demonstrezd analog cu solutia
problemei 6.27.).
6.30. Fie o€Z(A). Atunci conform conditiei 1) din ipoteza

n-1
Z(A)B(ax+y)“-(ax+y)=(ax)“—ax+y“—y+Za-’ P;(x,y), unde Pi(x,y) este suma
Jj=1

tuturor celor C; monoame de gradul n in x si y cu exact j aparitii ale lui x, din

dezvoltarea (ox+y)" (de exemplu, P(x,y)= Z e

n n n
Py(x,y)= Zy xy™xy™ | s.am.d.).
ny,ny,n320
m+ny+ny=n-2
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n-1
Aplicand din nou ipoteza 1) gdsim ca Zaij(x, y) €EZ(A) si prin
J=1

n-1
urmare: (%) Y a’[P;(x,),z] =0, pentru orice 0€Z(A) 5i X, y, ZEA.
j=1
Fixam acum x, y€A. Conform ipotezei 2) existd elementele din Z(A)
distincte ay,...,0,1#0. Scriind relatia () pentru a,...,0,. EZ(AN{0} cu z=y si

privind ecuatiile obtinute ca un sistem in necunoscutele [Pj(x,y),y] cu 1<j<n-1,
obtinem prin Tnmultire la stdnga cu matricea adjuncta a coeficientilor (adjuncta

unei matrice este transpusa reciprocei): d[P;(x,y),y]=d[P.(x,y),y]=...=

=d[P,.1(x,y),y]=0. Deci d+0 este determinantul matricei Vandermonde a
sistemului si este diferit de zero deoarece inelul A a fost presupus integru.
Cum intr-un inel integru se poate simplifica cu elemente diferite de

zero, rezultd ca [PI(X7Y)7Y] = [PZ(X7Y)7Y] .. =[Pn-l(X7Y)7Y] =0.
In particular din P (x,y)-y=y-P(x,y), rezulti prin reducerea termenilor

asemenea cd xy'=y'x (se foloseste aici dezvoltarea lui Pi(x,y) sub forma

P(x,y)=>"p""x"7, cénd j=1, y’xy"" este notatie pentru xy™', deci nu
=

presupunem cd A este unitar. Dar y"-y€Z(A) astfel c¢a din xy"=y"x, obtinem

Xy=yX.

6.31. Fie y€A un element arbitrar fixat. Vom aréta ca [x,y]=xy-yx=0.

Daca n=1 sau m=1, atunci afirmatia rezulta direct din enunt.

Fie deci n>m>1 cu (m,n)=1 si [x,y"]=0=[x,y"].

Sa observam ca pentru orice intregi u, v>1 are loc egalitatea:

(D) [y =[xy Y +y'[x,y'] (verificare directd).

Conform teoremei impartirii cu rest avem o egalitate de tipul n=q;m+r,
cu 0<r;<m.

De aici, din relatia (1) pentru u=qum, v=r; si din [x,y"]=0=[x,y"]
deducem ca:

0=Dx, p" =[x, """ =[x, (y"™) " Iy +y*" [x, " ] =

W,y = " [, 0] '

. (2)
=0-y"+y

Fie acum m=qr;+r, cu 0<r,<r;, adica procedam dupa algoritmul lui

Euclid de calcul al c.m.m.d.c. Ca mai sus  deducem:
0=[x,y"]=[x,y"11y"? + y*[x,y"], de unde prin inmultire la stanga cu y "
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rezultd conform lui (2): (3) y?"* % [x,3]=0 (din y?"[x,y"1]=0 rezultd usor
prin inductie dupa q,>1 ca y"[x,y%11=0).

Se continud pand ce in algoritmul Iui Euclid se obtine un rest egal cu 1
(aceasta se intampla deoarece prin ipoteza m si n sunt relativ prime).

Gasim deci un intreg k>1 pentru care yk[x,y] =0.

Péana acum am aratat deci ca pentru orice yEA existd un Intreg k>1 cu
y'[x,y]=0.

Cum si y+1€A, deducem existenta wunui intreg 1=1 cu
0=(y+1)'[x,y+1]1=(y+1)'[x,y].

Deci yk[x,y]=0=(y+l)l[x,y] si conform problemei 6.27. deducem ca
[x,y]=0. Deci [x,y]=0, pentru orice yEA, adicd XxEZ(A).

6.32. (1), (ii). Prin calcul direct.

(iii). Fie z=m+n+2 €Z[+2] un element inversabil. Existd deci

’ A ’ . mx+2ny =1
7/ =x+y\2 €Z[2] ai. zz'=1, ceea ce conduce la sistemul { e
nx+my =0

Conditia necesara si suficienta ca pentru m, n€Z, dati, sistemul precedent sa
aiba solutie unici cu x, yEZ este m*-2n°==1 (conditia este evident suficienta;
necesitatea rezultd deoarece conform primei ecuatii (m,n)=1 si se tine cont de
forma termenului liber). Deci ¢(z)=1 < z este inversabil.

Definim acum recurent urmatorul sir de numere intregi Xo=yo=1,
Xn+1HYn+1 V2 =(Xn+yn\/5 )(1+\E ). Numerele de forma xn+yn\/§ sunt toate
distincte, deoarece deducem de mai sus ca xn+yn\/§ =(1+\5 )" si evident

1442 #+1.
Conform punctului (ii) al problemei (sau prin inductie dupa n) rezulta

@(Xatya v2 )=1, deci elementele distincte x,+y,v2 €Z[+/2 ] sunt inversabile.

6.33. (i). Notand z=atb+d €Z[Jd ] si cu z =abyd €Z[Jd ],
conjugatul patratic al lui z observim ci z-z'=(atb+/d )(a-bvd )=

=a’~db’=N(2).
Folosind faptul cd conjugatul produsului este produsul conjugatilor

avem pentru z;, Z,E€Z| Jd ]:
N(z, 'Zz):(2122)(2122)*:(2122)(21*Zz*):(2121*)(2222*):N(21)'N(Zz)~
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(i). ,,=”. Dacd z€Z[Jd] este un element inversabil, existd
Z-IGZ[\/E] ai z-z'=1. Trecand la normi, rezulti N(z)-N(z")=1, deci N(z)
este un element inversabil in inelul Z, adica N(z)€ {£1}.

,»<". Reciproc, daci N(z)€{=l}, luaind z'=N(z)-z avem z-z'=
=N(z)-z-Z =N(2)-N(z)=[N(2)’=(£1)*=1 deci z este inversabil in inelul
Z[Vd ].

(iii). Conform punctului (ii) un element z=atbd apartine lui
U(Z[\d 1) daca si numai dacd a>~db*=+1. (1)

Pentru d<0 avem a’~db>>0, deci ecuatia (1) devine a’~db°=1 (2).

Daci d=-1 ecuatia (2) devine a*+b*=1 si admite in ZxZ solutiile (1, 0),
(-1, 0), (0, 1) 5i (0,-1). Rezultd U(Z[i])={1,-1, 1, -i}.

Daca d<-2, ecuatia (2) admite ca solutii (a, b)€ZxZ doar cuplurile

(1,0) si (-1, 0) deci U(Z[d J)={-1, 1}.

Observatie. Pentru d > 0 se demonstreazd cd ecuatia (2), numita

ecuatia lui Pell, are o infinitate de solutii in ZxZ, deci in cazul d >0 grupul
U(Z[Vd ) este infinit.

6.34. (i). Fie z=m+ni, m, n€7Z.

Avem ¢(z)=0 < m*+n’=0 & m=n=0 < z=0.

(ii). Fie z=m+ni si z’=m’+n'i cu m, m’, n, n'€Z.
Avem ¢(zz")=¢((m+ni)(m’+n’i))=¢((mm’-nn")+i(mn’+m’n))=(mm’-nn")*+
+(mn’+m’n)*=m’m’*+n’n"*-2mm’nn’+m’n"*+m
=(m*+n’)(m"*+n")=9(2)- (z").

(iii). Fie z, z'€Z[i], zzm+ni i z’=m’+n"i=#0.
m+ni _mm'+nn' —mn'+m'n
2

2.2
“n*+2mm’nn’ =

Atunci = = =a+ib,unde a, beQ.

= i
z' om'+ni om'?a? m'? +n

Alegem u, v€Z ali. Ia—ulsé si |b—v|§% si punem g=utiv. Se

verifica faptul cd r=z-qz’ are proprietatea ca ¢(r) < ¢(z").

(iv). Dacd z€{*l1, +i} = z este inversabil = existd un z'€7Z[i] a.l.
zz'=1 = ¢(zz)=0(z)-9(z")=1 = ¢(z)=1.

Fie z=m+ni si ¢(z)=1. Atunci z’=m-ni este inversul lui z, deci z este

inversabil. Avem @(z)=1 < z este inversabil.
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Daci ¢(z)=1 = m™+n’=1 = m’=0 si n’=1 sau m’=1 si n’=0 =
z€ {*1, +i}.

6.35. (i). Fie z=m+niv2 , m, neZ.

Avem ¢(z)=0 < m*+2n’=0 & m=n=0 < z=0.

(ii). Fie z=m+ni+2 siz’=m’+n’iv2 cum, m’, n, n'€Z.

Avem

0(zz)=p((m+ni 2 )(m'+n'iv/2 ))=¢((mm’-2nn")+i 2 (mn’+m’n))=
=(mm’-2nn’)*+2(mn’+m’n)*=
=m’m’*+4n’*n*~4mm’nn’+2m’n"*+2m"*n*+4mm’nn’ =
=m’(m"*+2n"*)+2n°(m"*+2n"*)=(m*+2n°)(m"*+2n"*)=(2) - ().
(iii). Fie z, z’€Z[iV2 ], z=m+ni2 si z’=m’+n'i2 0.

.z m+ni\/§ mm'+2nn’ T —mn'+m'n .
Atunci == = iV2 =a+ibyJ2 , unde a,

z m’+n'i\/§ m'? +2n'? m'? +2n'?

beQ.
Alegem u, v€Z ai. |a-u| s% si |b-v| s%< g si punem q=utiv. Se

verifica faptul cd r=z-qz’ are proprietatea ca ¢(r) < ¢(z").

(iv). Dacd zE{£1} = z este inversabil = existd un z'€Z[iv2 ] ai.
7z’ =1= @(zz)=0(z)-¢(z)=1 = ¢(z)=1.

Fie z=m+ni+/2 si @(z)=1. Atunci z'=m-niv/2 este inversul lui z, deci
z este inversabil. Avem ¢(z)=1 < z este inversabil.

Daci ¢(z)=1 = m’+2n’=1 = m’=1 si n’=0 = n=0 §i m=+1 =
ze{x1}.

6.36. Notam N(A)={acA | existaneN ai. a"=0}.

Daca x€U(A) si yEN(A), demonstram ca x+yc€U(A).

Scriind x+y=x(1+x"y), cum x'y=zEN(A) pentru a demonstra ci
x+y€U(A) este suficient sa ardtim ca daca zEN(A), atunci 1+z€U(A).

Scriind din nou 1+z=1-(-z), cum t=-z€N(A), totul s-a redus la a proba
cd dacd teEN(A) atunci 1-t€U(A). Din tEN(A) rezulta ca exista neN ali. t"=0
si astfel 1=1-0=1-t"=(1-t)(1+t+t*+...+t""), de unde rezulti ci 1-t€U(A) iar
(1-t) ' =1+t o+t
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6.37. Faptul ca adunarea si inmultirea matricelor sunt operatii algebrice
pe A se verifica imediat; de asemenea structura de inel unitar se stabileste usor.
In acest inel matricea nuld O; este elementul zero, iar matricea unitate I; este
elementul unitate.

Vom demonstra ca inelul A este necomutativ.

010 0 0 0
Fie pentru aceasta matricele X, YEA, X={0 0 0|, Y=(0 0 1].
00 0 000
0 0 1 0 0 0
Avem XY =|0 0 O YX=[0 0 0], deci XY#YX.
0 0 0 0 0 0

Sa ardtam acum ca orice element din A este inversabil sau nilpotent.
a b c

Pentru aceasta sa consideram un element X€A, arbitrar, X ={0 a d|. Avem
0 0 a

det(X)=a’ si dacd a+0, atunci X este o matrice inversabila in inelul M5(R), dar

se constatd usor ci X' €A si aceasta inseamni cd X este element inversabil in
0 b ¢

A. Daci insd a=0, atunci X =0 0 d| si se observd cd X’=0;, ceea ce
0 0 O

inseamna ca X este element nilpotent in inelul A.

6.38. ,>". Daci m €7, este element nilpotent, fie t ai. (m) =0 . Atunci

n divide m' si deci fiecare p; divide m'. Numerele {p;|1<i<k} fiind prime,
fiecare p; divide m, adica p;...py divide m.

,,<”. Invers, dacd p;...px | m = existd s€Z a.i. m=s-p,...p.. Pentru

T

_ i
n=p'.p/

: r ror r ror=h r=r, s s
aleg 7 =maxr;. Evident m" =s"p{..py =ns"p/"..p,”*, adica

(m) =0, deci m €Z, este element nilpotent.

6.39. Fie ¢:Idemp(Z,)—A definita prin @(x)=multimea numerelor

prime distincte ce apar in descompunerea lui (X, n).
Fie % €7, un element idempotent. Atunci *° = X, adicd n|x(x-1). Cum (L)
X, n
_n
(x.)

prime intre ele pentru ca sunt divizori ai unor numere prime intre ele: x si x-1.

>

si ﬁ sunt prime intre ele, deducem ca |x-1. Deci (x, n) si % sunt
X, n
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Rezulta ca puterea unui prim, p;, care se afla in descompunerea lui (x, n) este o,

n . N
—— nu ar fi prime intre ele.
(x.)

Deci @(x) caracterizeaza perfect (x, n).
Observam ca ¢ este o injectie.

Intr-adevar, daci @(X)=¢(7), atunci (x, n)=(y, n) si rezulta ci

altfel (x, n) si

deducem ca n divide x-y, adica X = .

|x-y . Cum (x, n) |x-y si este prim cu ——

(x.7)

[x-1 si ly-1 Deci

¢ este surjectie.
Daca I este multimea indicilor numerelor prime care apartin unui
element din A, atunci consideram numarul natural a = H pl (a=1 daca 1=0).

iel

Evident exista Intregii s, t a.i. satt? =1.
a

Fie x=sa. Evident, n|x(x-1), adicd x este idempotent. Rezultd a=(x, n)
si deci 0(X )= {pi}icr.

Avem 12=27-3 si A={0, {2}, {3}, {2,3}}. Elementelor lui A le
corespund, in ordine, numerelor naturale a;=1, a,=4, a;=3, a,=12. Deci
% =1, %, =4 (4-3=1, adica s,=1), £, =9 (4-3=1 adicd s;=-1, x,=-3),%, =0.

6.40. Fie n = plk‘ ..p¥r descompunerea in factori primi a lui n a.i. k;>1,
i€{l, ..., r} si (p, p;)=1 pentru i#. Avem ca ¥ EN < pi|x pentru orice
i€{1, ..,r}. Fie acum £ €NNL Exista k, meN ai £*=0 si X™=x. Atunci

A S
x"™ =% oricare ar fi i>1. Daci luaim m'>k atunci x" =0. Avem

N AN .
F=x" =x* =x*.x*=0 = £=0 (unde m'=k+s).

6.41. Dacd 4 €Z, este inversabil, existd 5 €Z, ai. a-b=1. Deci ab=1
(mod n), adica existd k€Z a.i. ab-1=kn, sau ab+(-k)n=1. De aici obtinem ca

(a, n)=1. Reciproca este evidentd deoarece toate implicatiile de mai sus sunt
echivalente.
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6.42. (i). Presupunem prin reducere la absurd ca ecuatia are o solutie

A A A
xo €Z, si totusi dtb. Atunci a-x, = b, deci n|axo-b. Cum d|n si d|a rezultd d|b,
contradictie cu presupunerea facuta.

(ii). Presupunem cd d|b. Cum d=(a, n) existd xo" si y,’€Z al.

b . N . N
d=ax,'-ny,’. Daci c=— atunci a(xo’c)-n(y,’c)=b, adica a| xjc |=b, deci xjc

este solutie a ecuatiei ax=b.

A A
Sa presupunem acum ca x, si x; sunt doud solutii ale ecuatiei ax =

!

Atunci nlax,-b si n|ax;-b de unde nla(x;-x¢). Dacd notim »’ =§ si a'=

Q“Q S

atunci (a’, n")=1 si obtinem n’|x;-x,, adicd x;=x,+kn’, cu keZ.

Pe de alta parte, se verifica imediat ca x, + kn’ este o solutie a ecuatiei

VANNVAN

ax=b cuke {0, 1, ..., d-1}. Cum nu este posibil sa avem x, +kn' = x, +k'n’,
pentru k, k'€{0, 1, ..., d-1} si k=k’ (cdci ar trebui ca n|n’'(k-k") < d|k-k’,

A A
absurd) deducem ca daca x, €Z, este solutie a ecuatiei ax =5, atunci aceasta

AN

ecuatie are d solutii si anume: x, xo +7',..., x, +(d —1)n".
(iii). Pentru (a, n)=1 ecuatia are solutie unicd. Cum (a, n)=1 exista u,

A A
vEZ ai. autvn=1. Trecand la clase ai =1 . Deci solutia este x=ub .

6.43. Sa notam cu A multimea solutiilor ecuatiei omogene ax=0, solutii
considerate in inelul Z,; de asemenea sd notam cu B multimea solutiilor din Z,

ale ecuatiei neomogene ax=b.
Fie x, o solutie fixatd a ecuatiei neomogene (conform ipotezei aceasta

ecuatie are solutii), deci axo=b. Vom demonstra ca aplicatia ¢:A—B,

o(x)=x+X este o bijectie.
Mai intéi este clar ca aplicatia ¢ este bine definita, in sensul cd pentru

XEA, avem ¢(x)EB. Intr-adevar, daci x€A = ax=0 si atunci
a(xt+xg)=ax+ax,=0+b=Db.

Functia ¢ este injectiva, cici p(x)=¢@(x") = x+xo=x"+xo = x=x".
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De asemenea ¢ este surjectiva: ludnd yE€B arbitrar §i notdnd x=y-x,,
avem XEA cici ax=a(y-Xo)=ay-axo=b-b=0 si ¢(x)=y.
Deoarece ¢:A—B este bijectie, rezultd cd A si B au acelasi cardinal,

deci ecuatiile au acelasi numar de solutii in Z,,.

Observatie. Problema are loc in orice inel finit, sau mai general, in
orice inel, dacd formulam drept cerinta existenta unei bijectii intre multimile de
solutii A si B.

6.44. (1). Sistemul nu poate fi rezolvat prin metoda substitutiei deoarece
nici unul dintre coeficientii sai nu este inversabil in Z,. Scazand prima ecuatie
3x+2y=1 2x+y=0
X yA o 12Xty o
x+y=1

A

din a doua obtinem: R x=11
x+y=1 y=2
(ii). Deoarece 7 este inversabil in Z;, inmultim prima ecuatie cu
: _ . . : x+9y=2 x=2+3
inversul sau, deci tot cu 7. Obtinem: A y e T y
4x+6y=3 8+6y=3

Sistemul este incompatibil, ecuatia 6y =7 neavand solutii in Z .

6.45. (i). Din (1+1)’=1+1 deducem ci 1+1+1+1=1+1, adica 1+1=0 si
deci car(A)=2.

(ii). Fie x, yEA arbitrare. Avem conform ipotezei (x+y)*=x+y. (1)

Pe de alti parte: (x+y)’=(x+y)(x+y) =X +xy+yx+y’ =x+xy+yx+y,
deci (x+y) =x+xy+yx+y. (2)

Din (1) si (2) rezultd ca x+xytyx+y=x+y, deci xy+yx=0, adica

Xy=-yx. (3)
Dar conform punctului (i), orice element coincide cu opusul sau, astfel

ca egalitatea (3) devine xy=yx. Cum x, y au fost alese arbitrare in inelul A,
rezultd ca A este inel comutativ.

6.46. ,,=". Daci A este inel boolean avem a=a’=...=a"=... si evident

zero este singurul element nilpotent. Avem (a+b)ab=a’b+ab’=ab+ba=0.
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,»<". Reciproc, punidnd b=a in relatia datd obtinem (ata)-a-a=0 <
a’+a’=0, de unde, prin inmultiri succesive cu a obtinem a"™+a"=0, oricare ar fi
neN, n>3.

Fie b=a’-a. Obtinem a‘=a’ si prin inmultiri succesive cu a avem
a'=a’=..=a"=..., pentru orice n€EN, n>4, in particular, a®=a’, deci este
verificatd (a*-a)*=0. Avem (a’-a)*=a*+a’-a’-a’=a*+a’ si prin urmare

(a*-a)'=(a*+a’)’=a*+a’+a’+a'=a’+a'=0.

Cum A nu are elemente nilpotente nenule, a*-a=0 si a*=a.

6.47. Luand a=-1 obtinem ca in inelul dat are loc egalitatea 1+1=0 si
deci 1+1+1=1. Luand un element oarecare acA vom tine cont de faptul ca
-a=a si de cele doua relatii:

a*+a=0si (1+a)*+(1+a)=0.
Efectuand calculele in a doua relatie obtinem 1+3a+3a*+a’+1+a=0, de

unde rezultd a’=a, deci inelul A este boolean.

6.48. Demonstraim mai intai ci yEA, y’=0 = y=0. Intr-adevir y’=0
= 2" — 0 =y=0. Fie xE€A fixat. Atunci

xz"+1 x> (xZHH _x)z _ xz"+2 _x2 = x(xzm =0 xz"‘+1 =0
x27* = x . Deci k poate fi micsorat pana la k=0, deci x’=x.

6.49. Pentru a=xab avem a=a’=(xab)’=x(xa’b’)=x(xab)=xa respectiv
pentru x=a+b+ab rezulta:
xa=(atb+ab)a=a’+ab+a’b=a’+ab+ab=a’=a,
xb=(atb+ab)b=ab+b*+ab*=ab+b’*+ab=b’=b,

(inmultirea este comutativa i car(A)=2).

In final, alegem x = Zn:ai + Y aa; .t aa,..a,.

i=1 I<i<j<n

6.50. Din x°=x si (-x)°=-x rezultd x=-x si atunci car(A)=2.
Din (x+1)°=x+1 dezvoltand membrul drept obtinem:
(x°-x)H2(3x +7x+10x°+7x+3x)+H(x +x2) =0 = x*+x>=0.
Atunci x*=-x*=x" si inmultind cu x> obtinem in final x=x’=x*=x".
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6.51. Inlocuind pe x cu —x in ipotezd, rezulti (-x)’=-x dar
(-x)"?=x"2=x si prin urmare x=-x, adici 2x=0, oricare ar fi xEA (D).
Din (1) rezultd ca pentru orice X€A si KEZ avem kx=0, pentru k par,

respectiv kx=x, pentru k impar.
Tinand cont de aceasta si de faptul cd x si | comuta la Inmultire putem

scrie (x+1)?=x"? + CLx" + CAHx"0 + ..+ Cl¥x* + Clix +1
=x"2+12x"1+66x'+220x"+495x*+792x+924x " +792x>+495x *+220x +66x+
+12x+1 = x" P+,

Dar din ipoteza (x+1)"*=x+1. Rezultd egalitatea x'*+x*+x*+1=x+1, de
unde tinand cont ci x'>=x, deducem x*+x*=0. Adunand x* obtinem x"=x".
Inmultind aceasti egalitate cu x* obtinem x'*=x* adica, x=x%, deci x=x". (2)

Inmultim cu x® si avem x’=x'? sau x’=x sau (x*)’x=x, sau conform cu
(2), x*-x=x, adicd x’=x. Inmultind aceastd egalitate cu x obtinem x*=x’ si

folosind (2), rezulta x=x", ceea ce trebuia demonstrat.

6.52. (i). Din x’=x, deducem x*=x". Atunci
(Kyx’-x’y) = (X y - y) (X yx-xy) =X yx 'y X yx -y yx +xyx 'y =0.
Analog (x’yx*-yx*)* =0.

(). Avem (XyxX'-xXy)=xyx’-xXy=0. La fel (Xyx’-yx’)’=
=x"yx*-yx*=0, adici x’yx’=x’y, xX'yx’=yx’ , deci x’y=yx’, oricare ar fi
X, VEA.

Inlocuind x cu x+1 obtinem (x+1)’y=y(x+1)?, de unde 2xy=2yx. Daci
inelul A este de caracteristica diferita de 2 deducem ci xy=yx. In cazul in care
A este de caracteristic 2 deducem ci (at+1)’=a+1, oricare ar fi a€A, de unde

a’=a, deci A este boolean, adici comutativ (vezi problema 6.45.).

. . + . o o e
6.53. Fie A={aj, ay, ..., a,} si a€A. Cum {a, a’, .., a" 1}CA exista i<
ai a'=a™. De aici, a“=a"", oricare ar fi k>i si IEN.

Aplicam aceasta observatie pentru fiecare element al inelului A:

existd iy, j; ai. af = alk”‘l , oricare ar fi k>1,, 1€N;

k k+j,

existd iy, j, ai. a* =a**  oricare ar fi k>i,, IEN;
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Alegem acum p=>max{i,, iy, ..., I} $1 g=c.m.m.m.c.{jy, j2, ..., jn} Si

rezultd a’=a"9, oricare ar fi a€A.

6.54. Notam cu (Ey) egalitatea din enunt.
k-l k-l

Ea se scrie echivalent: Zak*-’b" = bZa""’b-”1 .
j=1 Jj=1

Daca (E,) si (Ene) sunt adevarate

o m-1 ) (B m-1 . (Bps1) 1 o
> " b =a"b+| Y a" b b = a"b+b| Y a" b b = by o =
j=1

= i=1 i=1

_ m = m—ipi
=ba" +by a""'b

P
de unde rezulti ci a™b=ba™. Din (Ey) si (Em:2) rezultd analog a™'b=ba™"",
deci din (Ey,), (Ems1) si (Ems2) avem a™'b=a-a™-b=aba™=ba™"'=ba-a™

Cum a este inversabil, din aba™=baa™ rezulta ab=ba.

6.55. (i). Punand x=-1 obtinem -1=1 de unde x+x=0, oricare ar fi
xEA. De aici (1+x)2 =1+x+x+x’=1+x’. De asemenea, oricare ar fi XEA, m>n,
x"=x". Daci x’=0 atunci (l1+x)’=1, deci (1+x)™"'=(1+x)"=1, adica
(1+x)(14x)*"=1, de unde 1+x=1, deci x=0 si am demonstrat (i).

.. n n+l n n n
(). Avem (x?>+x)? =x¥" +x¥ =x¥ +x¥ =0, de unde x+x=0,

adicd x*=x, oricare ar fi xEA.

6.56. Se observa imediat ca dacd A este un p-inel atunci acesta este
redus (din x"=x, rezultd prin inductie dupa n>1 ci x?" =x; deci daci x este

nilpotent existi n>1cu x” =0, adica x=0).

2 2 2

Tot din x’=x deducem ci (x"')*=x"?=x-x"?=x-x"?=x"", adica x*'
este idempotent. De aici rezultd prin calcul direct ca pentru orice x, yEA

(1) (" yx"x"ly) =0 =(x""yx" -yx"")”.

Din (1) rezultd conform faptului cad A este redus (singurul element
nilpotent al lui A este zero):

xPlyxPxPly=0=x""yx"-yx"!

adica (2) X ly=x""yxP ! =yx

Deci x"'€Z(A).

Deoarece X" =x si "' €Z(A) deducem ci:
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(3)  (xy-yx)"' =xy-yx=x""(xy-yx) (de exemplu:

(xy—yx)xp'1 =xyx"'1 —yxxp'1 =xp'1xy— yxP=xy-yX).
Dar (3) este adevarata pentru orice x, y deci este adevaratd si daca x se

inlocuieste cu x+i, unde 1 <i<p-1.
Deoarece insa (x+i)y-y(x+i) =xy-yx-+iy-yi=xy-yX, deducem din (3):
(4) (xH)"! (xy-yx)=xy-yx, pentru 0<i<p-1.

Sa observam ca din px=0 rezultd conform micii teoreme a lui Fermat si
din faptul ca numarul solutiilor unei congruente nu poate depasi gradul acesteia
(teorema lui Lagrange) ca:

(5) (xH1)(x+2)...(xHp-1)) =x""+(p-1)! =x""-1.

Aplicand acum in ordine ipoteza (x’=x) si relatiile (4), (2) si (5)
obtinem:
xy-yx=(xy-yx)"=[x"" (xy-y)J[(x+ )" (xy-yx)]...[(x+(p-1))" (xy-yx)]=
=x" e P (e (p- 1)) (xy-y )" =[x (et D). (e (p- 1) (xy-y %)=

=[x D (xy-yx)=  =(x"-x)"'(xy-yx)=0. Deci xy-yx=0, adici A este
comutativ.

6.57. Conform ipotezei rezultd ca aplicatia f:AXA—A definitd prin
fo(x,y)=(xy)’-x’y" este identic nula.

Deci si fi:AXA—A, fi(x,y)=fo(x+1,y)-fo(x,y) este identic nula.
Efectuand calculele obtinem f)(x,y)=-xy’ +yxy=0.
Rezulta cé si f,:AXA— A, H(x,y)=f(x,y+1)-fi(x,y) va fi identic nula.

Deci  0=f(xy)=fi(xy+D-fi(x,y)=-x(y+1) +(y+ Dx(y+1)+xy*-yxy=
=-2Xy-x+Xy+yx+x=yx-xy, adicd A este comutativ.

6.58. Fie e€A un element idempotent. Deci ¢”=e.

Pentru a ardta ca e€Z(A), fie a un element arbitrar din inelul A si sa
notam cu x diferenta ea-ae. Vom demonstra ca x=0.

Intr-adevir, ex+xe=ea-cac+eae-ae=x, de unde ex=x(1-e).

Intrucdt (l-e)e=e-e’=0 obtinem: (ex)e=x(l-e)e=x-0=0, deci
(ex)*=((ex)e)x=0-x=0.

Asadar ex este nilpotent. Conform ipotezei, ex=0 si in mod analog

demonstram si ca xe=0. Deci x=ex+xe=0.
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6.59. Observam cd daca x este idempotent atunci si 1-x este idempotent:

(1-x)*=1-2x+x*=1-2x+x=1-x.
Rezulta ca elementele lui M se pot grupa in perechi de forma (x, 1-x).
Elementele din oricare asemenea pereche sunt distincte.

Intr-adevar, daca ar exista xoEM cu proprietatea ca xo=1-X,, Inmultind
Cu X, si tinand cont ca xé =Xy, obtinem xé =Xy — xé adica Xy=X¢-Xg, deci xo=0.
In felul acesta egalitatea xo=1-x, conduce la 1=0, contradictie.

Notand cu n numarul perechilor din M de tipul descris mai sus, rezulta
cd M are 2n elemente.

6.60. Evident, 1 este element idempotent nenul. Avem doud cazuri:

1) Singurul idempotent nenul este 1. Atunci produsul elementelor
idempotente nenule este egal cu 1.

2) Exista cel putin un element idempotent nenul, diferit de 1.

Fie x un astfel de element. Atunci si 1-x este element idempotent nenul
conform solutiei problemei 6.59.. Dar produsul elementelor idempotente nenule

x si 1-x este x(1-X) =x-x"=x-x=0.
Atunci produsul tuturor elementelor idempotente nenule este egal cu 0.

6.61. (i). Pentru orice XEA avem xtx=1-x+1-x=(1+1)-x=0-x=0, deci
I, pentru x €O,
(1+x)*=l+x+x+x°=14x’=10, pentru x e E,

1+x, pentru xel,

(i1). Conform punctului (i) putem defini aplicatiile @:Ox—Ea,
o(x)=1+x, oricare ar fi X€0,, y: E,— 04, w(x)=1+x, oricare ar fi XEE,.
Pentru orice x€0O, avem:
(vo@)X)=y(p(x)=y(1+x)=1+1+x=x
si analog pentru orice x€E, avem:

(pev)X)=(y(x)=0(1+x)=1+1+x=x.
Deciyop=1, sigoy=1, . Atunci ¢ este bijectiva, adicd [Ox|=|Ea|

6.62. (i). Fie A un inel cu proprietatea ZSACSZ[d | si A#Z. Atunci
existd atb+d €A\Z, deci b#0. Cum ac€ZCA avem (a+b\/3)-a€A, adica

byd €A. Dar atunci -b+/d €A si deci |b|+/d €A, unde |b| este numar natural
nenul.

Fie k€N’ cel mai mic numir natural nenul pentru care k Jd EA.
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Aratim cd avem egalitatea A=Z[k Jd ]={at+bkd |a, bEZ}.

Deoarece k+/d EA rezulti ci bkyd €A, pentru orice bEZ si cum
pentru orice a€Z avem aEA, obtinem ca atbkd €A, oricare ar fi a, beZ. Cu
aceasta am demonstrat incluziunea {a+bk Jd |a,bEZ}CA.

Pentru cealalta incluziune, fie XEA, arbitrar.

Deoarece ACSZ[+/d ] existi a, bEZ cu proprictatea x=a+b+/d .
Conform teoremei impartirii cu rest, existd q, r€Z a.il. b=kq+r si 0<r<k. Atunci
x=atbd =atqkd +rJd si cum a€ZcA, kqd €A, vom avea x-a-
—kq\/E €A, adica rvd €A. Datorita minimalitatii lui ke N°, rezultd r=0 si
astfel b=kq, deci x=a+ kq+d €Z[kd ].

Cu aceasta am demonstrat §i incluziunea AEZ[k\/g ], deci egalitatea
A=Z[kd ].

Prin urmare inelele cerute sunt cele de tipul Z[k\/g ], cu keN (pentru

k=0 se obtine A=Z7, iar pentru k=1 se obtine A=Z[/d ).
Observatie. In aceastd solutie am folosit doar structura de grup aditiv

din inelele Z, A, Z[d ], Z[k~d ]. In acest fel, problema ramane valabila, cu
aceeasi solutie, daca o reformulam astfel: ,,Sa se determine grupurile abeliene A

cu proprictatea ZSACZ [Vd T".

(ii). Vom arita ca singurele inele B cu proprietatea Q=B <= Q( Jd ) sunt
B=Q si B=Q(\/E ). Intr-adevir, daci B+Q, exista x=a+tb+/d €B\Q, cu a,
beQ si b=0. Deoarece acQCSB, avem x-a€B, adicd by/d €B.

Dar b'€QCB si atunci b'(bv/d )EB, adicivd €B. Pentru u, veQ
oarecare, avem u+v Jd €B, deci Q( Jd )SB si cum avem si cealaltd incluziune
deducem B=Q(Vd ).

6.63. Evident T este subgrup al lui (M,(A),+). Daca A=(a;;), B=(b) si

n n n
A-B=C=(cy) atunci c; = Zaikbkj = Zaikbk/' +Zaikbkj = O+Zaikbkj )
=i k=i

k=1 1<k<i k=i

Dacad i>j atunci k=i>j implica by;=0 si atunci ¢;=0.
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6.64. C(S) este format din matricele {(b;) | b;=0, i > j si bj=bi1

Uy Uy Uy,
.. P R o . .
unde 1<i, j<n}, adicd din matricele de forma | . . . , unde uy, ...,
Do Uy
0 -« 0 u

u,€A.

6.65. Se stie ca daca un numar prim p divide produsul xy, atunci p
divide cel putin unul dintre factori. Deci, adunidnd si inmultind fractii cu
numitorul nedivizibil prin p, obtinem ca rezultate fractii cu numitorul
nedivizibil prin p.

Aceasta inseamna ca Z ;) este subinel al lui Q.

6.66. (i). Orice subinel al lui Z trebuie sa fie subgrup al grupului aditiv

(Z,+), adici sa fie de forma nZ cu neN.
Insa produsul a doi multiplii de n este evident multiplu de n, deci

multimile nZ sunt subinele ale inelului Z al numerelor intregi. Dintre ele doar

Z=17 contine elementul unitate 1.
(i1). Adunand si inmultind fractii al caror numitor este o putere a lui 2,
obtinem ca rezultat fractii avand numitorul o putere a lui 2:
a b 2"a+2"b

27_27 2n+m
a b ab

o0 = e

Deci multimea Z[%] este subinel al lui Q, de fapt este ,,cel mai mic”
subinel al lui Q care contine pe Z si pe % .

.oe - < . A 1
Observatie. In general, dacd p este un numar prim, notand cu Z[—]
p

. . a .
multimea numerelor rationale de forma —-, cu a€Z, neN obtinem un
p

exemplu de subinel al lui Q.

6.67. Daca multimea data ar fi subinel, pentru u= 35 ar exista intregii a

si bal u’=autb. Avem 5=u’=u(au+b)=a(au+b)+bu=(a’+b)u+ab.
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Rezulti a’+b=0 si ab=>5 iar de aici —a’=5, absurd. Deci multimea dati

nu este subinel in C.

6.68. Se verifica usor axiomele inelului. Elementul neutru la adunare
este 0=(0, 0) iar elementul unitate este 1=(1, 1). Inelul A XA, are divizori ai lui
zero, de exemplu, (1, 0)-(0, 1)=(0, 0)=0. Elementele inversabile ale lui A;xA,
sunt perechi (x;, X,)EA|XA,, cu X, inversabil in A, si X, inversabil In A,.

Aplicatie.

a) Elementele inversabile in ZxZ sunt perechi de forma (%1, +1).

b) Elementele inversabile in ZxQ sunt (+1, %) cua, be’Z*
¢) Elementele inversabile in Z,,xZ, sunt perechi de forma (a, l;), cu

4 €7y si(a, m)=1, iar b €Z,si (b, n)=1.

6.69. Cum car(A) este ordinul lui 1 in grupul (A, +), deducem imediat
cd car(ZxZ)=car(Z;xZ)=car(End(Z))= iar car(End(Z;))=3.

6.70. Avem car(Z,xZ,)=ord([1]n,[1].)=[m,n], (am notat [1], clasa de
echivalentd a lui 1 modulo m, respectiv [1], clasa de echivalentd a lui 1 modulo
n) (vezi problema 3.9.).

Generalizare. Daci car(A)=m si car(A’)=n se poate demonstra analog
car(AxXA")=[m,n].

6.71. Avem car(Z,xZ,)=p si Z,<Z, nu este corp (avand divizori ai lui
Zero).

6.72. Avem A=<(1, 1)>={(0, 0),(1, 1),(2, 2),(3, 3)} (subinelul
unitate generat de elementul unitate) si Z4xZ, - subinel unitar. Fiecare subinel
cu identitatea contine A si fie B un astfel de subinel si (a, a+b )EBcu b 0.

Daci b € {T, 5} atunci B este intreg inelul iar dacd » =2 atunci
1

B=AU {20} (0:2) (13} G.1).

6.73. (i). Cum 1+1=0si 1+#0 rezulta H={0, 1} este un subgrup de ordin
2 al grupului (A, +).

Fie ac A\H. Atunci HN(H+a)=0 si A=HU(H+a)=1{0, 1, a, 1+a}.
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Deci a” poate fi egal cu 0, 1, a sau 1+a.

Daci a’=1 atunci (l+a)’=l+atata’=1+1+ata=0+0=0 si evident
1+agH. Asadar, inlocuind pe a cu 1+a suntem in cazul 1). Rezultd ca se poate
alege a€A\H a.i. a°=0 sau a’=a sau a’=1+a.

(ii). Fie A=Z,xZ, 51 0= 0, 0), 1=(i. 1), a= (. 9).

Se observa ca Z,xZ,={0, 1, a, 1+a} si a’=a. Atunci (Z,xZ,, +, -) este
inel cu 4 elemente de tipul 2).

in inelul My(Z,) consideram matricele O, E, U si V astfel:

0(0 0] E(l 0] U[O OJ V[O lj
00 0 1 10 11

Din calcul direct rezultd ca U*=0 si V*=E+V. Cum E+E=0 se deduce
ca X+X=0, oricare ar fi XEM,(Z,). Se deduce ca:

B={O, E, U, E+U} si C={0O, E, V, E+V} sunt parti stabile ale lui
My(Z,) in raport cu adunarea si inmultirea matricelor si ca sunt inele cu 4

elemente in raport cu operatiile induse. Evident, (B,+, -) este inel de tip 1) iar
(C,+,-) este inel de tip 3).

6.74. (i). Daca perechea (a, b) este un element nilpotent din inelul AXB
atunci a si b sunt elemente nilpotente din A, respectiv din B.
Reciproc, dacd a€A si a"=0 iar beB si b"=0, atunci
(a, b)"™=(a"-a™, b"-b™)=(0, 0), deci (a, b) este nilpotent in AxB.
Putem identifica deci pe N(A*B) cu N(A)xN(B).
(i1). Descompundnd pe n 1in produs de factori primi distincti,
n= plk1 ..pf sinotand ¢, = pf" , stim ca inelul Z, este izomorf cu produsul direct

qu X...XZ% .
Asadar este suficient sd aflam elementele nilpotente din fiecare inel Z “

iar pentru aceasta a se vedea problema 10.47..
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§7. Morfisme de inele. Izomorfisme de inele.

7.1. Un exemplu de inel neunitar ne este oferit de 2Z (evident, 1€¢27).
Pe multimea B=7xA consideram operatiile algebrice:
(n, a)+(m, b)=(n+m, at+b)
(n, a) - (m, b)=(nm, nb+ma-+ab).
Prin calcul direct se verifica faptul ca (B, +, - ) este inel unitar (unitatea
lui B fiind elementul (1, 0)).
De asemenea, i:A—B, i(a)=(0, a), pentru orice a€A, este morfism
injectiv de inele (i(a)+i(b)=(0, a)+(0, b)=(0, atb)=i(a+b);
i(a)-i(b)=(0, a)-(0, b)=(0, ab)=i(ab); injectivitatea este imediata pentru ca din
i(a)=i(b) = (0, a)=(0, b) = a=Db).
Astfel, A se identifica cu Im(i) care este subinel al Iui B.
Daca A este comutativ, atunci si B este comutativ.

7.2. Definim f(x)+f(y)=f(x+y) si f(x)f(y)=f(xy), pentru orice x, yEA.

Functia f fiind injectiva, operatiile date mai sus sunt bine definite (de
fapt, operatiile date sunt bine definite daca si numai daca relatia de echivalenta
R data pe A prin: ,, xRy < f(x)=1(y)” este compatibila cu adunarea si inmultirea
din A (f nu neapirat injectivd), adicdi xRy si xRy’ = (x*=x)R(y+y’) si
(xx")R(yy")). Aceste operatii sunt definite pe intreaga multime S, f fiind
surjectiva. Cu operatiile date S devine inel in care 0s=1f(0) si 1s=f(1) (in caz ca
A este unitar).

Evident, structura datd pe S este unica posibila intrucat definitia ei
constituie o consecintd a faptului ca f trebuie sa devina morfism de inele.

7.3. Fie doua operatii +, - care dau o structura de inel pe o multime cu 4
elemente A.
Daca (A, +) este ciclic, atunci elementele lui A au forma a, 2a, 3a, 0 si a

defini ,,-” revine la a-1 defini pe a. Distingem patru cazuri posibile:

1) a’=0. in acest caz produsul oriciror doua elemente este nul (notim
cu N, aceasta structura).

2 2 . . .
2) a“=a. In acest caz inelul este unitar izomorf cu Z,.

3) a’=2a. In acest caz se obtine un inel comutativ fird unitate,
neizomorf cu Ny (notdm acest inel cu Ay).
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4) a’=3a. In acest caz avem (3a)’=3a si deci asocierea a ~ 3a
defineste un automorfism al lui A in baza caruia ne reducem la cazul 2).
Daca (A, +) este de tip Klein atunci elementele lui A sunt de forma

{0, a, b, a+b}, 2a=2b=0 si a defini Tnmultirea ,,-” distributiva fatd de adunare
revine la a defini pe a’, b%, ab, ba. Avem urmitoarele cazuri:

1) a’=b’=0. In acest caz, daci ab=a sau at+b deducem ci
0=ab’=(ab)b=ab, contradictie. Daci ab=b, atunci avem 0=ab’=a(ab)=ab,

contradictie. Rezultd ab=0. La fel obtinem ba=0. Prin urmare, produsul
oricaror doud elemente din A este nul. Fie N, structura de inel datd pe grupul

aditiv (Z,, +) de inmultirea 1-1=0. Se observd ci asocierea a~ 1, 0),
b (6, i) defineste un izomorfism al lui A pe N,xN,.

2% a’=0, b’=a. Daci ab=b sau atb, deducem cid O=ab’=ab,
contradictie. Dacd ab=a, atunci avem O=a’=ab’=ab, contradictie. Rezulti

ab=0. La fel obtinem ba=0. Se verifica ca intr-adevar inmultirea astfel definita
inzestreaza grupul (A, +) cu o structurd de inel comutativ fard unitate pe care 1l
notam cu B,.

3’) a’=0, b’=b. Ca si la cazul 2’) obtinem ab, ba& {b, atb}. Avem
urmatoarele subcazuri:

i) ab=ba=0. In acest subcaz asocierea a~ (6, i), b~(1, 0) defineste un

izomorfism al lui A pe Z,xN..

ii) ab=ba=a. In acest subcaz b este unitate in A; notim inelul obtinut
prin I,.

iii) ab=a, ba=0. In acest subcaz obtinem inelul Q, necomutativ si fara
unitate.

iv) ab=0, ba=a. Se obtine un inel P, necomutativ si fara unitate.

4"y a’=0, b’=a+b. Ca si la 3") deducem ci ab, ba¢t {b, a+b}.

Daci A este comutativ atunci avem (atb)’=atb+ab+ba=a+tb si
schimbéand pe a+b cu b ne reducem la cazul 3"). Deci, dacd A este comutativ,

atunci A este izomorf cu Z,xN, sau cu I,.

i) ab=a, ba=0. Avem b=(a+b)b=b’b=Dbb’=b(a+b)=a+b, contradictie.
ii) ab=0, ba=a. Obtinem in acelasi mod o contradictie.
5") a’, b’, (atb)’ sunt nenule si distincte. In acest caz obtinem

(at+b)’=a’+b” si rezultd ab=Dba, adicd A este comutativ.
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Observam ca modulo o renotare a elementelor lui A putem presupune
¢ a’=a. Intr-adevir, in caz contrar am avea, eventual renotand elementele lui
A, a’=b, b’=a+b, (a+b)’=a. Rezulti (*): a(ab)=a’b=b’=a+b si deci ab+0.

Daca ab=a obtinem din (*) b=a+b, contradictie.

Daca ab=b rezulta ab=a+b si folosind (*) obtinem o contradictie.

La fel ab+a+b, contradictie.
Distingem doua subcazuri:

i") a’=a, b’=b. In acest subcaz obtinem a(ba)=ba2=ba si rezulta
ba+a+tb.
Daca ba=0 (respectiv ba=a sau ba=b) asocierea a~ (6, i), b (i, 6)

(respectiv aw (6, i), b (i, i) sau a-~ (i, i), bw(ﬁ, i)) defineste un

izomorfism al lui A pe Z,xZ,.

ii’) a’=a, b’=a+b. In acest subcaz obtinem (% *): b(ab)=b’a=a+ba si
rezultd ab=0, a, a+b.

Deci ab=b iar elementul a constituie element unitate in A. Cum
b(atb)=b+(atb)=a, deducem ca A este corp (notam acest corp cu GF,).

6") a%, b%, (a+b)” nenule dar nu distincte. Renotand eventual elementele
lui A putem presupune ci a’=b’=a. Deci (a+b)’=ab+ba. Prin urmare, A nu este
comutativ, altfel rezulta (a+b)*=0.

Evident avem (* % *): b(ba)=b’a=a si deci ba#0. Daci ba=a+b atunci
din (k%) obtinem a=b(a+b)=Dba+a, contradictie. La fel ab& {0, atb}. Daca

ab=a, atunci ba=b si deci a=b’=(ba)b=b(ab)=ba=b, contradictie.La fel ba#b.
Prin urmare, nu exista structuri de inel in acest caz.
In consecinta exista 11 structuri de inel neizomorfe pe o multime finitd

cu 4 elemente: un corp: GF,, trei inele unitare comutative: Z,, Z,xZ,, 14, cinci

inele fard unitate comutative: Ny, Z,xXN,, N,xN,, A4, B4, doud inele
necomutative Py, Q.

7.4. Fie doua operatii +, - care dau o structura de inel pe o multime cu
p elemente A. Cum (A, +) este ciclic, elementele lui A au forma 0, a, 2a, ...,
(p-1)a, pa=0 si a defini ,,-” revine la a-1 defini pe a’.

Prin urmare, A este comutativ.

Avem urmatoarele doud cazuri:
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i) a*=0. In acest caz produsul oriciror doui elemente este nul (notdm cu
N, acest inel).

ii) a*=ia, oricare i cu 1<i<p-1. Fie u€{l, ..., p-1} un reprezentant al

A
clasei i”'din corpul Z, Observim cid elementul e=ua satisface relatia
e(ja)=j(ui)a=ja. Deci e este element unitate in A iar asocierea { ~te defineste

un izomorfism al corpului Z, pe A.

7.5. Fie ,,o” o inmultire pe G pentru care acesta devine inel unitar. Fie
e€G unitatea sa si t ordinul lui e in grupul aditiv. G. Avem
f= tfl =t(eol)=(te)o1=001=0 (evident, t(xoy)=(tx)oy, intrucat tx este definit
in baza adundrii iar ,,o” este distributiva fatd de adunare).

Deci n|t, iar intrucat ord(e)|n=0rdG, deducem cd n=t.

Prin urmare, asocierea k ~ke defineste un izomorfism de grupuri
f:(Z,, )= (G, o).

Evident avem  f(k-7)= f(kt) = kte = (ke)o(te) = f(R)o fG), f()=e.

Deci f este izomorfism de inele unitare.
In consecinta, toate structurile posibile de inel unitar date pe G sunt
izomorfe intre ele. Intrucét pentru orice element e de ordin n al lui G
izomorfismul f poate fi construit, deducem ca exista ¢(n) structuri de inel
unitar pe G (pentru fiecare alegere posibila a lui e).

Nu existd operatii de Inmultire pe H pentru care acesta devine
(Impreuna cu adunarea) inel unitar. Intr-adevar, 1n caz contrar, fie data o astfel

VAN

de operatie ® si e= ™ elementul unitate din inelul (H, +, ®). Evident e+ 0
n

(singurul inel in care elementul unitate coincide cu elementul nul este inelul

nul). Putem alege reprezentantul 2 allui e a.. m, n> 0.

n
Se observa ca:
VAN VAN VAN VANVANVAN VANEVAN A
l=e®i=(m.l)®i=m.(l®i)=1®(m~l)=1®i=1®6=6.
m m n m n m n m n n

Rezulta 1 €7 si deci m=1.
m

Pe de alta parte avem,
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VAN VANEEVAN A VA A VAN
" _ee " —Llen - lye Ll —ie!
n+1 n

1 =0
n+1 n+l n n+1 n+1 ’

adicd n+1|n, contradictie.

7.6. Daca f:Z—17, este un morfism de inele si notam f(1)=a, cu
a €7, atunci se probeaza imediat ca f(x)=a-x, oricare ar fi xEZ.

Dacid vom considera f morfism de inele unitare, atunci f(I)=1 <
a=1 siastfel f(x)=x-1, oricare ar fi xEZ.

Daci f nu este morfism de inele unitare (adicd f(1)#1), atunci din
f(1)=f(1-1)=1(1)-f(1) deducem ci & = 4?, adicd a este idempotent in inelul Z,.

Cum pentru x, yEZ, [(x)f(y)=(@x)@y)=a’(xy)=axy=f(xy)
deducem ca:

i) Existd un singur morfism de inele unitare f:Z—Z, (si anume
f(x)=x-1, oricare ar fi xE€Z).

ii) In cazul in care f:Z—7Z, nu este morfism de inele unitare atunci
f(x)=x-a,oricare ar fi Xx€Z cu a €Z, idempotent.

o VAN
7.7. Pentru a nu se crea confuzie, sd notam Zm:{o, I, ..., m—1psi

7,= %, 1, ., n—l}. Daci f:Z,,—7Z, este un morfism de inele si f(I)=a, in
cazul in care f este morfism de inele unitare @ = f(1)=1 si atunci din aproape

. _ AN
in aproape se arata ca f(2):2a:2,...,f[m—l =m-1.

Cum f(m)= f((3) =0 idar f(m)= m«f(i) =m-a=m-1, cu necesitate
m =0 (adicd n|m). In concluzie, dacd n{m nu existid morfisme unitare de inele

de la Z,, la Z,, iar in cazul n|m existd un unic morfism unitar de inele (definit de
. VAN
conditiile £(0)=0, f()=1,..., flm—1|=m—1).

Daca f:Z,,—Z, este un morfism de inele (nu neaparat unitare), atunci
f()=a=1.Din conditia de aditivitate a lui f deducem imediat ca f (k)y=k-a,

oricare ar fi 0<k<m-1 si m-a =0 iar din conditia de multiplicitate a lui f

212



deducem ci a=f(l)=f(1-1)= f(1)*> =a> (adicd a este idempotent in inelul
Zy).

in concluzie, morfismele de inele neunitare f:Z,,—Z, sunt de forma
f(k)y=k-a,cu a €Z, idempotent (0<k<m-1), a=1 si m-a=0.

7.8. FieneZ, n+0.
£ = f(n -1j - f(n) -f[lj La fel g(1)= g[n : lj - g(n)- g[ ! j .
n n n

n
Cum f(1)=g(l)=1, si f(n)=g(n), pentru orice n&Z, obtinem

f[lj:g[lj De aici rezultd ca f(r:j=f(Wt)-fUJ=g(m)-g(;j:g(':j,

. m
oricare ar fi — €Q.
n

7.9. Dacd acU(A) atunci existd a’€A a.i. aa’=a’a=1. Deducem imediat
ci fla)-fla’)=f(a")-f(a) =1, adici fla)EU(A").

Dacd a€N(A) atunci existdi nEN ai. a"=0. Deducem imediat ci
f'(a)=0, adici fa)EN(A").

Dacid a€A este divizor al lui zero atunci existi a’€A" ai. aa’=0.
Deducem imediat c3 f(a)-f(a")=0, adica f(a) este divizor al lui zero in A’ (céci f
fiind injectie, f(a’)=0).

7.10. Sa presupunem, prin absurd, cd existd un izomorfism de inele
¢:1—1". Atunci avem proprietatea:
oricare ar fi f€l, =0 =¢(f)=0. (1)

intr-adevir, daca f€l, f >0, putem scrie:
o(N) =G f NN =0([1) oW =0(f) =0.

Vom arata acum cid ¢(a)=a, oricare ar fi a€R, relatic ce trebuie
interpretatd prin aceea ca ¢ invariaza toate functiile constante (pentru simplitate

am notat cu a functia constanta f,:[0, 1]— R, f,(x)=a, oricare ar fi x€[0, 1]). Din
aceea ca ¢ este morfism unitar de inele rezultd ca ¢(1)=1 si apoi rezulta usor ca

¢(a)=a, oricare ar fi acQ. Daca acR\Q, exista (a,"), (a,”") siruri de numere

rationale, convergente la a, a.l. a,'<a<a,”’, oricare ar fi n€EN. Aplicand

morfismul ¢ si tinind seama cd ¢ este functie crescatoare (datorita lui (1) )

rezultd ca o(a,)<¢p(a)<o(a,”’), adica a,’<¢(a)<a,”’, oricare ar fi nEN.
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Trecéand la limita dupa n, rezultd @(a)=a. Vom dovedi acum reciproca lui (1) si
anume:

oricare ar fi f€l cu p(f)=0 =£=0. (2)
Sa presupunem prin reducere la absurd ca existd fy€l, cu ¢(f;)=0 dar

fo#0. Aceasta Inseamna ca exista xo€[0, 1] cu fy(x0)<0. Fie a = %fo (x9) <0 si

sa consideram functia g:[0, 11— R, g(x)=fy(x)-a.

Evident, g€l si g(xo)=f0(xo)—r:1=%f0 (x9)<0.

Avem apoi @(g)=o(fo-a)=0(fy)-p(a)=p(fy)-a>0, unde pentru ultima
inegalitate am tinut cont ca ¢(fy)=0 iar a<0 .

Sa notam ¢(g)=h, deci hel” si h>0. Atunci Jh er si cum ¢ este
surjectiv existd u€l a.i. p(u)= N

Rezultd ou?) = pu)p(u) = Jh A =h= ¢(g) si folosind faptul ca o

este injectiv obtinem g=u’, contradictie, cici g(x,)<0. Asadar implicatia (2) este

2
adevarata. Fie acum f&l’, f(x)z(x—;j . Avem evident f>=0 si folosind

surjectivitatea lui ¢, deducem ca existd s€l cu o@(s)=f. Din (2) avem s=0.

Evident, Js el si avem qoz(\/g) =¢(\/;)¢(\/§) =p(s)= f . Atunci qo(f)= \/? ,

ceea ce arata ca /f €l’. Ar insemna ca functia x — este derivabild pe

1
y——
2
[0, 1], ceea ce este o contradictie. Rezulta ca cele doua inele nu pot fi izomorfe.

7.11. Nu are loc nici o implicatie.

Pentru ps:Z—174, ps(X)=[x]s, avem ps(2)=[2]s, unde [2]4E7Z4 este
divizor al lui zero ([2]4-[2]4=[0]4) dar 2€Z nu este divizor al lui zero.

Invers, fie f:Zs— 75, f([x]s)=[xX]5.

Evident, f([2]s)=[2]3 si [2]s este divizor al lui zero in Zg iar [2];EZ; nu
este divizor al lui zero (acesta este corp si [2];#[0];)-

Observatie. Am notat [x], clasa lui x in Z,,.

7.12. ()= (ii). Fie e€ A un element idempotent diferit de 0 si 1.
Atunci f:A—A/(e)xA/(1-e) definitd prin f(a)=(at(e), at(l-e)) este

izomorfism de inele. Intr-adevir, din f(a)=(0, 0) rezultd ac(e) si ac(1-e), adici
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a=es=(1-e)t. Deducem ea=e’s=es=a si ea=e(1-e)t=0. Deci a=0, ceea ce arati
ca f este injectie.

Daca x si y sunt elemente arbitrar alese, atunci pentru a=(1-e)xtey
avem f(a)=(at(e), at(1-¢))=((1-e)xH(e), eyH(l-e))=(x-ext(e), -y(1-e)ty+
+(1-e))=(x+(e), y+(1-e)), deci f este surjectie si avem (i)= (ii).

(ii)=(i). Reciproc, e¢'=(1, 0) este element idempotent in BxC diferit de
(0, 0) si de (1, 1). Elementul eEA corespunzitor lui ¢’ este idempotent diferit de
1 51 0. Deci (i1)=(1).

A 1 0 0 1
7.13. (i). Inmultind intre ele matricele A= (0 Oj si B:(O Oj

. 0 1 . 00 .
obtinem A-B= [O OJ =Bsi B-A= (0 OJ =0,, ceea ce arata ca inelul T,(Z) nu
este comutativ.

. a b <
Sa presupunem ca matricea (O ] €T,(Z) comuta cu toate elementele
Cc

b

C

b
lui T(Z). Din relatia (g j-AzA-(g j obtinem b=0, apoi din relatia
C

b b
(g J-BzB- (g ] obtinem a=c. Constatam imediat ca centrul lui Ty(Z)
Cc c

0
este format din matricele (g J, cu a€Z. De altfel, centrul lui T»(Z) coincide
a

cu centrul lui My(Z).
- a b\ . a b 5 .
(i1). Fie X= [O J siY= (O J doua elemente din Ty(Z).
C C

’

" ’ b b! ’ b! b ’
Intrucat X+Y = [a raor ,J siX-Y= [aa ¢ +, ¢ J observam c :
0 c+c 0 cc
PX+Y)=(ata’, ctc')=(a, c)H(@’, ¢)=@(X)+o(Y) iar

P(X-Y)=(aa’, cc’)=(a, ¢)-(a’, ¢')=p(X)- ¢(Y).
Deci ¢ este morfism de inele. Nucleul sau, Ker(¢), este format din

. 0 d
matricele [0 OJ’ cudeZ. Observam ca :

e e L i

Nucleul Ker(p) este un exemplu de ideal bilateral al inelului T,(Z).
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7.14. (i). Faptul ca Ay este inel comutativ fatd de adunarea si inmultirea
matricelor se probeaza imediat.

(i1). Vom demonstra cd Ay are divizori ai lui zero daca si numai daca k
este patrat perfect.

Sa presupunem mai intdi ca A, are divizori ai lui zero si fie

b b . ..
Xi= 4 , Xo= 2 2| doud matrice nenule din inelul Ay, cu
kbl al kbz az

proprietatea ca X, -X,=0,, (1). Avem b,;#0, caci daca am presupune b;=0, cum

. . .. b 0 0
X,#0, trebuie ca a;# 0 si atunci din (1) rezulta ca %92 402 ) _ , de
ab, aa, 00

unde a,=b,=0, adicd X,=0,, contradictie cu presupunerea facutd. Analog
b,+0.
Din (1) obtinem detX; -detX,=0, deci detX,;=0 sau detX,=0.

I 2
rational. Cum k este intreg, rezultd ca este patratul unui numar intreg, deci k
este patrat perfect.

Ve o1 ]

2 2
Rezulta k:(zl] sau k:(zz] , deci k este patratul unui numar

ko Wk

Reciproc, daca k este patrat perfect, luand X1=(

_(~VE 1
Xz_[ ko -k

inelul Ay are divizori ai lui zero.

J, avem X;#0,, X,#0, si X;X,=0,, ceea ce inseamna ca

(iii). Sa presupunem cd existd un izomorfism de inele ¢ :A—A,.

. . 0 1 . . b
Consideram matricea Xo= [k OJ €Ay §1 imagine sa Y0=(p(X0)=[ ab J EA,.
pb a

Demonstram ca in mod necesar avem b=+0. Intr-adevar daca am admite ca b=0,

. 0 A . . o
atunci Y= “ =a-1, si ludnd o matrice arbitrarda X= a P €A, putem
0 a kf «

scrie X=al,+pX, si atunci

P(X)=0p(L)+HBo(Xo)=al,+BYo=al, +fal,=(at+pa)l,,
ceea ce aratd ca ¢ nu ar fi surjectiv, contradictie.

Observam ci matricea aleasi X, verifica egalitatea X =/, si de aici,

aplicand izomorfismul ¢ obtinem Y; = kI, , ceea ce se scrie echivalent:
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a bV (kK 0 a’ + pb? 2ab k0 a’+ pb* =k
_(* 9o e ) _[F 0 @
pb a 0 k 2pab  a” + pb 0 & 2ab=0

Deoarece b+#0 din a doua egalitate din (2) rezultd a=0, a.i. introducand
in prima obtinem pb’=k. Aceasta arati ca p | k si mai mult, au si acelasi semn.
Analog, considerand izomorfismul invers (p'I:Ap—>Ak, vom obtine klp. In
concluzie k=p.

Reciproc, pentru k=p avem egalitatea A=A, si atunci morfismul
identic este un automorfism al inelului A,.

7.15. (i). Aplicatia ¢:Z[d ]—Aq definitd prin @(m+nd )=[;" "j
n m

este un izomorfism de inele.

(ii). ,,<”. Dacd d=d’ atunci inelele Z[Vd ]si Z[vd' ] coincid, deci sunt
evident izomorfe.

=" Fie f: Z[\Jd ] — Z[Jd'] un izomorfism de inele si presupunem
prin reducere la absurd cd d+d’. Din f(0)=0 si f(1)=1 rezulta f(a)=a, oricare ar
fi a€Z. Dacd x=a+b+d €Z[+/d ] atunci f(x)=a+bf(Jd ).

Fie f(vd )=m+n+/d’ cum, n€Z.

Deci d=f(d)=f(V/d - vd )=(m+nd' Y =m*+n’d"+2mnd" .

De aici obtinem 2mn=0 si d=m’+n’d’, relatii care conduc la o
contradictie atat in cazul m=0 cat si In cazul n=0.

7.16. Fie P, Q€P(M). Diferenta simetrica PAQ=(PUQ)-(PNQ) poate fi

scrisa si ca PAQ=(PNCyQ)U(QNCyP).
Pentru a arita cad A este operatie asociativd probdm ca

(PAQ)AR=(PNQNR)U(PNCyQNCyR)U(CyPNQNCHR)U(CPNCHQNR)=

=PA(QAR). (fie prin dubld incluziune, fie cu ajutorul proprietatilor functiei
caracteristice).
Comutativitatea este evidentd. Multimea vida este elementul nul, céci

PA@=P. Deoarece PAP=0, rezulta ca inversul lui P este chiar P.
Pe de alta parte, intersectia este asociativd si are pe M ca element

neutru. Se observa imediat ca PN(QAR)=(PNQ)A(PNR), oricare ar fi P, Q,
ReP(M), adicd N este distributiva fata de A.
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Deci (P(M), A, N) este inel (comutativ). in acest inel PNP=P, oricare ar
fi PEP(M), adica orice element este idempotent, deci P(M) este inel boolean.

Pentru a doua parte, fie M={1, 2, .., m} cu m>1.

Daci XE Z, x..x Zy , x = (i iy ), definim M= {k | i, # 0} EP(M).

de m ori

Se observa ca MAM,=M,,, si MyNM;=M,, iar aplicatia

0:Z, x..xZ, =P(M), p(x)=Mj este bijectiva.
de m ori
Elementul neutru pentru A este 0, iar elementul neutru pentru N este M.
Daca X, Y, Z€EP(M), exista x, y, z€ Z, x...xZ, al ox)=X, o(y)=Y,
de m ori

o(z)=Z. Avem:

(XAY)AZ=(M,AM)AM, =M, -, AM,=Mx1y1»=Mys(y1 =MxAM,, =

=M, A(M,AM,)=XA(YAZ) si
XN(YAZ)=MN(M;AM,)=MNMy.,=My+,=Myyix,=Myx,AMy,=

=(XNY)AXNZ).
Analog se verifica si celelalte axiome ale inelului.
Cum ¢ este bijectiva si

o(xt+y)= MX+y = MxAMy =0(x)A¢(y)

(P(XY)=Mxy=Mngy=(P(X)m(P(Y)a
avem ca inelul (P(M), A, N) este izomorf cu inelul (Z, x...xZ, , +, -).
2m e

de m ori

7.17. Conform problemei 6.45. avem x+x=0 si Xy=yx, oricare ar fi x,
yEA.

Pe A introducem relatia binard ,,<”: a<b < a=ab, care este o relatie
de ordine pe A. Elementele minimale ale multimii A"=A\{0} le vom numi
atomi. Asadar, un element acA, a+0 este atom al lui A daca din x<a, cu x=+0,
rezultd x=a, ceea ce revine la: x=xa, x+0 = x=a.

Daca a, si a, sunt doi atomi distincti, atunci a;a,=0.

intr-adevar, fie x=a,a,. Daca x#0, din xa;=a;aa;=a;3,=x Sl Xa,=X

rezulta ca a;=x=a,, contradictie cu faptul ca a,, a, sunt distincti.
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Cum A este o multime finitd, rezultd imediat ca pentru orice bEA, b+0,
existd un atom a a.i. a<b.
Fie a;, a, ..., a, atomi distincti doi cite doi ai lui A. Avem a;+...+a,=1.

Intr-adevir, in caz contrar avem b+0, unde b=a,+...+ta,+1. Si demonstrim
acest lucru.

Fie a un atom al lui A a.i. a<b. Exista ke{1, .., m} a.i. a=a, si atunci
a=ak=akb=ak(a1+...+am+1)=a,f +a,=ata,=0, contradictie. Deci obligatoriu
b=0, adica a;+...+a,=1.

Fie x€A. Din (xay)a,=x a,f =xay rezultd ca xa,=0 sau xa,=a; si cum
x=x-1=x(a,+...+a,)=xa,+...+xa,, se deduce ca orice XEA se reprezintd in
mod unic sub forma x=1,a;+...Hy,a,, 0<1,<2.

Definim f{A— Z, x..xZ, , f(x)z(i:,...,iA] S x :Zikak , 0<4,<2.
2o

m
de m ori k=1

m m
Daca x, yEA, x=Y iya, , y=Y_ jya; , 0<iy, ji<2, atunci:
P pt

m m
x+y =Y (i +joag = 2 @ joay
k=1 k=1
m 2 m
Xy = Zisjtasat :Z(ikjk)ak = Z(ik ® ji)ag
st k=1 k=1

unde ,,®” si,,®” sunt simbolurile adundrii, respectiv inmultirii modulo doi.
Rezulta ca:

NN

S+ 2)= 00 @ oy @ i) = Ot Jrowdit i) = ensi) + G i) = S () + ()
si analog f(xy)=1f(x)-f(y). Deci f este morfism bijectiv de inele.

7.18. (i).,,=>". Intr-un inel boolean A avem x+x=0, oricare ar fi XEA,
deci in grupul (A, +) ordinul fiecarui element este cel mult 2. Daca p este prim
a. 1. p | n, din teorema lui Cauchy exista in (A, +) un element de ordin p. Deci p
nu poate fi decat 2 si daci singurul divizor prim al lui n este 2 rezultd ci n=2".
Se mai poate justifica acest fapt prin inductie dupa n sau considerand structura

de spatiu vectorial a grupului (A, +) peste corpul Z,.
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» &7 A=Z,%... %7, de k ori este un inel boolean (structura de produs
direct de inele) iar aceasta structurd se transportd izomorf pe orice multime cu
2" elemente (vezi problema 7.17.).

(ii). Fie B={XCN | X este multime finita} si C={XCN | CyX este
multime finitd}. Avem BNC=0 si notam A=BUC. Se arata usor ca (A, A, N)
este inel boolean, unde A este diferenta simetrica, adica XAY=(XUY)\(XNY).
Definim f:A—N prin f(@)=0, fiN)=1, f(X)= pr , dacd XeB\{0} si

xeX

f(X)= []pi, daca XECN}, unde py<pi<...<py<... reprezintd sirul

xeCyX
numerelor prime pozitive. Se arata usor ca f este injectiva si fie Im (f)={ny, ny,
...y Iy, ... }. Atunci functia g:A—N, g(X)=k dacad f(X)=ny, este bijectivd si cu

ajutorul functiei g transportam stuctura de inel boolean de la A la N.

7.19. Fie A inelul partilor Iui E cu operatiile date. Daca F este o

submultime a lui E notam prin ¢p:E—Z, functia caracteristica a lui F definita
prin:
6, pentru x ¢ F
P (x)=1. .
1, pentru xe F

Aceasta asociere F~ or defineste o aplicatie de la A la Zf . In plus, ¢

este morfism de inele unitare. Intr-adevir avem identititile: =0, pz=1, (adici

functia nula, respectiv functia constantd 1) ¢ E+E, =PE T 9PE, > P55, =9E " PE, -

Observam acum ca intrucat elementele lui Z, sunt idempotente, rezulta
ca si elementele lui Z5 sunt idempotente. Evident,

PMUN)= []Z): =12 <[ [(Z2): = PM)x P(N),

ieM UN ieM ieN

unde (Z,);=2..

7.20. Fie f:Z— A un morfism de inele, atunci x=1(1) este idempotent in
A. Intr-adevir, x’=f(1)-f(1)=f(1-1)=f(1)=x. Aceasti asociere f-~f(1)

defineste o aplicatie ¢ de la morfismele de inele definite pe Z cu valori in A, in
multimea idempotentilor lui A.
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¢ este injectivd pentru cad @(f)=¢(g) inseamna f(1)=g(1), ceea ce
implica  f(n)=f(1+..+D)=FfDO+..+ fOQ=gD)+...+gV)=g(+...+ 1) =g(n),

de n ori de n ori de n ori de n ori

pentru orice n€N (f si g sunt morfisme de inele :Z— A).

Cum f(-n)=-f(n)=-g(n)=g(-n) deducem ca f si g coincid si pe numerele
intregi negative, deci f=g.

¢ este si surjectivd. Intr-adevar, daci e’=e€A atunci considerim
aplicatia f:Z— A definita prin f(n)=n-e. Se arata usor ca f este morfism de inele.
In plus, f(1)=e.

Evident e’=e, adicd e(e-1)=0 are loc intr-un domeniu de integritate
numai pentru 0 si 1. Cum orice domeniu de integritate are doar doud elemente

idempotente, deducem cd multimea morfismelor de la Z intr-un domeniu de
integritate are doud elemente (unul este morfismul nul).

7.21. (i). Suma a doud morfisme de grupuri f, g:G—G este definita prin

(f+g)(x)=f(x)+g(x), oricare ar fi x€G. Faptul ca f+g:G—G este morfism de
grupuri rezulta din comutativitatea grupului G. Aceasta adunare este comutativa

si asociativd. Elementul nul este morfismul nul 0:G—G, 0(x)=0, oricare ar fi

x€G. Compunerea morfismelor este asociativa si distributiva fatd de adunare
iar elementul unitate este functia identica 1 (evident un morfism de grupuri).
(i1). Dacd End(A) este izomorf cu A, atunci evident End(A) este inel
comutativ.
Reciproc, sd presupunem ca End(A) este inel comutativ, In raport cu

adunarea si compunerea morfismelor. Fie x€A. Notdim ¢, A—A functia

fatd de adunare in inelul A avem @(y+z)=(y+z)-x=y X+z-X=0x(y)+¢«(2z), deci
¢y este element din End(A).

De asemenea (9,0 9x)(2)=@y(2-X)=(2-X) y=2-(XY) = @x-,(2).

Intrucat din ipotezd inelul End(A) este comutativ avem
PxOPy=PyOPx=0x-y

Fie f un element oarecare din End(A). Folosind ipoteza de
comutativitate a compunerii deducem
f(x)=1(1-x)=1(px(1))=0«(f(1))=x-f(1)=@g)(x), ceea ce inseamnd ca f este
perfect determinat de imaginea f(1) a elementului unitate din A si coincide cu
).

Sa consideram functia a:A—End(A), descrisa prin a(x)=¢j.
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Aceasta functie este, conform observatiei anterioare, surjectivd. Daca
a(x)=a(y) atunci In particular @«(1)=@,(1), de unde x=y; asadar o este
injectivdi. Am stabilit anterior cd o(X'y)=@xy=0x00,=0(x)oa(y) iar

a(x+y)=a(x)+a(y), dupa cum se constatd imediat. Asadar a este izomorfism de
inele.

Daca (A,+,-) este un inel (unitar) oarecare, iar (A,+) este grupul aditiv
subiacent al sdu, putem considera functia a:A—End(A) definita prin a(x)=qy,
cu ¢4(y)=y-X, oricare ar fi yEA. Aceasta functie este injectiva dar poate sa nu

fie surjectiva. De asemenea, a(x-y)=o0(y)oa(x).

7.22. Conform problemei 7.21. inelul End(Z) este izomorf cu Z.

Pentru simplitate ludm n=2 (cazul general tratdndu-se asemanator).

Consideram proiectiile canonice p:ZxZ—7Z si p,:ZxZ—7Z date prin
pi((a, b))=a, pa((a, b))=b. Acestea sunt morfisme de inele, deci si de grupuri
definite pe G cu valori in Z.

De asemenea considerdm injectiile canonice i;:Z—ZxZ si ip:4 —Z*xZ
date prin i(a)=(a, 0) si 1,(a)=(0, a). Si acestea sunt morfisme de grupuri
definite pe Z cu valori in G.

Au loc relatiile: p;oi;=1lz, pioi,=0, p201;=0, p2oi=1z,
iiopitiopy=lg.

Construim o functie ¢:End(G)—M,(End(Z)) astfel:

Daca f:G—G este morfism de grupuri atunci apar patru morfisme de
grupuri pyofoi; : Z—Z pe care le scriem intr-o matrice patratica de ordinul
doi:[pl °f‘°i1 P °f‘°i2

Prefely pyofeiy
imediat ca ¢ este izomorfism de inele.

J. Definind @(f)=(fyy) unde f =pyofoi,, se verifica

7.23. Fie (A, +, -) un inel care este domeniu de integritate si (A", -)
grupul unitatilor sale (multimea elementelor inversabile ale lui A). Dacd acA”
atunci -a€A”. Intr-adevir, acA” = existdi a'€A” ai a-a'=a'-a=1, unde 1
este unitatea inelului A, adicd a grupului (A", *) si deci (-a)(-a')=aa'=1,
(-a')(-a)=a"a=1. In particular, -1€A".
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Presupunem ca (A, +)=(A*, -), adicd exista o bijectie fA—A" cu
f(x+y)=f(x)-f(y), oricare ar fi x, yEA. Deoarece -1€EA" si f este izomorfism
rezulta ca existd un x€A a.l. f(x)=-1. Se mai stie ca f(0)=1.

Avem f(x+x)=f(x)-f(x)=(-1)-(-1)=1=f(0) si cum f este bijectiva
rezultd ca x+x=0 < (1+1)x=0 si cum A este integru rezultd x=0 sau
I+1=0=1=-1.

Prin urmare, oricare ar fi y€A avem y+y=(1+1)y=0 si deci
f(y)=f(y+y)=f(0)=1, oricare ar fi yEA < [f(y)-1][f(y)+1]=0, oricare ar fi
yEA < f(y)=1 sau f(y)=-1 si deoarece 1=-1 rezulta ca f(y)=1, oricare ar fi
yEA.

Deci f(A)={1} si cum f este surjectiva rezulti ci A" = {1} si deoarece f
este bijectie rezultd cardA=cardA"=1. Acesta este un rezultat contradictoriu
deoarece 0, 1 €A si deci cardA>2. Prin urmare (A, +)%(A", +).

7.24. Se considera multimile:
A ={yEA|f(xy)=f(x)f(y), oricare ar fi X EA}

A={yeA|f(xy)=f(y){(x), oricare ar fi x EA}.
Din ipoteza 1) rezulta ca f este morfism de la grupul (A, +) la grupul

(B, +), deci f(04)=0g. Atunci se vede usor cd 0,EA;, 0,EA, deci A, si A, sunt
nevide.
Ardtam ca A, este subgrup al grupului aditiv (A, +).

Intr-adevar, dacid y;, y,€A, avem pentru orice XEA: f(x(yi-y2))=
=t(xy 1-xy2)=f(xy)-f(xy2)=f)f(y1)-{x)f(y2)=f [y 1)-f(y2) [=f(x)f(y1-y2), ceea
ce aratd cd y;-y,€A,. Analog se aratd ca A, este subgrup al grupului (A, + ).
Vom arata acum egalitatea A=A,UA,. (*) Deoarece incluziunea A2A,UA, este

evidentd, ramane sa dovedim incluziunea ASA|UA,. Fie y,€A fixat.
Consideram multimile:

Ci(yo)={x EAf(xyo)=f(x)f(yo)}

Ca(yo)={xEA|f(xyo)=f{yo)f(x)}.
Ca si mai inainte, se aratd ca Ci(yo) si Ci(yo) sunt subgrupuri ale

grupului (A, +). Evident avem incluziunea C,(yo)UCy(yo)SA. Dar, datoritd
ipotezei 2), pentru orice XEA avem f(xyo)=f(x)f(yo) sau f(xyo)=f(yo)f(x), adica
xEC(yo) sau xECy(yo), deci XxECi(yo)UCy(ys). Aceasta inseamnd ca
AECi(y0)UCy(yo), deci de fapt, Ci(yo)UCa(yo)=A. (**)
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Dar grupul A nu poate fi scris ca reuniunea a doud subgrupuri proprii,
deci in egalitatea (**) avem A=C,(y,) sau A=C,(y,). Dacd A=C(yy), rezulta ca

pentru orice xEA avem f(xyo)=f(x)f(yo), deci yoEA,. Dacd Cy(yo)=A, rezulta ca
pentru orice XE€A avem f(xy,)=f(yo)f(x), deci yoEA,.
Am aratat asadar ca y,€A;UA; si cum y, a fost arbitar fixat in A,

deducem ca ASA|UA, si deci avem (*). Dar A nu se poate scrie ca reuniune de
doua subgrupuri proprii si atunci din (*) trebuie sd avem A=A, sau A=A,. Daca
A=A, rezultd ca f este morfism de inele, iar daci A=A, rezultd ca f este
antimorfism de inele.
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§8. Ideale. Laticea idealelor unui inel comutativ. Anulatorul si
radicalul unui inel. Factorizarea unui inel printr-un ideal bilateral. Ideale
prime. Ideale maximale.

8.1. in inelul (Q, +, -), Z este subinel fard a fi insa ideal (deoarece de

exemplu 2€7 iar pentru % €Q, 2 % = g gZ).

8.2. Alegem inelul Z si idealele 27 si 3Z. Deoarece 3-2=1¢27U37
deducem ca 27U37Z nu este ideal al lui Z.

8.3. Daca (Iy)iek este o famile de ideale ale lui A, atunci D I, = ﬂ] k

keK
i 1, = 1, |.
S

keK

8.4. (i). P este subinel fara a fi ideal (deoarece daca fEP si gEA,

.1
xsin—, x#0
g(x) = x
0, x=0

atunci f- g are o infinitate de zerouri, deci f-g€&P).

(i1), (iii). Analog ca la (i), P, si Q, sunt doar subinele ale lui A fara a fi
insd ideale (cu acelasi argument ca la (i)).

(iv). B este ideal al lui A.

(v). C este doar subinel al Iui A fard a fi Insa ideal (céci daca alegem

feC, f(x)=x+1, g€A, g(x)=x, atunci (f-g)(0)=0, deci f-g&C.).

8.5. Consideram de exemplu divizorii lui zero din inelul Z¢. Evident, 2
si 3 sunt divizori ai lui zero darnu i 3-2=1.

8.6. Luam i:Z—Q, i(n)=n, pentru orice n€Z.
Evident, Z este ideal (impropriu) al lui Z si i(Z)=Z nu este ideal in Q.

8.7. (1). Pentru a ardta ca A este subinel al lui A verificam ca oricare ar
fi ux, uy€A,, ux-uy€A; si (ux)(uy)€A,.

Observam ci ux-uy=u(x-y)€A,, (ux)-(uy)=u’xy=u(xy)EA,, oricare ar
fi x, yEA, deci A, este subinel al lui A.
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(i)). Fie A,=(l-u)A={(1-u)x | x€A}. Deoarece 1-u¢{0,1} si

(1-u)’=(1-u)(1-u)=1-2u+u’*=1-2utu=1-u, rezultd conform celor de mai sus ci
A, este subinel al lui A.

b) Evident orice element XEA se scrie X=x;+X, cu X;=uUx€A; si
x=(1-u)xEA,.

¢) Fie x,€A; si x,€A,. Atunci existd x| €A al x;=ux’; si existd
xHEA  al x=(lu)x, ., xx=ux(l-u)xr=u(l-u)x’x>=W-u)x"x>=
=0-x";x",=0.

d) Fie y€ANA,; atunci y=ux=(l-u)z cu x,z€EA. Atunci
y=ux=u2 x=u(ux)=uy=u(l-u)z= (u-u?)z=0-z=0.

(ii1). Din d) rezulta ca scrierea lui x sub forma x;+X, cu x| €A si X,€EA,
este unicd, deci f(x)=(x;, x,), pentru x=x;+X, este bine definitd. Faptul ca

f:A— A xA,, f(X)=(x,, X;) pentru x=x,+x, (operatiile din A se efectueaza pe
componente) este un izomorfism rezultd imediat din c¢), d) si din unicitatea

scrierii X=x;+X,. Morfismul invers este g:A;|xA,— A, g(Xi, X2)=X;+X,.

8.8. Consideram urmatoarele patru matrice:

o[V O) o (0 1) . _(00) (00
"o o) lo of {1 of "2 o 1)

E, pentru j=k

Intre ele exista relatiile E; Ey= ) .
' O, pentru j#k

app  ap

Orice matrice A=[ J poate fi scrisa sub forma
a

21 42
A=a, E taExtay By tanEs.

Sa presupunem acum ci I este un ideal bilateral nenul al inelului My(R).

- . . . - X X .
In I exista deci o matrice nenula Xz( i 12}_ Produsele Ey;-X-E; apartin
X211 X2

idealului I. Avem E,-X-E;=x;i-Eq. Evident, nu toate cele patru componente

X11, X12, X21, Xp2 ale matricei X sunt nule. Dacd de exemplu x,,#0 atunci din
Ek]'X'Ez]:X]z'EkIEI, deducem ca ak]Ekl = (aklxl_zlEkk )(xlekl) el sl deci A€l

Asadar I coincide cu M,(R).
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8.9. Alegem A un inel unitar nenul iar B=M,(A) cu n>2 care nu este
inel comutativ. Daca I este multimea matricelor din B cu prima coloana formata
numai din elemente egale cu zero se verificd imediat ca I este un ideal sting in
B ce nu este drept caci

0O .. 0 1) (0 0 .. O 1 0 ... 0

.. 0
= 30
0 .. .. 0 1 .. .. 0 0 .. .. 0
Evident, prin schimbarea coloanelor 1n linii obtinem un ideal drept ce
nu este stang.

8.10. Asocierea d~ d Z,, constituie o aplicatie u de la laticea divizorilor

lui n 1n laticea idealelor lui Z,. Evident, daca d si d” sunt divizori ai lui n si d|d’
atunci d Z, 2 d' Z,,. Deci u(d)2u(d).

Reciproc, dacid u(d)Su(d’) atunci a4 Z,Sd 7, sideci exista % €Z, cu
d-3=d', adicd njdx-d’. Cum dn, deducem ca d|d’ adica d<d'.

Deci daca u(d)=u(d"), atunci avem d<d’ si d'<d, de unde rezulta ca
d=d’. In concluzie u este injectiva.

Fie acum I un ideal in Z, si d=inf{tEN | t|n si 7 €1}. Vom demonstra
c¢i I=d Z,=u(d). Evident, I2d Z,. Pe de alta parte, daca % €I si d'=(x, d),

A N VAN

atunci existd p, €7 cu d'=px+qd, de unde rezultd d’= px+qd €I. Cum d’|d,
deducem ca d=d’. Deci dfx, adici X €d Z, si atunci ISd Z,. In concluzie

I=u(d) si deci u este surjectiva.

8.11. Vom demonstra ca laticea idealelor lui Z, este total ordonatd daca
si numai dacd n este de forma p°, p fiind un numar prim i s un numar natural.

Evident, dacd n=p°, atunci idealele lui Z, sunt de forma
O He.cHesb=Z,,.
Reciproc, daca n are in descompunerea sa doi factori primi distincti p si

g, atunci laticea divizorilor lui n (deci si laticea idealelor lui Z,,), (vezi problema
8.10.) nu este total ordonata.

8.12. Nu. De exemplu, se observa cd laticile idealelor lui Z, nu pot avea
forma:
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care este totusi o latice completa.
Daca Z, are cinci ideale, tindnd cont de descompunerea in factori primi
r
alui n=p{"-...pJ side problema 8.10., deducem ca 5=] [ (z, +1), de unde
-1
rezulti r=1 si a;=4. Deci n are forma generald p*, cu p prim. Pe de alta parte,

Z/p*Z are laticea idealelor total ordonata, deci nu este de forma de mai sus.

8.13. Fie £:1dy(A)— Idy(M,(A)) definitd prin

f(I)={(ay) | a;E€I pentru orice i, jE{1, .., n}}.
Se verifica usor ca f(I) este un ideal bilateral si ca f este injectiva.

Fie U un ideal bilateral in M,(A). Definim pentru t, s€{l, .., n}
multimile  U,={xEA | existd o matrice (a;j) In U a.i. x=a.}. Se verifica usor
cd Uy sunt ideale bilaterale in A. Toate aceste ideale coincid, adica U,;=U
pentru orice t, s€ {1, ...,n}.

intr-adevar, daca x€Uj, atunci existd (ap€U ali. x=a.

Notdm prin P,q (p<q) matricea care in pozitiile (t, t) cu t#i, j si in

pozitiile (i, j) si (j, 1) are elementul 1 €A si in rest 0.
Evident, prin inmultirea matricei (a;) la stinga cu matricea Py, si la
dreapta cu matricea P obtinem o matrice care va apartine lui U si va contine

elementul x in pozitia (t, s). Deci x€U. Analog demonstram ca Ui S U ;.
Notam [=Uy. Vom arata ca f(I)=U. Evident, U<A{(I).

Fie acum (a;) €f(I). Deducem ca a,€1=Uj,. Exista deci o matrice B,€U
care contine elementul a, pe pozitia (t, s). Notdm cu R, matricea care are in
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pozitia (p, p) elementul 1 si 1n rest 0. Se observd usor cd avem

(a;)= ZR[B”RS e U . Deci U={(]) si f este bijectiva.

t,s=1

8.14. Suma a doud ideale A+B={atblacA, beEB} este ideal. Deci
nZ+mZ este ideal. Cum Z este principal exista DEZ a.i. nZ+mZ=DZ.

Deci nZ, mZ<DZ, adicd n, mEDZ si existdi n’, m'€Z a.i. n=Dn’ si
m=Dm’. Rezultd D|n si D|m.

Daca avem D'€Z ai. D'|n si D’|m atunci existd n”, m”"€Z ali.
n=D'n"" si m=D'm"’. Rezulti n, m€D’Z, adici nZ, mZ<D'Z.

Din nZ+mZCD’Z = DZCD’Z =DeD’Z =D’|D =D=(n,m).

Intersectia a doud ideale este un ideal. Rezulta ca nZNmZ este ideal.
Cum Z este principal existd MEZ a.i. nZNmZ=MZ.

Cum MeMZ =>MéenZ, MEmZ = M este multiplu de m si n.

Dacid M’'€7Z este un alt multiplu comun al numerelor n si m atunci
M’'emZ si M'enZ, adici M'eénZNmZ, deci M'EMZ. Rezulta M|M’. Deci
M=[n,m].

8.15. Incluziunea I+(JNK)S(I+J)NK este evidentad cand ISK.
Reciproc, daca ke(I+))NK, k=i+j cu i€l , j€J, keK. Atunci j=k-i€K
deoarece ISK si atunci k=i+j€l+(JNK).

8.16. Inmultind egalitatea [+J=A cu L obtinem IL+JL=L si cum ILCI,

JLEI deducem ca L<1.

8.17. Folosind inductia putem reduce problema la un ideal cu doi
generatori, adicd A=Ax;+Ax,. Fiecare element fiind idempotent sunt verificate
egalitatile: x; =X (X;tX2-X1Xz) $1 Xp=X(X;+X2-XX3).

Atunci A=AXx;+AX; =A(XtX-X1X2).

8.18. Idealul I fiind finit generat, fie [=Ae,+...+Ae,.
De asemenea, I=Ia,+...+Ia, (sunt verificate IA=I si I’=I). Atunci

pentru fiecare k, 1 <k<n exista un element b €1 a.i. (1-b)ISIa+...Ha,.
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Se verifica prin inductie dupa k. Pentru k=1 avem b,=0. Daca b,€l,
alegem un by, €l a.d. (1-by)[STay.+.. . Ha,.

in final, e=b,,, €I este elementul idempotent cautat.

8.19. Consideram incluziunea f:Z—C[X,Y] si M idealul maximal al
polinoamelor cu termenul liber nul. f '(M)={0}#Z, nu este ideal maximal al
lui Z.

Observatie. Daca f:A— A’ este un morfism surjectiv de inele si M este

ideal maximal in A’ atunci f (M) este ideal maximal in A.

8.20. Z fiind inel comutativ, idealul nZ este prim daca si numai daca

Z/nZ este domeniu de integritate, adicd daca si numai daca Z,, este domeniu de
integritate, adica daca n este numar prim.

Avem ¢d 27,37, 52, ...,pZ, ... (p prim) sunt ideale prime ale lui Z.

8.21. Fie inelul Z si idealul nul I=(0)={0}. in mod evident I este prim
dar nu este maximal.

VAN VAN
8.22. Inelul Z/2°7 are idealele (0) = (2°7") < (2°7?)...c (2) c (1) =Z/2°Z.

Deci pentru orice n>1, inelul Z/2"'Z are n ideale. Evident, putem lua

orice numar prim p in loc de 2.

8.23. Evident R este subinel: A, BER=>A-BER, A-BER.

e o S S

Deci R are proprietatile cerute.

2
0 a 0 ab . 0 a
(O b] :(O szzoz < b=0, dec1l—{[0 OJaeQ}.

Pentru A,B€I, CER avem A-B, CA, ACel.

A 0 0
In final, e “ €l & b;=b,.
0 b ) \0 b
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0 a

Aplicatia f:R—Q,
plicatia Q f{(o b

D =b, oricare ar fi bEQ este un morfism

surjectiv de inele cu Ker(f)=I. Totul rezultd din teorema fundamentalda de
izomorfism pentru inele.

8.24. f fiind morfism de inele avem f(I+Ker(f))=f(I), deci
[+Ker(f) < f'(f(I)). Invers, daca ref "(f(I)) atunci f(r)="f(a), pentru un anumit
a€l. Deci f(r-a)=0, adica r-acKer(f). Rezulta rea+Ker(f) SI+Ker(f).

8.25. Pentru functia norma N:Z[i]—Z, N(a+bi)=a’+b’> in Z[i], avem
N(xy)=N(x)-N(y), oricare ar fi x,yEZ[i].

Unitatile lui Z[i] sunt {1, -1, i, -i}, adica acele elemente xEZ[i] pentru
care N(x)=1.

Elementul x este prim in Z[i] daca si numai daca N(x) este prim in Z.

Deci N(1+1)=2 implica faptul ca idealul (1+i) este prim.

In continuare vom demonstra ¢ un numar prim pEN* este de asemenea
prim in Z[i] daci si numai daci ecuatia a*+b*=p nu are solutii in Z.

Astfel, dacd a’+b>=p are solutii intregi atunci p=(a+ib)(a-ib) este o
descompunere netriviala pentru cd N(at+ib)=N(a-ib)=p#1. Invers, daca
p=(a+ib)(c+id) este o descompunere netriviali, pentru N(a+ib)-N(c+id)=p’
trebuie sd avem N(a+ib)=N(c+id)=p. Produsul (a+ib)(c+id) fiind numar real si
a+ib, c+id avand acelasi modul, a-ib=c+id. Atunci p=a’+b’=(a+ib)(a-ib).

In final, a>+b*=3 nu are solutii intregi dar a*+b’=2 are solutia a=b=1.
Deci (3) este ideal prim iar (2) nu este prim.

8.26. (i)=(ii). Presupunem ca inelul cit A/P este integru si prin absurd,
ca exista idealele I si J a.i. I¢P si JZP dar IJCP.

Alegem elementele a€I-P si b€J-P. In inelul cit A/P avem a,b #0.
Insa abelJCP, deci ab =0, se contrazice integritatea inelului A/P.

(i))<(i). Reciproc, fie a, b elemente din A a.i. ab =0 in A/P. Notim
I=aA, J=bA. Atunci IJCP, deci ICP sau JCP. Aceasta inseamni ci @ =0 sau
b =0, deci A/P este integru.
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8.27. Fie J,K ideale ale lui A a.i. JZI si KZI. Din maximalitatea lui |
deducem ca (J+DNS+#0 si (K+DNS+@. Existda atunci s;€(J+DNS si
s;€(K+I)NS. S fiind sistem multiplicativ avem s;s,€S, deci s;s,€(J+)(K+I)NS
si 815, €JK+I. Atunci s;s, &1 implica JKZI.

8.28. Notdm cu T intersectia idealelor maximale ale lui A[X] si

presupunem cd 0#f€T. Fie M un ideal maximal care include idealul principal
(1+X1).

Un astfel de ideal maximal existd deoarece f+0 implicd 1+Xf nu este
inversabil in A[X]. Cum fEM rezultd 1 €M, contradictie.

8.29. Fie P un ideal prim in A. Atunci A/P este integru dar cum el este
si finit rezulta ca este corp. Deci, P este maximal.

8.30. Fie P un ideal prim si I un ideal in A a.i. P&I. Deci exista un
xE€I\P. Cum x"=x, pentru un n€N 0=x(x""-1)EP. Astfel (x"'-1)EPEI si cum

x €1 obtinem 1€1, adicd [=A. Rezulta ca P este maximal.

8.31. Considerdm morfismul ¢:Z[X,Y]—Z[Y] definit prin ¢(f)=g, unde
f=g X"+...+g, X+go€Z[Y][X]. Acesta este surjectiv si Ker(¢p)=(X), de unde

obtinem izomorfismul Z[X,Y]/(X)=Z[Y]. Cum Z[Y] este integru dar nu este
corp obtinem rezultatul cerut.

8.32. (i). Consideram morfismul compunere A[X]—A— A/(a) pe care il

notdm cu @ si avem pentru f = Za,—Xi , p(H=ap+(a).
i=0

¢ este surjectiv si Ker((p)z{f=2aiXi lapE(a)} =(X, a), de unde
i=0

A[X](X,a)~Al(a)

(ii). rezulta din (i) si pentru (iii) se alege A=Z si a=0 dupa care se
aplica (ii).

8.33. (i). Fie x€J(A). Deci xEM pentru orice ideal maximal M. Fie
yEA. Atunci 1-xyg€M, altfel 1€M deci M=A, fals. Obtinem astfel
M+(1-xy)=A, adica existd un z€A pentru care 1 =0+(1-xy)z.
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Deci 1-xy este inversabil pentru orice y, cum y a fost ales arbitrar.
Presupunem acum ca x¢&M,, unde M, este ideal maximal. Atunci My+(x)=A,

adicd existd yEA pentru care 1-xyEM,, deci este neinversabil, ceea ce
contrazice ipoteza noastra.

(i1). Fie I un ideal in A care are proprietatea din enunt. Fie x€1 si yEA
Cum xy€lI obtinem 1-xy€U(A) adica x€J(A).

b
8.34. Conform problemei 8.33. cautam matrice [COZ J a.i. matricea
Cc

b 1- —ay—b . . .
I, - a YV womarmes sa fie inversabila pentru orice x,y,zEZ,
0 c)\O =z 0 1-cz

adica (1-ax)(1-cz)==1, pentru orice x,y,zEZ. De aici rezultd cd a=c=0 si deci
(V)
J(A)= beZ:.

8.35. Fie A=(Q, +,0 ), unde pentru x, yEQ, x®y=0; evident A nu are
element unitate diferit de 0. Idealele lui A sunt exact subgrupurile lui (Q, +).

Cum (Q, +) este grup divizibil, Q nu are subgrupuri maximale. Astfel, Z este
un ideal al lui A ce nu este continut intr-un ideal maximal.

8.36. Presupunem ca existd fEJ(A[X]) nenul. Atunci g=fX+1 este
element neinversabil In A[X] deci exista un ideal maximal M pentru care geM.

Din alegerea lui f, fEM de unde rezulta 1E€M, adica M=A, ceea ce este fals.

8.37. (i). Daca x€Ann(l) si a€A, atunci pentru orice i€l avem
i(xa)=(ix)a=0-a=0, adica xa€ Ann(]).
Pentru a arata ca r(I) este un ideal mai dificil este a demonstra ca suma a
doua elemente din r(I) se gaseste in r(I).
Fie x, yer(I). Deci existi numerele naturale m si n a.i. x"€I si y"€l. In
k
(x+ ) = Z Cix*'y" luim k=m+n-1. Dintre cei m+n termeni ai sumei din
=0
membrul drept in primii n (deci cei pentru care t<n-1) apare ca factor x", iar in

m+n-1

ceilalti apare ca factor y". Asadar, (x+y) €1, ceea ce Inseamna ca x+yer(l).
(i1). 1) Incluziunea I=r(I) este evidenta.
Deducem ca r(I)< r(r(I)).
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Fie aer(r(I)); rezultd ca exista neN a.i. a"er(I), deci existd meN a.i.
(a")"=a""€l, adica acr(I). Deci r(I)= r(r(D)).

2) Din aer(I)Nr(J) rezultd cd existd m si n€EN ali. a"€l si a"€J, deci
a"™=a"-a"elINJ, deci acr(INJ).

3) Din a€r(r(I)+r(J)) rezulti ci existi kEN al. a*=s+t, cu ser(D),
ter(J). Daca s"€l si t"€J aplicind din nou binomul lui Newton deducem ca

a“" ™ =(s+t)"™EI+] si obtinem concluzia.

8.38. Notam s:A— A/r(A) morfismul canonic.
Fie x€A a.l. s(x) este nilpotent. Existd deci neN a.i. s(x)"=s(0). Deci
x"€Ker(s)=r(A); existd atunci meN a.i. (x")"=0. Aceasta inseamna ca x""=0,

deci x este nilpotent si astfel s(x)=s(0). Putem spune deci ca idealul r(A/r(A))
este nul.

8.39. Fie a, b elemente idempotente din A a.i. f(a)=f(b).
Notim n=a-bEKer(f). Evident, avem n’=a’-3a’b+3ab’>-b’=a-b=n si

rezultd n(1-n®)=0. Dar 1-n’ este element inversabil (pentru ca adunénd un
element nilpotent cu unul inversabil obtinem un element inversabil) si deci

n=0.

Fie a’=f(x) un element idempotent din A’. Cautim un element a
idempotent in A de forma x+z cu z€Ker(f).

Analizam intai cazul cind (Ker(f))’=0. Astfel ciutim z€Ker(f) a.i.
(x+2z)*=x+z, adicd ai. z(1-2x)=x"-x.

Cum x*-x€Ker(f) rezultid (1-2x)(1+2x-12x’+8x’)=1-16(x"-x)*=1. Deci
1-2x este inversabil in A si z=(x*-x)(1-2x)" este un element din Ker(f) a.i.
a=x+z este idempotent.

in cazul general, alegem k a.i. n=x’-x si satisfaci n*=0. Consideram

surjectiile canonice f;:A/(n"")— A/(n"), 1 <i<k.
Evident, elementul cls x mod(n) este idempotent in A/(n). Cum

Ker(f,)=(n)/(n*) are patratul nul, existi x;€A ai. cls x; mod(n®) si fie
idempotent in A/(n?) iar x,;=x mod(n). Rationand inductiv, obtinem un element

X1 EA ad. cls x,.; mod(n®) sa fie idempotent in A/(n") iar x,.;=x mod(n). Luim

a=Xk-1.
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8.40. Fie p un numdr prim si s un numar natural. Evident r(Z/p°Z) este
idealul principal generat de p. Deci 1(Z/p°Z) are p*' elemente. Folosind faptul ca
r(AxB)=r(A)xr(B) deducem ca daca n=p/..p7 este descompunerea in
factori primi a Ilui n (pi#p; pentru i#j) atunci avem

r(ﬁZ/pf" Z] =lL[r(Z/pf"'Z). Deci r[ﬁZ/pf‘"ZJ are ﬁpf‘"’l elemente si
i=1

=l i=1 i1
.
cum Z/nZ = HZ / p{iZ deducem ca r(Z/nZ) are acelagi numar de elemente. In
i=1
particular, Z/nZ este redus daca si numai daca, r(Z/nZ) are un singur element
(6), adica daca si numai daca, H pl.“"_l =1, ceea ce este echivalent cu o;=1,
i=l

pentru orice i€{1, ..., r}.

8.41. Faptul ca I este ideal se verificd fie prin calcul direct, fie
observand ca este nucleul morfismului de inele F:C([0, 1], R)— R, F(f)=1(0), ce

evalueaza in punctul t=0 functiile continue pe [0, 1].
Sa presupunem prin reducere la absurd ca I ar fi principal, generat de

functia continua ¢:[0, 1]—R. Atunci ¢(0)=0 si orice functie f€I ar fi multiplu
al lui . In particular, luand functia f descrisa de f(¢) = m , t€[0, 1], avem
fel, deci putem scrie (p(t)-g(t):\/% , t€[0, 1], cu g functie continud pe
[0, 1]. Functia ¢ nu este identic nula caci [# {0}, in mod evident. Daca notam
t =sup{t | e(t)=0} atunci <1, @(t)#0, pentru # <t<1, iar ¢(¢ )=0 datoritd
continuitdtii lui ¢@. Pentru fiecare argument t cu 7 <t<l obtinem deci
1=[3/p(1)]* - g(t) , de unde trecand la limitd cind t—¢ obtinem 1=0-g(# )=0,

contradictie. Deci inelul C([0, 1], R) nu este principal.

8.42. Determindm numerele intregi de forma u=(a+b\/g )(m+n\/g ),

a, b, m, n€Z. Aceasta are loc dacd si numai daca an+bm=0, care are solutiile

a . ~ .
, m=——-s,unde s€Z. Deci numerele intregi u

intregi de forma n =
(a,b)

.S
(a,b)
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2 42
de mai sus trebuie sa fie de forma am+bnd = % -s, SE€Z. Notand
a,
a’>-bv’d o . _
= @b dacd b=0 si t=a cand b=0, obtinem (x)NZ=tZ.
a,
Evident (x)=(0) implicd (x)NZ=(0). Reciproc, daca (x)NZ=(0) atunci

(t)=(0), deci t=0. Obtinem a’-b’d=0. Dar d este liber de pitrate si deci b

2
trebuie sa fie nul (altfel am avea d= (Zj , contradictie). in concluzie, a=b=0,

adica (x)=0.

b
8.43. Inelul A=T,(Z,) are ca elemente matricele (g J cua,b, ceZ,.
C

Intrucat Z, are doar doui elemente si anume clasele 0si 1 deducem ci inelul

T.(Z,) are 2°=8 elemente. Grupul aditiv subiacent inelului este izomorf cu

(Z/27)*; notand XZ(E 9], YZ((} }], ZZ((} (A)J cele opt elemente ale
0 0 0 0 0 1

inelului T,(Z,) pot fi descrise astfel: O, X, Y, Z, X+Y, X+Z, Y+Z, X+Y+Z.

Inmultirea inelului este descrisd (tinand cont de distributivitatea ei fata de
adunare) de tabelul: |

N~
o O x|
QO QO ~|~
N o~ QN

Observam ca elementele inversabile sunt X+Z (elementul unitate) si
x+y+z=|' 1.
01

Vom determina mai intai idealele stangi principale.

Elementul X determina un ideal stang format doar din matricele O si X.
La fel elementele Y si X+Y determinad idealele stangi formate doar din cite doua
elemente. Elementele Z si Y+Z sunt asociate §i determind un ideal stang format
din patru elemente: O, Y, Z, Y+Z.

Idealele stangi ale inelului pot fi ordonate (prin incluziune) ca in Figura
L:
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— AX+HAY

/ AX A(X+Y)

— O

Figura 1
Unul singur este neprincipal si anume AX+AY, format din matricele

i i)

Idealele drepte se obtin observand dualitatea ,,stdnga-dreapta” 1
Z. Ele sunt prezentate in Figura 2:

9 A

intre X si

/A

YA+ZA

Z Y+Z)A

O

Figura 2
In final observim ci inelul A=T,(Z,) are trei ideale bilaterale

netriviale: primul AY=YA, format din matricele [g ZJ al doilea,

237



b
AX+AY=XA, format din matricele [g GJ; al treilea, AZ=YA+ZA, format

din matricele [g b}.

C

8.44. Faptul cd A este subinel al lui B si ca B este subinel al lui T,(Q)

VA VA
se verificda imediat. Putem scrie, simbolic, A= [0 gJ si B= [0 gJ .

Determinam mai intai idealele bilaterale ale inelului B.

Fie I un asemenea ideal. Considerand functiile B—Z si gZB—Q ce

- . . [a . . . <
asociaza matricei [0 pj pe a respectiv pe q, obtinem (ca in problema 7.13.) ca
q

f si g sunt morfisme de inele. Deci f(I) este ideal al lui Z, adica este de forma

mZ (cu meN) iar g(I) este ideal al lui Q, deci este nul sau coincide cu Q.

Asadar I este de forma (mZ TJ sau de forma [mZ TJ.
0 0 0 0

Identificam proprietatile submultimii T a lui Q.
Din I+ICI rezultd cd T+TCT iar din IBCI rezultd cd mQ+TQCT,
adica T este ideal al lui Q ce contine pe mQ. In cazul cand m=0, obtinem

T=Q, iar dacd m=0, putem avea T={0} sau T=Q.
Idealele bilaterale ale inelului B sunt deci urmatoarele:

(0 OJ [o OJ (mZ QJ (mZ QJ
5 ) , cumeN.
0 0/l0 0 0 0 0 0
Pentru a determina idealele bilaterale ale inelului A procedam

asemandtor. Consideram morfismemle surjective de inele f:A—7 si g:A—Z ce

- . . |a . g . . .
asociaza matricel [O i} pe arespectiv pe b. Daca I este un ideal bilateral al lui

A, atunci atat f(I) cat si g(I) sunt ideale ale lui Z, deci de forma mZ, respectiv

nZ (cum, n €N) iarlz(mz TJ.
0 nZ

Determinam forma lui T. Din [+ICI rezulta ca T+TCT, din IACI rezuta
mQ+TZCT iar din AICI rezulta nQ+TZCT. Din aceste conditii deducem ca T
trebuie sa fie subgrup aditiv al lui Q iar in caz ca m=0 sau n#0, T trebuie si-1

contind pe Q, deci si coincida cu Q.
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Dacd insda m=n=0, T poate fi orice subgrup al grupului aditiv al

numerelor rationale Q. Idealele bilaterale ale inelului B sunt deci de forma
y4 0T

[W; gJ cu m, n€N sau de forma [0 Oj’ unde T este subgrup aditiv al lui

Q.

0
Inelul T,(Q) are doar trei ideale bilaterale netriviale: [O QJ , [Q Q] ,

0 0 0
0 0
0 0)
Prin acelasi procedeu se obtin si idealele bilaterale ale lui T,(Z). Ele

mZ . .. . .
sunt de forma ( 0 J cum, neN iar d divizor comun al lui m si n.

nZ

8.45. Daca I si J sunt ideale nilpotente atunci fiecare element din I+]
este nilpotent. Intr-adevir, fie x+y=z€I+J (x€1, y€J) si kEN" a.i. x*=0. Avem
zk=(x+y)k=xk+a cu a€J. In fiecare produs xyxy...xy orice xy€J pentru ci J
este ideal sting, xyx€J pentru ca J este ideal drept.

in final, existd IEN" a.i. a'=0, deci Z"'=a'=0, adica z este nilpotent si
deci I+] este nilpotent. Daca I si J sunt ideale nilpotente si ["=J"=0 atunci

(I+D)™™ CI"™+J""™  deci I+] este nilpotent.

Verificarea incluziunii inverse se probeaza astfel:

Orice element din (I+J)"™ este o sumd de produse care contin n+m
factori din I sau J, adica (cel putin n) factori din I sau (cel putin m) factori din J,

(adicd un produs finit de forma a;bjab,,... cu a;€l si b;€J poate fi scris ca
a;’ay’ay’ ... cu a;’€l, folosind faptul cd I este ideal sting sau b,'b,’b;" ... cu
b/’€l, folosind faptul ca J este ideal sting) si folosim incluziunile evidente

I'sI™, J'SJ"™ pentru orice t<n+m.

8.46. Presupunem prin reducere la absurd ca pe Q/Z avem definitd o

inmultire - care impreund cu adunarea sd determine o stucturd de inel unitar.
Fie u elementul unitate al acestui inel. Il putem scrie pe u sub forma de fractie

. e e m A . . A
ireductibild, u = —, cu 1 <m<n, m, n numere intregi prime intre ele.
n
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Deoarece, x=u-x pentru orice X€Q/Z avem in particular pentru

xX=—:
m
Lom Loty ph oty L g, ot
m n m n n m n m n m n m m n n
N N =
de m ori de m ori de m ori

(am folosit faptul ca 1=0 in Q/Z). Din l:0 deducem cd m=1. Deci
m

. . . . 1
elementul unitate al inelului trebuie sa fie de forma v =— cun>1.

n
Luand x=—" in relatia x=u - x, obtinem:
n+l1
n :l. n :l. 1 1 = l l [ ] 1 :1. 1 :O. 1 :O
n+l n n+l n | n+l n+l1 n n| n+l n+1 n+1
R SE—— R
de n ori de n ori
Deci I =0 1n Q/Z, adica " este un numar intreg, absurd.
n+ n+

8.47. Consideram morfismele canonice prA—A/l, prA—A/L.
Proprietatea de universalitate a produsului direct induce morfismul de inele

ow:A—A/IxA/] care are nucleul INJ. Folosind teorema lui Noether de

izomorfism avem A/INJ= A/IXA/] < a este surjectiv.
Daca I si J sunt comaximale demonstram ca o este surjectiv.
Pentru un element arbitrar (a+l, b+J) din A/IXA/J consideram

a-b€A=I+]. Dacéd i€l si j€J a.i. a-b=-itj notdm prin r=a+i=b+j. Rezulta ca
a(r+(INJ))=(atl, b+]), adica a este surjectiv.

Reciproc, din faptul ca a este surjectiv deducem ca oricare ar fi a, bEA
existd r€A a.d. a-r€l si b-r€J. Luand b=0 obtinem a=(a-r)+r&€l+J, adica
A=I+].

8.48. Daca I< [ [ 4, este un ideal stang, atunci evident 7 < [ [ p,(1).
i=1 i=1

240



n
Fie x=(X1, ..., X,)E€ le- (I). Cum p; sunt surjectiile canonice A— A,

i1
deducem ci pentru orice i€{l, ... n} existi un element y"€l,
v =P,y cu y? =x;. Fie 20 =(z",..,z{7) elementul din A definit

sy

prin z{) =5, (i, j€{l, .., n}), unde &; este simbolul lui Kronecker. Avem

n . R ) n
x=>z0y"  Deci x€l pentru ca {y"};€l In concluzie 7 =] p; (/).
i1 i1
Analog demonstram pentru cazul cand I este ideal drept folosind

egalitatea x=Y y®z" . Se observd ca subgrupul T al lui ZxZ format din
i1

clementele {(k, k) | k€Z}, nu poate fi ideal deoarece, de exemplu

TiZXZ:pl(T)sz(T).

8.49. Se aplica teorema fundamentald de izomorfism surjectiei canonice

A— HA,- /1;, definitd prin (X, ..., Xp) ™ (X150, X, ) «
i=1

8.50. Daca I si J sunt ideale in inelele comutative unitare A si B atunci
Ix J este ideal in AxB.
Invers, daca I este ideal iIn AxB notand cu p, respectiv pg proiectiile

canonice ale produsului direct, se demonstreza ca [=ps(I)xpp(I), unde p(I) este
ideal 1n A iar pp(I) este ideal in B.
Orice corp necomutativ K are numai idealele {0} si K. Atunci {0} xK si

Kx{0} sunt singurele ideale netriviale in KxK. Idealele lui ZxZ sunt de forma

mZx*nZ, cu m, neN.

8.51. Fie morfismul de inele (p:A[X]—»S'lA dat prin (p(X)=a'1. Se

demonstreaza usor ca Ker(p)=(aX-1) si apoi se aplica teorema fundamentala de
izomorfism pentru inele.

8.52. Necesitatea este evidenta.

Folosind problema 8.42. observam ca este suficient sa aratam ca x+0
implica Z[\/E J/(t) finit (unde t este generatorul idealului (x)NZ), deoarece
(t)S(x). Dar x#0 implica t+0 si evident Z[ Jd /() are cel mult t* elemente.
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8.53. Grupul (Z/4Z)" are elementele {T, 5} si este izomorf cu subgrupul

ciclic al lui Z format de 1 si —1 (in raport cu inmultirea).
Fie f:(Z/2"7)" —~(Z/AZ) ~{+1}, n=3 compunerea izomorfismului de
mai sus cu morfismul surjectiv indus de surjectia canonica 7/2"7—Z7/4Z.
Avem (Z/2"Z) /Ker f ={+1}, f fiind surjectiv.
Deci Ker " are ordinul 2™ intrucat (Z/2Z)" are ordinul ¢p(2")=2"".
Observam ci 5, clasa lui 5 modulo 2", genereazi pe Ker .
Intr-adevir, daca k este ordinul lui 5, atunci (1+4)*=1(modulo 2"), adica
k+C}-4+C}-4> +...+Cf -4 =0 (modulo 2).
Folosim inductia pentru a arita ca 2" |k.
Evident 4|k iar daca 2'|k, i<n-2, atunci 2

i, 27cl, 27t s
in concluzie 2™ |k in baza congruentei de mai sus.
. * . - . - 2
Deci Ker f* are ordinul 2™ si2" 2|0rd 5.

Deducem ci 5 genereazd pe Ker f si astfel Z/2™*Z~Ker f (primul
grup fiind aditiv).

Fie acum u: (Z/2"Z) —{+1}xKer f morfismul de grupuri definit prin

u(%)= (f () 1) x) u este bine definit pentru ca
@) 2)= 17 () £ () =1 si deci £7(%) 5 € Kerf "

in plus, dacd wu(%)=(1, Datunci f"(%)-x=1 si f"(¥)=1. Deci %=1.
Rezulta ca u este injectiva si grupurile avand acelasi ordin deducem ca u este si
bijectiva.

Deci (Z/2"Z) ={ =1} x(Z/2"*Z)=(Z/2Z)x(Z/2"' Z), pentru n=>3.

8.54. Fie f:Z/p"Z—7Z/pZ morfismul surjectiv canonic si fie
£:(Z/p"Z)" —(Z/pZ)" morfismul de grupuri indus de f. Observiam ci f~ este
surjectiv. Intr-adevir, dacid xE€Z are clasa modulo p inversabila in Z/pZ atunci
p1x, de unde rezultd ca (x, p") =~1. Deci clasa modulo p" a lui x este inversabild
in Z/p"Z si imaginea ei prin f este clasa modulo p a lui x.

Pe de alta parte, ordinul grupului (Z/p"Z)" este o(p")=p™'(p-1) si Kerf'
are indicele p-1 in (Z/p"Z)". Deducem ci Kerf" are ordinul p™'. Am folosit aici
faptul ci (Z/pZ) /Ker f ~(Z/pZ)’, f fiind surjectiva.

Avem (Z/p"Z) =Ker f'x(Z/pZ)’, deoarece ordinele grupurilor Ker f* si

(Z/pZ)" sunt prime intre ele.
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Grupul Ker f* este ciclic generat de clasa lui 1+p modulo p".
Intr-adevir, daca (p+1)*=1 modulo p", deducem

k-p+C}-p*+C;-p*+..+CF.p* =0, modulo p".
Deci plk si cum p#2 rezultd ci p| C?, de unde obtinem ci p*|k.

Aplicim  inductia. Dacd avem p'lk, pentru un i<n-1, atunci pllct,

p’;l‘C,z (dacd p#3 am fi dedus chiar p’

ci),..., p"""C{*Z pentru j<i. Din

aceeasi congruentd de mai sus rezultd p'"'|[k. Am aratat ci p™'|k. Cum 1+ p este

AN

A * . - o . &
in Ker f', care are ordinul p™', deducem ci 1+ p este un generator al lui Ker f'.

Deci (Z/p"Z) ~Zp™'ZxZ/(p-1)Z=Z/p"\(p-1)Z, (Z/pZ) fiind
ciclic.

§9. Corp. Subcorp. Caracteristica unui corp. Morfisme de corpuri.
Izomorfisme de corpuri.

9.1. Ininelul Z,, 4 este inversabil daca si numai daca (a, n)=1.

,=". Daca n este prim, atunci 1, ..., n-1 sunt relativ prime cu n si
atunci toate elementele nenule ale inelului Z, sunt inversabile, deci Z,, este corp.

,»<". Daca Z, este corp atunci toate elementele nenule sunt inversabile,
deci (i, n)=1, pentru orice i€{1, .., n-1}, adica in particular avem ca numarul

natural n nu este divizibil prin nici un numar prim p< Jn , deci n este prim.

9.2. Din prima ecuatie avem y=-x si inlocuind in a doua ecuatie
obtinem —x* =35, adicd x* =2. Ecuatia x* =2 are in corpul Z; doui solutii:

x, =3 §i x, =4. Corespunzitor obtinem: y, =—x, =4 respectiv y, = —x, =3.

L : x=3 . |x,=4
Solutiile sistemului sunt: { P { z .
y =4

9.3. Fie A un inel integru finit si a€A, a#0. Definim ¢,;A—A prin
0.(x)=ax, oricare ar fi x€A. Deoarece A este integru rezulta ca ¢, este injectiva
si cum A este finit este si surjectivd. Existd deci a’€A ali. ¢,(a")=1, adica

aa’=1. Avem a’#0 si existi a” €A al. ¢ (a’")=1, adicia’a’’ =1.
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Atunci a=a-l=a(a’a”)=(aa’)a’’=1-a""=a"”. Deci si a’a=1. In

consecintd a este inversabil si a” este inversul sau.

9.4. Fie I un ideal la stanga in corpul K.
Daca 1#(0), atunci existd in I un element nenul a, deci 1=a-a™ €1. Daca
b este un element arbitrar din K, atunci din egalitatea b=b-1 obtinem ca b€&l,

deci I contine toate elementele lui K, adica [=K.
In mod analog se arata ca orice ideal drept coincide cu (0) sau K. Deci
singurele ideale bilaterale in K sunt (0) si K.

9.5. Pentru a demonstra cd K este corp trebuie sa aratam cd orice
element nenul din K este inversabil. Fie x€K, x#0. Deoarece idealele xK si Kx
sunt nenule, deducem cd xK=Kx=K. Deci existi x" si x’€K ai. xx'=1 si

x"’x=1. Atunci obtinem x'=1-x"=(x""x)x"=x""(xx")=x""-1=x"', deci x"=x"" si
deci x este inversabil.

9.6. (i). Se verifica axiomele grupului comutativ (K, @). Elementul

.. . 1 . .
neutru la @ este 1 iar inversul lui x este —. (K, ®) este monoid comutativ,
X

elementul unitate fiind e. Pentru a arita comutativitatea operatiei © observam
ca:

In

Iny __ elnx i Inx.Iny__ _Iny™

XOy=x =e e =y™—yox.

. . . . [, -1 1/l
Orice element x diferit de 1 este inversabil, iar X =¢" ™.

(ii). Definim f: (K, ®, ©)—(R, +, ), f(x)=Inx si demonstram ca f este
un izomorfism de corpuri:

f(x®y)=In(x®y)=In(xy)=In(x)+In(y) =f(x)+{(y),
f(xOy)=In(x0y)=In(x")=In(y)-In(x)=f(x) - f(y),
oricare ar fi X, y€K, f(e)=In(e)=1. Evident, f este functie bijectiva.

9.7. Definim x®0=0®x=0, oricare ar fi x€Q si in felul acesta operatia
® se prelungeste de la Q" la Q. Si notam cu e elementul neutru fatd de operatia
®, adicd elementul unitate al inelului (Q, +, ®). Mai notam eZ={ke | kEZ},
adica subgrupul ciclic generat de elementul e in grupul aditiv (Q, +). Datorita
distributivitatii operatiei ® fatda de adunarea +, rezultd wusor ca

ne®me=nm(e®e)=nme, oricare ar fi n, mEN si datoritd regulilor de calcul
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(-X)®y=x®(-y)=-x®y, (-X)®(-y)=x®y, valabile pentru orice x, yE(Q, +, ®)
rezulta:

ne®me=nme, oricare ar fin,meZ (1).

Din aceastd ultima egalitate, deducem ca (eZ, +, ®) este un inel, de fapt
un subinel al inelului (Q, +, ®). Aplicatia fi(Z, +, -)—(eZ, +, ®), f(n)=ne este
un izomorfism de inele, ceea ce se probeaza usor pe baza lui (1). Cum (Z, +, -)
este domeniu de integritate, rezulta ca si (Z, +, ®) este domeniu de integritate si

atunci are un corp de fractii, care este tocmai (Q, +, ®). Asadar, (Q, +, ®) este
un corp.

9.8. (i). Fie K corpul cautat. Fiind de caracteristica zero, el va contine
un subcorp izomorf cu Q. Putem considera ca QCK, deci a€K pentru orice
a€Q. De asemenea, deoarece V2 €K rezultd ci b2 €K, pentru orice b€ Q.
Asadar orice numir de forma a+b+/2 cu a, b numere rationale este in K.

Acum este suficient sd ardtim ci numerele de forma a+b+/2 formeaza
un subcorp al lui R. Evident, ele formeaza un subinel al lui R; raméane de
demonstrat ca orice element de aceasta forma, nenul, are inversul (in R) tot de
aceastd forma. Se aratd imediat ¢d a+b+/2 =0 daci si numai dacd a’-2b’=0

adicd, daci si numai dacd a=b=0 ijar daci atb+2 %0 atunci
(atby2 )Y'=ct+dv2 cu c=

b .
5 >, d=— - rationale.
a” =2b a” —2b

(ii). Se verifica imediat ca F este subinel al lui R.

Intr-adevar dacd x, y€F, x=a+b¥/2 +c¥/4 si y=a"+b’32 +c¢'Y4 cu a,
b,c,a’,b’, ¢’€Q atunci:
x-y=(a+b3/2 +c/4 )-(a’+b'32 +¢’ V4 )=(a-a")+(b-b") V2 +(c-¢') V4 €Q(2),

xy=(a+b3/2 +c/4 )(a"+b’' 2 +c’ /4 )=(aa’+2bc’+2cb’)+Hab +a’b+2cc’) V2 +
+Hac +a’ctbb’) V4 €Q(2).
Evident, 1€Q(3/2).
Aratim ci a+b3/2 +ci/4 =0 (*) daca si numai daca a=b=c=0.
Scriem egalitatea a+b3/2 +ci/4 =0 sub forma b2 +ci/4 =-a.

Inmultind ambii membrii ai lui (*) cu Y2 obtinem: a%/2 +b3/4 =-2¢, de unde
sistemul:
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. Inmultind prima ecuatie a sistemului (S) cu —b si

) {b%+c3 4=-a
a2 +bY4 = -2¢

~b232 - bcA/4 = ba

ac¥l2 +bcil4 = -2¢2

(ac—bz)% =ab-2¢?, de unde ac=b’ si ab=2c%. Atunci abc=2¢’, adica b’=2¢’,

pe a doua cu c obtinem: { si prin adunare

< a < b <
de unde b=c=0 (cici in caz contrar am deduce ci 32 == €Q, absurd). Rezulti
C

imediat ca si a=0. Demonstram ca orice element nenul din Q(i/a) este
inversabil in Q(3/2 ), adici dacd a€Q(3/2 ), a=0, atunci si o' €Q(3/2).

Daci a=atb¥2 +c¥4, cu a, b, c€Q, a=0, (echivalent deci cu
a+b™+c’#0) trebuic si gisim P=a+b’¥Y2+c’V4 cu a’, b, '€Q,
a”?+b*+c?#0 ai a-p=1.

Folosind calculul anterior

a-P=(aa’+2bc’+2cb’)+Hab +a'b+2cc’) 32 +(ac’+a’c+bb") V4 .

Cum a-B=1, trebuie sa aratam ca urmatorul sistem liniar

aa'+2bc'+2ch' =1

(S") Jab'+a'b+2cc’'=0 1in necunoscutele a’, b’, ¢’ are o solutie

ac'+bb' +a'c=0
rationald. fnmultind ecuatiile sistemului (S’) cu un multiplu comun diferit de

zero al numitorilor numerelor rationale a, b, ¢ putem presupune ca a, b, c€Z, nu

toate nule. Determinantul sistemului (8" este
a 2c¢ 2b

A=b a 2c=a’+2b>+4c> —6abe.
c b a

Presupunem prin reducere la absurd ca A=0.

Atunci a’+2b*+4¢*-6abc=0. Putem presupune ci nu toate numerele a, b,
¢ sunt pare cici altfel 0=A=8(a; +2b] +4c} —6a,b,c,) unde a=2a,, b=2b,,
c=2c, deci aj +2b) +4c¢; —6a,b,c, =0 si nu toate a,, by, ¢; sunt nule. Din A=0
rezulti cd 2|a deci a=2a, aEZ. inlocuindu-1 pe a obtinem

4ai +b* +2¢> —6aybc =0, ceea ce implica 2[b, contradictie cici ar trebui si 2|c.

Deci A+0. Atunci (S’) este sistem Cramer si are solutie unica.
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9.9. Fie o, e respectiv elementul nul si elementul unitate din inelul A.
Pentru fiecare x€(0, 1) vom avea x+@=x respectiv xe=x, de unde rezulta ¢=0
respectiv e=1. Deoarece 1 €A rezultda Z<A.

Aratam ca RS A. Fie, intr-adevar, x€R arbitrar. Avem x=[x]+{x} si
cum [Xx]EZCA, iar {x} €[0, )SA, rezultd xEA, deci RSA.

Avem de analizat doua cazuri, dupa cum ASR, respectiv AZR.

i) ASR. Deoarece am ardtat cd RS A, rezultd A=R.

ii) AZR. Fie zy=aytiby€A\R, unde ao,byER, by=0. Deoarece z,

a €A rezultd zy-ag€A, adica ibg€A. Cum bLE[REA rezulta bi-(ibO)EA,
o o

adicd i€A. Atunci luAnd z=a+ibeC avem a, bERCA si i€A, deci z€EA.
Asadar C<A si cum ASC, rezultd A=C.

9.10. (i). (Q(\/aT1 )ﬂQ(\/Z ) este intersectia a doud corpuri deci va fi

tot un corp ce include in mod evident corpul Q. Avem extinderile de corpuri:

Q<=Q(4/d, )NQ(yJd, )= Q(/d, ).

Relatia asupra gradelor se scrie:
2=[Q( 4, »Q]
=[(Q(/d, INQ(d; ):QI-[Q(d; )(Q(/d; INQ(d; N]-
Rezultd [(Q(y/d, )NQ(\/d; )):Q]E{1, 2},
Daca am avea [(Q(\/Z )ﬂQ(\/Z )):Q]=2, atunci ar rezulta egalitatea
Q(ﬁ)ﬂ@(@)z@(ﬁ). in particular, am avea \/Z EQ(JZ), adica
\/Z =0H—B\/Z, a, BEQ. Daca B=0, atunci \/Z =a€Q, contradictie. Daca

a=0, atunci jTZ =B€Q, contradictie. Deci a0, B0 si ridicind la patrat
1

. 2. 02 dy=a’ - fd,
obtinem  d;=o’+f’d+208Jd,, de unde d, = 20 Q.
Q

contradictie.
Ramane drept unica posibilitate [(Q(|/d, )NQ( /4, )):Q]=1, adica

egalitatea: Q(@)ﬂ@(@ )=Q.
(ii). Evident, ZEZ[\/QT1 ]ﬂZ[\/Z ], céci Z este inclus in fiecare dintre

cele doua inele.
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Deoarece Z[\/Z]EQ(\/Z) si Z[\/Z]EQ(\/Z)VOI’H avea:
2, INZ[Jd, 1=Q(/d, )NQ({d, )=Q.
Pe de alta parte, Z[M]HZ[@ ]EZ[\/dT] deci
Z[ \Jd, INZ[Jd, 1=QNZ[ Jd, |=Z, adica Z[ \Jd, INZ[\/d, 1=Z.
Asadar Z[\[d, 1NZ[ Jd, 1=Z.

9.11. Deoarece K este corp rezultd ca QCK.
In ipoteza (ii) cu a=1 rezulta V3 €KL
In ipoteza (i) cu a=1 rezulta V2 €K si apoi cu a= V2 rezultd 43 €K.

In orice corp K, a€K implica in conditiile ipotezei (ii) ca
2
, ( 1}2 3 (V) 2 ( 1} ?
a“+a+l=|la+—| +—=|— —|a+—1| +1;.
2 4 | 2 3 2

Evident functia fK—K, f(a)= Z(a +;j este bijectiva. De asemenea,

3
2
{\Ba —IJ + {\Ba —;J + 1} , oricare ar fi a€K.

2 2 2

2
putem scrie: a’ +1= (2J

V3

Deci (1)< (ii).
Ca exemplu de corp pentru care una din afirmatiile (i) sau (ii) este

adevaratd putem lua K=R.

9.12. Notam cu P multimea numerelor prime. Pentru PSP consideram
AP)={Z Q| pln =p€eP }, adici toate fractiile (ireductibile) = a..
n n
divizorii primi ai lui n sunt doar din P.

Pentru un subinel A unitar al lui Q consideram P(A) multimea tuturor
divizorilor primi ai numitorilor tuturor fractiilor (ireductibile) din A.

Vom ardta cd aceste doud corespondente sunt una inversa celeilalte
(adica, A(P(A))=A si P(A(P))=P), adica exista o bijectie intre multimea tuturor

subinelelor unitare ale lui Q si P(P) multimea tuturor submultimilor finite sau
infinite de numere prime.
Toate fractiile sunt presupuse ireductibile.

< . . ..om . < o1
Daca un subinel unitar contine — trebuie de asemenea sa contind — .
n n
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Intr-adevir, daci (m, n)=1 atunci um+vn=1 are loc pentru u, v€Z.

. 1 um+vn m . . .. .
Rezulta —= =u-—+v-1. Deci Z=<1>, evident cel mai mic subinel
n n n

unitar al lui Q.
In final P(A(P))=P si ASA(P(A)) sunt evidente, conform definitiei
€A(P(A)).

anterioare. Pentru a demonstra cd A(P(A))SA, fie o= n

i Tk

Dy Dy
s

. . 1
€A si cu remarca de mai sus — €A.

Pentru p,€P(A), exista o fractie
pi -t Dy

Analog = EA, ..., 2 €A, adica a€A.
P2 P

Observatie. Daca P={p,, ..., px} este multime finita atunci P(A) este

subinelul generat de

PPk

9.13. Daci in egalitatea a"b"-b""'a""'=1 inmultim la dreapta cu a"
obtinem:
anbnan_bn+la2n+l =an (1)
Din ipotezi avem a™"' =-b>""'si inmultind cu b™" mai intai la stinga si
apoi la dreapta obtinem respectiv:
bn+la2n+1 :_b3n+2 (2)
a2n+1bn+1 —_ b3n+2 (3)
Din (2) si (3) rezultd ca b™'a®™'=a”""p"" (4).
Din (1) si (4) rezulti a"b"a™a™"'b""'=a" si inmultind la stinga cu a™

rezultd b"a"-a""'b""' =1, adici egalitatea ceruta.

9.14. Deoarece KCK(x) si axtb€K(x) rezultd K(ax+b)CK(x). Pentru a

stabili si incluziunea inversa observam cd x=a'(ax+b)-a'bEK (ax+b).

9.15. (i). Cum ordinul lui 1 in grupul (A,+) este n, elementele 0, 1,
2-1,...,(n-1)-1 sunt distincte §i n-1=0. Avem A={0, 1, 2-1, ..., (n-1)-1}.
Asadar, dacd xEA, atunci x se reprezintd in mod unic sub forma x=i-1, 0<i<n.
Definim f:A—Z,, f(i-1)=i < x=i-1, 0<i<n. Evident f este aplicatie bijectiva.
Fie x, yEA, x=i-1,y=j-1, 0<i, j<n. Atunci:

xty=i-1+j-1=(+j)- 1=(1®j)- 1,
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xy=(@i-1)(§-D=(1)-1=31®))-1,
unde & si ® sunt simbolurile adundrii respectiv Inmultirii modulo n.
Rezulta ca:

fxty)=i® j =i+ =f)H(y), fxy)=i® j = ij = {y),
deci f este izomorfism de inele.
(i1). Cum |A|=p>1, rezulta ca 0+ 1. Deci ordinul elementului 1 in grupul
(A, +) este egal cu p si A={0, 1, 1+1, ..., (p-1)-1}. Conform punctului (i),

rezultd ca (A,+,-)=(Z,,*,-). Cum Z, este corp comutativ si (A,+,-)=(Z,,+,"),
rezulta ca §i A este corp comutativ.

9.16. (i). Pentru orice x €A avem x+x=0.

Intr-adevar, x+x=1-x+1-x=(1+1)-x=0-x=0. Deducem ci x=-x,
oricare ar fi XEA.

Avem: X +1=x"-1=(x-1)(x+x"+x +x>+x*+x+1)

=(x+ D[ x4+ HE ) HE +x )]
=(x+1)[X (X +x+ DA DHE D]
=(x+1)(C+HH) (P +x+]1).

(i1). Presupunem ca A este cop si fie A*=A\{0}. Atunci (A", +) este un
grup cu 7 elemente. Fie a€A’, a#l. Avem a'=1, deci
(at1)(a*+a’+1)(a*+a+1)=0.

Cum A este corp si a#1, deducem cd a’+a+1=0 sau ci a’+a’+1=0.

Dacd a’+a’+1=0, atunci (1+a)’+(1+a)+1=1+3a+3a’+a’+1+a+l=a’+a’+1=0 si
din nou avem proprietatea ceruta cu 1+a in loc de a.

Reciproc, fie a€A a.i. a’+a+1=0. Cum 1+0, se deduce ci a0 si a#1.
Din (i) rezultd ci a’=1, deci a este element inversabil al inelului A. Cum a#1 si

a’=1, rezulti ci a este un element de ordin 7 al grupului unitatilor inelului A.
Asadar A are cel putin 7 elemente inversabile, anume 1, a, a’,a’,a’, a, a® Cum

|A|=8, rezulta ci orice element diferit de 0 al lui A este inversabil, deci A este
corp.

9.17. (i)=(ii). Fie a€A\{0,1} neinversabil si B={a"|[keN"}. Evident

1¢B si B este finita. Distingem cazurile:
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1) 0EB. Atunci exista sEN" cu a°#0 si a™'=0. Fie xo=a", yo=1-a"#0.
Cum x¢+yo=1 rezultd ca ecuatia x+y=z are solutii in A

Daca n=>2 atunci x; =0 §i cum xj+x; =x; rezultd cd ecuatia
x" +y" =z" are solutia (X, Xo, X0)E(A".

2) 0¢B. Cum B este finitd exista i>j>1 cu a'=al. Daci i=j+p cu peN’
atunci a'(a”-1)=0=(a’-1)a". Fie x,=a' si yo=a"-1.

Cum 0, 1€B rezulta ca x,, yo#0. Daca zO=x0+y0=aj+a'°-1 rezultd zo+0
(in caz contrar, rezultd ¢ a+a’=1 < a(a'+a”")=1, deci a este inversabil, fals).

Cum Xx,yo=YyoXo=0, rezulta ca pentru orice nEN* avem:

TSRS Yot At RS R
=1

deci ecuatia x" + y" = z" are solutia (o, yo, Zo)E(A)’.

(ii)=(i). Presupunem ci A este corp. Fie q=|A| (numérul elementelor
lui A) Cum g=2 atunci exista Xo, Yo, 2EA" cu x(‘)”l + y(‘)”1 = z(‘)”l. Deci 1+1=1,
de unde 1=0, absurd.

9.18. Grupul (K, -) are 7 elemente, deci pentru orice x€K" avem x'=1.

Rezutid ci polinomul f(X)=X*-X are ca ridicini toate elementele lui K.
Deoarece K este corp comutativ, f are 8 factori de gradul intdi. Consideram

g(X)=X’-X-1; Se verifica usor ci fiX)=g(X)-(X’+X*+X*+X), deoarece -1=1
in K. Atunci g contine 3 factori liniari ai lui f, deci are rddécini in K. Daca a€K

C s e 1 . 3
este o radacind a lui g, atunci a’=a+1.

9.19. (i)=(ii). Consideram K corp. Cum |K|=4 rezultd ca ordinul lui 1
in grupul (K, +) poate fi 2 sau 4, deci car(K)=2 sau car(K)=4.

Daca car(K)=4 atunci 1+1+#0 si 1+I1+1+1=0, de wunde
(1+1)(1+1)=1+1+1+1=0, contradictie, caci un corp nu are divizori ai lui zero.
Asadar 1+1=0 si avem x+x=1-x+1-x=(1+1)x=0-x=0, oricare ar fi x€K.

Fie K" =K\ {0}. (K,-) este grup si | K'|=3.

Fie acK’, a#1. Atunci a’=1.

Avem 0=a’+1=(a+1)(a*-a+1)=(at+1)(a’+a+1) si cum a+1%0 iar K este

corp, rezulta a*+a+1=0, deci a*=a+1.
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(ii)=(i). Presupunem ci existi a€K a.i. a’=a+1. Atunci a#0 si a#1
cdci in caz contrar 1=0, contradictie.

Presupunem ca car(K)=4. Atunci K={0, 1, 1+1, 1+1+1}. Cum a=0 si
a#1, rezultd cd a=1+1 sau a=1+1+1.

Daci a=I1+l atunci din a’=a+l deducem ci (I1+1y=1+(1+1)
< 1+1+1+1=1+1+1 rezultd 1=0, contradictie.

De asemenea, dacd a=1+1+1, din a’=a+1 rezulta 1=0, contradictie.

Ambele cazuri sunt imposibile, deci car(K)=2. Asadar K este inel de
tipul 2) (vezi problema 6.73.).

Cum (l+a)a=at+a’=at+l+a=(ata)+1=0+1=1 si a(l+a)=ata’=1, in
mod analog, rezulta cd toate elementele diferite de zero ale lui K sunt
inversabile, deci K este corp.

9.20. (i). Cum E=#0 si E+E=0, rezulta ca E este element de ordin 2 al
grupului (M;(Z,), +). Rezulta ca elementul unitate al inelului M;(Z,) are ordinul
aditiv egal cu 2, deci M3(Z,) este inel de caracteristica 2.

(ii). O verificare directa aratd ¢ U>+U+E=0. Cum E+E=0, se deduce
ci: X+X=0, X'+E=(X+E)(X*+X*+E)(X’+X+E), oricare ar fi XEM;(Z,).

Acum din U+U+E=0 rezultd U'=E si cum U=E, deducem ci U este

element de ordin 7 al grupului unitétilor inelului M;(Z,), deci F*g:{E, U, U
U®, U*, U, U°} formeaza grup cu 7 elemente in raport cu inmultirea matricelor.

Asadar |Fg|=8 si cum: U*=U’U=(E+U)U=U+U",
U’=U'U=U+U’=E+U+U%, U*=U°U=U+U+U’=E+U’, avem:
Fy={0, E, U, E+U, U?, E+U?, U+U?, E+U+U?}.

Se deduce ca orice element XEF; se reprezinta in mod unic sub forma
X=iE+U+kU?, 0<i, j, k<2.

Daci de asemenea, YEF;, Y=sE+tU+uU? 0<s, t, u<2, atunci
X+Y=(i+s)E+(j+t)UH(k+u)U*=(i®s)E+(j®t)U+(k@u)U?, unde ® este simbolul
adunarii modulo 2. Rezultd ca Fy este o parte stabild a lui M;(Z,) in raport cu

adunarea matricelor si evident (Fg, +) este grup abelian. Deci (Fs, +, -) este inel
cu toate elementele diferite de O inversabile, deci este corp cu § elemente.

(iii). Cum |K|=8, ordinul lui 1 in grupul (K, +) poate fi 2, 4 sau 8. Daca

ordinul lui 1 este 8, atunci (K, +, -)=(Zs, +, +) si cum Zg nu este corp se obtine
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o contradictie. Dacd ordinul aditiv al lui 1 este 4, atunci 1+1+0 si
(1+1)(1+1)=1+1+1+1=0, deci corpul K are divizori ai lui zero, contradictie.

Asadar 1+1=0, deci existi acK a.i. a’+a+1=0 (vezi problema 9.16.).
Ca si la punctul (ii) se deduce cd K={0, 1, a, 1+a, a’, 1+a’, ata’, 1+a+a2}, deci
orice xEK se reprezinti in mod unic sub forma x=i-1+j-a+k-a’, 0<i, j, k<2.

Rezulti ci aplicatia f:K—Fs, f(x)=iE+HU+kU> < x=i-1+j-atk-a’,
0<i, j, k<2, este bijectivd. Cum x+x=0, oricare ar fi x€K, X+X=0O, oricare ar
fi XEFy, a’+a+1=0 si U+U+E=0 se arati ca f(x+y)=f(x)+(y), f(xy)=f(x)f(y),
oricare ar fi x, y€K, de unde (K, +, -)=~(Fs, +, *).

9.21. Demonstram ca orice element nenul este inversabil.
Fie a€A, a+#0 si bEA ai. ba=1. Evident b+#0 si fie b’€A cu b'b=1.

Atunci a=1-a=(b’b)a=b’(ba)=b"-1=b’, adicd b’=a. Deci ab=ba=1 i rezultd
cd a este inversabil.

9.22. Elementul unitate este (1, 0). Dacd (a, b)#(0, 0) atunci

, -b .
(a,b) lz[az ibz ,Mj. Ki={(x, 0)|x€K}CKxK este un subcorp al lui

KxK si aplicatia f:K—K; definitd prin f(x)=(x, 0) este un izomorfism de
corpuri.

Ecuatia x’+1=0 are in corpul KxK solutia x=(0, 1).

Fie K=Z, cu p numar prim de forma 4k+3, k€N inelul claselor de
resturi modulo p. Sa presupunem ci x€K are proprietatea ci x’+1=0. Atunci
conform teoremei lui Fermat rezulti ci 1=x”" =(x2)p_% =(-)*"T =1,
contradictie.

a-y B-6 ay — 5 ab + fy
Atunci M-N= eH, MN= eH si

~(B-6) a-y -as+py ay-ps

a p y o
9.23. Fie M=| _ siN= _ doua elemente din H.
-pa =07

10 10
IF[ ]z[ _ J €H, de unde concluzia ca H este subinel (unitar) al lui
-01
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a p
M,( C). Mai avem de demonstrat faptul ca daca MeH, M={ _ J #0,, atunci
-B «

existai NeH ali. MN=NM=1,. Din M=0, deducem ca
_ a/ﬂ/ 7
A=aa + ff = \a\z + \,B\z #0 . Considerand N={ _ J €H, unde a'=(a/A) si
B @
B
p'= A avem

iar

[ a ﬂJ( a'p’' ] aa'—ﬁﬁ' aff' + pa’
MN: = — p—
—(af'+ pa’) aa' - BB’

o'~ ' ‘“m ﬁm:aa+ﬁﬂ:az+ﬁz S
A A A A A

af’ + pa’ = 0{ j [aj:_aeraf:O’

1
de unde MN={ ] =I, si analog NM=I,, adica M~ =N.

a p

9.24. (i). Fie M=( 7 J cu a=a+bi si f=c+di; Se observa ca asocierea
- (24

a b c d

-b —d . .

M- “ ¢ defineste un morfism de inele de la corpul
-c d a -b
-d —-c b a

quaternionilor in My(R).
Observam ci A-A'=(a’+b*+c*+d%)-1,, de unde detA=(a’+b*+c*+d*)%.

Daca A+0,, atunci detA=+0 si matricea A este inversabila.
Observatie. Consideram K multimea expresiilor formale de forma

atbitcj+dk cu a, b, ¢, d€R. Definind pentru doua elemente din K suma pe
componente si produsul polinomial ( tinind cont ci i’=j’=k’=-1, ij=-ji=k,
jk=-kj=1, ki=-ik=j ) se observa ca (K, +, ) devine corp izomorf cu corpul H al
quaternionilor.

(i1). Fie x=a+bi+cj+dk un quaternion din centrul lui H. Din conditia de

comutare x-i=i-x rezultd ca ai-b-ck+dj=ai-b+ck-dj, de unde c=d=0. Din
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conditia de comutare x-j=j-x rezultd si b=0. Asadar centrul lui H este

multimea R a numerelor reale.

3
9.25. Presupunem prin reducere la absurd ca avem UK =K.
i=1

Atunci in mod necesar K; £K,UK;, Kb K UK;, K3 £K UK,, (caci daca
am avea de exemplu K, SK,UKj, atunci K=K,UKj si gandind aceasta egalitate
pentru grupurile aditive corespunzatoare, rezultd K=K, sau K=Kj3, imposibil).

Prin urmare putem alege elementele x,€EK;\(K,UK3) —si
%E€K)\ (K jUK3). Evident x;#0 si x,#0 si x;+x,&K,UK, (caci daca, de
exemplu, x;+x,€K;, atunci X,=-x;+(X;+X;)E€K;, contrar alegerii lui x,). Prin
urmare, X;+x,EK;. Considerim elementul z=x;"'(x, +x,)=1+x"'x,. Cum
x €K, si x;+%,EK;\ {0}, rezulti ca mai sus, ci z¢K,UK; deci neapirat
z€K,. Atunci z-1€K,, adica xl‘lx2 €K,. Din faptul ca x,€K,\ {0}, rezultd
(x; 1x2 )x5' €Ky, adicd x; '€K, si de aici x,E€K,, ceea ce este o contradictie cu
alegerea lui x;.

9.26. Cazul 1. Studiem mai intai cazul cand corpul dat (K, +, -) este
n
finit. S& presupunem cd avem o scriere a sa K = UK,- , unde K;CK,
i=1
i€{l, ..., n} sunt subcorpuri proprii ale lui K. Se stie ca grupul multiplicativ
(K', +) al lui K este ciclic si fie acK" un generator al sau. Existd atunci
i€{l, 2, ..., n} al a€kK,, de exemplu, a€K,. Atunci a"€K,, oricare ar fi meZ

si deci K'CK,. Asadar gasim K=K, care contrazice faptul ca subcorpul K, este
propriu. Problema este deci rezolvata in cazul unui corp finit K.
Cazul 2. Fie acum un corp infinit K. Sa presupunem prin reducere la

absurd ca exista K;, K,, ..., K; (n>2), subcorpuri proprii ale lui K a.i.

n n
K =UKi si K; ;tUKj ,oricare ar fii€{1, ...,n}. (k)

i=1 j=1
i

Vom arata ca intersectia celor n subcorpuri Ky, K,, ..., K, este infinita.

Demonstram prin inductie matematica dupa k<n, ardtand ca pentru orice k<n,
intersectia primelor k subcorpuri K; contine un sir infinit de elemente distincte.
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Intr-adevir, cazul k=1 este evident, cici K;, de exemplu trebuie si fie
infinit. Presupunem afirmatia adevarata pentru k, deci exista un sir de elemente

k k k
distincte (X,,),C ﬂKi .Cum K # UK/’ ,fiebe K _UK/' .
i=1 j=1 J=1
Consideram A= {xb, x;b, ..., x;b, ...} =(X;b)n>1.
k n n
Evident 4 ¢ UK, si cum K = UK./‘ rezultd 4c UK/’ . Exista deci
J=1 j=1 J=k+1

un subsir al lui (x,b),> inclus intr-un Kj (j=k+1), de exemplu putem presupune
cd subsirul este (x, b),. Ky, . Deoarece (x,b)(x, b)™ =x,x, €Ky,

k
oricare ar fi p=1 §i cum in mod evident, sirul (x, x;i) po1 © ﬂKi rezultd ca
i=1
k+1
(x,, x;/l )ps1 © ﬂK ; , ceea ce incheie demonstratia prin inductie.
i=1

In particular, cand k=n obtinem ca P = ﬂ K, este infinita.
i=1

Observam cd P este subcorp in fiecare K; si in K. Vom aréta ca din ()
obtinem ca P are cel mult n-1 elemente; aceasta va contrazice faptul ca P este
infinita si Incheie demonstratia.

intr-adevir, sa presupunem ca existd a;, a,, ..., a,EP distincte. Fie
aIEKI\LnJKj si fie beK,\K,. Valorile a;-atb formeazd o multime de n

Jj=2
elemente distincte (altfel avem a;-atb=a;-a+b, cu i#j implica a;=a;, fals). in
plus, a;-a+b€K,, oricare ar fi i€{1, ..., n} (intr-adevar, daca pentru un i am
avea a;-atb =y€K,, cum a-a€K, ar rezulta b€K,, fals). Atunci conform
principiului lui Dirichlet va exista un Kj, j=2 care include cel putin doud
elemente de forma a;-a+b.

Daca a;a+b, a,a+b€K; rezulta cd (a; —a;)a €K; deci, a€k;

(deoarece a; —a; #0), imposibil. Contradictia rezulta din faptul ca ar exista

elementele aj, a,, ..., a,EP distincte. Deci card P<n-1. Dar in conditiile ipotezei

(%) am demonstrat ca avem card P=o0. Din contradictia obtinutd rezulta ca ()
nu este adevarata si deci problema este rezolvata.
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9.27.,,<”. Fie E,, E,, ..., E, liniile matricei E. Dacda E nu este

inversabild, atunci det(E)=0, deci existd 1, 1, ..., ,€K nu toti nuli a.l.

Zr,-E,- =0 in multimea M(K). Fie Fi=( 1}, 15, ..., 1,) si F;=(0, O, ..., 0)
il

pentru 1<i<n. Matricea F formata cu liniile F,, F,, ..., F, constituie un divizor
al lui zero la stanga pentru E.

,,=". Daca E este divizor al lui zero atunci exista F#0, a.i. EF=0,.
Presupunem prin reducere la absurd ci E este inversabili. Exista deci E'

inversa sa. Atunci E'E=I, si inmultind la dreapta cu F#0O, deducem ci

E'I(EF)=F, adica, E'-0,=F deci O,=F, contradictie.
Daca K nu este corp, afirmatia nu este valabild dupa cum se observa in

cazul marticei 21,EM(Z).

_-1-i3

in R si anume x=1 iar in C are trei radicini x;=1, x,= 5

—1+i\B
y X3
2

9.29. Fie f:K— A un morfism unitar de inele. Stim ca f este injectiv daca
si numai daca Ker(f) este idealul nul in K. Deoarece Ker(f) este ideal bilateral in

K si K este corp deducem, conform problemei 9.4., ca Ker(f)=K sau
Ker(f)=(0).

Egalitatea Ker(f)=K nu poate avea loc deoarece ar rezulta f(1)=0, ceea
ce contrazice faptul ca f(1) este elementul unitate la Tnmultire in A si acesta este
diferit de zero, deoarece A este inel nenul.

Observatie. Deducem cd morfismele de corpuri sunt in particular
functii injective.

9.30. Fie :Q—Q morfism de corpuri, deci morfism de inele si f(1)=1.
In particular, f este endomorfism al grupului aditiv (Q, +).
£(0)=1£(0+0)=1(0)+£(0)=1£(0) = £(0)=0.
Din f(1)=1 rezulti ci f(n)= f (1 +...+ 1) =n-f(1)=n, oricare ar fi neN.

de n ori

257



De asemenea, pentru nEN”" avem l=f(1)=f(l+...+l):nf(lj de
n n n

N
de n ori

unde f(ilJ =% . Daci m, neN" avem j(’:} = f(%+...+%) = mf(’ll) =% . Deci
de m ori

f(q)=q, oricare ar fi g€ Q.. Pentru g€ Q. avem -q€Q.
0=1f(q+(-q))=1f(q)+f(-q) deci f(q)=-f(-q) si cum —q>0 rezultd ca

f(-q)=-q, deci f(qQ)=q. Am aratat ca singurul endomorfism al corpului Q este
cel identic.

9.31. (i). f(0)=1(0+0)=1(0)+f(0) deci f(0)=0.

f(1)=1, pentru ca f este morfism unitar de inele.

f((-1)*)=[f(-1)T?, deci 1=[f(-1)]* de unde f(-1)E€ {+1}.

Nu putem avea f(-1)=1, céci ar rezulta f(-1)=f(1), deci f nu ar fi
injectiva.

Asadar f(-1)=-1.

(i1). Din f(1)=1 rezulta f(n)= St 41 =n-f(1)=n, oricare ar fi nEN.

de n ori

De asemenea, pentru nEN” avem l=f(1)=f(l+...+1)=nf(lj, de
n n n

unde f(lj 1 .

Daca m, neN* avem f(mj = f(l+...+l) = mf(lj =
n n n n
de m ori

de n ori

™ . Deci f(qQ)=q,

n

oricare ar fi q€Q.. Pentru q€Q. avem -q€Q., 0=1f(q+(-q))=1f(q)+f(-q) deci
f(q)=-f(-q) si cum —q>0 rezulta ca f(-q)=-q, deci f(q)=-(-q)=q.

(iii). Daci o>0, atunci existi PER* ai a=p’>, deci
flo)=f(p")=[f(B)I*>0. Fie x;, x%ER cu x;<x,. Atunci a=x,-x;>0 deci
fla)=1(x,-x1)>0 & f(x,)-1(x1)>0 < {(x,)>f(Xx;), deci f este strict crescatoare.
(Am tinut cont ca f(-x,)=-1(x;), ceea ce se arata ca si la (ii) cand am demonstrat
cd f(-q)=-(q)).
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(iv). Fie f un endomorfism al lui R. Tinand cont de (ii) este suficient sa
aratam cd f(x)=x, oricare ar fi x€R\Q.

Fie x€R\Q fixat si (qn)n, (In)n sirurile aproximdrilor rationale ale lui x
prin lipsd respectiv prin adaos. Avem q,<x<r, deci f(q,)<f(x)<f(r,), adica,

qu<f(x)<r,, oricare ar fi nEN. Trecand la limitd dupa n, obtinem x<f(x)<x,
deci f(x)=x.

9. 32. Egalitatea fod,=\,of, pentru orice a€K, se scrie A,(f(x))=f(A,(x)),
oricare ar fi a, x €K sau af(x)-f(x)a=f(ax-xa), oricare ar fi a, x€K, sau inca:

af(x)-f(x)a=f(a)f(x)-f(x)f(a), oricare ar fi a, x €K.(1)
Egalitatea (1) poate fi scrisa si sub forma:

[a-f(a)]f(x)=f(x)[a-f(a)], oricare ar fi a, x EK. (2)
Punand b=a-f(a)€Im(1¢-f), egalitatea (2) devine:
bf(x)=f(x)b, oricare ar fi x€K, b&Im(1-f).(3)

Atunci, pentru orice xEK i be€lm(1¢-f), avem:
O 3
f(bx-xb)=f(b)f(x)-f(x)f(b) = bf(x)-f(x)b = 0,
de unde, tinand seama cd f este injectiv, rezultd bx-xb=0, adicd bx=xb.

Inseamna ca Im(1x-f)CZ(K), centrul corpului K. Atunci, intrucat A(x)=0,
oricare ar fi a€K si x€Z(K), rezulta A,o(1¢x-)=0. (4)

Observam usor ca A,€End(K), oricare ar fi acK, unde (End(K), +, o)
este inelul endomorfismelor grupului abelian (K, +). In acest inel de

endomorfisme, egalitatea (4) devine A,=A,of, sau folosind ipoteza, foA,=\,. (5)
Mai observam ca: A,(ax)=al,(x), oricare ar fi a, XK. (6)
Pentru a ardta ca corpul (K, +, -) este comutativ, este suficient sa

demonstram ca grupul (K, +) este comutativ. Cum Z(K') este centrul grupului
K este suficient sd stabilim egalitatea Z(K )=K . Observim usor ca

F=Ker(Ix-f) ={x€K" | f(x)=x} este un subgrup al lui K". Fie acK'\F, deci
f(a)+a. Atunci, oricare ar fi x€K avem A,(x)=0, céci daca ar exista un xo€K cu

Aa(%0)#0, din (6) am avea A,(axg)=aA,(Xq), deci f(A,(axo))=f(a)f(A.(X0)) si din (5)
ar insemna ca A,(axo)=f(a)A.(Xo), adicd ak,(xo)=f(a)A.(Xo) i dupd o simplificare

la dreapta cu A,(X0)#0, am obtine a=f(a), contrar presupunerii facute asupra lui
a. Cum Ay(x)=0, oricare ar fi xE€K inseamni cd acZ(K'). Am demonstrat asadar
incluziunea K'\FCZ(K") si de aici rezultd egalitatea de grupuri multiplicative

K'=FUZ(K"). Dar un grup nu poate fi scris ca reuniune a doud subgrupuri
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proprii ale sale, deci neaparat F=K sau Z(K)=K'. Nu putem avea F=K', cici ar

rezulta =1k, contrar ipotezei. Rezulta Z(K')=K", deci grupul (K', ) este
comutativ.

9.33. Ambele corpuri sunt continute in R. Deoarece elementele lui
Q(+2) se scriu in mod unic sub forma a+b+/2 cu a, bEQ, orice automorfism
¢ al lui Q(+2) este determinat de (p(\/i ), care trebuie sa fie o radicind a
polinomului X*-2. Avem doud posibilitati: (p(\/i y=+2 (si obtinem
automorfismul identic ¢(atb~/2 )=a+b~/2) sau @(+v2)=-+2 (si obtinem
automorfismul de ,,conjugare” (p(a+b\/§ )=a—b\/§ ; acesta are proprietatea ca
@og=1). Automorfismele lui Q(+/2 ) formeaza un grup izomorf cu Z/27.

La fel, un automorfism vy al lui Q(3/2) este determinat de imaginea
y(3/2), care trebuie si fie o radicini (reald) a polinomului X*-2. Cum acest

cel identic.

9.34. Fie f:C—C un morfism de corpuri cu f(x)=x, pentru orice x€R.
Daci f(i)=a atunci -1=f(-1)=f(i*)=f(i)’=o’, deci a € {*i}.

Pentru f(i)=1 obtinem f(z)=f(x+iy)=x+{(i)y =x+iy=z, iar pentru f(i)=-1i
obtinem f(z)=f(x+iy)=x+f(i)y=x-iy=z .

Deci singurele morfisme de corpuri f:C—C care invariazda R sunt
identitatea si conjugarea, care sunt evident automorfisme.

9.35. Este suficient s demonstram cd dacd K nu este corp existd un
morfism de la K la un inel nenul care nu este injectiv.

Daca K nu este corp, conform problemei 7.4., existd in K un ideal |
diferit de (0) si K. Deoarece K este un inel comutativ, idealul I este bilateral,
deci existd inelul factor A=K/I. Atunci morfismul canonic p: K—K/I nu este

injectiv, caci Ker(p)=I+(0).

9.36. Sa presupunem mai intéi ca f este morfism sau antimorfism de
corpuri si sd demonstram ca satisface 1), 2), 3). Sa presupunem ca f este
morfism de corpuri (analog se procedeaza daca f este antimorfism). Conditia 1)
rezultd din definitia morfismului (ea apare si in definitia antimorfismului).

Ardtam acum 3): Deoarece f este neconstanta, existd x€K cu f(x)+0.

Cum f(x)=f(1-x)=f(1)-f(x), rezultd f(1)¥0. Pe de altd parte,
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f(1)=f(1-1)=f(1)-f(1), adica f(1)-[1-f(1)]=0 si cum f(1)#0 rezultd ca 1-f(1)=0,
adica f(1)=1.

Aridtam 2): Pentru x€K\{0}, putem scrie 1=f(1)=f(x-x")=f(x)-f(x)" si
analog 1=f(x")-f(x). Deducem ci f(x) este inversabil (deci nenul) si
fxH=f(x)".

Reciproc, sa presupunem ca f verifica conditiile 1), 2), 3) si s aratam ca
este morfism sau antimorfism de corpuri.

Fie x, yeK. Daca x#0, y#0 si xy=1, din problema 6.17. rezulta

xyx=xH((ey ) )

Cum f verifica conditiile 1), 2), 3) rezulta:

fyx)=)+H(F)-fy) ) '-f0 ™" (1)

Pe de alta parte, f este injectiva. Intr-adevar, daci avem u, vEK cu
f(u)=f(v), din 1) rezulta f(u-v)=0 sau f(t)=0, unde t=u-v. Daca am avea t+0, din
2) ar rezulta, f(t")=f(t)'=0", adica 0 ar fi inversabil, contradictie. Deci t=0,
adica u=v, ceea ce Inseamna ca f este injectiva. Atunci cum x#0, y#0, xy#1,
rezulta f(x)#1£(0)=0, f(y)#0, precum si f(x)f(y)+1 (caci f(x)f(y)=1 ar cgnduce la
f(x)=f(y)" sau f(x)=f(y"), deci x=y', adici xy=1, contradictic). In aceste
conditii aplicand problema 6.17. rezulta:

FOO ()OO =F)+H((F)-f(y) ™) -0 ™)™ . (2)

Comparand (1) cu (2) rezultd f(xyx)=f(x)f(y)f(x) pentru acele elemente
x, YEK cu x, y#0, xy#1. Dar egalitatea precedenta se verificad in mod evident
si daca x=0 sau y=0 sau xy=1 (de exemplu, daci xy=l, atunci x=y", deci
f(x)=f(y")=f(y)" si atunci f(x)f(y)=1, incat egalitatea se reduce la f(x)=f(x)).

Asadar putem scrie:

f(xyx)=f(x)f(y)f(x), oricare ar fi x, y €K. (3).
Pentru y=1 rezulta f(x*)=f(x)*, oricare ar fi x€K. (4)
Daca in (4) inlocuim x cu x+y obtinem
foc+xy+yxety”)=R() HX)f(y) Hiy) f(x)+(y)?, adicd
FO ) HCxy ) +yx) +Hy)=Hx)*+ ) () Hiy) fx)+H(y)
Reducand termenii egali conform cu (4) rezulta:
fixy)H(yx)=f)f(y) +H{(y)f(x). (5)

Calculam urmatorul produs, pentru x, yEK, x+#0, y=0:

[£0xy)-FOO M) 1xy) ' [F0xy)-fy) G0 1= 1-Fe0f(y) fxy) ' T+ [0ey)-fy) (x) 1=

(5)
=Ty HOR) HI) = ARy D)
= XV HEORxy) V) =-Hyx)HEO RO ) ) = -fyx)Hxy)x)=
=-f(yx)H(yx)=0.
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Deoarece f(xy)" 0, iar intr-un corp nu avem divizori ai lui zero, rezulta
f(xy)-f(x)f(y)=0 sau f(xy)-f(y)f(x)=0, pentru orice x, yEK\{0}. Daca x=0 sau
y=0, aceste egalitati au loc, In mod evident. Prin urmare am obtinut ca

f(xy)=f(x)f(y) sau f(xy)=f(y)f(x), oricare ar fi X, y EK. Conform problemei 7.24.
rezulta ca f este morfism sau antimorfism de inele, deci de corpuri.

9.37.,,=”. Daca f este morfism de corpuri afirmatiile 1), 2), 3) sunt
satisfacute.

,» <. Reciproc, sa presupunem ca 1), 2), 3) sunt satisfacute si sa
demonstram ca f este morfism de corpuri.

Vom arata mai intai egalitatea f(x*)=f(x)’, oricare ar fi x€K. (1)

Intr-adevar, din 2) avem f((1+x)’)=[f(1+x)]’ si tinand cont de 1) si de 3)
obtinem: f(1+3x+3x™+x")=[1+f(x)]’ <

f(1)+3f(x)+3(x*)HI(x) = 1+3f(x)+3[{(x) *+H[{x)] < 3[f(x)]*=3f(x%)
(la reducerile de termeni asemenea am folosit 1) si 3)).

Ultima egalitate se scrie 3[f(x*)-f(x)’]=0 si cum corpul L este de
caracteristica zero, rezulta f(x*)-f(x)*=0, adica (1).

Aratam acum ca f(xy)=1(x)-f(y), oricare ar fi x, y€K. (2)

Avem evident 2xy=(x+y)>x’-y’. Aplicand functia f si tinind cont ca f
este morfism de grupuri aditive, rezulta: 2f(xy)="F((x+y))-f(x*)-f(y*). Folosind
(1) ultima egalitate se transcrie succesiv:

2f(xy) =[fOxcty)P-(x)*-f(y)* & 2f(xy)=[fx)H(y)]*-fx)*-f(y)* <

2f(xy)=2f()f(y) < 2[f(xy)-f(x)f(y)]=0.

Cum L are caracteristica zero rezultd ca f(xy)-f(x)f(y)=0, adica (2).
Aceasta Tnseamna ca f este morfism de corpuri.

Observatie. Ipoteza conform careia corpurile K si L sunt de

caracteristica 0, poate fi Inlocuitd cu una mai generald: caracteristica acestor
corpuri sa nu fie egala cu 2 sau 3.

9.38. (i). Fie A={1, 2-1, 3-1, ..., n-1} care este o submultime a
corpului K. Deoarece K este de caracteristica zero sau de caracteristica p>n,

deducem ca elementele lui A sunt distincte doua cate doua. Daca acA si x€K,

avem evident ax=xa si deci functioneaza formula binomului lui Newton:

(x+a)" =x"+ C,llx"_la +Cfx”_2a2 +..+ C;'_szan_2 +C,;'_1xa

oy gn,
Luand in aceastd identitate pe rand a=1, a=2-1, ..., a=n-1 obtinem
sistemul:
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(x+D)" =1" =x" + Clx"™ 4 C2x" 2 + .+ C2 x4 Oy
(x+2:D)"=2" 1=x"+C2-Dx" " +C22- D) X" +..+CI2 )" 2+ 2 )y

xX+n- -n"1=x n-Dx" n-1)"x""+.. “(n-1)"x “(n-D)"x
) —n" l=x"+Cln-Dx" " + Crn- )P X"+ A CP ()" X+ O )
in care avem n ecuatii §i n necunoscute x, X%, ., X0

Determinantul sistemului este:

1 cla ctr . ocrtar!

s ! cl.eny ctenr oottt
1 Cny C2-n-* .o (n-p™!
11 | L
2 n-1

:c,i-c,f-...-c,’,"l-l Q) 2D .. 2

1 () n-)> .. (n-)™!
=Cp-Coe-Crt [JG1-iD,

1<i<j<n

unde am tinut seama cd ultimul determinant este Vandermonde. Asadar,

observam ca d=c-1, cu c€Z, iar datoritd faptului cd suntem in caracteristica
zero sau p>n, avem C!-1#0, C>-1#£0, ..., C"" 120, [1G 1-i-D =0, deci

1<i<j<n
A . . - 2
8+0. Aplicand regula lui Cramer, obtinem cd necunoscutele x, x°, ..., X" se

exprima ca niste combinatii liniare de elementele (x+1)", (x+2-1)", ..., (x*+n-1)"
cu coeficienti ,,numere rationale” (aici prin ,,numar rational” intelegem un

element din K de forma % =(a-1)-(p -1)", cu a, BEZ). Facem observatia ca
desi suntem intr-un corp necomutativ, am operat numai cu elemente ce comuta,
deci toate consideratiile din cazul comutativ (de exemplu, regula lui Cramer)
raman valabile. Din 1) si 3) rezultd usor f(r-1)=r-f(1)=r-1, pentru orice r€Z.

. . - a . .
Daca r este rational, adicd r = E, cu o, BEZ, atunci Pr = a, deci

f(B-r-1)=f(a-1)=a-1, adici Bf(r-1)=a-1, de unde f(r-1)=(a-1)(B-1)". Deci
functia f invariaza numerele rationale, in acceptiunea de mai sus.
Exprimam necunoscuta x” sub forma unei combinatii liniare de tipul:
X% =1, (x+ 1) (x+2- D)™ .. A1y(x+n-1)". (1)
Sa observam ca in (1), coeficientii 1y, 15, ..., I, depind numai de
elementele din A si de niste combinari, deci raméan aceiasi pentru orice x€K. in
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mod similar, o relatie analoagd cu (1) functioneazd pentru orice yEL si in

particular pentru elementele y=f(x)€L, cu x€K. Altfel spus, egalitatea (1) se
mentine cand se Inlocuieste x cu f(x). Aplicand atunci f in (1) si tindnd seama
de proprietitile 1) si 2) precum si de cele spuse anterior, va rezulta f(x*)=f(x)’,

oricare ar fi Xx€K;
(i1). Daca L si K sunt corpuri comutative, in egalitatea f(x*)=f(x)* sa

inlocuim pe x cu x+y, unde x, yEK. Deoarece (x+y) =x’+y’+2xy, rezulti
fx*+2xy+y”)= f(x)*+2£()f(y) +(y)’,

adica  f(x)+2f(xy)+Hi(y")=f(x)*+2f(x)f(y)+f(y)* sau inca 2[f(xy)-f(x)f(y)]=0.

Deoarece caracteristica este zero sau p>2, rezulta f(xy)=f(x)f(y), oricare ar fi x,

y€K, deci f este morfism de corpuri.

9.39. (i). Se aratd usor ca f(x)=x, oricare ar fi x€Q. Deoarece
f(|Jd, )EQ( /d, ) existd a, beQ ai. f(|Jd, )=a+b [d, (1).
Atunci d,=f(d,)=[f(|/d, )]’=(a+b [d, Y, deci d,=a>+d,b’+2ab [d, . (2)

Daca a#0 si b+0, din (2) rezulta \/Z €Q, contradictie. Deci a=0 sau
b=0.

Daca b=0, atunci din (2) rezultad \/dil =+a€(Q, contradictic Asadar

b+0 si atunci obligatoriu a=0. Egalitatea (2) devine d,=d,b*> si arati ci

d . d . . y . y . . .
ZL—p?, deci d—l este patratul unui numar rational. Daca d, si d, sunt intregi

2 2
liberi de patrate, diferiti, aceastd egalitate nu poate avea loc, deci neaparat

d;=d,.

In particular, rezulta Q(\/Z )=Q(\/Z ), adica doua corpuri patratice
sunt izomorfe dacd si numai daca sunt egale.

(i1). Reluand cele de la punctul (i) in care d,=d,=d, vom avea, conform
cu (1) si (2): f(Vd )=a+b+/d , unde a=0 si d=db? adici b*=1 deci be {+1}.

Pentru b=1 obtinem f(\/g )= Jd , adica f(x)=x, oricare ar fi xEQ(\/g ),

deci f este automorfismul identic al corpului Q(+/d ).

Pentru b=-1 obtinem f(\/g ):_\/E , adica f(x)=x" (conjugatul patratic
al lui x) pentru orice XGQ(\/E ), deci f este automorfismul conjugare al lui

Q(Vd).
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9.40. Fie o¢:(Z,, +)—>(ZP*, -) un morfism de grupuri. Nucleul
morfismului ¢, Ker(¢), este un subgrup al lui (Z,, +). Dar conform teoremei lui
Lagrange rezulta ca singurele subgrupuri ale lui Z, sunt {0} si Z,.

Daci Ker(¢)={0 }, atunci ¢ ar fi injectiv, ceea ce nu se poate deoarece
Z, are p elemente iar are Z, are p-1 elemente.

Daca Ker(g)=2,, atunci ¢(x)= 1, oricare ar fi XEZ,.
Deci unicul morfism cautat este cel nul, care duce toate elementele

grupului (Z,, +) in elementul neutru al grupului (Zp*, ‘).

9.41. Fie f: (Q, +)—(Q’, -) un morfism de grupuri.
2
Pentru orice x€Q putem scrie f(x) = j(; + ;j = { f(;ﬂ >0, deci fia
valori strict pozitive. Aratim cda f(x)=[f(1)]", pentru orice x€Q.
Avem f(x)= f(l+...+ 1) = f1)-...- f() =[f1)]". Demonstram ca f(1)=1.
— -

de x ori de x ori

Presupunem prin reducere la absurd ca f(1)= %, unde a, beEN", a+b,

a, b relativ prime.
Fie p natural, p>max(a, b). Atunci cel putin unul dintre numerele a sau

b nu este putere de ordin p a unui numar natural si deci fractia % nu este putere
. . < . A 1

de ordinul p a wunui numdr rational. Ludnd x=—€Q avem
p

aj%”

S =Lyl :(b

=P% ¢Q, contradictie. Deci f(1)=1 si in concluzie

f(x)=[f(1)[*=1"=1, oricare ar fi x€Q. Deci unicul morfism de grupuri de la
(Q, b la (Q*, -) este cel constant, care duce toate elementele lui (Q, +) in

elementul neutru 1 din grupul (Q”, -).

9.42. (i). Presupunem prin reducere la absurd ca p nu este prim, deci
existd k, t numere naturale mai mici decat p a.il. p=kt. Egalitatea p-1x=0xg
devine (kt)-1x=0x < (k-1g)(t-1x)=0x si cum un corp nu are divizori ai lui

zero, rezultd k- 1x=0g sau t-1x=0¢. Oricare dintre aceste egalitati contrazice
minimalitatea lui p. Rezulta ca p este prim.
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(i1). Folosind binomul lui Newton (K corp comutativ) avem pentru orice
p-l o
X, yEK: (x+y)? =x? +y”* +ZC;,xp"y’ (). Dar pentru p prim avem
i=1

C;, = pa;, pentrui€{l, ..., p-1} (unde a; este un numar natural) a.i. pentru orice
a€K avem: Cla =(pa))a =(p-1x)a,a) =0y (a,2) =0y .

Rezulta ca suma din membrul drept al egalitétii (*) este nula si obtinem
(x+y)’=xP+y®, oricare ar fi x, yEK. Dacd in aceasta egalitate inlocuim pe y cu
—y obtinem  (x-y)"=x"+(-1)"y".

Pentru p prim impar egalitatea devine (x-y)’=x"-y" iar pentru p=2,
tindnd cont cd intr-un corp de caracteristicd 2 fiecare element este egal cu

opusul sau, obtinem (x-y)*=x"+y’=x’-y>. Deci am demonstrat ci (xty)’=x"+y’,
pentru orice p prim si X, yEK.

(iii). Fie f: (K, +)— (K, -) un morfism de grupuri.

Pentru orice x€K avem px=(p-1x)x=0x-x=0g, deci aplicand
morfismul f rezultd ca f(px)=1f(0x), adica [f(x)]"=1k.

Ultima egalitate poate fi scrisd sub forma [f(x)]*-(1x)’=0x sau, tinadnd

cont de (ii): [f(x)-1x]'=0x = f(x)-1xk=0x = f(x)=1k.
Deci unicul morfism de grupuri cautat este cel nul care duce toate

elementele grupului (K, +) in elementul neutru al grupului (K, -).

9.43. Elementele acestui corp pot fi reprezentate sub forma: 0, 1, 2, y,
2y, l+y, 1+2y, 2+y, 24+2y unde 3y=0. Pentru un element oarecare a se verifica

ata+a=0. Deci caracteristica cidutata este 3.

9.44. Va trebui sa ardtam ca Z(K)=K. Pentru aceasta procedam prin
reducere la absurd, presupunind ca Z(K)SK. Fie deci x€K\Z(K) si sa
considerim n>1 un intreg minimal cu proprietatea x” €Z(K).

Din minimalitatea lui n rezultdi cd elementul a=x?" verificd
conditiile: a€K\Z(K) si a”€Z(K). Definim aplicatia $:K—K prin 8(y)=ya-ay si

inductiv iteratele sale prin 8'=8; 8"'=58-8" pentru k>1. Se verifica imediat
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prin inductie dupa k>1 ca: 1)
k(k—1) a’ya*? - k(k —1)(k -2) 2

k-3 k k
a” " +..+(-D"a"y=
1-2 1-2-3 Y D Y

5k(y) = yak —kayak_1 +

k
=Y (-1/Cfa’ya*
j=0

(In pasul inductiv se foloseste formula de descompunere a combinarilor).
Deoarece p este prim rezultd ca p | C} pentru orice 2<j<p-1. De aici

si din (1) aplicatd pentru k=p rezulta conform ipotezei 1) ca:

(2) 8°(y)=yaP-a’y=0, oricare ar fi y€K (deoarece a"€Z(K)).

Din a¢Z(K) rezultd ca 8+0. Deci daca y€K\{0} verificd 6(y)=0,
deducem din (2) existenta unui intreg k cu I<k<p avand proprietatea ca
8(y)=0si 8'(y)*0.

Fie z=8k'1(y)¢0. Deoarece k>1, rezultd k-1>1 si prin urmare

z=0(wW)=wa-aw pentru W=8k'2(y)¢0 (pentru k=2, §**(y)=38"(y) este notatie
pentru y).

Luand u=za"' putem scric z=ua si deoarece z comuti cu a (cici
z=6k'1(y) si prin urmare 0= Sk(y)=8(8k'1(y))=8(z)=za—az) rezultd ca si u
comutd cu a. Rezulta din cele de mai sus cd au=z=wa-aw si prin urmare

a=(wa-aw)u "' =(wu)a-a(wu")=ca-ac,
unde am notat c=wu’'. Ultima relatie conduce la c=1+aca™".

De aici si din ipoteza 1) deducem prin inductie dupa t>1 ca:

3) c? = a +aca_1)pt =17 + (aca_l)pt =1+ac”a™.

Datoritd ipotezei 2) existd un t>1 cu c? €Z(K) si conform lui (3):

-1

t o 4 t .o . . . - - ~
e =1+ac? a™ =1+aa”'¢? =1+c¢” ,adicd 0=1. Contradictia obtinuta arati ca

K este corp comutativ.

9.45. Deoarece corpul K este finit, caracteristica sa este un numar
natural nenul (nu putem avea caracteristica 0, cici atunci elementele 1y, 2- 1k,

3-1k, ..., n-1g, ... ar fi distincte si in consecinta corpul K ar fi infinit).

Conform problemei 9.42., caracteristica sa este un numadr prim, sa-l
notam cu p.

Tot in problema 9.42. am demonstrat ca singurul morfism de grupuri de

la (K, +)la (K, -) este morfismul nul ¢:(K, +)— (K, +), p(x)=Ix.
Determinam in continuare morfismele de grup de la (K, -) la (K, +).
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Observam mai intai ca numarul de elemente al corpului K este o putere
a lui p. Intr-adevdr, operatia externd w:Z,xK—K, o(i, X)=ix=x+..+x
’ e

de i ori

determind pe K o structura de Z,-spatiu vectorial. Notand cu q dimensiunea
acestui spatiu, avem izomorfismul de Z-spatii vectoriale Z%= K, incat daca

trecem la cardinale vom avea [K|=p“.
Rezulti cd pentru orice x€K avem x?’ =x.
Fie atunci \|/:(K*, -)— (K, +) un morfism de grupuri.
Avem pentru orice xEK, y(x)=y(x?" )=p-y(x)=0.
Deci singurul morfism \|/:(K*, -)— (K, +) este cel constant, y(x)=0.

Pentru K=7, regasim rezultatul din problema 9.40..

9.46. Observam ca a#-1: Existenta lui f implicd car(K)=2. Pentru
a=-1, f(x)+f(-x)=2x si Inlocuind x cu —x, f(-x)+f(x)=-2x, deci 2[f(x)+f(-x)]=0
sau (Inmultind cu 27, f(x)+H(-x)=2x=0, oricare ar fi x EK.

Pentru a®™'+1=(a+1)(a™-a’""'+...-a+1) rezulta
a-a’™'+. . .-at1=2(a+t1)" (pentru ci a+1+#0). In final alegem fK—K,

f(x)=2(a+1)"'x, oricare ar fi xEK.
Observatie. Se poate ardta cd f este unica aplicatie cu proprietatile
cerute.

9.47. (i). Faptul ca (K, +, -) este corp se verificd imediat. Functia

f:K—C, f(M(a, b))=a+ib este un izomorfism de corpuri, fapt care se probeaza
imediat.

u+v=3+3i

3

3 , unde
u’+v> =-9+9;

(ii). Rezolvam in corpul C sistemul ,,izomorf: {
u=f(X) iar v=£(Y). Sistemul este simetric si vom nota ut+v=s, uv=p obtinand

s=3+3i

3

sistemul in s §i p: .
s> =3ps=-9+9i

. . o ls=3+30
Acest sistem are solutie unica s;
p=5i
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. . . . . u+v=3+3i ..
Deci obtinem sistemul In u si v care are solutiile

uv =5i
U =2+i . |uy=14+2i
. respectiv .
vy =1+2i Vy =241

Solutiile sistemului matriceal in X si Y vor fi:
2

N} 1 ] 1 2
Xy=f"(u)= 1 2 Xy =f"(uy)= 91
si

- 12 » 2 1
=7/"()= 2 1 Y,=f"(v)= 1 2

9.48. (i). Se verifica axiomele corpului comutativ. Elementul neutru la
adunare este 0=0+0-+d iar opusul lui x=atbyd este -x=-a+(-b)d .

Elementul unitate este 1=1+0-+d . Orice element nenul x=a+b+d este

2

inversabil, inversul siu fiind x™' = S a-byd).
db?
a’—

(i1). Se verificd axiomele corpului comutativ. Elementul neutru la
adunare este O,, elementul unitate este matricea I, iar inversa unei matrice

b
nenule (;b j (adica cel putin unul dintre a si b este diferit de 0) este
a

1 a -b
a’>-dp* \~db a )
b
(iii). Aplicatia f: Q(+d )—K, f(atb/d )= “ este un izomorfism
db a

de corpuri.

9.49. Evident Q<K si Q=K, cici corpul Q are un singur endomofism.
Unul din endomorfismele lui K fiind cel identic, putem presupune ca g=I1.

Avem fof=f sau fof=g=1¢. Nu se poate Insa ca fof=f, caci f fiind injectiv ar
rezulta f=g=l1y, absurd, deci fof=Ig. (1) Cum g=1g, ipoteza ii) se mai scrie
fix)=x = x€Q ().
Sa consideram un element oarecare x€K\Q si apoi elementele
a=x+f(x) €K, b=xf(x)€K.(3) Din (1), (2), (3) avem :
fla)=f(x)H(f(x))=f(x)+x=a =acQ

f(b)=f(x)f(f(x))=xf(x)=b =beQ.
Rezulta cé x si f(x) sunt radacinile ecuatiei cu coeficienti rationali:
x*-ax+b=0.(4)
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Din (4) rezulta ca x =%(ai\/a2 —4b) . Scriind a2—4b=q2d cu qeQ si
deZ\{1} liber de patrate, avem x = %(a + q\/g) EQ(\/E ). Luand acum un alt
x'€K\Q, existd in mod analog un intreg d’€Z\{1} liber de pitrate a.i.
X'GQ(\/? ). Aratam ca d=d". Mai intai observam ca:
(f(d)? = fF(Nd)*) = f(d)=d, de unde f(Jd)=+Jd. Daci am avea
f(ﬁ):ﬁ din (2) ar rezulta Jd €Q, imposibil. Asadar f(\/g)z—\/g si
analog f(\/?) =—Jd'.

Atunci: f(Vdd") = f(Nd)f(Nd") = (—d)~d")=dd" sidin (2) rezulta
Jdd' €Q. Cum d si d’ sunt libere de patrate, rezultd ca d=d’. Din cele spuse
rezultd ca exista si este unic un intreg liber de patrate d+1, a.i. KQQ(\/E ).

. . o . C e e e qe 1 . ..
Incluziunea reciproca este imediatd caci din x =E(aiq\/g ) €K rezultd ca si

Jd €K si de aici Q(v/d )K. Deducem egalitatea K=Q(+/d ).

. . a
9.50. Daci a>+b*#0 atunci determinantul

b
5 =a’ —gb* 20, daci q
gb a

nu este patratul unui numar rational (matricele cu b=0 dar a#0 sunt evident
inversabile).

9.51. Observam ca putem scrie

1 0 1 1
M(a, b)=a- (0 J +b- [1 J =a-I,*+b-X, unde matricea X are proprietatea ca

1 1 1 1 2 0
ey A
1 -1 1 -1 0 2
Pentru a demonstra cd K este corp aratdim mai intai faptul cd aceste
matrice formeaza parte stabild 1n raport cu adunarea si inmultirea matricelor,
adica suma si produsul a doud matrice M(a, b), M(c, d) sunt matrice de aceeasi
forma:
M(a,b)+M(c,d)=(a-L+b-X)+(c-,+d-X)=(atc)-L+(b+d)-X=M(atc,b+d),
M(a,b)-M(c,d)=(a-I,+b-X):(c-I,+d-X)=ac-L,+ad- X+bc-X+bd-2I,=
=(act+2bd)-I,+(ad+bc)- X=M(ac+2bd, ad+bc).
Axiomele corpului se verifica usor. Elementul nul este matricea M(0, 0)
iar elementul unitate este matricea M(1, 0). Matricea M(a, b) are determinantul
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2 A12 . “ . . 9 . o .
a”-2b”, deci este nenula daca si numai daca este inversabila. Inversa matricei

M(a, b) este matricea M( 5 a =, z_b 2].
a” —2b a” —2b

a+b

Functia f: Q(+2)—K, f(a+bx5)=( X

b e e

] este bijectiva si
a-b
morfism de corpuri. Deci K este izomorf cu corpul Q( V2 ).

3

. 2 3
ZJEK si M(w)z[“ yoo

9.52. Daca A:@ JEK (cu

2y x-2y
x, y€Q), atunci M(x, y)y=x:-L+y-A. Sa notam ca A’=10-1, si atunci
M(x, y)+M(z, t)=M(xtz, y+t), M(X, y)-M(z, t)=M(xz+10yt, xt+yz)EK. Mai
mult, dacd M(x, y)+M(0, 0) avem xz-IOyzth (caci J10 ¢Q) si atunci

- X y .
M(x,y)" =M — €K, de unde concluzia cd (K, +, ) este
Y) (}cz—lOy2 xz—lOyz] ( )

corp comutativ. Se verifica prin calcul ca f:K—»Q(\/ﬁ ), fIM(X, y))=x+ym
este un izomorfism de corpuri.

9.53. Demonstram mai intdi urmatoarea Lema:

Fie p=3 un numar prim. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Existd a, beEZ,, a+ 0 saub=0 ali a™+b’=0;

(ii) Existd x€Z, ai. x’=-1;

(iii) p=4k+1, keN*.

Demonstratia lemei: Aratim echivalenta afirmatiilor (i) si (ii):

(i)=(ii). Sa presupunem ci a*+b’=0, unde a, bEZ, si de exemplu
b+#0.

Inmultind cu (b")* rezulta (ab'y+1=0 si notind x=ab’ €Z, am
obtinut deci x*=-1 (spunem ci -1 este rest patratic modulo p).

(if)=(i). Daca existd xE€Z, a.i. x?=-1, atunci x*+1 =0, deci luim a=x,

b=1 si (i) se verifica.
Aratam echivalenta afirmatiilor (ii) si (iii):

(if)=(iii). S& presupunem ca existd x€Z, a.l. x’=-1. Ridicand la
-1 . ~ P . *
puterea pT obtinem x”7' =(-1) 4 , dar in grupul (Z,, -) avem, conform

~ N ~ -1
teoremei lui Fermat, x”~' =1, incat egalitatea precedentd devine 1=(-—1) A .
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Dacad numarul intreg -l ar fi impar am obtine 1=-1, adicda 2=0,

este par, adica 1 =2k si atunci

r-1
2 2

contradictie cu faptul cd p=3. Deci
p=4k+1.

(ii1)=(ii). Sa presupunem cd p=4k+1. Conform teoremei lui Fermat
polinomul f=X""-1 €Z,[X] are toate cele p-1 radicini in corpul Z, (chiar in
Z,).

e s - .
Dar f=fif),unde f;=X 72 +1 i f, =X 72 —1 i atunci inseamna ca

. . . -1 ... . .
fiecare dintre polinoamele f|; si f, au toate cele pT radacini in Z, (caci

radacinile lui f; si f; sunt si radacini ale lui f).
. s s . N S A
Fie o €Z,0 radécina a lui f; adicd & 72 +1=0.
Aceasti egalitate se mai scrie «** +1=0 si dacd notim x=0*€Z, am
obtinut x>+ 1=0 adicd x’=-1. Cu aceasta lema este demonstrati.
Trecem la solutia problemei:
Se demonstreaza usor cd multimea K inzestratad cu operatiile de adunare

si inmultire a matricelor este inel unitar (chiar comutativ). Atunci K este corp
daca si numai daca orice matrice nenula din K are determinantul un element

inversabil (adicd un element nenul) in corpul Z,.

A A

Cazul p=2 iese din discutie pentru ca matricea A= ( 1i %] este nenula,

dar det(A)=2 =0, deci in acest caz K nu este corp.

Consideram cazul p=3.
Sa presupunem mai intéi ca inelul K este corp si sd demonstram ca

p=3(mod4).
Daca prin absurd, p#3(mod4), deoarece p este prim rezultd
p=1(mod4), adica (iii) din lema se verifica. Atunci are loc i (i) din lema, deci

existd a, beZ,, a+ 0 saub=0 al a’+b’=0.
a

b
Luand A=( jEK, rezultd cd A este o matrice nenula din K, dar

- a

neinversabila, cici det(A)= a’+b’=0 .
Aceasta contrazice faptul cd in corpul K toate elementele nenule sunt

inversabile. Contradictia obtinuta arata ca trebuie s avem p=3(mod4).
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Reciproc, s presupunem cd p=3(mod4) si sd aratdm ca inelul K este
corp.

. L. a b
Daca prin reducere la absurd K nu este corp, existd A=( ]EK

- a
matrice nenuld, neinversabild, adica avand det(A)=0. Asadar a#0 sau b0
dar a*+b*= 0, ceea ce inseamna ci se verifica (i) din lema. Atunci are loc si (iii)

din lema, deci p=1(mod4), ceea ce contrazice presupunerea ca p=3(mod4).
Contradictia obtinutd aratd ca in mod necesar K este corp.

9.54. (i). Faptul ca (K, +, -) este corp comutativ de probeaza imediat.

. 0 0 . . 1 0) .
Elementul nul este matricea [0 OJ , elementul unitate este matricea [0 OJ’ iar
. . . a 0 . al o
inversa unei matrice nenule 0 0 este matricea o ol

0
Aplicatia 0:K—R, o( [g OJ )=a, este un izomorfism de corpuri.

(i1). Inelul K, desi are element unitate, nu este subinel unitar al inelului
M,(R), caci elementele lor unitate diferd. Inversabilitatea in inelul K nu este
legata de inversabilitatea in inelul My(R), deci grupul U(K) al unitatilor lui K nu

este subgrup al grupului U(M,(R)) al unitatilor lui M,(R). Acest fapt explica de
ce toate elementele nenule din K sunt inversabile in K, in timp ce, daca le

privim in M,(R) nici unul dintre ele nu este inversabil.
0, pentru x=0

9.55. Consideram functia f:A— A, f(x)= { .
1, pentru x #0

Deoarece f este functie polinomiald, existd a;, a;, ..., a,€A al
f(x)=ap+a;x+...+a,x", oricare ar fi x€A. Cum f(0)=0 rezultd a,=0.

Atunci f(x)=(atax+... +a,x" x=g(x) X, unde am  notat
g(x)=a;tarx+.. +a,x™". Vom arita ca orice element nenul din A este inversabil.

Fie intr-adevar, ac A\ {0}.

Punand g(a)=b, avem b+#0 (cdci dacd am avea g(a)=0, atunci
f(a)=g(a)-a=0, ceea ce contrazice definitia functiei f).

Din faptul ca b+0, deducem f(b)=1, adica g(b)-b=1. (1)

Dar si f(a)=1, ceea ce se mai scrie g(a)-a=1 sau ba=1. (2)

273



Din (1) si (2) deducem ca g(b)=g(b)-1=g(b)-ba=1-a=a si atunci (1) devine

ab=1. (3)
Egalitatile (2) si (3) aratd cd elementul a este inversabil in inelul A,

inversul sau fiind elementul b. Deci (A, +, -) este corp.

9.56. (i). Se verifica imediat prin calcul direct.
(i1). Faptul ca f, A, N sunt morfisme de grupuri se probeaza usor.

Pentru A avem A(AB)=det(AB)=det(A)-det(B)=A(A)-A(B), oricare ar
fi A, BEK, .

Pentru N avem: N(z)=z-z, oricare ar fi ZEQ(\/E)*, unde z este
conjugatul patratic al lui z, adica putem scrie

N(zy2,) = (2,25 )(22,) = 21222, 23 = (2,2, )(222,) = N(2,)N(z,), oricare ar fi
Zy, ZzeQ(\/E)*-

Demonstram ci Aof=N. Fie z=a+b+/d €Q(+/d )", oarecare.
Avem:

(AOﬂ(Z)ZA(f(Z))ZA(f(avax/E))=A((z bjB:de{Z ”d] b=

a

=N(a+bd )=N(2).

9.57. Avem de exemplu (1, 0)-(0, 1)=(0, 0), deci K; XK, nu este corp
(avand divizori ai lui zero).

9. 58. Notam A=K, XK,XKj si B=K4XKjs. Consideram in A elementele
e;=(1, 0, 0), e,=(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1) si in B elementele f;=(1, 0), £,=(0, 1).
Aceste elemente satisfac relatiile: (1) e¢f =e,, e =e,, € =e5, [ =/,
/5 = f, (sunt elemente idempotente);

(2) eiei=ejei=0, fif =fifi=0, pentru i#j (elementele e, e,, e; respectiv fj, f,

sunt ortogonale);
(3) erterte;=(1, 1, 1), fi+H=(1, 1).

Presupunem prin absurd cd existd un izomorfism de inele @:A—B.
Deoarece realtiile (1), (2), (3) sunt algebrice rezulta ca ¢(e;))€B (i€{l, 2, 3})

sunt elemente idempotente ortogonale nenule. Fie (X, y)€B un element
idempotent. Atunci x’=x in Ky si y’=y in Ks. Dar ecuatia z’=z echivalenti cu
z(z-1)=0 are 1n orice corp K solutiile z;=0 si z,=1. Rezulta ca singurele elemente
idempotente ale lui B sunt 0, f;, f,, 1=(1, 1). Rezultd ca in B nu exista trei
elemente idempotente ortogonale, nenule, ceea ce contrazice existenta lui ¢.
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§10. Inele de polinoame

10.1. Aratam simultan (i) si (ii).
Vom analiza Inti cazul cand I are un singur element.
Fie Py multimea polinoamelor cu coeficienti in A intr-o nedeterminata

de grad cel mult s>0.

P, este echipotentd cu multimea functiilor {0, 1, ..., s} —A, adicad cu
As+1.

Obtinem ca P, sunt multimi finite daca A este finit si au cardinalul lui A
in caz contrar (A? are cardinalul lui A cdnd A este infinitd iar g>1 este numar
natural).

Pe de alta parte, A[X]=A[X:I]=( J P, .

520

Deci A[X] este cel mult numarabild daca A este multime finita si are
cardinalul lui A in caz contrar (o reuniune numarabild de multimi finite este cel
mult numarabild, iar o reuniune numarabild de multimi infinite de acelasi
cardinal u are cardinalul u).

Observam ca A[X] nu poate fi finitd continand {X"} >, de unde rezultd
ca A[X] este numarabila cand A este multime finita.

Am aratat deci (i) si (ii) pentru card [=1.

In continuare aplicim inductia tindnd cont de faptul ca
AXY]=AX][Y].

(iii). Observam ca A[X;I]= | J4[X:J].

JciI
J finita

Prin (i) A[X;J] sunt toate numarabile. Deci A[X;I] este reuniunea unei
familii de multimi numarabile indexate de multimea partilor finite ale lui I care
are cardinalul lui I (multimea partilor finite ale unei multimi M infinite are
cardinalul lui M).

Deci A[X;I] are cardinalul Iui I (reuniunea unei familii de multimi
numarabile indexate de o multime infinitd de cardinal u are cardinalul u).

10.2. Fie A o multime finitd cu n elemente iar u:Z,—A o bijectie
oarecare. Consideram pe A structura de inel datd de problema 7.2..

Daca A este o multime infinitad atunci consideram inelul Z[X;A] al
polinoamelor in nedeterminatele {X,}.cao cu coeficienti intregi. Conform

problemei 10.1., inelul Z[X;A] are cardinalul lui A, adica existd o bijectie
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w:Z[X;A]—A. Structura de inel a lui Z[X;A] induce prin u o structura de inel pe
A.

10.3. Fie G un subgrup de ordin n al Iui U(A) si d=cel mai mic multiplu
comun al ordinelor elementelor din G. Evident d|n.

Fie d= p"...p% descompunerea in factori primi a lui d. Atunci exista
elementele x, ..., x,€G ai. p/ |ord x;, adica ord x;= p{ -t;, tEN. Se verifica
usor cd Xx= x;'...x" are ordinul d.

Ecuatia X*-1=0 are cel mult d radicini in corpul de fractii al lui A.

Cum toate elementele lui G constituie radacini ale ecuatiei date,

deducem ca n=d. Deci G este ciclic.

10.4. (i). Fie K un corp finit. Conform teoremei lui Wedderburn corpul

K este comutativ. Consideram grupul abelian finit (K*, -) si calculim produsul
elementelor sale.

In orice grup abelian finit produsul elementelor grupului este egal cu
produsul elementelor de ordin 2 (caci elementele de ordin mai mare ca 2 se pot
grupa in perechi, fiecare cu inversul sau si astfel produsul lor este egal cu
elementul unitate; de asemenea, mai observam ca singurul element de ordin 1
este elementul unitate si in felul acesta produsul elementelor de ordin diferit de
2 este egal cu elementul unitate).

Cautam elementele de ordin 2 din grupul (K', -). Fie x un astfel de
element. Atunci x°’=1 si x#1. Dar polinomul X*-1€K[X] are in corpul K doar
radacinile £1 si vom avea x=-1. Deci unicul element de ordin 2 din grupul
(K", -) este—1 si astfel produsul elementelor acestui grup este egal cu —1.

(ii). Consideram corpul Z, al claselor de resturi modulo p.

Conform punctului (i) avem 1-2-...- p—1=-1, adicd (p-1)!=-1(mod p),
deci pl|(p-1)!+1.

Observatie. Este valabild si reciproca teoremei lui Wilson: Daca p=2
este un numdr natural a.i. p|(p-1)!+1, atunci p este numar prim.

Intr-adevir, fie q un divizor al lui p, 0<q<p. Cum p|(p-1)!+1 rezulta ca

si ql(p-1)!+1. Dar q|(p-1)!. Scdzind cele doua relatii obtinem g1, adica q=1.
Deci singurul divizor al lui p, mai mic decét p este 1, i in consecinta p este
prim.
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10.5. (i). Sa presupunem ca polinomul f este inversabil in A[X] si fie
g=btb; X+... +b, X" €A[X] inversul sdu. Din fg=1 deducem relatiile urmatoare,
ce leaga coeficientii celor doud polinoame:
ayby =1
agb, +a;by =0
ayby +ab; +a,by =0
a, b, +a,b, =0
a,b, =0

Din ultimele doua relatii (Inmultind ambii membrii ai penultimei relatii
cu a, si folosind ultima) obtinem 8 by =0. inmul;ind ambii membri ai
antepenultimei relatii cu a, obtinem a,°byn,=0. Din aproape in aproape, obtinem

relatiile ay D=0 (k>1) si, in final, pentru k=m+1, a,""'b=0. Acum,
inmultind ambii membri ai acestei relatii cu a, obtinem ci a,"™"'=0, adici a, este
nilpotent.  Polinomul a,X" fiind nilpotent, rezulta acum ca
f-a,X"= apta; X+...+a,, X" este inversabil (si are gradul mai mic decat gradul
lui f). Asadar un rationament inductiv ne conduce la concluzia ci a,, a,.i, ..., a,,
a; sunt nilpotente in A; ajeste evident inversabil in A.

Reciproc, daca a, este inversabil in A, el ramine inversabil si ca element
al lui A[X]. Daca a, este nilpotent in A, atunci a;X este nilpotent in A[X];
asadar, polinomul a,+a;X este inversabil. Dacd a, este nilpotent In A, atunci
a, X este nilpotent in A[X]; asadar, polinomul apta; X+a,X* este inversabil. Din
aproape in aproape, obtinem ca dacd ay, a,, ..., a, sunt nilpotente (in A), atunci
polinomul f este inversabil in A[X].

(i1). Conform celor stabilite in problema 6.36., daca f este nilpotent in
A[X] atunci polinomul 1+fX=1+agX+a, X*+...+a,X"" este inversabil in A[X].
Deci gy , ay, ..., a, sunt elemente nilpotente in A. Reciproc, este evident, caci
elementele nilpotente formeaza un ideal.

(iii). Polinomul f, avand gradul >0, este nenul. Daca existd acA, a+0,

a.i. a-f=0, interpretand pe a ca polinom de gradul zero, rezulta ca f este divizor
al lui zero.

Sa presupunem ca f este divizor al lui zero si fie g=by+b; X+...+b,X™ un
polinom nenul, de grad minim, pentru care f-g=0. Atunci a, -b,=0; de aici
rezultd cd a,-g este un polinom de grad mai mic decat gradul Iui g, iar
(an-g)-=0; deci a,-g=0. Printr-un rationament inductiv putem stabili ca

a,.1-8=0, an-g=0, ..., a;-g=0, a,-g=0. De aici, ajb=0 pentru orice indici
1, j. Intrucat am presupus ca g=# 0, exista un coeficient by # 0.

Insd ap- by = a; by =...=a, b =0, astfel cd avem by-f=0.
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10.6. Fie (x, y) o solutie a ecuatiei date. Dacd x=0 rezultd si y=0 si

reciproc. Asadar o solutie este (0,0), iar celelalte solutii (daca existd) vor avea
ambele componente nenule.

Vom incerca sa caracterizam aceste solutii.

Conform teoremei lui Fermat, avem o”'=1, pentru orice aEZp\{ﬁ }.
Aceasta inseamni cd polinomul f=X""'-1 €Z,[X] are toate cele p-1 radacini in

corpul Z,. Dar putem scrie

R EPACEN Ry Y
f=x =(X”4J -1:[)(% 4)[)(% +1J =f,-f,
P*y A . P*y A . . . .
unde fj=| X 72 —-1| si f,=| X 72 +1|. Fiecare dintre polinoamele f; si f, au

gradul pT—l , deci au cate pT—l radacini in corpul Z,,.

A -1 .
Notind A= {a€Z’, | fi@=0}={aeZ| @' =1}
A -1 R
B={0eZ, | f(@=0}={acZ,| a’ /2 =i}

* . . . .. A A _1
avem Z ,=AUB, unde multimile A si B sunt disjuncte, fiecare avand cate pT

elemente.
Aratam acum ca daca x, yEZ*p, cuplul (x, y) este solutie a ecuatiei
considerate daca i numai daca (X, y)E(AXB)U(BxA).

Intr-adevar, dacd (x, y) este solutie cu X, yEZ*pzAUB, daca de
p-1 ~ p-1 ~
exemplu XEA avem x ) =1 si atunci din ecuatie rezultd y /2 =-1, deci

yEB, adicd (x, y)€AxB. Dacd am fi presupus x€B, rezultd y€A, adica

(x, y)EBXA.
Prin urmare, orice solutie (x, y) cu componente nenule apartine

multimii (AXB)U(BxA).
) . p—y . p—y .
Reciproc, dacad (x, y)€(AXB)U(BxA), avem x 72 =1, y 72 =-1 sau
-1 R -1 R -1 -1 ~
xpé =-1, yp 4 =1, deci oricum xp 4 +yp 4 =0, adicd (x, y) este solutie

pentru ecuatia considerata.
In urma acestor consideratii rezultd cd multimea solutiilor ecuatiei date

este {(0,0)}U(AXB)U(BxA).
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p-1 (p-1)

2
Cardinalul acestei multimi este 2«[2J +1=

+1, deoarece

cele trei multimi ce apar In reuniunea de mai sus sunt disjuncte doua cate doua.

10.7. Pentru fiecare kEN”, scriind matricea A, +aBy si dezvoltand
conform definitiei, constatim cd det(A,+aBy) este un polinom in o, in care

termenul ce contine pe a" are coeficientul det(By)=0. Deci acest polinom este
nenul (are gradul n) si In consecintd multimea radacinilor sale reale este finitd
(eventual poate fi multimea vida).

Sa notim X, ={o€R | det(A+aBy)=0}, k=1,2,3, ...

Multimea X = UX , este o reuniune numdrabild de multimi finite, deci
keN*
este numarabila.

Deoarece R nu este numarabild, rezultd ca multimea R\X este infinita.
Dar pentru a€R\X, avem a&X,, oricare ar fi kEN”, deci det(A,+aBy)+0, adica

Ay+aBy este inversabild, oricare ar fi kEN”.

10.8. (i)=(ii). Fie A={a,, ..., a} un corp finit, deci comutativ. Un

polinom PEA[X] de grad n>1 admite in corpul comutativ A cel mult n radacini
distincte.

Fie acum f:A—A o functie arbitrard. Considerdim polinomul de
interpolare al lui Lagrange:

_ k (X—al)(X—az )...(X—ai,1)(X—ai+l)...(X—a’1).
0= ,Z—ll (a,- _al)(a,- —az)...(al- _ai_l)(ai _ai+1)--~(ai _an) I i) .

Avem QEA[X] si notand O functia polinomiala asociatd lui Q, se

observi usor ¢ O (a)=f(a), i=1, ..., k.
Aceasta inseamni ca f= 0, deci functia f este polinomiala.
(i1)=(i). Presupunem indeplinite ipotezele de la (ii).
Demonstram mai 1ntéi ca A este inel finit.

Sa presupunem prin reducere la absurd cd A este infinit si sa
0, pentru x #0

1, pentru x=0"

consideram functia fiA—A, f(x) = {

Conform lui (ii) existd un polinom P=ay+a,X+...+a,X"EA[X] cuf=P.
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Avem n>1, cici daca n<0, ar insemna ca P este un polinom constant,
deci P =f ar fi o functie constanta, ceea ce nu este posibil, deoarece inelul A
avand cel putin doua elemente, avem 0+1.

Asadar polinomul P de grad n>1 are in A o infinitate de radacini (toate
elementele nenule din A), contradictie cu (ii). Deci A este finit.
Demonstram ca A este un domeniu de integritate.

Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca existd a, b€A, a#0, b+0 cu

ab=0. Atunci polinomul PEA[X], P=aX, care are gradul 1, admite in A doua
radacini distincte si anume 0 si b, contradictie cu (ii).

Deci A este domeniu de integritate.

Dar un domeniu de integritate finit este corp, deci A este corp finit.

10.9. (i). Sa presupunem mai intai ci f=a+5X este inversabil. Atunci
A A A R A A A A
existd polinomul cy+c¢; X +...+¢,, X" al (a+bX ) (co+c; X +...+c,, X")=1.
A a
Rezulta ac, =1 (0)

dcy+bey =0 (1)

A
Din (0) deducem cd a si ¢, sunt inversabile, ceea ce este echivalent cu

ptasiptco.
Dacéd am presupune ci ptb, atunci din (1), (2), ..., (m) rezultd succesiv
¢d ¢, ¢y, ..., ¢, suntinversabile si atunci din (m+1) rezulta 5 =0, de unde

deducem ca p'|b, adicd pJb, contradictie.
Prin urmare, in mod necesar p|b.
Reciproc, sd presupunem cd pta si p|b si sd ardtim cd polinomul
a+bX este inversabil in inelul Z o [ X].
A A A n
Fie b=pc; atunci " = p"-¢" =0 sirezulta
A A . A ~ \ R R R
a" =a"+0 :a’+(bX) =(@+bX -bX) +(bX) =M

a+bx) *
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A

Deci existd g€’ o [X] al. a’ =(a+bX)g(X) sau
VAN

(G+bX)[(a™") g(X)]=1, ceea ce arati ci polinomul f= G +5X este inversabil.

(ii). Fie A={a|0<a<p'-1, pta} si B={b|0<b=<p'-1, p|b}.
Evident B are p"' elemente iar A are p-p"" elemente.
Notand F multimea polinoamelor de gradul cel mult 1, inversabile din

inelul Zp, [X], deducem pe baza punctului (i) cd aplicatia ¢:F—AXB,
o(a+bX )=(a, b) este o bijectie.
Rezulta atunci egalitatea:
card(F) =card(A)-card(B)=(p™-p"p"' =p* " (p-1).

10.10. Evident @,(fg)=0,(f)o.(g), oricare ar fi f, ge A[X]. Aceasta arata
cd @, este endomorfism al inelului de polinoame A[X] dacd si numai daca

on(f+2)=0,(H)+¢.(g), adicad echivalent (f+g)"=f"+g", oricare ar fi f,geA[X].
Cum M=0 exista noEM, deci avem (f+g)™ = f™ +g™, oricare ar fi
f,e€A[X]. Luand f=g=1 obtinem (1+1)"™ =1+1, adica (2™ -2)-1=0.

Existd asadar numerele intregi k=2 pentru care k-1=0 (de exemplu
k=2" —2)si fie atunci p=2 minim cu p-1=0. Aratdm ca p este numar prim.

Intr-adevir, daca p nu ar fi prim am avea p=p,p, cu 1<p,<p si 1<p,<p si
din p-1=0 ar rezulta (p;-1)(p,-1)=0 deci p;-1=0 sau p,-1=0, (caci A este inel
integru) contrar minimalitatii lui p.

Mai remarcdm ca pentru k€Z avem echivalenta k- 1=0 < k=0(mod p)
caci implicatia < este evidenta, iar pentru implicatia = folosim impartirea cu
rest a lui k prin p si minimalitatea lui p a.i. p-1=0.

Demonstram egalitatea de multimi ceruta prin dubla incluziune, p avand
semnificatia de mai Tnainte (caracteristica inelului A).

,,S” Fie neM, deci (f+g)"=f{"+g", oricare ar fi f,geA[X]. Luand f=X,
g=1 avem (X+1)"=X"1, adicd C!X"?+C2X"> +. . +C'*X+C' =0 (am
tinut seama ca din A integru rezulta ca si A[X] este integru si am simplificat
prin X).

Ultima egalitate aratd ci in inelul A avem C.-1=0, C?-1=0,...,
C'2.1=0, C"'.1=0 si de aici rezultdi ci in Z avem: C! =0(mod p),
C? =0(modp),..., C"" =0(mod p) .

Se stie atunci (vezi observatia din final) cd existi k€Z, k>1 a.i. n=p*.
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,2” Fie n=p“ cu k>1. Tot datoriti observatiei din final avem
C, =0(mod p), C; =0(modp),..., C;~" =0(mod p) , deci:
(f+e)" =f"+Cof" g+ . +Cl fg" v g" = f" +g",

ceea ce arata ca ¢, este endomorfism al inelului A[X] si prin urmare nEM.
Unicitatea lui p este clard: Dacd am mai avea ¢>0 numar prim, cu

M={q,q’, q, ..., q"...} din egalitatea {p, p’, p’.....p"....} ={q. @, q’»....¢"%...}
rezultd evident p=q.

Observatie. Am utilizat rezultatul cunoscut (vezi, de exemplu, [15])
urmator:

(C},,Cf,...,C,’:il) _ {p, daca n=p*, p prim, k>1 ‘
1, daca n are cel putin 2 factori primi distincti
10.11. Fie A un astfel de inel. A fiind subinel unitar al Iui A[X] el
trebuie si fie izomorf cu un subinel unitar al lui (Z, +,-). In particular, (A,+)
trebuie sa fie izomorf cu un subgrup nenul al lui (Z,+), deci sa existe un neN"
a.il. A=nZ.

Din 1€A rezultd n=1 si atunci Z=~Z[X] (Z este ciclic si evident Z[X]
nu este ciclic), contradictie.

10.12.,,<”. Presupunem ca inelele A si Z sunt izomorfe si demonstram
cé inelele A[X] si Z[X] sunt izomorfe.

Intr-adevir, daci ¢:Z— A este un izomorfism de inele, definim aplicatia
9 Z[X]—A[X] prin @ (agta; X+...+a,X")=¢(ap)+¢(a))X+...+¢(a,)X", pentru
orice polinom ag+a,; X+...+a,X" €Z[X].

Se demonstreaza cd ¢ este izomorfism de inele.

,»=". Reciproc, sa presupunem ca inelele A[X] si Z[X] sunt izomorfe si
demonstrdm cd inelele Z si A sunt izomorfe.

Fie y:Z[X]—A[X] un izomorfism de inele. Atunci y este un morfism
unitar de inele, deci y(1)=1,. Rezultd imediat ca pentru orice kEZ, y(k)=k- 14,
ceea ce aratd cd y(Z)SA.

Deoarece Z este domeniu de integritate, rezulta ca inelul sdu de

polinoame Z[X] este domeniu de integritate si cum A[X]=Z[X], vom avea ca si
A[X] este domeniu de integritate si de aici rezultd cd A este domeniu de
integritate.
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Demonstrim acum ci ' (A)SZ, unde y' este izomorfismul invers al
lui y. S& presupunem prin absurd cd nu exista aceastd incluziune, adica exista

a€A cu vy (a)¢Z.

Atunci y'(a)= agta, X+...+2,X" €Z[X], unde nEN" si a,+0.

Observam ca y(X)&A, cici in caz contrar, cum avem W(Z)<SA, rezulta
Y(Z[X])SA, ceea ce face ca morfismul y:Z[X]—A[X] s nu fie surjectiv.

Fie deci y(X)= bot+b,; X+...+b,X" €A[X], unde p>0 i b, #04.

Avem atunci

a=y(y" (o) =y(arta X+.. . +a,X") =y(ao) y(a)y(X)+... +y(a)y(X)"=
=y(ag)ty(a;)(botb X+...+b,XP)+...+y(a,)(by+b X+...+b,X")". Aceastd egalitate

este Insd o contradictie, caci o este un polinom de gradul 0, in timp ce
polinomul scris ultima data are gradul np>0, caci coeficientul sau dominant este

W(an) b, #0,4 (tinem seama ca A este domeniu de integritate).

Deci am demonstrat ¢ y'(A)SZ.

Notam cu v, respectiv ;" restrictiile lui y si y™ respectiv la Z si la A.
Din cele demonstrate anterior, rezultd ci avem y,:Z—A, v, :A—Z. Evident v,
si \|/1'1 sunt morfisme de inele si \|/10\|/1'1=1A, \|/1'10\|/1=lz, ceea ce Inseamna ca

y:Z— A este morfism inversabil de inele, adica izomorfism de inele.

10.13.,,<”. Sd presupunem cd inelele K si A sunt izomorfe si si
demonstram ca si inelele K[X] si A[X] sunt izomorfe.

Intr-adevar, dacd ¢:K—A este un izomorfism de inele atunci

vK[X]=A[X], w(agta,X+...+a, X" =0(ag)+(a;)X+...+¢(a,)X" este un
izomorfism de inele.

,,»=". Reciproc, sd presupunem ca inelele K[X] si A[X] sunt izomorfe si
sa demonstram ca si inelele K si A sunt izomorfe.

Fie y:K[X]— A[X] un izomorfism de inele.

Inelul K[X] fiind domeniu de integritate, rezultd ca si A[X] este
domeniu de integritate si de aici rezulta cd A este domeniu de integritate.

Polinoamele inversabile din inelul K[X] sunt elementele nenule din
corpul K, iar polinoamele inversabile din A[X] sunt elementele inversabile din
inelul A.

Tinand seama ca izomorfismul y duce elementele inversabile din K[X]

in elementele inversabile din A[X] si ca y(0x)=0,, rezultd cad y(K)SA.
Analog cu demonstratia problemei 10.12. se aratd si incluziunea
v'(A)SK (reducere la absurd).
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Atunci, avem restrictiile y; si v, ale lui y si y' respectiv la K si A:
yi:K—A, \|/1'1:A—>K. Evident, wy; si \411'1 sunt morfisme de inele si cum

-1 -1 . .
yioy, =14, ¥, oy =g, ele vor fi inversabile.
Aceasta inseamna ca inelele A si K sunt izomorfe.

10.14. Dacd inelele k[X] si K[X] ar fi izomorfe, atunci grupurile
elementelor inversabile din cele doud inele ar fi izomorfe.

Se arata usor (prin trecere la grade) ca un polinom din inelul K[X] este
inversabil dacd si numai dacd este un polinom de gradul zero, adica daca si
numai daca apartine lui K. Deci grupul elementelor inversabile din K[X] este

UK[X])=K". Analog Uk[X])=k .
Prin urmare, daca inelele k[X] si K[X] ar fi izomorfe, ar rezulta ca

grupurile k', -)si (K, ) ar fi izomorfe, contradictie cu ipoteza.
Deci, in ipoteza data, cele doud inele nu sunt izomorfe.

Luind k=Q si K=R avem (Q°, -)#(R", -), cici Q" este multime
numdrabild, iar R" nu este numarabila.
Luand k=R si K=C avem ca (R, -)=(C", -), deoarece in (R, -)

. . . A . A * . P
singurele elemente de ordin finit sunt +1 in timp ce in (C, -) orice riddacini a
unitatii, complexa, nereala, de ordin mai mare ca 2, este element de ordin finit.

Atunci, conform celor stabilite anterior, deducem ca inelele Q[X] si
R[X], respectiv R[X] si C[X] nu sunt izomorfe.

10.15. Inelele R si R[X] nu pot fi izomorfe pentru ¢ R este corp in

timp ce R[X] nu este corp (polinoamele inversabile din inelul R[X] sunt
polinoamele constante nenule).

Daca consideram insd Q-spatiile vectoriale R si R[X], ambele au
dimensiunea c, deci sunt spatii vectoriale izomorfe.

in particular, rezultd ca grupurile abeliene (R, +) si (R[X], +) sunt
izomorfe.

10.16. Fie ¢ un automorfism al lui A[X]. Avem ¢(0)=0 si sa
presupunem  c¢d  @(X)=botb, X+...+b X" are gradul m. Daci
f=ay+a; X+...+a, X" este un polinom de grad n>0, atunci

o(H)=0(ag)+e(a))e(X)+...+¢(a,)e(X)", deci ¢(f) este un polinom de gradul mn.

In particular, daci f este un element nenul al inelului A (element
asimilat cu un polinom de gradul 0), atunci ¢(f) va fi un polinom de gradul 0,
deci va fi si el un element al inelului A.
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Deci putem defini o functie y:A— A, prin y(a)=¢(a).
Aceasta functie este un automorfism al inelului A.

Din ipoteza ¢ este surjectiv, deci existd un polinom f a.i. p(f)=X.
In consecinti, m-grad(f)=1, ceea ce inseamni ci m=1 si deci

(p(X)=b0+b1X cu b1 *0.
Observam ca automorfismul ¢ al lui A[X] este perfect determinat de
imaginea @(X) si de automorfismul y al lui A, deoarece

p(aptaX+...+a,X") =y(ao)ty(@)eX)+.. . +y(a,)p(X)"
Réamane sa precizam imaginea ¢(X).

Fie f=ap+a; X acel polinom pentru care ¢(f)=X.

Asadar, y(ag)+wy(a)) - (bytb; X)=X, de unde deducem ca y(a,)b;=1, ceea
ce inseamna ca b, este inversabil in A.
Aceasta este singura conditie pe care trebuie sd o indeplineasca

imaginea @(X)=bytb,X.

10.17. Daca a este inversabil vom considera morfismul y:A[X]—A[X]
dat prin y(f(X))=f(a' X-a'b). Morfismul y este inversul lui ¢.

Reciproc, fie u:A[X]—A[X] un automorfism cu u(a)=a, oricare ar fi
a€A si fie inversul acestuia v=u".

Dacd u=ag+a; X+...+a,X" si v=by+b, X+...+b, X" din (uv)(X)=X se

obtine mn=1, de unde rezultd cd m=n=1, s.am.d.

X+oa X+

% eC\R si

5
10.18. (i). (x+a)’=x", x#0 < ( j =1. Rezulta ca

X X

apoi xe C\R.
(i1). Fie x;<...<x, radacinile lui P §i yx € (X, Xi+1) radacinile derivatei.
Fie B=min{yi-Xi, X+1-yx|0<k=<n-1}. Pe fiecare interval [x,, Xi+1] $i

pentru orice 0<a<f definim g(X)=P(X+a)-P(X). Cum y, este unicul punct de
extrem al lui P pe intervalul [xy, X+ ], presupunand de exemplu ca este punct de

maxim, avem g(x,)=P(x+a)-P(x)>0, g(yvi)=P(yita)-P(y1)<0, deci exista
2 E (X, Xier1) cu g(zi) =0.
Se poate alege orice a€(0, B)NQ.

285



10.19. Daca f(1)=a€R, se aratd imediat ca f(k)=ka, pentru orice kEN,
astfel ca polinomul g=f- a X are o infinitate de radacini in R, de unde concluzia

ca g=0, adica f= o X.

10.20. (i). Avem ca f(a)=[f(a)+a]-a divide f(f(a)+a)-f(a).
(ii). Alegem beZ ald. f(b)#0, £1.Conform cu (i), f(b)|f(b+f(b)), astfel

ca putem alege a=b-+f(b).
(iii). Totul rezulta din (ii).

10.21. Pentru x=0 egalitatea devine —3P(1)=0, deci P(X) este divizibil
cu X-1. Pentru x=3 vom avea 3P(3)=0, deci P(X) este divizibil cu X-3.

Rezultd cd P(X)=(X-1)(X-3)Q(X), cu Q(X)ER[X] si inlocuind in
relatia data pe P(X) si P(X+1) obtinem (X-1)Q(X)=(X-2)Q(X+1).

Pentru x=2, Q(2)=0, deci Q(X) este divizibil cu X-2 si atunci

X P(X)=(X-1)(X-2)(X-3)R(X) cu R(X)eR[X].
Inlocuind in egalitatea din enunt obtinem:

X(X-1)(X-2)(X-3)R(X) =(X-3)X(X-1)(X-2)R(X+1),

deci R(X)=R(X+1), adica R(0)=R(1)=R(2)=...=R(n)=k, keR.
Rezulta céd polinomul de grad n, R este egal cu k.

Deci P=k(X-1)(X-2)(X-3).

10.22. (i). Fie f(X)=(X-1)"-X"+1. Daci o este o radicini a lui X*-X+1
trebuie ca f(a)=0. Cum o’-a+1=0, atunci f(o)=0""-0"+1.

Daci m=6k = f(a)=a'*-0™+1=1%0

Daci m=6k+1 = f(a)=a’-a+1=0

Dacid m=6k+2 = f(o)=-0’-0+1%0

Daca m=6k+3 = f(a)=3+0

Dacid m=6k+4 = f(o)=a’+a+1+0

Dacid m=6k+5 = f(o)=a’-a+1=0.

Valorile cautate ale lui m sunt m=6k+1 si m=6k+5, keN.

(i1). Se procedeazd analog cu punctul (i) si se obtine m=6k+2 si
m=6k+4, keN.
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10.23. Conform teoremei impartirii cu rest avem
f(X)=(X-a)(X-b)q(X)+1(X) cu r(X)=aX+p, a, BER.

Avem f(a)=r(a)=0a+p si f(b)=r(b)=ab+p.
aa+ f = f(a)

Rezolvaind  sistemul de  ecuatii: { obtinem
ab+ = f(b)
P AC NG
a=b . Atunci:
5= af (b) —bf (a)
a-b
Lo S@-fO) . afB)-bf(a)  —f(@X+[(O)X+bf(a)-af(b) _
a->b a-b b—a
_X-a)fd)-X-b)f(a) _fO)-f(a@) \ b(a)=af(b)
b-a b-a b—a

10.24. ,,<’’. Daca f=%[cX2+(2b—c)X+2a] cu a, b, ceZ, atunci

f(n) = %[cnz +(2b-c)n+ 2a]= %[cn(n ~1)+2(bn+a)|= c@wt(bnwta) .

Cum 2|n(n-1), pentru orice n€Z avem f(n)EZ, oricare ar fi n€Z.

,,=". Reciproc, fie f=aX*+bX+c cu a,b,c€Q. Daci f(n)EZ, oricare ar
fi neZ, atunci si f(0), f(1), f(-1)€Z. Dar f(0)=c, f(1)=atb+c, f(-1)=a-b+c.
ky +ky —2¢ ky — ks

sip="1""%2

Deci c€Z, atb+c=k,EZ, a-b+c=k,EZ. Atunci a = 5 5

Notam k;+k,-2¢=m, k;-k,=2n-m. Atunci f = %[mX 2iQn-m)X + 2c], unde m,
n, ceZ.

10.25. Daca f este un c.m.m.d.c. al polinoamelor X"-1 si X"-1 atunci

orice radacind a lui f este radicini a lui X°-1, unde d=(m,n) este c.m.m.d.c. al
numerelor n si m.
Invers, fie f, g doud polinoame; dacd d este un c.m.m.d.c. al lui fsi g,

atunci exista doud polinoame u si v a.l. d=uft+vg. Atunci orice radacina a lui

X leste radicing a lui f, deci f=X"1.

10.26. Fie d=(m,n). Procedand ca la problema 10.25. se obtine cd daca

numerele 7 si 7 sunt ambele impare atunci un c.m.m.d.c. al polinoamelor
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. - . . m n
date este X*+a’, iar daci cel putin unul dintre numerele 7 sau 4 este par, un

c.m.m.d.c. al polinoamelor date este 1.

10.27. Presupunem prin reducere la absurd cad polinomul admite

radacini multiple. Fie o o astfel de riddcind. Atunci cel putin f(a)=1"(a)=0.

Cum f(o)-f' ()= a—' obtinem a=0. Dar f(0)=1, contradictie.
n:

10.28. Se stie ca orice polinom f=ay+a, X+...+a,X" de gradul n>1 cu
coeficienti reali este un produs de polinoame de gradul | sau 2 cu coeficienti
reali, adica poate fi pus sub forma:

f=a,(X —a) (X —a,) " (X2 4 b X o) (X2 b X+,
unde ay, ..., 0, ER §i b7 —4c; <0, ..., b7 —dc, <0.

Aplicand aceasta teorema si tindnd cont de ipoteza, f se poate scrie sub
forma f=g’h, unde h nu are nici o radicini reald. Vom imparti radacinile
complexe ale lui h in doua grupe: radacinile complexe conjugate fac parte din
grupe distincte. Facand produsul factorilor de gradul intdi care corespund
radacinilor fiecarei grupe obtinem polinoamele h;+ih, si  hj-ihy, iar
h=(h,+ihy)(h;-ihy)= A2 + k2 . Deci f=(gh,)*+(gh,)’.

10.29.Fie /=Y a, X' 5i g= Y b,x" .

20 20
Presupunem prin reducere la absurd cd plag, pla,..., plaw sipta, si
p|b05 p|b19"" p|bs—1 Sl p*bs Scriem fg = ZciXi s €y = Zaibj .
i>0 i+j=n

Avem cCpis=aobsta by t.. . tabgtag b .. tabg. Cum p divide

toti termenii in afara lui ab (cdci pfay si ptb,) obtinem p1fg, contradictie.

10.30. Putem scrie f=c(f)-f, g=c(g)-g’ cu f, g'€Z[X] si
c(f)=c(g")=1. Conform problemei 10.29. avem c(f'g")=1. Atunci
fg=c(f)-f"-c(g)-g'=c(f)-c(g)-f'g". Deci c(fg)=c(f)-c(g).

—1+i3
2

10.31. Radacinile polinomului X*+X"+1 se obtin din x" =

23k +1)x ‘isin 2Bk + 1)
3n B 3n

deci x=cos

,k=0,1, ..., n-1.
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m
Este suficient sa avem | cos 2(3k+1)” +isin 2(3k+1)” -1=0, k=0, 1,
3n 3n
..., n-1 si deci coswzl, sinwzo, k=0, 1,..., n-1, adica
n 3n
3h
M:thﬂ,deunde m="
3n 3k+1

Pentru k=0 avem m=3hgn.
Aceasta conditie este necesara si suficientd deoarece:

X" 1= X = (XY 1= (P - 4 x 3D
si X2 1=(X"1)( X*™+X"+1). Deci m este multiplu de 3n.

10.32. Deoarece coeficientul dominant al polinomului este 1, el nu
admite radacini fractionare. Polinomul nu admite nici radacini intregi deoarece

P(k)=k’-k+m=M;s+m; cum m nu este divizibil prin 5 rezulti ci P(k)#Ms,

oricare ar fi k€7 si deci P(k)+0.
Deci P nu are factori de gradul intai.

Presupunem ci P=(X+aX +bX-+c)(X+pX+q).

Identificand coeficientii gasim: p=-a, q=a’-b, c=2ab-a’, a*+1=b(a’+b),
a(2b-a’)(a*-b)=m. Cum m=#0(mod 5) = a#0(mod 5), a’-2bzx0(mod 5),
a’-b#0(mod 5). Cum a’=a(mod 5) si a%0(mod 5) rezultd ¢ a*=1(mod 5) si
deci din a*+1=b(a*+b) rezulti b(a>+b)=2(mod 5). (1)

Din a’-2b#0(mod 5), a*-b#0(mod 5) rezulti ca (a>-2b)(a>-b)%0(mod
5) sau a*-3ba’+2b’=a*+2a’b+2b°#0(mod 5). Cum a‘=1=-4(mod 5) rezulti
—44+2a’b+2b*#0(mod 5), adica b(a’+b)#2(mod 5), ceea ce contrazice relatia
(1). Asadar P este ireductibil in Z[X].

10.33. X*+1 este ireductibil in Z5[X], dar X*+1 =(X+2 )(X+3) in Zs[X].
Al doilea polinom este reductibil si in Z;[X] si in Zs[X]:
Avem XP+X+2 =( X+1)(X*-X+2).

10.34. Z; fiind corp, (ZS*, -) este grup cu patru elemente, deci conform

teoremei lui Lagrange obtinem t'=1, oricare ar fi 0 #tEZs.

Avem f(t)=t*+at+1 =at+2 si evident pentru fiecare a+ 0 polinomul are
radacini in Zs (a= 1,t=3:a=2,t=4 si invers).
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In cazul a= 0, avem f(X)=X*"+1 =(X*+2)(X*+3).

Deci f este tot timpul reductibil.

10.35. Se verificdi usor ci f(0)=g(0)=0, f()=g0)=0 si
J2)=g2)=0.

10.36. (i). Cum p2+p+l =1(mod p), va fi suficient sa determinam restul

= 27 2
impértirii numarului @ = [ J(k* + & +1) lap. Fie a = cos(3j +i sin(3).
k=1

Atunci k*+k+1=(a-k)( & -k) si deci
-1 -1
a= lp_[(a —k)- ]p‘[(a k)= f(a)- f(@) , unde f=(X-1)(X-2)...(X-p+1)EZ[X].
k=1

k=l

Fie g=XP'-1€Z[X], f = (X -1)(X =2)..(X - p-1) si
g=X""-1€Z[X]. Cum fsi g au aceleasi radacini 1, i,...,pA—l in Z,, rezulta
f =g si deci existi h€Z[X] a.i. f=g+p-h. Obtinem:

a=f(a)f(a )=[g(a)+ph()][g( @ )tph(a )]=g(m)g(a )tplg(a)h(a )+g(a )h(a)]+
+p2h(a)h(o7 (gl )+pb+p2b1 unde b=g(a)h(a )+g(a )h(a) si bi=h(a)h(a ).

Cum g si heZ[X], rezulti b=u+va cu u, VEZ. Dar b=b = utva—utva =
v(o-a )=0 =v=0 =>b=uE€Z. Analog b;€Z. Cum g(o)g(a )=(a""-1)(a'-1)=
(@ & ") =2-2Re(o )=2-2 COS[M(];_DJ rezultd

a=2-2 cos(z”(?‘l)j (mod p).

Daca p=1(mod 3) =a=0(mod p).
Daca p=2(mod 3) = a=3(modp).
(ii). X*+X+1 este ireductibil in Z,[X] < X*+X+1 nu are radacini in Z,

p-1
= l_I(k2 +k +1) nu este congruent cu O(mod p) < p=2(mod 3).
k=1

10.37. in conditiile enuntului functia fK—K, f(x)=x"", oricare ar fi

x€K este morfism de corpuri (deci functie injectiva), astfel ca daca pentru x€K

existd yEK ai. y?" =x, atunci y este unic cu acesta proprietate.
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10.38. Se stie cd orice corp finit este comutativ. Fie A multimea din
enunt si m numarul elementelor lui K. Vom arita ca A={2, 3}. Pentru inceput
sd aratam ca 2 si 3 apartin lui A.

Fie M={f=X*+aX+b | a, b€K}. Avem echivalenta f=g < fsi g au
aceleasi radacini. Numarul polinoamelor din M care au radacini egale (de forma
(X-a)*) este m, iar cel al polinoamelor din M care au radacini distincte (de

forma (X-a)(X-b) cu a#b) este C2 = M Deci numarul polinoamelor din

mm—1)  m(m+1)
2
lui M. Rezulta cé existd polinoame din M care nu au radacini in K, iar numarul

lor este @ . Evident 2€A.

M care au radacini in K este m + < m>=numirul elementelor

Fie N={f=X’+aX*+bX+c | a, b, cEK}. Numirul polinoamelor din N

care au o radacina simpla in K (de forma (X-a)h, unde h€M si nu are radacini

m(m

in K este m- T_l) (conform etapei anterioare). Numarul polinoamelor din N

care au trei radacini In K, nu toate distincte se obtine astfel:

i) polinoame cu o riadacina tripli (de forma (X-a)’) in numir de m;

ii) polinoame cu o radicina dubla si una simpla (de forma (X-a)*(X-b)
cu a#b) in numir de 2-C2 = m(m—1). In total avem m+m(m-1)=m” polinoame
cu trei radacini nedistincte in K. Numadrul polinoamelor din N care au trei

< qx s e - N -(m-2 . - .
ridicini distincte in K este C; = % Deci numarul polinoamelor

din N care au radacini in K este
2 3
m-(m—1 mm—-1)(m—-2) 2m’ +m
(m=1), > mm=1m-2) _
6
Deci existd polinoame din N care nu au radacini in K, de unde in final vom

<m®= numirul elementelor din N.

ardta ca pentru orice n>4, rezultd né¢A. Fie n>4. Atunci existd p, €N a.l.
n=2p+3q (dacd n este par = n=2p, iar dacd n este impar = n=2k+1, k=2
=>n=2(k-1)+3). Fie fEM si g€N, polinoame care nu au radacini in K. Atunci
vom lua polinomul h=f"-g’€K[X] de grad 2p+3g=n (dacid q=0 luim h=f" si
p=2). Polinomul h nu are radacini in K si este reductibil in K[X], deci n€A.

10.39. (i). In orice corp comutativ de caracteristica diferiti de 2
functioneaza formula obisnuita de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea. Mai

precis, dacd consideram ecuatia ax’+bx+c=0, cu a, b, c€K, a#0 (K corp
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comutativ cu car(K)#2), aceastd ecuatie are solutii In K daca si numai daca
exista u€K a.i. b>-4ac=u’ si solutiile sale sunt: X, =(-bt u)(2a)'.

Folosind aceste consideratii se obtine ci ecuatia 3x*-4x+1=0 se
comporta astfel in corpurile considerate:

1) in Zs are radicinile x,=1, x,=2;

2) in Z; are radacinile x,=1, x,=35;

3)in Z,; are radacinile x,=1, x,=4;
4)1in Z,; are radicinile x,=1, X,=9 ;
5)in Z,; are radacinile x,=1, x,=6;

6) in Z,, are radacinile x,=1, x,=13;

(ii). Analog, ecuatia x*-x+5=0 are urmitoarea comportare in corpurile
considerate:

1) in Z; are radacinile x,= 2,%=6;
2)in Z,, are radacinile x,= 3, x,=9 ;
3) in Z,; are radacinile x,= 4 , x,=14 ;

A
4) in Z 9 are radicinile x,=x,=10.

10.40. Daca a=0 atunci Q(X)=2P(X) si afirmatia este evidenta.
Fie acum a#0 si y o radacind a polinomului Q. Atunci
Q(y)=P(y+ia)+P(y-ia)=0, deci (1) P(y+ia)=-P(y-ia).
Daca xy, ..., x, sunt cele n radacini reale ale polinomului P, atunci
P(X) =(X-x)(X-X3)...(X-Xn)
si (1) se scrie (y+ia-x;)(y+ia-xp)...(y+a-x,)=—(y-ia-x,)(y-ia-X,)...(y-1a-x,), de
unde obtinem relatia: (2)

ly-(xi-ia)| - |y-(xo-ia) | -... - ly-(xp-ia) | = |y-(xHa) | - |y-(xo i) | .. - [y-(xyHia)
Din (2) se deduce ca numarul y este real.
Intr-adevar, este evident ca polinomul Q are coeficienti reali. Daca

Im(y)#0, obtinem Im(y)>0 sau Im(y)<0.
Sa presupunem de exemplu ca Im(y)>0.

Atunci dacd a>0, notdnd zj=x;*ia, pentru j=1, ..., n, obtinem ca
ly-zj|<ly-z, |, ceea ce contrazice (2). La fel daca a<0, |y-z|>|y-z; |, ceea ce

contrazice de asemenea (2).
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Deci y nu poate fi o radacina complexa cu Im(y)>0. La fel, y nu poate
fi o radacina complexa cu Im(y)<0 deoarece in acest caz y ar fi o radacina

complexa cu Im( y )>0, ceea ce este imposibil.

10.41. Fie k =0y, k,=Ix. In grupul finit —multiplicativ
K*={k2, ks, ..., k,} avem ki’"1 =1g, adicd k' =k, sau inca k' —k, =0, pentru
orice iI€{2, ..., n}.

Dar ultima egalitate este evident satisfacuta si pentru k; =0, a.i. putem

afirma ca polinomul f=X"-X€K[X] are ca radacini pe ky, ks, ..., k.
Corpul K fiind finit, este comutativ (teorema lui Wedderburn). Dar se
stie cd un polinom de grad n cu coeficienti intr-un corp comutativ, care are

uuuuu

vvvvv

coeficienti K, se descompune in factori de gradul intéi in inelul K[X] sub forma

X" —X:ll[(X—ki).

i=1

10.42. Fie a€7Z radicina comuni. Avem relatiile: o’+20’+aa+b=0 si
o’-o*+ba+a=0. Prin scidere obtinem 3o’+(a-b)(a-1)=0.

Cum o=1 nu verificd simultan ecuatiile date avem o#1 si deci

30’ 3 .
b-—a= =3a+)+—— €Z,deci 0-1€{-1, 1, -3, 3}.
a-1 a-1
2a+b=-16
Dacioa-1=1 = a=2 > @t = a, b&Z,;
2b+a=—4

Dacd a-1=-1 = a=0 = a=b=0;

~2a+b=0 =4
Dacao-1=-3 = a=-2 = { at = {a

-2b+a=12 b=-8
4a+b=-96

Dacio-1=3 = =4 = 4 * = a, beZ.
4b+a = —48

10.43. P(1)=apta,+...+ta,=impar. Cum ao, a, sunt impare rezultd ca
a,tay*...+a, =2k+1 (impar), keN.

Presupunem prin reducere la absurd ca exista £ o radacina rationala a
q

lui P(X), p, q€Z*. Cum pla, si q|a, rezultd c¢a p si q sunt impare.
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P(pJ =0 < agp™a;p"q+...+a,,pq  +a,q"=0 si deci
q

agp™rang"+a;(p™ ' q-1)+.. +an (pq™'-1)=-2k-1.
Insé agp"™+a,q" este un numar par.

La fel, p"*q*1, oricare ar fi k€{l, ..., n-1} sunt numere pare,
contradictie.

10.44. Fie P€Q[X]. Avem, in baza teoremei impartirii cu rest,
P(X)=C(X)(X’-2)+aX*+bX+c, a, b, cEQ.

Cum PR/2)=0 avem a4 +pY2+¢=0. )

fnmultind (1) cu /2 obtinem d¥/4 +c¥/2 +2a=0.(2)

Eliminand pe 4 din (1) si (2) avem (b* - ac)i/a =2a% —bc . (3)

2a% —be cQ.
b° —ac

Daci b*-ac#0 atunci obtinem contradictia V2=

Daca b*-ac=0 atunci 2a*-bc=0.

Pentru a=0, (1) devine b3/2 +¢ =0 si deci b=c=0.
2 3

Pentru a=#0, avem c=b— si 24? —b—=0. Rezulta ca, if:ﬁ,
a a a

contradictie cu faptul ca 32 ¢Q si éE(Oz. Deci a=b=c=0 si deci
a
P(X)=C(X)(X*-2).

10.45. Pentru X+1 avem:

Xn+l _1]2 _xr o X2n+2 _2Xn+1 +1
X -1

Con X2n+2 +1_Xn+2 —_x" B
(X -1’ (X -1’

P(X) = [

_ (Xﬂ _1)(Xﬂ+2 _1)

5 =X X X DX A X L+ X +])
(X-D

Identitatea este evident adevarata si pentru X=1.
Deci P este reductibil in Z[X].

10.46. Polinomul P se mai scrie:
P= [(X” —X—2)+X]” CX-2=(X"-X-2)"+C (X" - X =2 X+ .+
+CTN X X -)X"T X X 2= (X" - X -2)Q
unde Q este un polinom cu coeficienti intregi.
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10.47. Conform problemei 10.5., un polinom
f=ap+a X +ay, X*+..+a, X" este inversabil in Z o [X] daca si numai daca

nilpotenti

n

A A A A
are coeficientul a, inversabil in Z e iar coeficientii «, , a,,...,a
inZ ,.
P
2 oxa k k-1 . .
Insd in Z L4 avem o(p)=(p-1)p" elemente inversabile.

Orice element care nu este inversabil este de forma b cu b numar intreg

A\

divizibil prin p; El poate fi scris 5=m-p” , cu 0<m<p si 0<r<k.

Se observd ci un asemenea element este nilpotent (cici p* =0).

Asadar, in inelul Zpk orice element care nu este inversabil este nilpotent, iar

numarul elementelor nilpotente din Z i oste deci p*-o(p*)=p*".

A
Pentru a obtine un polinom f inversabil, de grad<n, putem alege pe a,

A A A
printre cele (p-1)p*" elemente inversabile din Z o iarpe q, , a, ,...,a, printre

cele pk'1 elemente nilpotente din Z Ex
In total avem (p-1)p*"™" ilitati
De exemplu, in inelul Z, avem ca elemente inversabile pe 1 si pe 3, iar

ca elemente nilpotente pe 0 sipe 2.
Asadar numarul polinoamelor inversabile de grad mai mic sau egal cu n

din inelul Z,[X] este 2™".

10.48. Egalitatea (1+2X)1+2X)=1+4X+4X>=1, ne arati ci

polinomul 1+2X este inversabil in inelul Z,[X].

10.49. Cum grad P=3, daca el nu ar fi ireductibil ar avea obligatoriu o
radacina.

ac€/Z5deci ae{ﬁ, 1, 2 }.

Pentrua=0, P=2X>+2X+1 si P(2)=0 deci P este reductibil.

Pentru a=1, P=2X3+1 si P1)=0 deci si in acest caz P este
reductibil.
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Pentru a=2, rezultd P=2X> + X +1 este ireductibil in Z5[X] pentru ca
avem P(0)=1, P()=1, PQ)=1.

10.50. Conform teoremei lui Fermat, x° = 1, pentru orice x ez",.

Daci 4 # 0 atunci existd o~

inversul sau (Z; fiind corp).

Pla =@ +a-a'+5=1+1+5=0. Deci a™' este radicind a lui P,
pentru 4 = 0, deci P este in acest caz reductibil.

Dacad ¢=0 atunci P=X°+5= (X3 + 21)(X3 +§) este reductibil.

10.51. 1) P; este ireductibil in Z,[X], pentru ca fiind de gradul 3 ar
trebui sa aiba cel putin o radacina pentru a fi reductibil, dar P, 0) =1, P (1 =1.

2) P, 0) =1, P, (1) =1, deci P, nu are radacini. Daci P, ar fi reductibil in
Z,[X] el s-ar descompune in produs de doud polinoame de gradul doi
Py =(X2+aX +b)(X*+éX +d),cu a, b, ¢, d €Z,.

Identificand coeficientii obtinem:

a+c=1
d+b+ac=0
ad +bc=0

bd =1

Din ultima relatie rezulti h=d =1 si inlocuind avem {ac=0 |,

imposibil deci P, este ireductibil in Z,[X].

3) B=X +1=(X+D)(X*+2X3+X%+2X+1). Analog cu 2) se
probeazi cd X* +2X° + X2 +2X +1 este ireductibil in Z5[X].

4) Py=X*-1=(X+D(X -DX?+]).

10.52. Sa presupunem prin reducere la absurd cad f este reductibil in
Z[X], adica putem scrie f=(b0+b1X+...+mem)(co+ch+...+cka) cum, k=1 si

m-+k=n. Identificand coeficientii lui f deducem ca:
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ay =byc
al = bocl + b1C0
a, =byc, +bic; + by

()

ap1 = bm—lck + bmck—l

a, =b,c;
Cum pla, iar p*ta, deducem ci p|by si ptcosau plco si ptb.
Sa presupunem de exemplu ci p|by si ptco.
Daca tinem cont de relatiile (*) deducem din aproape in aproape ca
plby, plby, ..., plbysi din ultima relatie din (%) am deducem ca p|a,, absurd.
Analog daci plc, si ptby am deduce ca plcy, plco, ..., plegsi din ultima

relatie din () am deducem cd p|a,, absurd.

10.53. Sub aceasta forma nu putem aplica criteriul lui Eisenstein dar se

vede imediat ca f este ireductibil daca polinomul g(X)=f(X+1) este ireductibil.

X? -1 . <
Cum f(X)= e obtinem ca:
p _
g =& ol +)1() Lo xrm +C XX 4+l =

=X+ CXPTPHCIXPT 4L+ CP T X + p.
. - k . . .
Deoarece p este prim avem cd p|C), , oricare ar fi 1<k<p-1 si deci

conform criteriului lui Eisenstein, g este un polinom ireductibil in Z[X].
10.54. Se aplica problema 10.53. pentru numarul prim p=53.

10.55. Se aplica criteriul lui Eisenstein pentru numarul prim p=3 sau

p=>

10.56. Se aplica criteriul lui Eisenstein pentru numarul prim p.

10.57. Sub aceasta forma nu putem aplica criteriul lui Eisenstein.

Vom arita in schimb cid polinomul g=f(X+1)=(X+1)* +1 este
ireductibil.

Intr-adevir, avem g=X2" + ck x*+2.
g 2
1<k<2" -1
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Vom dovedi ci 2| Cé‘n , oricare ar fi 1<k=<2"-1.

Avem ca Cf, _2'Q@"-D2"-2)..2" —k+1)

k!
Fie 1<k’<k; putem scrie atunci k’=2"r, unde p<n si r este un numar
. 2" -k 2P (2" - 2P — . 2" -k
impar. Deoarece — = (Zp ) = a , atunci este egal cu
7 r

Q" -1)2" =2)..2" - (k-1))
120 (k=1)

catul a doud numere impare. Deci expresia este

n

A < . n A 2 .
catul a doud numere impare. Cum k<2", atunci in catul v apare cel putin un
factor egal cu 2. Deci 2| C}, .

Luénd numarul prim p=2 si aplicand criteriului lui Eisenstein obtinem

cd polinomul g(X) este ireductibil. Aceasta arati ca f= X +1 este un polinom
ireductibil in Z[X].

10.58. Vom proceda ca la problema 10.57.. Pentru a arita ca f este

ireductibil este suficient sa dovedim ca g=f(X+1) este ireductibil.
Intr-adevar, avem
g =(X+D)" +p-1=X"+ ¥ Chxt+i+p-1=
1<k<p"-1
s k k
xXre CLX"+p.
1<k<p"-1
Vom dovedi ca p| C';,‘ , oricare ar fi 1<k<p"-1.
p"(p" =D(p" =2)..(p" —k+1)
k! '
Fie 1<k’<k; putem scrie atunci k’=p'r, unde t<n si (p,r)=1.
pﬂ _k!:pt(pﬂ*t_r) pﬂ*t_

Deoarece m - = se observa ca din conditia ca
p'r r

Avem ca C;‘)n =

n _
(p,r)=1 rezultd cd 1n fractia P

dupa simplificare, numaratorul si

n_ n _ n_ _
(2" D" =2 p" =k =1) s
1-2--(k—1)
simplificare este catul a doud numere naturale in care atdt numitorul cat si

numitorul nu se mai divid cu p. Deci fractia

numaritorul nu se mai divid cu p. Cum k<p", atunci putem scrie k=p°k;, unde
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n—s

p

1
numere naturale in care numaratorul se divide cu p (de fapt cu p™*) si numitorul
nu se divide cu p. Deci p| Cﬁn .

s<n si (p, k;)=1. Deci pT: . Deci numaérul intreg Cl'jn este catul a doua

Aplicand criteriului lui Eisenstein pentru numarul prim p obtinem ca

polinomul g este ireductibil. Aceasta arati ci f= X?" + p—1 este un polinom

ireductibil in Z[X].

10.59. Fie yy=qim+r;, 0<r;<m. Observim ca X"-1=(X-1)P(X).

Apoi, X" =X = XX -+ X%, Cum X"=(X-1)P(X)+1,
obtinem ca X" =A{(X)P(X)+1, unde Ai(X) este un polinom in nedeterminata
X.

Deci QX)=G(X)-P(X)+H( X" + X2 +..+ X™).

not

AsadarP|Q © P| X1 + X2 + .+ X" =H.
Dar cum H=ny+n, X+...#+n,, ; X™" are gradul mai mic sau egal cu gradul
lui P, rezultd ca P|H daca si numai daca existd a€R a.i. H=aP. De aici rezultd

cany=n;=...=Ny.

10.60. Demonstram prin inductie dupd n urmatoarea Propozitie:

Oricare ar fi xy, Xy, ...,x,€[0, 1], oricare ar fi k, 1 <k<n, are loc inegalitatea:
(-DMP(1)-14S1-Sy+.. . +(-1)Sy11=0; (1)

unde P, (X)=(x-x;)...(X-X,) $1 Si(Xy, ..., Xp)= lexz...x, =aq.

Pentru n=1 inegalitatea este evidenta (aici k=1). Presupunem ca

(D [P(1)-148,-Sy.. +(-1)'Sici 120 (%)
si s demonstram ca:
D Pact(D)-14S1 (X1, +vey Xae1)-Sa(X1y vy Xaet) oo D S (X, ey Xpi1)]20,
oricare ar fi k<n+1. Inmultind (*) cu 1-x,,, >0 rezulta:
D TP (X)X )1 (1K 1)-82(1Xn 1)+ (1) @1 (1-X11)] 20

(-1 )k[Pn+1( D)-1+(a+Xp11)-(a2ta X))+ . (-1 )k(ak-l+ak-2xn+l)'(_l)kak—lxn-H] =0, de
unde rezulta ca:
(-1)k[Pn+1(1)-1+Sl(X1, ey Xnﬂ)-Sz(Xl, ey Xn+1)+. LT

+(—1)k+lsk_1(X1, ceey Xn+1)] = A1 Xp+1,

oricare ar fi k<n. Pentru k=n+1 relatia este imediatd din enunt (s-a folosit
relatia Sp(Xy, «.., Xp)=Sk(X1, «-v5 Xn1)FXaSn1 (X1 -+ 05 Xno1))-

299



10.61. in rezolvare vom folosi faptul ca:

a a, as a,
za, @ G . Ay
_ _ 2 n—1
(1) Dy(2)=l|za,, za, a .. a,, —H(al +a,zp a3z +..ta,zy )
k=0
za, zay za, . a

unde ay, a,, ..., a,, z€C, iar z, (kE{0, ..., n-1}) sunt rddacinile de ordinul n ale
numarului z. Intr-adevar, sa notam cu V, determinantul Vandermonde de

ordinul n asociat numerelor z (k€{0, ..., n-1}). Avem:

1 1 1 1
z z z z
> 2 3|
V, =z z{ 2 e Zaa| =Pyl
n-1 n-1 n-1 n-1
Zg Z Z3 Zp-1

Calculand in continuare D,(z)- V, vom deduce formula (1).

Fie P,=Du(2)- V., "i[\ P

_ Avem:
i,j=ln

n
Py =2 dyvy
k=1

_ 2 i—1 i n-1
=20y g ¥ 20y 37 Y20y 4Z5 )t t 2a

i-2
nZ j-1 j-1

_ n n+l n+2 n+i-2 i-1 i n—1
= aanZZAH + an7i+3Z‘i71 + an7i+4zj71 +...+ aanfl + alefl + asz71 + ..+ a,HHz‘H

n—i+3

i— n—i+2
Zig A4z et

_ 1 n—i+l
=253 02 s

n—1 n—1
+a,z; A +ayz et a0z )

il 2 n—1 n—1
=z (a, FAyZ;  F a3z F Ay g2 anzj_l)
2 n—1
=vy(a +ayz;  +azz;  +..+a,z;)
Deci elementele coloanei j din P, se obtin prin inmultirea elementelor

coloanei j din V, cu factorul a; +a,z, , + cz3zjz-_1 +..+a z;?:ll . Deducem astfel ca:

n

n—1
D,(z)-V, :l_[(a1 tayz, +ayzp +..+a,zp )V,
k=0

n-1
< s 2 -1
Cum V,#0, rezulta ca: D,(z) = | | (a; + ayzy +aszi +...+a,zy
k=0

Caz particular z=1. Avem:
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a a, daz .. a

a, a Gy .. a4,
_ _ 2 n-1
D.(D)=la,., a, a .. a,, —l_I(a1 +ayE, +a3E; ot a,EL ),
k=0
a, as a, .. q
2knm . 2km

+isin
n n

P(x)=a,Tax+a;x’+ ...+a,x"" vom obtine ci ecuatiile x™-1=0 si P(x)=0 au cel
putin o radacind comuna daca si numai dacd P(g)-...- P(g,) =0 < D,(1)=0.

& =COS

, k=0,n—1. Conform celor stabilite anterior, cu notatia
1

10.62. Fie s, = lexz...x,- ,1=1, 2, ..., n. Atunci, elementele x;, i=1, 2,
..., n sunt solutii ale ecuatiei:

P(X)=X"—5;) X" 45, X"2 — _+(-)"s, =0.

Cum implicatia de la stdnga la dreapta este banald, sd presupunem ca
numerele s, sy, ..., S, sunt pozitive si sa demonstram ca x, X, ..., X,=>0. Daca,
prin absurd existd i€{1, 2, ..., n} a.l. x;<0, atunci (dacd de exemplu, n este
impar) deducem cd P(x;)<0 < 0<0, absurd. Dacd n este par, obtinem

contradictia P(x;)>0 < 0>0.

10.63. Sa consideram q(x)=(x-x;)(X-Xz). . .(X-Xnr1)-
Observam cd q'(X)=(Xk-X1)- - - (XxXi-1)(XxXpee1) - - - (Xe-Xnr1), k=1, 2,...,
n+1. Atunci relatia din enunt devine:

% P(x;) {0, daca grad(P)<n-1

k=1 q’(xk)
Pentru aceasta, scriem polinomul de interpolare Lagrange pentru

ay, daca grad(P)=n

polinomul x°, cu 0<s<n si avem:
o R Gn))eG)
i=1 q'(x;)

Daca s<n-1, identificind coeficientul lui x" in (1), obtinem:
n+l X"
> —L =0 (0<s<n-1).
izl q'(x;)

n+l n
Daca s=n, procedand la fel deducem ca: z ,(i ) =1.
i=1 q (X;

Fie P(x)=a0xm+a1xm'1+. ..Fa,, cu m=<n. Avand in vedere cele de mai sus
putem scrie:
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0, daca m<n-1
ay, daca m=n

n+1P ) n+l 1 m . m n+l m—k
B S Tt - S S

= d'(x) Tdx) i k=0 i-1 q,(xi)

10.64. Sa presupunem ca existd n+1 numere distincte Xy, ..., X4+ €10,
1,...,p-1} a. 1. P(x;) se divide la p pentru orice i=1, 2, ..., n+1. Folosind formula
din enuntul problemei 10.63. si aducand la acelasi numitor obtinem o relatie de

forma: 4R (x)+..+ 4, P(x, ) =a,- [ [(x;—x;), cu Ay, ..., Ay numere
intregi.
Cum P(xy), ..., P(x,+1) sunt divizibile prin p, rezultd cd membrul drept

al egalitatii anterioare este divizibil prin p. Dar 0<|x;-x;<p, pentru orice

i,j€{1,2,...,nt+1} si, cum p este prim, avem ca pt |x;-x;| si atunci, a, se divide
la p, absurd.

10.65. Rezulta imediat din problema 10.64., considerand P(x)=f"(x), iar
q(x)=f(x).

10.66. Decoarece s;=s,=...=s=0 si s;=1, conform formulelor lui
Newton vom avea S;=S,=...=S¢=0 si cum din ecuatia datd avem:
X[ —xf =0,k=1,...,7, a€N, deducem ci S,=7.

0, pentru i+7Tm

De asemenea, rezultaca S; = ) ,meN.
7, pentru i=Tm

in acest caz, S;=S,4,=7 si S;=0 pentru i€ {1, ..., 20}\{7, 14}.
Atunci pentru suma cerutd avem:

20 o 20 Sy &
=3 ) = z[z Céoxf“x;J 3 i (5 2045 )= 3l (S 5, — San) =
i=0 i=0

=0

20
- 7 14
= Zcéoszoﬂ' i =Cy081387 +C86514 =0.
i=0
Observatie. Am notat s;=x;+...+Xp, ..., $,=X; ... Xy si

Sy =xf +..+xF, keN.

10.67.

n

. +

(D). S, S, = +..+x)(x] +...+x,‘f)=2xip 7 +le-pqu- =S4 +Zx,-pqu-
i1 i#j i
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= zxiprq' =8, 8= Spiq
i#]
Suma din membrul stdng reprezintd un polinom in nedeterminatele
X,...,X, Simetric si omogen de gradul p+q.
(ii). in particular, daci in (i) punem p=q obtinem

zxp p —7-[(Sp)2 -$,,1,1,J€{1, ..., n}.

i#j
(ii1).
n
S, 8,8, =(xf +o+x))f oA xD] +xy) = inpw” + Z)cipwx; +
i=1 i%j
+pr+r H +qu+r Py Z:x’vqu,’C prgir TS pagSr =S pigir +8 08, —
i#j i#j i#j#k
_Sp+q+r+Sq+rSp p+q+r + prqult
i#j#k
= Y Xy =8, 8,8, =8y S, =S Sy =Sy S, +25 0000 s
i#j#k
i,j, ke{l, ..., n}.
In particular, pentm p=q=r avem:
Do xlxlxl = (S )’ =38,, S, +28;5,1,1,j, k{1, ..., n}.
i#j#k
10.68. Conform formulelor demonstrate la problema 10.67. avem
Zx?xf =878, -8 si cum n acest caz S1=X;1+X,+tx3=0,
i#j

=X XotX X3 tXpX3=3, $;=X;X,x3=5, obtinem S,=-6, S;=15, Ss5=-75,
(Szz Slz —2522-6, S3=-3sl+15=-351+15=15, S5=-3S3+582=-75).
Atunci ) x;x} =-90+75=-15.

i#j

10.69. Notez S =X1+X2+X3, 52=X1X2+X1X3+X2X3, S3=X1X7X3 sl considerand
S, =x/' +x; +xj avem:
Sy = x{ +x3 +x; =si — 25, =4-2s,,

S3 = .X'l3 +x§ +x§ :SISZ-5281+353:8-652+353,
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Sy = xi + x5 + x5 =5155-5,8,+858 = 16-125,+653-45,+2 55 +285=2 55 -
-16s,1+8s5+16, si cum S, = x14 +x§1 +x§1 =8, rezulta ca 2322 -16s,18s3+16=8 deci
52 -8s,+4s3+4=0.
De asemenea, S5=51S4-8,S5+53S,=16-8s,-35,583+48;+6 s22 -28,83=
=65, -55,5:-8s,+4s;+16  si cum  Sy=x) +x3+x; =32 rezulti ca
655 -55583-8sy+4s5+16=32, deci 6 5 -55,55-85,+453-16=0.
Trebuie rezolvat sistemul de ecuatii:
653 — 55,5, —8s, + 45, —16=0
{s§ 85, +4s;+4=0
echivalent, dupi eliminarea lui s3, cu sistemul:
53 —85y +4s, +4=0
{85‘2 —4s; —5,5;—8=0
din care, eliminind pe s;, avem:s3 —4s5 +4s, —16=0, care se mai scrie
(s —4)(s3 +4) =0 si vom avea doud cazuri:
1) s,-4=0. Atunci s,=4, s;=3 si prin urmare:
XXy +x3=2
X)Xy + X X3 +Xpx3 =4
X X,%3 =3

sistem a carui rezolvare revine la rezolvarea ecuatiei de gradul trei

1+i11

t-2t*+4t-3=0 ale carei radicini sunt t;=1, thy = .

2
_1+1\/ﬁ
2 b

=il .
2
cum el este simetric In X;, X,, X3 obtinem alte cinci solutii ale sale prin
permutarile acestei solutii.
2) Dacd 55 +4=0 = s,=%2i.

Deci o solutie a sistemului va fi x,=1, x, X5

XXy +x3 =2
Daca s,=21i atunci s;=4i si deci < x;x, +x,x; + x,x3 =2i
X Xyx3 =4
Obtinem ecuatia t*-2t+2it-4i=0, adica (t-2)(t*+2i)=0.
Avem solutiile x; =2, x,= J-2i , X3=— J-2i si permutdrile acestora.
Dacid s,=-2i atunci s;=-4i adica (t-2)(t*-2i)=0 si vom avea solutiile
X1 =2, X,= V2i , X3=— V2i si permutdrile acestora.
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10.70. Demonstram cé P este ireductibil in Z[X].
Presupunem prin absurd ca P=P;-P,, cu P;, P,€Z[X], neconstante.
Deoarece P(x)>0, oricare ar fi x€R, rezultd cd P, si P, nu au radacini reale si

deci pastreazd semn constant pe R; Sa zicem P;, P,>0 (analog, se va rationa
daca P], P2<0).

Vom demonstra ca grad P, = grad P, =n.

Sa presupunem de exemplu ca grad P;<grad P, si deci grad P<n iar
grad P,>n.

Facand x= a, ..., a, avem:
Pl(al)-Pz(a1)=1

Pl(an) -Pz(an)= 1.
Deoarece P,(x)>0 si P»(x)>0 rezulta
Pi(a;)=Py(a;)=1

Pl(an)'PZ(an):l' (1)
Polinomul P;(X)-1 de grad mai mic decat n are n radacini a,, ..., a, deci

este polinomul identic nul. Deci P(x)=1, oricare ar fi x€R, absurd!.
Deci grad P;=grad P,=n si din relatiile (1) deducem ca P(X)-1=

=u(X-a))...(X-a,) si Py(X)-1=p(X-a;)...(X-a,), cu o, BEZ. Din P=PP,
deducem ca

P=ap(X-a,)*...(X-a,) " Ho+P)(X-a))...(X-a,)+1,
de unde op=1 si a+p=0, adicd —o’=1, absurd!.

Demonstram ¢ Q este ireductibil in Z[X].

Se observa ca Q(a;)=-1, oricare ar fiicu 1<i<n.

Presupunem prin reducere la absurd ca Q=Q;-Q,, cu Q;, Q.€Z[X]
neconstante si grad(Q),), grad(Q,)<n=grad(Q).

Cum Q(a;)=-1 rezulta ca Q;(a;)Q,(a;)=-1 deci Q;(a;)=1 si Q,(a;)=-1 sau
Qi(a)=-1 51 Qy(a;))=1 pentruun i€ {1, ..., n}.

in ambele cazuri Q(a)+Q,(a;)=0, oricare ar fi i cu 1<i<n si
grad(Q;+Q,)<n. Cum polinomul Q,+Q, are gradul mai mic decét n si n radacini

obtinem ca Q;+Q,=0. Deci Q,=-Q,.
Putem scrie — 07 (X) =(X-a,)(X-a,)...(X-a,)-1.

Identificind coeficientii lui X" din cei doi membrii obtinem 1=-1,
contradictie, deci Q este ireductibil.
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10.71. Este clar cd (0) si (X"), n€N, sunt ideale ale lui K[[X]]. Se arata
acestea sunt singurele ideale ale sale. Dacd [#(0) este un ideal, atunci fie
ord(T)=min {ord(f)|fEI}. Se demonstreazi ca I=(X"").

10.72. Termenul principal al polinomului f este X, X3

Atunci exponentii termenilor principali ai polinoamelor care vor ramane
dupa eliminarea succesiva a termenilor principali vor fi (4,2,0), (4,1,1), (3,3,0),
(3,2,1) 51 (2,2,2).

Deci f =S7S7 +aS}S; +bS3 +¢5,S,8; +dS7, unde a, b, c, d sunt
numere reale. Determinam acesti coeficienti dand wvalori numerice
nedeterminatelor X, X,, Xj.

X | X | X [ S ]SS5 f
1 1 0] 2 1{10]0
21 -1|-1]101]-3]2]60
1| -2([-2]-3]0([4]0
1| -1|-1]-1]-1f{1]0
4+b=0
Obtinem astfel sistemul de ecuatii: ~27b+Ad =0 de unde
—108a+16d =0
l-a-b+c+d=0
a=-4
=4
c=18
=-27

Prin urmare,
f=(X1-X2)2(X1-X3) (Xo-X3) = S2S2 — 48538, — 483 +18S,5,5; — 2782 .

10.73. Notand X +Xot. X, =S, X Xot+.. X Xe=S,, ...,
X X5... X,=S,, avem
f=(51-2X1)...(S12X0)= 8 =2(X; +..+ X,)S/ —..+ (-2)"S, =
=S/ +45/%8, —85/S; +...+(-2)"S, .
La acelasi rezultat se ajunge si folosind procedeul descris in teorema
fundamentala a polinoamelor simetrice.
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10.74. Avem Z’=Y’X’-(XY-Z2)(YX+Z)E(X’, XY-Z) si deci

ZK[X,Y]S(X?, XY-Z)NK[X,Y].
Reciproc, daca P este un polinom din K[Y,Z] de forma

X2g+(XY—Z)(t0+t1X+t2X2) cu g, t,eK[X)Y,Z] si ty, t;€K[Y,Z] atunci avem
P=X’(gHXY-Z)t;+t,Y)+X(tY-t,Z)-tyZ, de unde rezultd g+(XY-Z)t,+t,Y=0 si
tQY-tIZ:O.

Deci Z|t, si deducem ci P=-t,Z€Z’K[Y,Z].
In concluzie, daci g este compunerea morfismelor de inele

K[Y,Z]—K[X,Y,Z] (incluziunea canonici) si K[X,Y,Z]—K[X,Y,Z]/(X?, XY-Z)
(surjectia canonica) atunci avem Ker(g)zZzK[Y,Z].

Deci g induce o injectie K[Y,Z]/(Z*)—K[X,Y,Z)/(X*,XY-Z) care aplici
K[Y,Z]/(Z*) izomorf pe Im(g).

10.75. Morfismul de inele f:K[X]—K, f(apta;X+...+a,X")=a, este

surjectiv si Ker(f)=(X). Atunci K=K[X]/(X) si K[X]/(X) fiind inel, (X) este
ideal maximal.

10.76. Aplicam teorema fundamentald de izomorfism pentru inele

morfismului de inele @:A[Xq, ..., X,]— A, dat prin ¢(P)=P(ay, ..., a,).

10.77. Fie £:Z[X]—Z[d ] morfismul de Z-algebre dat prin f(X)=/d .
Evident, Ker(f)2(X?-d). Fie PEZ[X] a.i. f(P)=P(J/d )=0 si R(X)=aX+bEZ[X]
restul impartirii lui P(X) la X°-d. Obtinem R(\/g )=0 si rezultd R=0, adica

Ker(f)=(X"-d). Aplicam in continuare prima teorema de izomorfism.

10.78. Aplicam problema 8.39., pentru cazul x=clsX mod (X*+X+2).

Fie surjectia canonicd fy:Zg[X]/(X°+X+2)—Z[X]/(X*+X+2), unde
.- noteaza clasele modulo 4.

Conform problemei 8.39., clasa modulo (X*+X+2) a elementului

X+(X2-X)(1+2X-12X*+8X°)=-X-2 (egalitatea se obtine

inlocuind X* cu -X-2) constituie un element idempotent al inelului
ZX)/(X*+X+2).

La fel, clasa modulo (X*+X+2) a elementului

(X =) +[(X =22 — (X D[+ A= X —B)—12(-X —3)*] =

S (X -2)+(AX +4)(2X -3)=3X+2
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este un element idempotent diferit de 0 si 1 in inelul Zg[X]/(X*+X+2).

10.79. (i). Intr-adevir, daca f(a) este inversabil atunci existd a’€A a.i.

aa’=1+n, unde n€A este un nilpotent. Dar 1+n este inversabil (suma dintre un
element inversabil si unul nilpotent este element inversabil) deci si a este
inversabil.

Reciproc este evident, pentru ca morfismele de inele unitare transporta
elementele inversabile in elemente inversabile.

(i1). Suficienta nu este adevarata.

De exemplu, pentru A=Q[X,Y]/(X*,XY), A’=Q[Y] si f definit prin

AN . .
f(P(X,Y))=P(0,Y), observam ca Y este divizor al lui zero in A dar f(Y) nu
este divizor al lui zero.

In plus, Ker(f)=(X) este format din elemente nilpotente.
Nici necesitatea nu este adevarata.

De exemplu, pentru B=Q[X,Y,Z]/(X>,XY-Z) si g:B—A, definit prin

g(cls P(X,Y,Z))=P(X,Y,0) observam ci g(cls Y)=7Y este divizor al lui zero dar
nu si clsY.

Intr-adeviar, daca (clsY)-(cls(a; X+G(Y)Z+H(Y)))=0, a,€Q si G(Y),
H(Y)eQ[Y] atunci rezulta cls(-a;Z+G(Y)YZ+YH(Y))=0, adica
-1 Z+G(Y)YZ+YH(Y)E(X*, XY-Z)NQ[Y,Z]=(Z%) (vezi problema 10.74.), ceea
ce implica a;=G(Y)=H(Y)=0.

Deci clsY nu este divizor al lui zero (am utilizat faptul ca elementele lui
B pot fi scrise sub forma cls(a, X+G(Y)Z+H(Y)), deoarece XZE(X>,XY-Z) iar
XY apartine lui clsZ).

In plus, Ker(g)=(clsZ), iar clsZ este nilpotent pentru ci Z*€(X*,XY-Z).

(iii). Suficienta este evidenta.

Necesitatea nu este in general valabila.

De exemplu, considerim cazul A=7,[X]/(X*+X-2), A'=Z,[X]/(X*-X),
f:A— A’ fiind morfismul surjectiv indus de morfismul Z,— Z,.

Atunci f( X ) este idempotent desi X nu este idempotent.
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