PREFATA,

Dupa ce in lucrarea [5] am prezentat elementele de baza
ale asa zisei algebre abstracte (multimi ordonate, grupuri, inele,
corpuri, inele de polinoame, elemente de teoria categoriilor) ca o
continuare fireascd a acestora, In lucrarea de fatd se prezinta
anumite elemente de algebra liniara.

Capitolul 1 este dedicat studiului modulelor peste un inel
unitar (in cea mai mare parte presupus comutativ) si in particular
al spatiilor vectoriale. In cadrul acestui capitol o atentie deosebita
este acordatd studiului categoriilor de module (solicitdnd
cititorului anumite notiuni si rezultate prezentate in Capitolul 5
din [5]) precum si modulelor libere de rang finit (in particular
spatiilor vectoriale de dimensiune finitd peste un corp).

Capitolul 2 este dedicat studiului determinantilor si
sistemelor de ecuatii liniare cu coeficienti Intr-un corp comutativ.

Lucrarea se adreseaza in primul rand studentilor de la
facultatile de matematica si informatica (mai ales pentru primii ani
de studiu) putand fi insa utilizatd si de profesorii de matematica
din nvatamantul preuniversitar in cadrul procesului de
perfectionare (anumite paragrafe, in special cele legate de spatiile
vectoriale, sunt utile si studentilor de la invatamantul politehnic).

Aceasta lucrare (ca si [5] - a carei continuare fircasca
este) nu ar fi vazut lumina tiparului fara efortul deosebit depus de
Dana Piciu (care printre altele, a asigurat cea mai mare parte a
dificilelor operatii de tehnoredactare si corecturd); folosesc acest
prilej pentru a-i multumi pentru colaborarea la realizarea atat a
acestei lucrari (cat si a lucrarilor [4,5]), dar mai ales pentru
speranta de a realiza in viitor si alte lucrdri de algebra necesare
invatamantului superior.
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CAPITOLUL 1:
MODULE ST SPATIT VECTORIALE

In cadrul acestui capitol prin A vom desemna un inel unitar
(cand va fi cazul vom preciza daca A este sau nu comutativ).

§1. Modul. Submodul. Calcule intr-un modul.
Operatii cu submodule. Submodul generat de o multime. Laticea
submodulelor unui modul. Sistem de generatori. Elemente liniar
independente (dependente). Module libere. Spatii vectoriale.
Submodul maximal. Modul simplu. Factorizarea unui modul
printr-un submodul. Modul factor.

Definitia 1.1. Vom spune despre un grup abelian (M,+) ci
este A-modul sting (sau modul la stdnga peste A) daca este definita o

operatie algebrica externa pe M, @:AXM—M, ¢(a,x)=ax, pentru

orice acA si x€M a.i. pentru oricare a, b€A si x, yEM sunt
verificate conditiile:

(i) a(x+y)=ax+ay
(ii) (a+b)x = ax+bx
(iii) a(bx)=(ab)x
(iv) 1-x=x

In acest caz, elementele lui A se numesc scalari iar @ se
numeste inmultire cu scalari.
In mod analog se defineste notiunea de A-modul la dreapta: un

grup abelian (M,+) se zice ca este A-modul drept (sau modul la dreapta
peste A ) daca este definitd o inmultire cu scalari, y:MXA—M
y(x,a)=xa, pentru orice a€A si XEM a.i. pentru oricare a, bEA si x,

yEM sunt verificate conditiile:
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(i) (x+y)a=xa+ya
(ii") x(at+b)=xatxb
(iii") (xa)b=x(ab)

(iv") x-1=x.

Faptul ca M este un A-modul la stanga (dreapta) se mai noteaza
si prin AM (My).

Observatia 1.2. 1. Daca A° este inelul opus lui A (adica inelul
in care operatia de adunare coincide cu cea de pe A iar inmultirea de pe

A° se defineste pentru a, bEA prin aob=ba) atunci orice A-modul sting
M devine in mod canonic A°-modul drept (si reciproc), definind pentru

XEM si a€A° inmultirea cu scalari prin xka=ax. De fiecare data noul
modul astfel obtinut se va nota prin M° si se va numi opusul lui M.
Astfel, in cazul in care inelul A este comutativ, cum A coincide cu A°,
notiunile de A-modul la stinga si la dreapta coincid; in acest caz,
despre M vom spune pur si simplu ca este A-modul.

2. In cazul in care inelul A este un corp K, atunci orice K-modul
la stinga (dreapta) M se zice spatiu vectorial la stanga (dreapta) peste
K (sau K-spatiu vectorial). De obicei, in acest caz grupul aditiv abelian
M se noteaza prin V iar elementele lui V se numesc vectori.

In cele ce urmeazi (daci nu mentionim contrariul) prin
A-modul (sau modul daca nu este pericol de confuzie), vom intelege un
A-modul la stinga, (notiunile si rezultatele transpunandu-se direct si
pentru A-modulele la dreapta). Adoptam aceeasi conventie si pentru
K-spatiile vectoriale.

Exemple 1. Inelul A devine in mod canonic A-modul
considerand inmultirea de pe A ca inmultirea cu scalari.
2. Daca (G, +) este grup abelian, atunci G devine in mod

canonic Z-modul definind pentru n€Z si x€G inmultirea ¢ cu scalari



X+...+x pentru n>0
%/_/

n ori

o(n,x) =nx = 0 pentru  n=0

(—x)+...+(—x) pentru n<0
| —

3. Dacd inelul A este in plus si comutativ, atunci inelul A[X] al
polinoamelor intr-o nedeterminatd devine A-modul, definind pentru
acAsi P =agta; X+...+a,X"€A[X] inmultirea cu scalari ¢ prin

o(a, P) = (aap)+(aa;)X+...+(aa,) X"€A[X].

4. Daca A este comutativ, atunci grupul aditiv M;,,(A) al
matricelor de tipul (m, n) (m, n>1) devine i1n mod canonic A-modul
definind inmultirea cu scalari pentru a€A si o matrice (a )E,vim prin

i

a (a i )} < aggm = (a -4, )E’é’: S Mm,n(A).

n

5. Considerand un numar natural n€EN" si grupul aditiv
A"=AX...XA (fatd de adunarea x+y=(Xityji<i<n, CU X=(X;)i<i<n $i
y=(yi)1<i=n€A") atunci A" devine in mod canonic un A-modul definind
inmultirea ¢ cu scalari pentru a€A si x= (xl. )léién €A"  prin
0@, x)=(a x,).., EA".

6. Daca I este un interval de numere reale, atunci multimea

C(I, R)={f: I-R | f este continua}
(care devine grup abelian fatd de adunarea canonicd a functiilor
continue) devine R-spatiu vectorial definind inmultirea ¢ cu scalari
pentru a€R si fI=R prin ¢(a, f): =R, ¢(a, f)(x)=af(x), oricare ar fi
xel

Propozitia 1.3. Daca M este un A-modul, atunci pentru orice

a,b,ap,...,a,EAsiX, Y, Xy, ..., XpnEM avem:
(i) a-0=0-a=0
(ii) (-a)x=a(-x)=-(ax) iar (-a)(-x)=ax
(iii) a(x-y)=ax-ay iar (a-b)x=ax-bx
(iv) (a;+...fay)x=a;x+...+a,x iar a(x;+ ...+ Xy)=ax;+...taxy,



Demonstratie. (i). Din 0+0=0 deducem ca a(0+0)=a-0

<a0+a-0=a-0< a-0=0. Analog deducem si ca 0-a=0.

(i1). Scriind ca a+(-a)=0 deducem ca ax+(-a)x=0-x=0, de unde
(—a)x=-(ax). Analog restul de afirmatii.

(iii). Se tine cont de (ii).

(iv). Se face inductie matematicd dupa m si n.H

Definitia 1.4. Fiind dat un A-modul M, o submultime nevida
M’ a lui M se zice submodul daci M’ este subgrup al grupului aditiv

(M,+) iar restrictia inmultirii cu scalari la M’ fi confera lui M’
structura de A-modul.

Vom nota prin Ly(M) familia submodulelor lui M. in mod
evident, {0} si M fac parte din L,(M). Oricare alt submodul al lui M
diferit de {0} si M se zice propriu. Daca A este un inel comutativ atunci
LA(A)=Id(A). Daca nu este pericol de confuzie, submodulul {0} se mai
noteaza si prin 0 si poartd numele de modulul nul.

Urmatorul rezultat este imediat:

Propozitia 1.5. Daca M este un A-modul, atunci pentru o
submultime nevidd N a lui M urmitoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) NeL.M)

(ii) Pentru orice x, yEN si acA, x-yeN si axeN

(iii) Pentru orice x, yEN si a, b€A , ax+tbyeN.

Propozitia 1.6. Daca (Ni )iel

unui A-modul M, atunci ﬂN{. eLa(M).

este o familie de submodule ale

Demonstratie. Fie N= ﬂ N, six, yEN (adicad x, yEN; pentru orice
iel

i€l) iar a, bEA. Atunci ax+by€N; pentru orice i€l, adica
ax+bye ﬂ N, =N, deci NEL,(M).=

Propozitia 1.6. ne permite sd introducem pentru un A-modul M
si 0 submultime nevida M’ a sa, notiunea de submodul generat de M’ ca
8



fiind cel mai mic submodul al Iui M (fata de relatia de incluziune), ce
contine pe M’. Dacd notam prin (M’) acest submodul avem in mod
evident

M")=(N{NeL,(M)M' < N}.

Propozitia 1.7. Daci M este un A-modul iar M'SM o
submultime nevida a sa, atunci (M')={a,x;+...+a,X, | 2, ...,a,EA, Xj,
e Xn€M’, neN}L

Demonstratie. S notdam prin M"" multimea combinatiilor finite
cu elemente din M’ din partea dreaptd a egalititii din enunt. Se aratad
imediat ca M’ este submodul al lui M ce contine pe M’, de unde
incluziunea (M)SM"”’. Daca alegem N€L,(M) ai. M'SN atunci
M’'SN si cum N este oarecare deducem ca M’ NN=(M’), de unde
egalitatea (M")=M"". m

Observatia 1.8. 1. Dacd (M')=M, elementele lui M’ se zic

generatori pentru M. Dacd M’ este finitd, M se zice A- modul finit
generat sau de tip finit.

2. Daca M'={x} cu x€M, atunci submodulul lui M generat de
multimea {x} se zice principal si conform propozitiei precedente avem:
({x})={ax |[acA} ¥Ax.
3. Multimea ordonatda (L,(M), <) devine in mod canonic latice
completa, unde pentru o familie (N ; )iE , de elemente din L,(M) avem

A N=[N, iar v N=(|JN;); in mod evident aceastd latice este
iel iel
marginita, unde 0={0} iar 1=M.
4. Daca N, PELA(M), atunci
NVP=(NUP)={x+y|XxEN i yEP} EN+P,
iar ({xq, ..., Xp}) =Ax;+...tAX,.

Propozitia 1.9. Pentru orice A-modul M, laticea (L (M), <)
este modulara.



Demonstratie. Trebuie sa aratam cd daca P, Q, REL,(M) si
REP, atunci PA(QVR)=(PAQ)VR<PN(Q+R)=(PNQ)+R.

Cum incluziunea (PNQ)+RSPN(Q+R) este evidentd, fie
xEPN(Q+R). Atunci x€P si x=y+z cu yeQ si z€R. Cum RSP
deducem cid y=x-z€P si cum y€Q avem ca yePNQ, adica
xE(PNQ)+R, deci este adevarata si incluziunea PN(Q+R)S(PNQ)+R,
de unde egalitatea PN(Q+R)=(PNQ)+R. m

Observatia 1.10. 1. In general, laticea (L,(M), S) poate si nu

fie distributiva. Contraexemplul ne este oferit de Z-modulul M=ZxZ
(vezi [2, Exc. 6.16.] 51 [19, p. 77]).

2. Laticea submoduleleor Z-modulului Z (adica laticea idealelor
inelului (Z, +, -)) este distributiva. Intr-adevir, daci avem trei ideale I,
J, K ale inelului Z atunci I=mZ, J=nZ, K=pZ cu m, n, pEN. Se verifica
imediat ca INJ=[m, n]Z iar I+J=(m, n)Z, astfel cd egalitatea

INIVK)=INJ)V(INK) este echivalentd cu [m, (n, p)]=([m, n], [m, p])
iar ultima egalitate este adevarata (vezi [4]).

Definitia 1.11. Fie M un A-modul sting. Vom spune despre
elementele xq, ..., X,€M ca sunt liniar independente peste A daca

avand o combinatie liniara nula a,x;+...+a,x,= 0 cu a,, ..., a,€EA,
deducem ca a;=a,=...=a,=0.

Daca notim F={x,, ..., x,} convenim si notim fapul ci
elementele lui F sunt liniar independente peste A scriind ind ,F.

Daca M’'cM este o submultime oarecare a lui M, vom spune
ci elementele lui M’ sunt liniar independente peste A daci orice
submultime finitdi FSM’'  este formata din elemente liniar
independente peste A (vom nota lucrul acesta scriind ind,M’).

In cazul in care elementele x;, ..., X,€M nu sunt liniar
independente peste A vom spune despre ele cia sunt liniar
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dependente peste A (acest lucru revenind la a spune ca exista a, ...,
a,€A nu toate nule a.i. a;x;+...+a,x,=0) .

Exemple. 1. Daca ne N si M=A" atunci notand cu e; elementele
lui M ce au 1 pe pozitia i si 0 in rest (1<i<n) se deduce imediat ca
elementele e, e, .., €, sunt liniar independente peste A.

2. Fiem, neN"si M=M,,,(A) iar E;; matricea de tip (m,n) ce are
1 pe pozitia (i, j) si 0 In rest (1<i<m, 1<j<n). Se verificd imediat ca
elementele (El-/-)lsigm sunt liniar independente peste A.

1<j<n
3. Daca A este comutativ iar M=A[X], atunci multimea infinita
{1, X, X%, ....} este formata din polinoame liniar independente peste A.

4. Daca neEN si n>2 atunci orice submultime nevidd F a

Z-modulului (Z,, +) este formata din vectori liniar dependenti peste Z.
Intr-adevir, daca F= {JQI,...,XAP} (p<n), atunci

A A A A N

nexto.t+n-x, =nx+..+nx, =0+..+0=0.

Definitia 1.12. Dacd M este un A-modul, o submultime S a
lui M se zice bazd pentru M daca (S)=M si ind,S.

in acest caz, spunem despre A-modulul M ci este liber (in
mod evident M#0).

Din cele prezentate anterior deducem ca A-modulele A" si
Mn(A) (cu m, n>2) sunt libere si au baze finite iar daca inelul A este
comutativ atunci A-modulul A[X] este de asemenea liber, avand insa o
baza infinita.

Tot din cele prezentate mai inainte deducem ca Z-modul (Z,, +)
(n>2) nu este liber.

Teorema 1.13. Fie K un corp arbitrar, V un K-spatiu
vectorial nenul, I, GEV a.. indgl, (G)=V si ICG. Atunci exista o

bazia BSV pentru V ai. ISB<SG.
Demonstratie. Sa remarcam la inceput faptul ca existd
submultimi I §i G ale lui V cu proprietatile din enunt. Intr-adevar, putem

considera in cel mai nefavorabil caz G=V iar [={x} cu x€G, x#0 (caci
V#0).
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Fie F={B<SV|ISBC<G si indgB} (deoarece IEF deducem ca
F#D). Se verifica imediat ca daca (B;) jc; este o familie total ordonata
(fatd de incluziune) de elemente din F, atunci UBi €F, de unde

iel
concluzia ca (F, €) este o multime inductiva. Conform Lemei lui Zorn

existd un element maximal Bo€F. Daca vom demonstra ca (Bg)=V, cum
indgBy, vom deduce cd By este bazi pentru V si teorema este
demonstrata.

Pentru aceasta este suficient sa demonstram ca G<(B,) (caci
atunci am deduce ca V=(G)<(By), de unde (B()=V).
Cum B,<SG, fie xo€G\By. Atunci ISByU{x¢} <G iar datoritd

maximalitdtii lui By deducem ca vectorii din BoU{x,} trebuie si fie

liniar dependenti peste K. Exista deci Ag, A, ..., A, €K nu toti nuli si
D, SR XHEBO a.l. 7\.0X0+ 7\.1X1+...+)\.an:0.

Sa observam cda A¢#0 (cidci in caz contrar, cum indgB, am
deduce ca A=...=A=0, absurd), de wunde deducem «ca

x, = (=44 0 +..+ (=44, )x, adicd xo€(By). Deducem deci ci GE(By)
si astfel (Bg)=V, adica By este o bazd pentru V. B

Tindnd cont de observatia de la inceputul demonstratiei
Teoremei 1.13., deducem imediat urmatorul rezultat:

Corolar 1.14. (i) Daca K este un corp oarecare, atunci orice
K-spatiu vectorial nenul admite cel putin o baza.

(ii) Orice parte I liniar independentid a unui sistem de
generatori G al unui K-spatiu vectorial V poate fi completata cu
elemente din G pina la o bazi a lui V.

(iii) Orice sistem de vectori liniar independenti ai unui
spatiu vectorial poate fi completat pina la o baza a spatiului.

Teorema 1.15. (Teorema schimbului). Fie K un corp
oarecare iar V un K-spatiu vectorial nenul. Daca x, ..., X,€V sunt

liniar independenti peste K iar yj, ..., yn€V un sistem de generatori
pentru V, atunci n<m si exista o reindexare a vectorilor yj, ..., yu
a.l (Xla eees Xny Ynt1s ooy ym)=V°
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Demonstratie. Se face inductie matematica dupa n. Dacd n=1

atunci in mod evident 1<m. Deoarece (yi,...,ym)=V, existd a,...,a,EK
al x;=a;y;+...+anyn ; cum x;#0, existd un scalar a; nenul (sd zicem
a;70). Atunci y, =a,'x, —(a,"az)yz —...—(a,"am )ym , de unde concluzia ca

(X15 Y25+ -5Ym)=V.

Sa presupunem afirmatia adevaratd pentru n-1. Deoarece
X1,...,X, sunt liniar independenti peste K atunci §i xy,...,X,.; sunt liniar
independenti peste K si conform ipotezei de inductie n-1<m §i existad o
reindexare a vectorilor yi, ...,ym a.1. (X1, -5 Xocls Y > Yirls <5 Ym)=V.
Atunci exista bl, ceey bn—l, bn . bn+1, ceey meK a.l. Xn:b1X1+...+bn_1Xn,1+
+boyut. .. Fbmym . (k)

Daca n-1=m atunci x,=b;x;+...+b,. X, ceea ce contrazice faptul

ca vectorii Xj, ..., Xp1, X, sunt liniar independenti peste K. Atunci
n-1<m-1, de unde n<m.

Din (*) deducem ca existd un indice i, n<i<m a.i. b0 (sa
zicem i=n). Atunci din () deducem ca

yn = br:lxn - (br:lbl )xl T (br:lbn—l )xn—] - (b/:]bnﬂ )yn+] T T (b;]bm )ym
ceea ce ne aratd ca (Xi, ..., Xn, Yotl> ---» Ym)=V §i astfel, conform

principiului inductiei matematice teorema este complet demonstrata.®

Corolar 1.16. Fie K un corp oarecare iar V un K-spatiu
vectorial nenul. Atunci oricare doua baze finite ale lui V au acelasi
numar de elemente.

Demonstratie. Daca Bi={xi, ..., Xa} si Bo={y1, ..., Ym} sunt
doua baze ale lui V cu n respectiv m elemente, deoarece in particular
indg{xy, ..., X} $i (¥1, ..., Ym)=V, conform teoremei schimbului avem

n<m. Schimband rolul lui B; cu B, deducem ca si m<n, de unde m=n.m

Teorema 1.17. Fie M un A-modul liber iar ()i $i (fjies
doua baze pentru M. Atunci :
(i) I este infinita daca si numai daca J este infinita

(ii) Daca I si J sunt infinite, atunci |I|=|J| (unde reamintim

ca prin |I| am notat cardinalul lui I).
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Demonstratie. (1). Pentru fiecare i€l exista (a"/', ),-SJ de suport finit

(cu a,€A) al ¢ =) a f ,unde Ci=supp (aj. )‘/_EJ = {j € J|aj. # 0} (care
JeCi
este multime finita).
Sa demonstram cd J= JC; iar pentru aceasta fie jE€J. Deoarece
iel

(ei)ier este baza pentru M, existd b ,b ,..b €A al

i 2

f,=b,e, +..+b e .Deducem imediat ca :

(%) fj=bq[za;‘.}f,}...m,{za;" J

JeCiy JeCiy,

Daca prin absurd, j¢| JC,; atunci cu atit mai mult ;e UC,-A si
iel k=1
deci f; nu se giseste printre elementele (f, )keL”JC' si astfel din (%)
‘p
p=1
deducem ca { f j} U{s }kELnJ c, este 0 multime liniar dependenta, absurd.
p=1
Prin urmare J =|_JC; si atunci este clar ca daca J este infinita atunci cu
iel
necesitate si I este infinitd (deoarece C; este multime finita pentru orice
i€]). Analog deducem ca daca I este infinita atunci si J este infinita.
(ii). Tinand cont de faptul ca J=|JC; si de anumite rezultate
iel

elementare din teoria multimilor (vezi Capitolul 1, paragraful §10)

ole

iel

deducem ca |J| = , de unde

<Y |Ci < xo - |1| = 1| si simetric, |7 < |
iel
[7]=|s|.m

Corolar 1.18. Daca V este un K-spatiu vectorial nenul
atunci oricare doua baze ale lui V au acelasi cardinal.

Observatia 1.19. Ceva mai tirziu vom demonstra un rezultat
asemanator Corolarului 1.16. si pentru module (vezi Teorema 2.5.).

Definitia 1.20. Daca V este un K-spatiu vectorial nenul vom
nota cu dimgV sau [V:K] cardinalul unei baze arbitrare a lui V ce
se va numi dimensiunea lui V peste K.
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Daca dimkV este finitdi vom spune despre V ca este de
dimensiune finitd.

Daca V={0} convenim ca dimxV=0.

Din cele expuse mai 1nainte deducem ca daca K este un corp
oarecare atunci dimgK"=n, dimxM,, ,(K)=mn, (m, n>2) iar dimgK[X]
este infinita.

Dacd pentru nEN notam K, [X]={feK[X]|grad(f)<n}, atunci
dimgK, [X]=n+1 (céci {1, X,..., X"} este o baza a lui K, [X] peste K).

Definitia 1.21. Fie M un A-modul sting. Un submodul
propriu N al lui M se zice maximal daca N este element maximal in
laticea L,(M) a submodulelor lui M (adica pentru orice submodul

propriu N al lui M ai. NEN’, avem N=N’).

Propozitia 1.22. Pentru un A-modul sting M si un submodul
propriu N al lui M urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) N este maximal

(ii) N+Ax =M pentru orice xcM\N
(iii) N+N'=M pentru orice submodul N’ al lui M a.i. N"¢N.
Demonstratie.  (1)=(i1)). Dacd N este maximal, cum

N+Ax=(NU {x}) (conform Observatiei 1.8., 2).) iar N+N+Ax deducem
imediat ca N+Ax=M.

(ii)=(iii). Din N"¢N deducem ca existd x€N’ a.i. x¢N. Atunci
N+Ax = (NU{x})S(NUN’) = N+N’ si cum N+Ax=M deducem ci
MEN+N’, adicd N+N'=M.

(iii)=(i). Presupunem prin absurd cd N nu este maximal; atunci
existda N'SM submodul propriu ai. NEN’ si N#N'. Cum N'¢N ar
trebui ca N+N’=M. Insa N+N’=N’ si astfel ajungem la concluzia falsa
cd N'=M —absurd!. m

Teorema 1.23. Fie M un A-modul sting finit generat. Atunci
orice submodul propriu N al lui M este continut intr-un submodul
maximal.
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Demonstratie. Fie Py multimea submodulelor proprii ale lui M
ce contin pe N (cum N&Py deducem cd Py#0). Sd aratam acum ca

(Pn, <) este o multime inductiv ordonata iar pentru aceasta fie (N;)e; 0
parte total ordonati a lui Py. In mod evident N = J~; este submodul al

iel
lui M ce contine pe N. Daci N nu ar fi propriu (adici N =M), cum M
este finit generat existd un numar finit de generatori X, ..., X, ai lui M si

va exista JEI al. x;, ..., X, €N; de unde ar rezulta ca N;=M, absurd!.

Deci N €Py si este un majorant pentru (N;);c;. Conform Lemei lui
Zorn, Py contine un element maximal No; deducem imediat cd N, este

submodul maximal al lui M ce contine pe N.®

Definitia 1.24. Un A-modul sting M se zice simplu daca M#0
si singurul siu submodul propriu este submodulul nul 0.

Daca M este un A-modul sting si N este un submodul al siau
ce ca A-modul este simplu, atunci N se zice submodul minimal.

Observatia 1.25. Dacd M#0 este un A-modul stang simplu,
atunci existd xEM, x#£0 a.i. M=Ax.
Fie acum M un A-modul stang si NEM un submodul al sau.

Deoarece grupul (M, +) este abelian deducem ca N<M si deci putem
vorbi de grupul aditiv factor M/N (vezi Capitolul 2, §.4).

Reamintim cd M/N={x+N|xeM}, unde x+N={x+y|yEN} iar
operatia de adunare pe M/N se defineste astfel:
(x+N)+(y+N)=(x+y)+N, oricare ar fi x, yEM.

In continuare si-1 organizim pe M/N ca A-modul. Pentru acA
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si XEM definim:
a(x+N)=ax+NEM/N.
Daca mai avem yeEM ali. x+N=y+N, atunci x-yEN si deci

a(x-y)€N, de unde concluzia ca ax+N=ay+N, adicd operatia definita
mai sus este corecta.

Se verificd imediat ca in felul acesta M/N devine A-modul
stang care poartd numele de modulul factor al lui M prin submodulul N.
Spunem de multe ori cd am factorizat modulul M prin submodulul sdu
N.

Dacd N=0 atunci M/N={x+0|xEM}={x|xEM}=M iar daca

N=M, atunci M/M={x+M|xEM}={M} iar cum N este elementul neutru
al grupului aditiv (M/N, +) convenim sd spunem ca M/M este
A-modulul nul (notat de obicei prin 0). Astfel, M/N#0 dacad si numai
dacd N este submodul propriu al lui M (adica N£M).

Observatia 1.26. Aplicatia pn:M—M/N, pn(x)=x+N, oricare ar
fi XEM poartd numele de surjectia canonica; cand nu este pericol de

confuzie in loc de py vom scrie simplu p iar pentru X€M folosim
deseori notatia p(x)==x .
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§2. Morfisme de module. Endomorfisme. Operatii cu
morfisme de module. Imaginea, nucleul, coimaginea si
conucleul unui morfism de module. Categoriile Mod (A) si
Modg(A). Monomorfisme, epimorfisme, izomorfisme de
module. Nucleul si conucleul unei perechi de morfisme.
Teorema fundamentala de izomorfism pentru module.
Consecinte. Siruri exacte de A-module. Functorii h" si hy de
la Modg(A) la Ab. Bimodule. Dualul si bidualul unui modul.

Definitia 2.1. Fie M si N doud A-module stingi. O functie
f:M—N se zice morfism de A-module (stangi) daca

() fix+y)=f(x)+(y)

(ii) f(ax)=af(x), oricare ar fi x, yEM si acA.

Daca M si N sunt A-module drepte atunci (ii) se inlocuieste
cu (i) f(xa)=f(x)a, oricare ar fi x&M si acA.

Morfismele de A-module se mai zic si aplicatii liniare (sau
aplicatii A-liniare, daca este pericol de confuzie).

In continuare ne vom ocupa doar de morfismele de A-module
stangi.

Observatia 2.2. 1. Se verifica imediat ca dacd M si N sunt doua
A-module stangi, atunci :M—N este morfism de A-module daca si

numai daca f(ax+by)=af(x)+bf(y), oricare ar fi x, yEM si a, bEA.
Deoarece in particular f este morfism de grupuri aditive
deducem ca f(0)=0 si f(-x)=-f(x), oricare ar fi xEM.
2. Un morfism de A-module f:M—M se zice endomorfism al
lui M; 1n particular 1y:M—M, Iy(x)=x, oricare ar fi x&€M este
endomorfism al lui M (numit endomorfismul identic al lui M).

3. Daca M este un A-modul stang iar N este un submodul al sau,
se verifica imediat cd surjectia canonicd pn:M—M/N, pn(X)=x+N,

oricare ar fi X€EM este morfism de A-module si in consecintd py se va
numi morfismul surjectiv canonic. De asemenea functia incluziune

inm:N—M, iy m(X)=X, oricare ar fi XEN este morfism de module.
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4. Dacda M si N sunt doud A-module stingi, atunci functia

0:M—N, 0(x)=0, oricare ar fi xEM este morfism de module numit
morfismul nul.

5. Daca 0 este un A-modul nul si M un A-modul arbitrar, atunci
morfismul nul este singurul morfism de module de la 0 1a M ca si de la
Mla 0.

Pentru doud A-module stangi M si N vom nota

Hom,(M, N)={f:M—N]| f este morfism de A-module}
iar pentru f, gEHom(M, N) definim

f+g:M—N prin (f+g)(x)=f(x)+g(x), oricare ar fi xEM.

Propozitia 2.3. (Hom,(M, N), +) este grup abelian.
Demonstratie. Se verifica imediat ca adunarea morfismelor este
asociativa, comutativd si admite morfismul nul 0:M—N ca element

neutru. Pentru feHom (M, N), fie -f:M—N datd prin (—f)(x)=-f(x),
oricare ar fi X€M. Deoarece pentru orice x, YEM si a, bEA avem
(—D(ax+by)=-f(ax+by)=-(af(x)+bf(y))=-af(x)-bi(y)=a(-f(x))+b(-f(y))
deducem ca -fEHom (M, N) si cum f+(-f)=(-f))+f=0 rezulta ca —f este
opusul lui fin Hom,(M, N). &

Propozitia 2.4. Fie M, N, P trei A-module stingi si
feHom,(M, N), ge Hom, (N, P). Atunci gofe Hom,(M, P).

Demonstratie. Intr-adevir, daci x, yEM si a, bEA atunci
(goD(axtby)=g(f(ax+by))=g(af(x)+bf(y))=ag(f(x))+bg(f(y))=a(g o H(x)+
+b(gof)(y), de unde concluzia ca gofeHom(M, P).H

Propozitia 2.5. Fie M, N douid A-module stingi si
feHom (M, N). Atunci:
(i) M eL,(M)=>f (M)eL,(N)

(i) N’ EL,(N)=> ' (N')ELL(M).
Demonstratie. (i). Tinem cont de Propozitia 1.5. iar pentru

aceasta fie x"=f(x), y'=f(y) din f{M") (cu x, yEM’) si a, bEA. Deoarece
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ax'+ay’=af(x)+bf(y)=f(ax+by)ef(M’) (caci axtbyeM’) deducem ca
f(M")ELA(N).
(i1). se probeaza analog cu (i).

Propozitia 2.5. ne permite sd ddm urmatoarea definitie:
Definitia 2.6. Fie M, N doud A-module stingi iar

feHom (M, N). Prin:
i) Imaginea lui f (notata Im(f)) intelegem Im(f)=f(M)

ii) Nucleul lui f (notat Ker(f)) intelegem

Ker(f)=f"(0)={x&M|f(x)=0}
iii) Coimaginea lui f (notatia Coim(f)) intelegem
Coim(f)=N/Im(f).
iv) Conucleul lui f (notat Coker(f)) intelegem
Coker(f)=M/Ker(f)).

Din cele expuse mai sus deducem cd modulele la stinga
(dreapta) peste un inel A formeaza o categorie pe care 0 vom nota prin
Mody(A) ( Mody(A) ) in care obiectele sunt A-modulele la stanga
(dreapta), morfismele sunt morfismele de A-module stangi (drepte) iar
compunerea este compunerea obisnuitd a functiilor.

Pentru anumite chestiuni legate de categorii (definitii,
rezultate de baza, etc) recomandam cititorilor §5.

In continuare vom caracteriza monomorfismele, epimorfismele

si izomorfismele iIn Mody(A).

Teorema 2.7. in categoria Mod(A)

(i) monomorfismele coincid cu morfismele injective
(ii) epimorfismele coincid cu morfismele surjective
(iii) izomorfismele coincid cu morfismele bijective .

Demonstratie. Fie M, N doud A-module si fEHom(M, N).
(1). Sa presupunem la Inceput ca f este ca functie o injectie si sa
demonstrdam cd f este atunci monomorfism in Modg(A) iar pentru

aceasta sa mai alegem P un A-modul sting si g, heHoma(P, M) a.i.

fog=foh. Atunci f(g(x))=f(h(x)), oricare ar fi XEP si cum f este injectie
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deducem ca g(x)=h(x), oricare ar fi x€P, adicd g=h si deci f este
monomorfism in categoria Mod(A).

Reciproc, sa presupunem ca f este monomorfism in Mod(A) si
sd demonstram ca f ca functie este injectie. Daca prin absurd f nu este
injectie, atunci cum f este in particular morfism de grupuri aditive
deducem ca Ker(f)#0. Alegand P=Ker(f) si g, h:P—M, g=0 (morfismul
nul) iar h=ip; (morfismul incluziune de la P la M) avem in mod evident

fog=foh=0 si cum P#0, g#h -absurd (caci am presupus cd f este
monomorfism).

(ii). S& presupunem ca f este ca functie o surjectie si sa
demonstram ca f este epimorfism in Mody(A). Pentru aceasta mai

alegem P un alt A-modul stang si g, heHom,(N, P) a.i. gof=hof. Daca
avem yEN, cum f este surjectie putem scrie y=f(x) cu X€M si din

gof=hof deducem ca g(f(x))=h(f(x)) = g(y)=h(y), de unde g=h, adica
f este epimorfism in categoria Modg(A).

Reciproc, sd presupunem ca f este epimorfism in Modg(A) si sa
demonstram ca f ca functie este surjectie. Dacd prin absurd f nu este
surjectie, atunci Im(f)=f(M)#N si alegdnd P=N/Im(f)=Coim(f) avem ca
P#0. Considerand morfismele g, h:N—P, g=morfismul nul iar h=pyy

avem ca g#h (caci P#0) iar gof=hof=0 -absurd (caci am presupus ca f
este epimorfism).

(iii). Deoarece izomorfismele sunt in particular monomorfisme
si epimorfisme, daca f este izomorfism in Mody(A), atunci f este cu
necesitate injectie si surjectie deci bijectie.

Reciproc, daca f ar fi bijectie, atunci se probeazd imediat ca
g=f "' : N>M este morfism de A-module stdngi si cum gof=1y iar

fog=1y deducem ca f este izomorfism in Mody(A). B

Observatia 2.8. Daca f:M—N este un izomorfism de A-module

stangi vom spune despre M si N ca sunt izomorfe si vom scrie M~N.
Un endomorfism al lui M ce este izomorfism se zice
automorfism al lui M. Notam prin End(M) (respectiv Aut(M)) multimea
endomorfismelor (automorfismelor) lui M. Se verificd imediat prin
calcul ca (End(M), +, o) este inel numit inelul endomorfismelor lui M
(unde a doua lege de compozitie este compunerea endomorfismelor !).

21



Teorema 2.9. Categoria Mod (A) este o categorie cu nuclee si
conuclee de sageata dubla.
Demonstratie.  Fie M, N doua A-module stangi si

f, g€Homa(M, N).
Alegem K={xeM|f(x)=g(x)} si ixm:K—M incluziunea. Se

probeaza imediat ca daca x, yEK si a, bEA atunci axtby€K, adica K
este submodul al lui M.
Sa demonstram acum ca dubletul (K, i)=Ker(f, g). Conditia

foig m=goixm se verifica din felul in care am definit pe K. Daca mai
avem K’ un alt A-modul stang si i":K’—M un morfism de A-module
stangi a.i. foi’=goi’, atunci f(i'(x))=g(i’(x)), oricare ar fi x€K’, adica
i'(x)€K. Se probeazd imediat cd uw:K'—K definit prin u(x)=i'(x),
oricare ar fi x€K’, este unicul morfism de A-module cu proprietatea ca

ix mou=i’, de unde deducem ca intr-adevar (K, i)=Ker(f, g).
Pentru  cazul  conucleului  perechii (f, g), fie

h=f-g€Hom,(M, N), P=N/Im(f-g) si p:N—P epimorfismul canonic. Sa
demonstram la inceput cd pof=pog, iar pentru aceasta fie x€M. Atunci
p(f(x))=p(g(x)) = f(x)-g(x)€Ilm(f-g), ceea ce este adevarat.

Fie acum N’ un alt A-modul stang si p:N—N’ un alt morfism
de A-module a.i. p’of=p’og. Definim v:P—N’ prin v(x+Im(f-g))=p’(x),
oricare ar fi x€N. Daca x, yeN si x+tIm(f-g)=y+Im(f-g), atunci
x-yEIm(f-g), adicd x-y=(f-g)(z) cu z&M. Deducem ca p'(x-y)=

=p'((f-2)(2))=p'(f(2)-2(2))=p '(f(2))-p"(g(2))=0 (deoarece p’of=p’og),
adica v este corect definitd. Se verificd acum imediat cd v este unicul

morfism de A-module cu proprietatea ¢a vop=p’, de unde concluzia ca
(P, p)=Coker(f, g). m

Observatia 2.10. Tinand cont de teorema de mai inainte si de

Definitia 2.6. deducem cd dacd f&Homs(M, N), atunci Ker(f)=
=Ker(f, 0) iar Coker(f)=Coker(f, 0).
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in continuare vom prezenta anumite rezultate cunoscute sub
numele de teoremele de izomorfism pentru module (asemandtoare cu
teoremele de izomorfism pentru grupuri si inele; vezi Capitolele 2, 3).

Teorema 2.11. (Teorema fundamentali de izomorfism). Daca

M si N sunt doua A-module iar f&cHom,(M, N), atunci
M/Ker(f)=Im(f).
Demonstratie.  Definim g M/Ker(f)—Im(f) prin

g(x+Ker(f))=f(x), oricare ar fi x&€M. Daca x, yeEM si

x+Ker(f)=y+Ker(f), atunci x-yeKer(f), deci f(x)=f(y), adicd g este
corect definitd. Se verifici imediat cd g este morfism bijectiv de

A-module, de unde concluzia din enunt. B

Corolar 2.12. Daca fcHom,(M, N) este surjectie atunci
M/Ker(f)=N.

Corolar 2.13. (Noether) Daca N si P sunt doua submodule ale
modulului M, atunci (N+P)/N=P/(PNN) .

Demonstratie. Fie f:P—(N+P)/N, f(x)=x+N, oricare ar fi x€P.
Se verifica imediat cd f este morfism surjectiv de A-module iar

Ker(f)=PNN. Conform Corolarului 2.12.,
P/Ker(f)=(N+P)/N<P/PNN=(N+P)/N.®

Corolar 2.14. (Noether) Daca N si P sunt douii submodule

ale modulului M a.i. NS P atunci (M/N)/(P/N)=M/P.
Demonstratie. Fie :M/N—M/P, f(x+N)=x+P, oricare ar fi

xEM. Dacd mai avem yEM, din x+N=y+N = x-yeENCP = x-yeP =

= x+P=y+P, deci f este corect definitd. Se probeaza imediat ca f este
morfism surjectiv de A-module iar Ker(f)=P/N, astfel ca totul rezulta

din Corolarul 2.12. m

Observatia 2.15. 1. in anumite cirti de matematica, Corolarele
2.13. si 2.14. sunt numite alaturi de Teorema fundamentala de
izomorfism 2.11. ca fiind ,,feoremele de izomorfism pentru module”.

2. Teorema 2.11. se mai poate formula si astfel:
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Daca M si N sunt doua A-module, atunci exista un unic
izomorfism de A-module u:Coim(f)=M/Ker(f)—Im(f) a.i. diagrama de
mai jos sa fie comutativa, adica f = iy nOU°Pkers (Unde reamintim ca

Pkerp €Ste epimorfismul canonic iar iy, v €ste morfismul incluziune de
la Im(f) la N).

f
M —> N

pKer(f)\l/ /I\ iIm(f),N

Coim(f)—> Im(f)
u

Fie M, N doua A-module, f:M—N un morfism de A-module,
X=(x7)ie1SM s1 Y=(y)ie1 €N a.l. f(x;)=y; pentru orice i€l.

Propozitia 2.16. (i) Daca ind,X si f este monomorfism,
atunci ind, Y

(ii) Daca ind,Y, atunci ind,X

(iii) Daca M=(X) si f este epimorfism, atunci N=(Y)

(iv) Daca N=(Y), atunci f este epimorfism

(v) Daca f este izomorfism, atunci X este baza a lui M daca si
numai daca Y este baza a lui N.

Demonstratie. (i). Fie I'CI finitd a.i. Za[yi =0 cu aEA,

iel

il il iel

pentru i€l’. Atunci f(z a,,x,,j = Zaif(x[ )= Zaiy[ =0 sicum feste ca

functie o injectie deducem ca Za[xi =0. Cum ind,X deducem ca a;=0
iel’
pentru orice i€l’, adica ind,Y.
(i1). Analog ca la (i).
(ii1). Fie yeN. Cum f este epimorfism, existd x€M a.i. f(x)=y.
Deoarece M=(X), exista I'<I finita a.i. X:Zaix[ cu a;EA, pentru i€l’.

iel’

Atunci y=f(x)= Z af(x,)= Z a,y, , de unde concluzia ca N=(Y).

iel’ iel’
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(iv). Daca yeN, atunci cum N=(Y) existd I'cI finita a..

y= Zai v, cu ;€A. Cum y=f(x;) obtinem ca y= /] (Z a,.x,} , adica f este

surjectie.
(v). Rezulta imediat din (i)-(iv). W

Corolar 2.17. Un A-modul izomorf cu un A-modul liber este
liber.
Demonstratie. Fie M si N doua A-module izomorfe, cu M liber.

Deci exista f:M—N un izomorfism de A-module, astfel ca daca X<SM,
X=(x;)iereste o0 bazd a lui M, Y=(f(x;))ie1 este o baza a lui N (conform
Propozitiei 2.16.). &

Corolar 2.18. Fie M un A-modul iar LEM un submodul al
sau. Atunci:

(i) Daca M este finit generat atunci si M/L este finit generat

(ii) Daca L si M/L sunt finit generate rezulta ca si M este
finit generat.

Demonstratie. (1). Dacd consideram epimorfismuul canonic p:
M—M/L, totul rezulta din Propozitia 2.16., (iii).

(ii). Sa presupunem cd ({ey,...,.eq})=L si ({x,,....x, })=M/L
(unde xy,...,x,€EM iar pentru xX€M am notat X =p(x)).

Daca x€M, atunci existd a,,...,a,€A ai X=a,X, +...4+a X, =

x-(a;x;+...tax,)EL astfel ca exista by,...,b,€A al. x=a;x;+...Fa, Xt

+bie+...+bye,, de unde concluzia cd M=({x,...,Xm,e1,...,€n}). B

Teorema 2.19. (Proprietatea de universalitate a modulelor
libere).

Fie M un A-modul liber de baza X=(e;);c;=M. Pentru orice
A-modul N si orice familie Y=(y;)ic; de elemente din N exista un unic

morfism feHom,(M, N) a.i. f(e;))=y; pentru orice i€l (altfel zis,
orice functie f:X—N se extinde in mod unic la un morfism de A-

module f':M—N).

25



Demonstratie. Daca xEM, atunci x=Za.e. unde a;€A sunt

PP
iel

unic determinati si aproape toti nuli. Definim f:M—N prin
def
f(x)=Y ay, si se verificd imediat cd fEHom,(M, N) iar f(e)=y;
iel
pentru orice i€l. Daca mai avem gEHom(M, N) a.i. g(e)=y; pentru
orice i€l, atunci pentru orice XEM, X:Za[e[ avem

)= agle) = Y asle)= /). de unde g, m
Teorema 2.20. (a defectului) Fie V si W doua K-spatii

vectoriale de dimensiuni finite iar fEHomg(V, W). Atunci:
dimgKer(f)+dimgIm(f)=dimgV.

Demonstratie. Fie (vi);<i<n baza pentru Ker(f) iar (w;j);<j<m baza
pentru Im(f). Alegem (v;")1<i<m CV a.i. f(v;")=w; pentru orice 1<j<m.

Vom demonstra ca B={vy,...,v,, v{’, ...,vy'} este 0 bazid pentru
V si astfel teorema va fi demonstrata.
Sa aratam la inceput indgB iar pentru aceasta fie ai,...,0,

Bi,...pnEK al  oyvit...tove BV BV =0. Deducem ca

o f(vi)+. Ao f(vo) B (v )+ A Bnf(vi )=0 sau Bywit...+Baw,=0, de
unde B;=...=p,=0.

Atunci oyvi+...+0,v,=0, de unde si a,= ...=a,=0.

Pentru a arata ca B este si sistem de generatori pentru V (adica

(B)=V), fie x€V. Atunci f(x)E€Im(f) si deci exista By,...,pnEK a.l
) =BiWi+ . ABaWarmPr (V1 V- .+ Bl (v y=E(Brv1 +...+Beve), de unde
concluzia ca x-(Bvi'+...+Buvm ) EKer(f), adicd existd a,,...,0,€K a.l.
X-(Bivi . A BV ) =0Vt A0V S X=0 Vit oV Biv A B Vi

Corolar 2.21. Fie V un K spatiu vectorial de dimensiune
finita jar V'CV  un subspatiu al lui V. Atunci
dimgV=dimgV’+dimg(V/V’).
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Demonstratie. Dacd p:V—oW=V/V' este epimorfismul
canonic, atunci Ker(p)=V’, Im(p)=V/V’ si totul rezultd din Teorema
2.20. m

Fie M un A-modul si xEM. Notdm Ann,(x)={a€A |ax=0}.

Propozitia 2.22. Pentru orice x€M, Ann,(x)CA este ideal la
stanga al lui A.

Demonstratie. Dacd a, bEAnn,(x), atunci ax=bx=0 si cum
(a-b)x=ax-bx=0 deducem cd a-b€Ann,(x). Dacd a€Ann,(x) si cEA
atunci ax=0 deci si (ca)x=0, adicdi ca€Anns(x), de unde concluzia

ceruta. ®

Corolar 2.23. Daci notim Ann,(M)= () Ann,(x), atunci
xeM

Anny (M) este ideal bilateral al lui A.
Demonstratie. Cum Anna(M) este intersectie de ideale la stanga
ale Iui A deducem ca Ann,(M) este ideal la stinga al lui A. Daca

a€Ann,(M) si c€A, atunci (ac)M=a(cM)SaM=0, adica acEAnn,(M)
si deci Anna(M) este si ideal la dreapta, adica este bilateral. B

Sa consideram M un A-modul, ISA, un ideal bilateral a.i.

ISAnn,(M) si 4 =A/I. Pentru a€ A notim a =a+1.

Lema 2.24. Aplicatia ¢: 4 xXM—M, ¢(a, x)=ax este corect
definita si confera grupului abelian subiacent A-modulului M o
structurd de A4 -modul. Mai mult, submodulele lui M ca 4 -modul
coincid cu submodulele lui M ca A-modul.

Demonstratie.  Dacdi a, b€A ai a=b, atunci
a-b€lS Anns(M), deci (a-b)x=0 pentru orice xEM, adica ax=bx, si deci

¢ este corect definita. Restul afirmatiilor se probeaza imediat. B

Teorema 2.25. Fie A un inel comutativ unitar cu 0#1 si L un
A-modul liber ce admite o baza finita. Atunci toate bazele lui L sunt
finite si admit acelasi numar de elemente.
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Demonstratie. Fie MM un ideal maximal (vezi Capitolul 3, §10)
iar ML multimea combinatiilor liniare finite ale elementelor din L cu
scalari din M (adica ML={a;x,+...+a,X,| a,...,a,EM si Xi,...,.X,EL}).

Se deduce imediat ca ML este un A-submodul al lui L si fie
V=L/ML. Cum K=A/M este corp (vezi Capitolul 3, §10) si

M<SAnn,(V), tindnd cont de Lema 2.24., deducem cd V devine in mod
canonic K-spatiu vectorial. Vom nota pentru a€A prin a imaginea lui a

prin epimorfismul canonic A—A/ML=K iar prin p:L—V=L/ML celalalt
epimorfism canonic.

Fie B={ey,....,e,} €L o baza finitd a lui L (ce existd conform
enuntului).
Este suficient si demonstram cd p(B)={p(e),...,p(e.)} este o
bazd a lui V ca spatiu vectorial peste K (vezi Corolarul 1.18.).
Cum p este epimorfism, conform Propozitiei 2.16., deducem ca
p(B) este un sistem de generatori ai lui V.
Mai avem de demonstrat indgp(B) iar pentru aceasta fie

a,,...a, €K (aj,...,a,€A) ai. aple)+..+a,ple,)=p(0). Obtinem ci

aip(e))t...tap(e,)=p(0) =p(aiert...+ae,)=p(0), adica
aet+...ta,e,€ML, deci existd m;,....m,EM a.l. Zaiei =>» me,, de
iel iel

unde deducem ci a=m;EM, 1<i<n, deci z =0, 1<i<n, adici

indgp(B). B

Definitia 2.26. Spunem ca un A-modul liber L este de rang
finit daca admite o baza finita si are proprietatea de invarianta a
numarului elementelor bazei, numar ce se noteaza prin rang,L.
Conform Teoremei 2.25., daca A este inel unitar comutativ cu 0#1,
atunci orice A-modul liber ce admite o baza finitd se bucurd de
proprietatea de invarianti a numérului de elemente din acea baza.

Definitia 2.27. Un sir de morfisme si A-module (finit sau
infinit):
(1) Ml pil \Mz 2 Jiz1 \M,- Ji Jn-1 ‘Mn....
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se numeste sir exact de module daca Im(f;_|)=Ker(f;) pentru orice i>2
in cazul in care sirul (1) este infinit si pentru orice 2<i<n in cazul in
care sirul (1) este finit si de lungime n (n>2).
Spunem ca sirul (1) este exact in M; daca Im(f)=Ker(f)

(1<i<n).

Sa observam cd dacd M si N sunt doud A-module stangi iar
feHomu(M, N) atunci

i) Sirul 0——> M —L—> N este exact <> f este monomorfism

i1) Sirul M ——> N——0 este exact < f este epimorfism

iii) Sirul 0 M—L>N >0 este exact < f este izomorfism.

Un sir exact de A-module 0 sM'—L>M —=>M" 0 se

numeste sir exact scurt sau o extensie a lui M’ prin M ",

Exemple. 1. Daca feHom,(M, N) atunci sirul:
0—— Ker(f)—— M —L—- N —— Coker(f)——0
unde i=incluziunea iar p=epimorfismul canonic este un g§ir exact.

2. Daca M este un A-modul iar NEM un submodul al sau, atunci
sirul:

0 N—>M—L5M/N 0
unde i=incluziunea iar p=epimorfismul canonic este exemplul clasic de
sir exact scurt.

Propozitia 2.28. (Lema celor cinci morfisme).
In Mod,(A) consideram diagrama comutativa

M~ M, —L s M, B 5M, L5 M,

h] 1’12 h3 h4 h5

N g1 N 82 ]\]3 g3 N ]\]4 84 N

1 2

cu liniile siruri exacte.
Daca
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(i) Coker(h,)=0, Ker(h,)=0, Ker(h,)=0, atunci Ker(h;)=0
(ii) Coker(hy)=0, Coker(hy))=0, Ker(hs)=0, atunci
Coker(h;)=0.

Demonstratie. (1). Fie XEM; a.l. h3(x)=0 si sd demonstram ca
x=0. Avem ca (g30h3)(x)=g3(hs(x))=g3(0)=0 si cum
hyofy=gsoh;=hy(f3(x))=0 = fi(x)€Ker(hy)=0 =f;(x)=0 = x€Ker(f;)=
=Im(f,) = x=f(x") cu x’€M,. Cum gyohy=hsof, = gy(hy(x"))=
=hy(f(x"))=hs(x)=0 = hy(x")EKer(gr)=Im(gy), deci hy(x")=gi(y) cu
yEN,. Cum h, este surjectie (caci Coker(h;)=0), y=h,(x"") cu x"’eM,.
Astfel, hy(x")=g;(h;(x""))=h,(f;(x"")), de unde x'=fi(x""). Dar atunci
x=f,(x")=f(f;(x""))=0, de unde x=0.

Analog se verifica si (ii).

Lema 2.29. in Mod,(A) considerim diagrama comutativi:

M—L 5N

|

M —L 5N’

Atunci exista si sunt unice morfismele u’ si v’ a.i. diagrama:

0—> Ker(f)—— M —— N—-Coker(f)—0

P

0—— Ker(f')——>M'—> N'—Coker(f')—>0

si fie comutativa, unde i, i’ sunt incluziunile canonice iar p, p’ sunt
epimorfismele canonice.
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Demonstratie. Daca x€Ker(f), atunci f'(u(x))=v(f(x))=v(0)=0,
adica u(x)€Ker(f") si astfel u” se va defini prin u’(x)=u(x), pentru orice
x€Ker(f). Dacad y+Im(f)eCoker(f), definim v'(y+Im(f))=v(y)+Im(f") si
cum v(Im(f)) SIm(f") deducem ca si v’ este bine definita.

Se verificd acum imediat ¢d u’si v’ sunt morfismele cautate. B

Propozitia 2.30. (Lema serpentinei). in  Mod,(A)
consideram diagrama comutativa:

M' I M g \M” >0

R

0 N'—L>5>N—£5N"

Atunci existi un morfism h:Ker(u'')—>Coker(u’) adf. sirul
Ker(u')—L— Ker(u)——s Ker(u")—— Coker(u')—L— Coker(u)—E— Coker(u")

este exact, unde f, g, /', g sunt morfismele descrise in Lema 2.18.

Demonstratie. Daca x''€Ker(u’’), atunci existi x€M a.i.
g(x)=x"". Atunci 0=u"'(x"")=u’’(g(x))=g'(u(x)), de unde rezulta ca
u(x)eKer(g )=Im(f'), adicd existda y’€N’ a.i. u(x)=f(y’). Definim

h:Ker(u")—Coker(u’) prin h(x"")=y’+Im(u’) si sd aratim cd h este
corect definita.

Fie deci x;€M cu g(x;)=x""si y,’€N’cu u(x))=f'(y;"). Cum
g(x))=g(x) = x-x,€Ker(g)=Im(f), deci existd x'eM” a.i. x-x,=f(x").

Deci u(x) = u(xH(x')) = £y, i) = £y, )+ (' (x)) = =
f'(y,"+u’(x")), de unde f'(y")=f"(y,"+u’'(x")) si deci y'=y,+u’(x"), adica

y’+Im(u’)=y,+Im(u’), de unde concluzia cd h este corect definitd. Se
verifcd acum imediat cd h este morfism Tn Mod,(A) si are proprietatea

din enunt. |
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Fie Me&Mody(A) fixat. Pentru N&Mody(A) definim
h"(N)=Hom,(M, N); conform Propozitiei 2.3., h™(N) impreuni cu
adunarea morfismelor devine grup abelian. Deci, dacd notdm cu Ab
categoria ale carei obiecte sunt grupurile abeliene iar morfismele sunt

morfismele de grupuri, atunci h™(N)EAb.

Sa mai consideram PEMod(A) si fEHom,(N, P).

Definim h™(f):h™(N)—h"(P) prin h™(f)(a)=foa, oricare ar fi
ach"(N).

Deoarece pentru oricare a, BERV(N),

WM (6)(a+p)=fo (a+p)=foa+fop=h™(f)(a)+h™(f)(B) deducem ca h"(f) este
morfism in Ab.

Lema 2.31. h™:Mod  (A)—Ab este un functor covariant.

Demonstratie.  Daca avem N, P, Q&Mody(A) cum

hM(1y)(a)=1yoa=a, oricare ar fi a€h™(M) deducem ca hM(lM):th(M)

iar din hM(fog)(a)=(fog)oa=fo(goa)=(h™(f)oh™(g))(et), oricare ar fi
fEHom(N, P), g€Hom,(P, Q) si o€h“(N) deducem ci
h"(fog)=h™(f)oh™(g), adicd h™ este functor covariant de la Mod,(A) la
Ab.H

Observatia 2.32. Analog se probeaza ca hy:Mody(A)—Ab
definit prin hy(N)=Homu(N, M) oricare ar fi NEMod(A) iar pentru
PeMody(A) si feHom(N, P)  hy(f):hyu(P)—hu(N)  hy(f)(a)=acof,

oricare ar fi a€hy(P) este functor contravariant de la Mod,(A) la Ab.

Propozitia 2.33. Pentru orice M&Mod,(A), functorul h™
duce monomorfisme in monomorfisme iar hy; duce epimorfisme in
monomorfisme.

Demonstratie. Reamintim cd n Capitolul 2 se probeaza ca in
Ab monomorfismele coincid cu morfismele injective de grupuri,
epimorfismele cu morfismele surjective de grupuri iar caracterizarea
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monomorfismelor si epimorfismelor In Mody(A) este datd de Teorema
2.7.

Fie f€Homs(N, P) un monomorfism in Modg(A) si
WM (©):h"(N)—hM(P). Sa alegem ach™(N) a.i. h™(f)(a)=0 si sa probam
cd 0=0. Avem ca foo=0, adica f(a(x))=0, oricare ar fi x€M. Cum f este

monomorfism deducem cd a(x)=0, oricare ar fi x€M, adicd 0=0, deci
h"(f) este monomorfism in Ab.

Fie acum feHoma(N, P) un epimorfism 1n Mody(A) si sa
probam ca  hy(f):hy(P)—hy(N) este monomorfism in Ab.

Pentru aceasta fie a€hy(P) a.i. hy(f)(a)=0<> 0o f=0.

N—L>pP——>0

‘"

M
Daca yeP, cum am presupus ca f este epimorfism Tn Mod(A),

existd XxEN a.d. y=f(x). Atunci a(y)=a(f(x))=(acf)(x) si cum y este

oarecare deducem ca 0=0, adica hy(f) este monomorfism in Ab. B

In continuare prezentim un rezultat care ne arati cum
,.transporta” functorii h™ si hy sirurile exacte din Mod,(A) in Ab.

Propozitia 2.34. Fie MEMod,(A)
(i) Daca 0 N — 5N 5N" este un sir exact in
Mod(A), atunci sirul
1) 00— " (N') s g (N)—2d 5 5 (N") este exact

in Ab.
(ii) Daca pP—LspL 5p" >0 este un sir exact in
Mod(A), atunci sirul
2) 0—h,(P")—L)sp (P)—)sp (P') este exact in
Ab.

Demonstratie. (i). Deoarece g’ este monomorfism in Mod,(A),
conform Propozitiei 2.2., h™(g’) este monomorfism in Ab, astfel ci sirul

(1) este exact in h™(N’). Pentru a proba ci sirul (1) este exact mai avem
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de probat exactitatea sa in h™(N) si anume ca Ker(h(g’"))=Im(h"(g")).
Deoarece  g'’og’=0  deducem ci  h™(g’")oh™(g)=0, adica
Im(h™(g"))=Ker(h™(g’")). Pentru cealalt incluziune fie a€Ker(h“(g’"))
adica h™(g"")(0)=0<>g’’00=0. Trebuie si construim PEhM(N’) a.i.
a=h"(g")(B) = a=g’op.

Fie x€M; atunci g’’(0(x))=0, de unde a(x)EKer(g'")=Im(g"),
deci existd un unic x" €N’ a.l. a(x)=g’(x") (caci g’ este monomorfism in

Mod,(A)). Definim atunci B:M—N’ prin B(x)=x" si se probeaza imediat
ca P este morfismul de A-module cautat. Avem deci egalitatea

Ker(h™(g’"))=Im(h™(g")), adica sirul (1) este exact.

(i1). Se probeaza analog ca (i). B
Sa presupunem ca in afara inelului A mai avem un inel unitar B.

Definitia 2.35. Spunem despre grupul abelian aditiv M ca
este (A; B)-bimodul daca M este A-modul stang si B-modul

drept si in plus (ax)b=a(xb) pentru orice x&M, acA si b&B.
Prin notatia ,Mp vom consemna faptul ca M este
(A; B)-bimodul.

Exemple 1. Orice modul M peste un inel comutativ A este un
(A; A)-bimodul.

2. Daca f:A—B este un morfism de inele unitare, atunci (B, +)
devine in mod canonic (A; B)-bimodul unde structura de A-modul sting

se obtine definind pentru XxE€B si a€A, a-x= f(a)-x.

in particular considerand f=1, deducem ca orice inel A are
structura canonica de (A; A)-bimodul.

3. Daca M este un A-modul drept atunci definind pentru x€M si
feEndy(M)=B f-x=f(x), M devine astfel un (B; A)-bimodul.
Sa consideram acum M un A-modul la stinga iar N un
(A; B)-bimodul si grupul abelian Homs(M, N) (ignorand structura de
B-modul la dreapta a lui N).
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Definind pentru fEHoma(M, N) si beB, fb:M—N prin

(fb)(x)=1(x)-b oricare ar fi XxEM, atunci se verifica usor ca in felul
acesta Homa(M, N) devine B-modul la dreapta.

Mai mult, daca fM—M’ este un morfism in categoria Mod,(A)
atunci  hy(f):hy(M)—hy(M)  prin  hy(f)(@)=oof pentru orice
aEhy(M)=Hom,(M’, N) este un morfism in Modq(B).

Astfel, obtinem functorul contravariant hy:Mod(A)—Mody(B).
Analog, dacd M este un B-modul la dreapta si N este un
(A;  B)-bimodul, atunci obtinem functorul = contravariant

hy:Mody(B)—Mody(A), pe cand dacd M este un (A; B)-bimodul si N
este un A-modul stidng, atunci avem functorul covariant

h™:Mod(A)—Mod(B).
Daca M este un (A; B)-bimodul si N este un B-modul Ia

dreapta, atunci avem functorul covariant h™:Mody(B)—Modg(A).

Definitia 2.36. Dacd M este un A-modul la stinga prin
dualul lui M intelegem A-modulul la dreapta h,(M)=

=Hom,(M, A)¥M’. Elementele lui M" se numesc forme liniare pe
M.

Din cele stabilite mai inainte, pentru fEM" si a€A avem
f-a€M’, unde pentru x€M, (f-a)(x)=f(x)-a.

Daca fM—N este un morfism din Modg(A), atunci
hy(H):N"—M" definit prin ha(f)(a)=aof pentru orice a€EN" este un
morfism in Mod4(A).

Convenim si notim 'f=h,(f) si si-l numim pe 'f ca fiind
transpusul lui f.

Observatia 2.37. Se probeazd imediat cad daca M, N,
PEMody(A) si f, geHomx(M, N), atunci ‘(f+g)="f+'g i ‘1,, =1,,. iar
dacid feHomy(M, N) si geHom,(N, P) atunci (gof)="fo'g .

Tinand cont de notatiile de mai sus ca si de Propozitia 2.34. de
la Capitolul 6 avem ca daca 0 M—L>N—£>P 0 este un sir
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exact in Mody(A), atunci 0 P¥—£ s N*_ s )M * este un Sir
exact in Modg4(A), iar daca M —-—> N este un epimorfism in Mod,(A),

. * * A
atunci ‘f:N —M’ este un monomorfism in Modg(A).
De asemenea, daca M —L—> N este un este izomorfism in

Mod,(A), atunci 'f:N"—M" este un izomorfism in Modg(A) si in plus
t(fl):(tf)_l .

Definitia 2.38. Fie Me&Mody(A). Prin bidualul lui M
intelegem A-modulul la stinga M~ =(M")".

Propozitia 2.39. Aplicatia py:M—M  definiti prin

pu(x)()=f(x) pentru orice XEM si fEM  este un morfism de
A-module stingi (numit morfismul canonic al lui M in bidualul siu).

Demonstratie. Intr-adevar, daci x, yEM si a€A atunci a proba
cd pm(xty)=pm(x)+pm(y) si ca pu(ax)=a-pu(x) revine la a proba ca

pentru orice fEM" avem f(x+y)=f(x)+{(y) si f(ax)=a-f(x), ceea ce este
evident. Corectitudinea definirii lui py rezultd din aceea ca daca f,

geEM’, atunci pu(x)(frg)=(f+g)(x)=f(x)+gx)=pu(x)(+pux)(g) si
pu(X)(fa)=(fa)(x)=f(x)a=pu(x)(fla. W

Pentru orice morfism fM—N din Modg(A) avem urmatoarea
diagrama comutativa din Mod,(A):

f
M —> N

unde "f=t(tf).
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Intr-adevir, daci x€M avem (“fopy)X)="("N)(pm(x))=pm(x)o'f
si (pnoN)(x)=pn(f(x)) si cum pentru orice a€N"=Hom(N, A) avem
(Pu(x)° D (@) =pu(x)(f(0))=pum(x)(cte D)= (ato H)(x) =ax(f(x))=pum(f(x))(c1)

deducem ci py(x)o'f=pn(f(x)) si deci “fopy=pyeof, adicd diagrama de
mai Tnainte este comutativa.

Sa presupunem ca M este un A-modul stang liber avand baza

{ei,..., €u}.
Din proprietatea de universalitate a modulelor libere (Teorema

2.19.) deducem ci existi ¢ €M cu I<j<n afi
{0 pentru i # j

- Y (siyj=n).
1 pentru i=j

Propozitia 2.40. Cu notatiile de mai inainte {e, ,..., ¢, } este o
baza a A-modulului drept M numita duala bazei{e,,..., e,}.
in particular deducem ci M~ este A-modul liber.

Demonstratie. Pentru orice fEM™ avem f = Ze»’; f (ej) deoarece

J=1

pentru orice 1<i<n, [ie;f(ej )](ei):ie;(ei )f(ej):e:(ei)f(e,.):f(ei).

J=1

Deducem deci ca {el*,..., en*} este un sistem de generatori
pentru M. Pentru a arita si A-independenta acestora, fie a, ..., a,EA

A * *
a.l. a;e; +...tase, =0.
Avem 0= X(e;aj Xe,.): Zn:e; (e,)a, =¢ (e,)a, =a, pentru orice
J=1 Jj=1
I1<i<n. ®

Corolar 2.41. Daci M este un A-modul sting de baza finita,

atunci morfismul canonic pM:M—>M** este izomorfism de A-module
stangi.

Demonstratie. Fie {el, ,€,} obazai in M iar {61 . en*} duala
eiin M". Daca {el**, en } este duala in M™" a bazei {el ). en*} a lui

M’, atunci pentru orice 1<j<n avem pm(ei(e; )zej (ei)=6ij=ei**(ej*)
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deci pu(e)=e; pentru 1 <i<n. Deducem ci py duce o bazi a lui M in

- . *k .o .
baza alui M , adica este izomorfism. l

§3. Produse si sume directe in Mods(A). Sume directe
de submodule. Produse si sume directe de morfisme de A-
module. Sume si produse fibrate in Mod(A).

In cele ce urmeaza prin I vom desemna o multime nevida (ce

va fi folosita in cea mai mare parte ca multime de indici) iar prin (M;);e;
o familie de A-module.

Propozitia 3.1. in Mod(A) exista produsul direct si suma

directa a familiei (M;);e;.
Demonstratie. Sa probam la inceput existenta produsului direct
iar pentru aceasta fie M = X[ M, ={(x))ie1|X;EM; pentru orice iE€Il}.

Pentru x, yeM, x=(Xj)ier, Y=(yi)ier $1 a€A definim:
xty=(Xityi)ier $1 ax=(ax;)ier.
Lasam pe seama cititorului verificarea faptului cd in felul acesta
M devine A-modul ca si faptul cd pentru orice jE€I, proiectia piM—M,;

(definitd prin pj(X)=x; pentru orice x=(X;)ic; €M) este morfism de A-
module.
Sa probam acum ca [[M, = (M,(p‘/)

iel

) iar pentru aceasta fie

jel

M’ un alt A-modul iar (p;’)je; o familie de morfisme de A-module cu
p"M'—M,;

M’ - > M

) Pj
p; :
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Definind u:M'—M prin u(x)=((p;"(x))je1 pentru orice x€M’
se verifici imediat cd u este unicul morfism de A-module cu

proprietatea ca pjou=p;’ pentru orice jEI, de unde concluzia dorita.

Sa probam acum existenta sumei directe a familiei (M;);e; iar
pentru aceasta fie S={XEM |supp(x) este finitd}, unde pentru x=(X;)ie;
supp(x)={i€I|x;#0}. Se aratd imediat ca S este submodul al lui M iar
0;:M;—S definit pentru x;EM; prin oi(x;)=(x;")je; cu x;'=x; pentru j=i si

x;'=0 pentru j#1 este morfism de A-module.
Sa probam acum ca in Mod(A)

HMi = (S’ (ai)iel)

iel
iar pentru aceasta fie S’ un alt A-modul iar (0;")je; o altd familie de
morfisme de A-module cu o;":M;—S’ pentru orice i€l. Pentru x€S,

definim v:S—S’ prin v(x)= Zai’(xi) (deoarece J=supp(x) este finitd,
ieJ
suma de mai sus are sens). Se probeaza imediat cd v este morfism de A-

module iar voo;=a;" pentru orice i€L.

M;
O OLi’
\
s —oo-o---- > g
_________ Z s
VI

Dacd mai existd un alt morfism de A-module v':S—S’ ai.

v'oo=0;" pentru orice i€l, atunci pentru XES avem x=) ¢, (x;) si deci
ieJ

V)=V e, (x) =X v'(e;(x)) =Zai’(x)=v(x), adicd v'=v, de unde

ieJ ieJ ieJ

concluzia dorita.
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Observatia 3.2. 1. De multe ori (dacd nu este pericol de
confuzie) cand vorbim de produsul direct sau suma directd intelegem

doar A-modulul subiacent (fard a mai specifica familiile (p;)ie; sau (o)ie;
de morfisme structurale).
2. Daca I este o multime finita atunci [ [M, =] [ M, .

iel iel
Propozitia 3.3. Un A-modul S este suma directa de injectii
canonice (0;)ic; a modulelor (M;);c; daca si numai daca pentru orice

XES existda x;€M; unic determinati si aproape toti nuli a.i.

x=> a,(x).

iel
Demonstratie. ,,=". Dacd consideram L={x€S | existd x;EM,;
aproape toti nuli a.. x=2a[(xi)}, se verificd imediat cd L este

iel

submodul al lui S si sd considerdm epimorfismul canonic p:S—S/L.
Cum Im(o;)SL pentru orice i€l deducem ca poo;=0 pentru orice i€l

Sa consideram pentru fiecare i€l diagrama:

M;
(0] \\\(X,i,
\;\
p
R > SL
————————— <
0

cu pea;=aq;". Deoarece p si morfismul nul 0:S—S/L inchid diagrama de

mai Tnainte (pentru orice i1€I), datoritd unicititii din definitia sumei
directe, deducem ca p=0, adica S=L.

Daca x=Ya,(x), atunci p(x)=3 (p, oa Jix,)=(poa)(x;)=

iel iel

=1M/,(xj)=xj (p; fiind proiectia canonicd), de unde deducem unicitatea

scrierii lui x ca In enunt.
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,,<". Pentru a proba cd [[M, =(S.(«,).,), fic S" un alt A-
modul iar (o;")ic; 0 familie de morfisme de A-module cu o;:M;—S’.
Pentru x€S, x=Y a,(x,), definim w:S—S’, u(x)=> a/(x,) si se verifica

i
iel iel

imediat cd u este unicul morfism de A-module cu proprietatea ca

uoq;=q;’, pentru orice €1, de unde concluzia din enunt. ®

Propozitia 3.4. Fie M un A-modul iar (M;)ic; o familie de
submodule ale lui M, S=) M iar o:M;—S, i€l morfismele

iel
incluziune. Urmétoarele afirmatii sunt echivalente:

0 [, =(5.(,).,)

iel
(ii) Orice xES se scrie in mod unic sub forma x =Y« (x,),
iel
XiEMi
(iii) Daca Zx,. = 0 cu x;€M;, aproape toate nule atunci
iel

Xi=0

i#j

(iv) Pentru orice i€l, M, N [ZM’} =0.

Demonstratie. Echivalenta (i)<>(ii). rezultd din Propozitia 3.2.

iar (ii) <> (iii). este evidenta.

(iii)=(iv). Fie x;€ M, m(ZM‘/j. Atunci x;€M; si xiZij ,

i#] J#i

deci x;- ij = 0, de unde in particular x;= 0, adicd M, N (ZM»,] =0.

i =i

(iv)=(iii). Fie x,€M; a.i. Zx,; 0. Pentru orice i€l avem

iel

X= Y x, € M, m[Zijz 0, deci x;=0. m

J#i i#]

Definitia 3.5. Daca o familie (M;)ic; de submodule ale lui M
satisface una din conditiile echivalente ale Propozitiei 3.4. spunem
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cd suma S=ZM , este directd si consemnam acest fapt prin notatia
iel
S =@ M. si spunem ci fiecare M; este sumand direct al lui S.
iel

Exemple. 1. Daca M este un A-modul liber de bazi (e))ie
atunci M :g(Ae,.).

2. Daca V este un K-spatiu vectorial, atunci orice subspatiu V”
al lui V este sumand direct al lui V.

Intr-adevar, daca (e)icr este o baza alui V'iar (f))e; este o
bazad alui V ce se obtine prin completarea lui (e;);c; atunci notand prin

V"’ subspatiul lui V generat de vectorii f; V', deducem ca V=V'@ V",
3. Fie M; si M, doud A-module stingi iar

M=M, [IM,=M; XMy={(x, y) |[XEM, s5i yEM,}.
Dacid M, ={(x, 0)|x€EM,} si M, ={(0, y}|yEM,}, atunci M, si
M, sunt submodule ale lui M iar M= M, & M, .

Definitia 3.6. Dacda M&Mod,(A) si feEnd(M), vom spune
despre f ca este un proiector al lui M daca f este element idempotent

al inelului (End(M), +, o) (adicii f*=f).

Propozitia 3.7. Pentru M&Mody(A) si N, PeL,(M),
urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) M=NoP

(ii) Exista un unic proiector fEEnd(M) a.i. N=Im(f) si
P=Ker(f).

Demonstratie. (1)=(ii). Dacd x€M, cum M=N@P exista si
sunt unice YEN si z€P a.i. x=y+z. Definind :M—M prin f(x)=y se

verificd imediat ca fEEnd(M) si cum f(x)=f(x)+0 avem f(f(x))=f(x),
adica f este un proiector al lui M. In mod evident N=Im(f) si P=Ker(f).

Daca mai avem un alt proiector geEnd(M) a.i. N=Im(g) si

P=Ker(g) scriind pentru x€M, x=y+z, cu yeEN si z€P avem
gx)=g(y)+e(@)=g(y)=y=f(x), adica f=g.

42



(i))=(i). Daca x&M, din f(f(x))=f(x) deducem ca f(x-f(x))=0,
adica x-f(x)eKer(f), deci M=Ker(f)+Im(f). Daca x&Ker(f)NIm(f),
atunci f(x)=0 si cum x=f(y) cu yEM avem 0=f(x)=f(f(y))=f(y)=x, adica
Ker(f) NIm(f)=0 si astfel M=Ker(f)@®Im(f). B

Corolar 3.8. Daca M, N&Mody(A) iar f:M—N este
morfism de A-module inversabil la dreapta atunci N este sumand
direct al lui M.

Demonstratie. Din ipoteza existd g:N—M morfism de

A-module a.i. fog=1y. Deducem imediat ca f este epimorfism iar g este
monomorfism de A-module si deci N=Im(f) iar Ker(f)=Ker(gof).

Dacid notim p=gof, atunci p’=pop=(gof)o(gof)=go(fog)of=
=golyof=gof=p, adica p este proiector al lui M si deci
M=Ker(p)®Im(p) (conform Propozitiei 3.7.).

Conform Teoremei 2.11. avem:

N=Im(f)=M/Ker(f)=M/Ker(p) =~ Im(p),

adica N este sumand direct al lui M.l

Analog se demonstreaza acum:
Corolarul 3.9. Daca M, N&Mody(A) iar f:M—N este

morfism de A-module inversabil la stinga, atunci M este sumand
direct al lui N.

Fie (Mj)ier si (Nj)ier doud familii de A-module iar (f});e; 0
familie de morfisme de A-module cu f:M;—N;. Definim
f:][M, > ][N, prin fix)=(fi(x;))ie1 pentru orice x=(x;)ier (cu x;EM;) si

iel iel

g: L[M R I_IN[. ca fiind restrictia lui f la L[M . (in mod evident, daca

supp(x) este multime finita, atunci supp(f(x)) este de asemenea finita).
Se verificd imediat ca f si g sunt morfisme de A-module.
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Definitia 3.10. Convenim si notam f =[]/, si g= H f si

iel iel

sa le numim pe f si g ca fiind produsul direct (respectiv suma directa)

a familiei (fi)iEI .

Fie (M, )ier , (M))ier si (M;"")ie; trei familii de A-module iar
(f)icr, (g)ier doud familii de morfisme de A-module cu f;:M;'—>M,; iar

gi:Mi_)Mi”-NOtém f,:Hfi ’g,:Hgi s f”:Hfi $1 g":Hgi .

iel iel iel iel

Propozitia 3.11. Daca pentru orice i€l sirul

”

0 sM, —s M, —5 M, 0 este exact, atunci si sirurile
0—> [ M, —>]]M, ——>][M. —>0
iel iel iel
0—> M, —L>]M, ——]]M, —>0 sunt
iel iel iel
exacte.

Demonstratie.  Fie x'=(x{)ie€[[M, ai f(x')=0. Cum

'(x")=(fi(x;"))ier deducem ca fj(x;")=0 adica x;’=0 si astfel x'=0, deci {’
este monomorfism.

Daca alegem x''=(xi"’)ier €[[M, , atunci x;"’=gi(x)) cu

Xi€EM;, astfel ca daca notam x=(x;)ie; avem x''=g’(x), deci g’ este
epimorfism.
Deoarece g’of’=[[ (g, © f;)=0, deducem ca Im(f") SKer(g').

Fie x=(x;)ie;€Ker(g’). Atunci pentru orice i€l gi(x;)=0, deci
xi€Ker(g)=Im(f}), adicda x=fi(x;") cu x;{€M;. Dacd notam
X'=(x;")iel€ HM[, atunci x=f"(x") si x€Im(f"), deci Ker(g")SIm(f"), de

unde egalitatea Im (f") = Ker(g").
Faptul ca al doilea sir este exact se probeaza analog. B

Teorema 3.12. Categoria Mod,(A) este o categorie cu sume si
produse fibrate.
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Demonstratie. Trebuie sa demonstram cd daca M, N,
P&eMod(A), atunci existd M1, N si MIT,N (vezi Capitolul 5, §8.).

Pentru a proba existenta sumei fibrate, sd consideram in
Mod,(A) diagrama:

7
& -7 o

N -
unde S=MI]IN iar op:M—S, an:N—S sunt morfismele canonice ale
sumei directe. Fie S'={am(f(x))-on(g(x))|xEP}. Sd ardtim ca S’ este

submodul al lui S iar pentru aceasta fie x, yEP si a, bEA.

Atunci afam(f(x))—an(g(x)) J+blam(f(y))-an(g(y)]=
=om(af(x)+bf(y))-on(ag(x)tbg(y))=om(flax+by))-on(g(ax+by)) €S’
deoarece ax+by€&P.

Notim S =S/S’ si fie p:S— S epimorfismul canonic, &, =poay

iar @, =pooy: M
P S
x /

N “n
si si demonstrimca M1, N=(a,,, @, , S ).

Daci x€P, atnci (&, oD@, (F(x))=p(am(f(x))),
(@, °2)(x)=a, (2(x))=p(an(g(x))), astfel ci a proba ci @,of=a, og
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revine la a proba ca p(am(f(x)))=p(an(g(x))) = am(f(x))-on(g(x)) €S’

pentru orice XEP, ceea ce este evident.
Sa considerdm acum un alt triplet (By, By, T) a.i. diagrama din
Mod,(A):

!
S A

este comutativd si sd demonstram ca existd un unic morfism de
A-module u: S —T a.i. ue @, =By si ue &, =Px.

Din proprietatea de universalitate a sumei directe, existd un unic

morfism de A-module v: S—T a.i. voay=Bum $1 voon=Pn:
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Definim u: S —T prin u(x+S’)=v(x) pentru orice XES si si
aratam la inceput ca u este corect definita.

Intr-adevir, daci x, yE€S a.i. x+S’=y+S’, atunci x-y€S’, adica

x-y=op(f(z))—an(g(z)) cu z€P.

Atunci v(x-y) = (voom)(f(z))~(veon)(g(2)) = Pu(f(2)) — Pn(g(2))=
=(BmeH(Zz)—(Pnog)(z)=0 (cici Pyotf=Pnog), adicd v(x)=v(y). Se probeaza
acum imediat ci u:S —T este unicul morfism de A-module a.i.
uo &, =Py §i uo &, =P, de unde concluziaci M1, N=(a, .z, ,S ).

Pentru a proba existenta produsului fibrat sd consideram in

Mod,(A) diagrama:
\
/

M

P

N

Fie K =M TIN iar py:K—M si pn:K—N proiectiile canonice ale
produsului direct. S3 notim K ={(x, y)eK|f(x)=g(y)} iar p,, P,
restrictiile lui py sipyla K .

2N
S A
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Se probeazd imediat cd K este submodul al Iui K iar
(I?’ﬁM 9ﬁN): MHPN~ |

Fie M un A-modul iar (M;);c; o familie de submodule ale lui M.

Pentru i€l prin B;:M;—M vom desemna morfismul incluziune.

Definitia 3.13. Vom spune despre familia (M,)c; de
submodule ale lui M ca este independentd (sau ca ZM , este directd)

iel

Jel\i}

daca pentru orice i€, M, ﬂ[ ZM}.] =0 (vezi si Definitia 3.5.).

Consideram [ ], si v:][[M, =M ca fiind unicul morfism de

iel iel
A-module cu proprietatea ca voo,=f; pentu orice i€l ((a;)e; fiind
morfismele canonice ale sumei directe definite in demonstratia
Propozitiei 3.1). De fapt, daca x& HM . > X=(Xi)ier cu J=supp(x) finita,

iel

atunci v se defineste prin V(X):in . Tinand cont si de Propozitia 3.4.

ie

avem un rezultat mai general:

Teorema 3.14. Cu notatiile de mai sus urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) Familia (M;);c; este independenta

(ii) Pentru orice parte finita J<SI, familia (M;)c; este
independenta
(i) ], =(2Mi,(ﬂ,»)[e,j
iel iel
(iv) v este monomorfism
(v) Orice element XE > M, are o unicd scriere x=) x,, cu

iel iel
x;€M; iar supp((x;)ic; ) este finita.

Demonstratie. (1)=(ii). este evidenta
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(i))=(i). Fie i€l si x€ M, ﬂ[ ZM/); atunci exista ji, ..., ja€l

Jert)

al xEM;si x=x, +..+x, unde x, e M, , I <k<n. Daca notam J={j,,

..., jn} atunci X€ M, ﬂ( ZM»/)=O, de unde x=0.

Jjenli}
Sa vedem acum la ce revine egalitatea
[T, :(ZMi,(,Bi )"E’j' Conform definitiei sumei directe, acest lucru

iel iel

revine la a proba ca daca M’ este un alt A-modul iar (B;")ie; o familie
oarecare de morfisme de A-module atunci exista un unic morfism de A-
module u: Y’ M, -»M" ai. uof=p;’, pentru orice i€I. Deoarece B; este 0

iel

incluziune, u se defineste pentru x=x, +..+x, (cu x, e M
prin u(x)= 3, (x) (+)
j=1

Sa aratdm acum echivalenta (iii) < (iv).

1<j<n)

i

(iii))=(iv). Consideram M’=M si By=incluziunea lui M; in
> M, , atunci u: Y M, -»M definit prin (*) coincide de fapt cu v si

iel iel
datoritd unicitatii Iui u (din definitia sumei directe) deducem céa v este
monomorfism.

(iv)=(iii). Pentru a demonstra ca []M, :(ZM”(ﬁ"') j fie

iel iel

M’ un alt A-modul si (Bi’)ier o familie oarecare de morfisme de A-

module cu B;":M;—M’. Faptul ca am presupus ca v este monomorfism
ne permite sa-1 definim pe u: ZM . —M’ prin egalitatea data de (*).

iel

(iv)=(v) este imediata. H

Observatia 3.15. 1. Daca M este un A-modul iar I este o multime
oarecare, convenim sa notim MIIHM si MO= [1M, unde M=M

iel iel

pentru orice i€1.
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2. M este A-modul liber. intr-adevir, dacd pentru i€I notim

ei=(xj)ja€M(D unde x;=1 pentru i=j si x;=0 pentru jEI\{i} atunci ()i
este o bazi pentru M.

Propozitia 3.16. Fie M un A-modul liber iar B=(x;)iciCM o

bazi a sa. Atunci M~A®.
Demonstratie. Pentru xEM exista I'CI finitd a.i. x =) a,x, cu

a, €A (i€l') unic determinati.Definim f:V—A" prin f(x)=b, unde
b=(b))ic;EA" iar b=a; pentru i€I’ si b=0 pentru i€I\I’. Se arati acum

usor ca f este izomorfism de A-module. B

Corolar 3.17. Dacd M si N sunt douad A-module libere, cu
baze infinite, atunci M si N sunt izomorfe daca si numai daca bazele
lui M si N sunt echipotente.

Demonstratie. Totul rezulta din Teorema 1.18., Corolarul 2.17.

si Propozitia 3.16. &

Corolar 3.18. Doua spatii vectoriale peste acelasi corp K
sunt izomorfe daca si numai daca au aceeasi dimensiune peste K.

Corolar 3.19. Pentru orice A-modul M exista un A-modul
liber L si un morfism surjectiv de A-module f:L.—M. In particular,
daca M este finit generat, atunci putem alege pe L cu baza finita.

Demonstratie. Fie X=(X;);ie;CM un sistem de generatori (in cel
mai riu caz putem alege X=M). Conform Observatiei 3.15., L=M" este

A-modul liber si fie (e;);e; baza sa canonicd. Unicul morfism de
A-module f:L—M a.i. f(e;=x; pentru orice i€l este surjectiv, conform
Propozitiei 2.16. &

Corolar 3.20. (Grassmann) Fie V un K-spatiu vectorial de
dimensiune finita iar U, W doua subspatii vectoriale ale lui V.

Atunci: dimg(U+W)=dimU+dimW-dim(UNW) .
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Demonstratie. Conform Corolarului 2.13. avem izomorfismul

(U+W)/U=W/(UNW) si totul rezulta acum din Corolarul 3.18. si
Corolarul 2.20.
Sugeram cititorului o altd solutie directd, in sensul ca sa

considere {ei,...,e,} SUNW o baza care se poate completa (conform
Teoremei 1.13.) cu f,...f,€U si g,...g,€W ai {e....n

fi,....fm} €U este baza iar {ey,....en, gi, ....gp} EW este bazd. Este doar
chestiune de rutind acum sa se arate ca {e,...,en, fi,...,fm, g1,...,8p} €ste
bazd pentru U+W si astfel relatia din enunt se verifica:

n+m+p=(n+m)+(n+p)-n. A

§4. Limite inductive si proiective in Mody(A). Limite
inductive si proiective de morfisme de A-module.

In cadrul acestui paragraf prin (I, <) vom desemna o multime
partial ordonata si filtrantd la dreapta (adica pentru orice i, jEI existd
kelali i<ksij<k).

Teorema 4.1. Orice sistem inductiv de A-module peste
multimea I are limita inductiva.
Demonstratie. Reamintim (vezi Capitolul 5, §7) ca prin sistem

inductiv de A-module peste I intelegem o familie (M;);c; de A-module
impreund cu morfismele u;:M;—M; definite pentru orice pereche (i, j)
cui<j ai. u;=1, pentru orice i€l si ujou;=uy dacd i<j<k. Un astfel

de sistem il vom nota mai simplu IJ=(M;, u;).
Fie []M, =(M,(,),_,) iar L submodulul lui M generat de

iel
elementele de forma oi(xi)-a;(u;i(xi)) cu xi€M; iar i, jEI, i<j. Notdm
M =M/L, p:iM— M epimorfismul canonic si e=poa; pentru orice i€l.
Vom demonstra ci (M,(¢,),,)=1imM, iar pentru aceasta sa

iel

aratam la finceput cd daca 1, jJ€EI, 1<), atunci gou=¢<
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< (pooj)ou;=poo; < pola;ou;)=poa; < 0i(x;)-0;(u;(x;))EL pentru orice
X;EM;, ceea ce este evident.
Fie acum M’ un alt A-modul si (g)ic; o familie oarecare de

morfisme de A-module a.i. pentru orice i, j€I, i<j sd avem ¢; ou;=¢;" si
sd demonstram cd existd un unic morfism de A-module #: M — M' al.

u og=¢; pentru orice i€1.

<|

&

<

~

Conform proprietatii de universalitate a sumei directe, exista un
unic morfism de A-module u:M= HM . —M’ al. diagrama:

iel

p
.............. > M=M/L

este comutativa pentru orice €1 (adicd uoa;=¢;" pentru orice i€I).
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Definim & : M — M' prin & (x+L)=u(x) pentru orice XEM.
Daca x+L=y+L, atunci x-y€L, adica

X_Fiak[au (xu)_au (uw( ,A ))] (cu a€A, iy, k€L W=ji sl x, eM,

1<k<n). Deducem imediat ca:

e=Saluee o -l o o T, ), o )] -
=Yafe, w,)-e )]0

de unde concluzia ca u(x)=u(y), adica u este corect definitd. Se verifica
imediat cd # este morfism de A-module si cd u og=¢;" pentru orice i€l

si astfel teorema este demonstrata. B

Corolar 4.2. Cu notatiile de mai sus avem:
@) limM, =77 = J&,(M,)

el per

(ii) Daca x;€EM;, atunci &(x;)=0 daca si numai daca exista j€l
al. i<jsi uy(x;)=0

(iii) Daca x;€M;, x;€M;, atunci g(x;))=¢j(x;) dacd si numai
daca existd keI a.f. i<k, j<k si uy(x;)=uj(x;).

Demonstratie. (i). Fie yE M ; dacd p:M— M este epimorfismul
canonic, atunci y=p(x) cu x€M=HM .- Scriind x =« (x,.] )+...+a,.” (xin)

iel
putem gasi 1€1 al. 1y, ..., 1,<1 §i deoarece g=¢;ou;; pentru orice i<]
avem:

y=p (x):(poa”Xx”)+ +(poa Xx ): il( f|)+“'+‘9f,,(xf,,):
IR YA I

unde x, =u, (x )+...+u[ni(x[n)€Mi.

(i1). Deoarece pentru i<j, g=¢jou; implicatia u;j(x;)=0=>€i(x;)=0
este clara.
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Sa probam acum cd g(x;)=0. Atunci p(0i(x;))=0=>0;(x;)EL,
deci 0(x;) este o combinatie liniard (cu scalari din A) de elemente de
forma:

(%) 0(x))-ox(ui(x))) cu j<k si x;€M;.

Alegem t€I ce majoreaza pe toti j, k ce apar in scrierea lui oi(x;)
precum §i  pe i Scriind - og(ui(xi)=ou(xi)-[ou(x)-ou(ui(xi)] i
(X))~ o(U(x))) = o5(X;) - a(uie(x))) — [on(uj(x))) - a(u(u(x;)))], (caci
uou = uj) deducem ca a(u;(x;)) este o combinatie liniara de elemente

de forma (*) in care toti k sunt egali cu t. Putem deci presupune de la
inceput ca a,(uy(x;)) este o suma de elemente de forma

(% %) oy(x))-o(uy(x;)) cu j<t.

Mai mult, facand eventualele reduceri de termeni pentru fiecare
j<t putem scrie
(x* %) a,(u,(x))= i["‘f,. (r, )-afu,,(x, ), unde ji, ..., ju<t sunt
distincti doi cite doi. B

Evident, pentru j,#t din (* x *) deducem cd o, (xjx ): 0, adica
x, =0.

Sa demonstram ca uy(x;)=0 (adica putem alege pe j din enunt ca
fiind egal cu t). Daca prin absurd u;(x;)#0 atunci o(uy(x;))#0 si din
(x * x) deducem ca existd un js a.i. j=t. Astfel, pentru r#s, x, =0 si
deci o(ui(x;))=0u(x)-o(uy(x¢))=0 - contradictie.

(ii1). Rezulta imediat din (ii). ®

Definitia 4.3. Fie IJ=(M;, u;) si I'=(M;’, u;;') doua sisteme
inductive peste multimea filtranta I. Se numeste sistem inductiv de

morfisme de la J la 3’ (sau morfism de sisteme inductive) o familie
(f)icr de morfisme de A-module cu fi:M;—M; a.i. pentru orice

pereche (i, j) de elemente din I cu i<j diagrama:
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este comutativi, adica fjou;=uy of; .

Fie M=]][M,,M'=]]M, iar LEM, L'SM’ submodulele
iel iel
puse in evidentd in demonstratia Teoremei 4.1. pentru care
limM, =M/L=M si limM, =M'/L'=M".

iel iel

In cadrul §3. am definit f:]_[f,. :M — M' astfel: daca

iel

X=(X)ie1€ HM . cu supp(x) finita, atunci f(x)=(fi(x;))ier.

iel
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Pentru fiecare i€1 sa consideram in Mod,(A) diagrama:

fi

£

ol

D S —
« 2 <z

unde p si p’ sunt epimorfismele canonice iar o; si o; sunt
monomorfismele canonice de la suma directa.

Daca x€M este de forma x=oai(X;)-aj(u;(x;)) cu 1<j, €M,
atunci f(x)=(foa;)(x;)-(fo o) (u;i(x))= (0" o £i)(x:)-(0" o Fi) (uy(x:) =0’ (i(x:))--
o5 [(foug) (xi) =" (fi(xi)-04"[(uy” o i) (xi) J=a’ (£i(x1))-0y5”(uyy’(fi(x1))), de unde
concluzia cd f(L)SL’. Atunci existd un unic morfism de A-module
f:M —>M' ai. fop=p'of (de fapt f (p(x))=p’(f(x)), pentru orice
xXEM).

Definitia 4.4. Morfismul f definit mai sus se noteazi prin

f =1lim f, si poartd numele de limita inductiva a sistemului inductiv
iel

de morfisme (f)ic; . Daca notam ca mai inainte g=poa; si &'=p’oa;,

atunci in mod evident pentru orice i€l, diagrama:
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M;
v f

este comutativa, adica f og=¢g; of;.

Fie acum S:(Mi, uij), SI:(MI',, uij') Sl S,’:(Mi”, uij”) trel
sisteme inductive de module peste aceeasi multime filtranta I si (f})ie,

(g)ier doua sisteme inductive de morfisme de la 3" la J si respectiv de
la Jla 3",

Notam f =limf, si g =limg, (unde f=]]/,e=]]g)

iel iel iel iel

Propozitia 4.5. Daca pentru orice i€I sirul:

0 ‘M‘. Ji \Mi gi M. 0

i

este exact, atunci si sirul:
0—_)11_I.nM1 —/)ll_I)an—g)ll_I’an —0

iel iel iel

este exact.

Demonstratie .Fie M =] [ M, ,M':HM,.' ,M":HMi',,
iel iel iel

not not

limM,=M/L=M, lmM, =M'/L'=M',  limM, =M"/L"=M"
iel iel iel
(LeM, L'eM’, L”<M" submodulele lui M, M’ si respectiv M’ ce
definesc limita inductiva).

Trebuie sa probam exactitatea sirului:

(%) 00— M —Ls>M—EsM ——0
in M, M siM".
Sa consideram diagrama:
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g

0 M’ f M M —> 0
0 W ——> M —=> M'—> 0

f g
in care primul sir este exact in M’, M si M"’ (conform Propozitiei 3.4.)
iar p’, p si p”’ sunt epimorfismele canonice.

Daca y"eM", y"=p”(') cu x"eM” si cum g este
epimorfism, x"'=g(x) cu xEM. Din p’’og=gop deducem ca
2 (pX)=p" (gx)=p" ' (x")=y"”, adica g este epimorfism si deci sirul
() este exactin M".

Pentru a arita exactitatea sirului (x) 1n M si aritim ca
Ker(g)=Im( f).

Deoarece giofi=0 pentru orice i€l, deducem cd gof =0, deci
go f =0, deunde incluziunea Im( /' )=Ker(g).

Pentru a proba incluziunea inversd, fie X e Ker(g); conform
Corolarului 4.2. 1), existd i€l si x;€M; al. X =¢(x;). Din g og=g og;
deducem cd &''(gi(x;)=g (ei(x;))=g (X )=0, iar tot din Corolarul 4.2. ii)
deducem cd exista jEL j<i si u;’(g(x))=0 = g(u;(x))=0
=u;(x;)€Ker(g)=Im(f) Deducem ca existd x;'€M;" a.l. u;(x)=fi(x;"),
astfel cd X =gi(x)=g(ui(x))=¢g{(fi(x;")= 1 (§'(x{'), adicd X €Im(f),
deci Ker(g)<Im( f ), de unde egalitatea Ker(g )=Im( /), adicd sirul
() este exactin M .

A proba exactitatea sirului (x) in M’ revine la a demonstra ci
f este monomorfism iar pentru aceasta fie ¥ eM' al. f(¥')=0.
Conform Corolarului 4.2. (i), existd i€lsi x;’€M;" al. ¥ =¢/(x;") astfel
ci obtinem f (g(x"))=0=( f og;") (xi')=0=>(g;of))(xi")=0 =&i(fi(x;"))=0.
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Conform Corolarul 4.2. (ii), existd j€I, i<j a.il. uy(fi(x;"))=0=
(wief)(xi)=0=>fi(x;)=0=>x,=0  (caci f; este = monomorfism)
= X' =¢/(0)=0, adicd / este monomorfism si astfel demonstratia este

incheiatd. W

Teorema 4.6. Orice sistem proiectiv de A-module peste
multimea I are limita proiectiva.
Demonstratie. Reamintim (vezi Capitolul 5, §7) ca prin sistem

proiectiv de A-module peste multimea filtrantd (I, <) intelegem o
familie (M;)ie; de A-module impreund cu morfismele u;;:M;—M; definite
pentru orice pereche (i, j) cu i<j a.i. u=1,, pentru orice i€l si
ujjo U =u pentru orice 1<j<k.

Analog ca in cazul sistemelor inductive, un sistem proiectiv se
va nota mai simplu £=(M;, u).

Fie M=] [ M, (vezi Propozitia 3.1.) iar

M ={x=(x;)ic;EM |u;j(x;)=x; pentru orice pereche (i, j) cui<j}.

Se vefifica imediat ca M este submodul al lui M. Daca pentru orice

i€l, pi:M—M; este proiectia canonoca de indice i, sd& notdm prin g;
restrictia lui p;la M .
Vom demonstra ca (M, (q,),.,)=limM, .

el
Din felul in care am definit pe M deducem imediat ca pentru

orice pereche (i, j), cu 1<j, avem u;j°o g;=q;.
Fie acum M’ un alt A-modul si (q;")ie; o familie oarecare de
morfisme de A-module cu g;:M’—M,; pentru orice i€I a.i. pentru orice

pereche (i, j), cu i<j sd avem u;oq;'=q;" .
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M
qjl
M;

Conform proprietatii de universalitate a produsului direct de A-

module, existd un unic morfism de A-module u:M'—M a.. pjou=q;’
pentru orice jEL

Tinand cont de Propozitia 3.1., u se defineste pentru XEM’ prin
u(x)=(qi'(x))ier -

Daci i, j€I si i<j, din u;0q;"=q;" deducem ca pentru XM’ avem
u;i(q' (x))=qi’ (x), adicd u(x)€ M si astfel w:M'— M este unicul morfism
de A-module cu proprietatea ca gjou=q;’ pentru orice jEI si astfel

teorema este demonstrata. H

Observatia 4.7. 1. Morfismele (q;)ic; poartd numele de
morfismele canonice ale limitei proiective.
2. Analog ca in cazul limitelor inductive, dacd nu este pericol de

confuzie, prin lim M, vom intelege doar pe M .

iel

Definitia 4.8. Fie ©=(M;, uy) si ©'=(M/, u;’) doua sisteme
proiective peste I. Se numeste sistem proiectiv de morfisme de la § la

£’ o familie (f)ic; de morfisme de A-module cu fi:M;—M;" ad.
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pentru orice pereche (i, j) de elemente din I cu i<j sia avem
7
fiouij—uij ij .

Fie limM, =M si limM,

iel iel

M’ iar (f});e; un sistem proiectiv de

not ! not

morfisme de la § la £’ unde M=] M, iar M'=][M, . Notam de

iel iel

asemenea f = H f M — M' (vezi Definitia 3.3.) si fie x=(x;)ici€E M .

Atunci pentru orice i1<j avem u;(x;)=x;. Dacd x'=f(x)=(fi(x;))ic1, pentru
i<j avem uy'(fi(x))) = (ui’ o fi)(x;) = (fiouy)(x;) = fi(uy(x;)) = fi(xy), adica
x=f(x)eM’ .

Definitia 4.9. Morfismul /: M — M' definit prin f(x)=f(x)

pentru orice X€ M se noteazi prin f =lim /. si poarti numele de

o
limita proiectivi a sistemului proiectiv de morfisme de A-module
(flicr. ]

Se observa imediat ¢a q;"c f =fioq;, pentru orice €1, unde (q;)ier
si (qi)ier sunt morfismele canonice de la M la M, respectiv de la M’
la M;".

Fie acum 50:(M1', uij), W,:(Mi,, uij') Sl 50”:(M1'”, uij") trei
sisteme proiective de A-module peste aceeasi multime I iar (f})ie, (g))ier
doud sisteme proiective de morfisme de A-module de la o’ la L si

respectivdela o la .
Notdm f =lim /, si g =limg, .

iel iel

Propozitia 4.10. Daca pentru orice i€l sirul:

4

0 M, —LsM, —5 M, >0
este exact, atunci si sirul:
0——M —L>M—55M ——0
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este exact.
Demonstratie. Totul rezultd imediat din Propozitia 3.4. tindnd
contcd f si g sunt restrictiile lui f'si respectiv g la M si respectiv la

M. R

Observatia 4.11. Cititorul poate consulta in [17, p.79] un
contraexemplu de sistem proiectiv de epimorfisme de A-module a carui
limitd proiectiva nu este epimorfism.

In cele ce urmeaza vom prezenta un rezultat important care in
esenta ne arata cd orice A-modul se poate scrie ca limita inductiva de un
anumit tip de  A-module (vezi Teoorema 4.14.).

Definitia 4.12. Un A-modul M se zice de prezentare finiti

dacd existd un sir exact L, > L, > M >0 cu L, si L,
A-module libere de tip finit.

Propozitia 4.13. Un A modul M este de prezentare finita
daca si numai daca M este de tip finit si pentru orice sir exact de A
module 0 >P—L > N—~<>5M 0 cu N de tip finit rezulta ca si
P este de tip finit.

Demonstratie. ,,=". Aceasta implicatie este imediata.

,,<". Sd probdm cd M este de prezentare finitd. Atunci exista
sirul exact L, ——>L ——>M >0 cu Ly si L; A-module libere de tip
finit. Deoarece L, este liber, existd a:Ly—N morfism de A-module a.i.

goo=t
L] % LO
E : \\
o M——>0
v ] v /
0 P N

Deoarece goaoh=toh=0, exista o' :L;—>P al. foa'=0oh.
Conform Lemei serpentinei (Propozitia 2.29.) avem
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Coker(a")~Coker(a). Cum N este de tip finit, din Corolarul 2.18.,
deducem ca Coker(a) este de tip finit si astfel si Coker(a’) va fi de tip
finit. Tot din Corolarul 2.18. deducem imediat ca P este de tip finit. B

Teorema 4.14. Orice A-modul M este limita inductiva a unei
familii de A-module de prezentare finita.

Demonstratie. Fie (gj)ie; un sistem de generatori pentru M.
Conform Corolarului 3.12. existd un A-modul liber L de baza (e;)ie; si

un sir exact 0 P——>L—t>M 0, unde p(e)=g (€I,
P=Ker(p) iar i este incluziunea.

Pentru JEI vom nota prin L; submodulul lui L generat de (&;);e;.

Fie K={(J, N)|J<I este finita iar N este un submodul de tip finit
al lui LyNP}; definim pe K relatia (J, N)<(J’, N)<=J<J’ i NEN’ si se
probeaza imediat ca in felul acesta (K, <) devine o multime ordonata
filtranta la dreapta (caci daca (J;, Ny) si (Jo, N;) sunt doud elemente din
K, atunci din observatia cd Ni+N,&P si N\+*NoS L, +L, <L, , ,
deducem ca cele doua elemente ale lui K sunt majorate de (J;UJ,,
Ni+N)).

Pentru orice element k=(J, N) al lui K fie M;=L;/N. Cum N<P,
atunci epimorfismul p induce un morfism de A-module @ :M,—M iar
daca k'=(J’, N’) este un alt element din K cu k<k’, atunci injectia
canonica a lui L; in Ly induce un morfism de A-module u :M—My.
Deducem imediat ca uroug=u” $i Qrou =@, daca k<k’<k”, astfel
ca J=(M,, u’), formeaza un sistem inductiv.

Fie M=limM,. Morfismele ¢, definesc un morfism unic

keK
o:M —>M ail @.g=¢, (k€K), unde g:M—M sunt morfismele
canonice de la limita inductivd. Vom proba ca ¢ este izomorfism de
A-module.

Daca k=({i}, 0), atunci g;&€Im(g,) si deci g;€lm(¢), de unde
concluzia cd ¢ este epimorfism. Sd& ardtim acum cd ¢ este si
monomorfism.
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Daci yE M cu ¢(y)=0, atunci existd k=(J, N)€K a.i. y=g,(yy)

cu yx€My (vezi Corolarul 4.2.). Avem @(yx)=0. Notdm prin g;

imaginea lui ¢; in My (i€]). Avem y, =>ag, . Cum @y)=0
ieJ

deducem cd z =) ae, €P. Fie k'=(J, N+Az). Deducem ca uy(yi)=0,

deci y=0, adica ¢ este si monomorfism, deci izomorfism de A-module.
Cum fiecare My (k€K) este de prezentare finitd, teorema este incheiata.
|

§5. Submodule esentiale si superflue. Submodule
complement. Submodule inchise. Module injective. Grupuri
divizibile. Anvelope injective. Module proiective. Anvelope
proiective. Generatori, cogeneratori pentru Mod(A).

In cadrul acestui paragraf prin M vom desemna un A-modul
stdng. Reamintim ca prin L,(M) am notat laticea submodulelor lui M

(vezi §1.) iar prin 0 submodulul nul al lui M.

Definitia 5.1. Un submodul N al lui M se zice
(i) Esential in M (sau cad M este o extensie esentialid a lui N)

daca pentru orice N'€L,(M), N'#0 avem NNN'=0.

(ii) Superflu (sau mic) dacia pentru orice N'€L (M) pentru
care N+N’'=M si rezulte M=N.

Se observa imediat cd NELA(M) este esential in M daca si

numai daca pentru orice X€EM, x#0 existd a€A a.i. ax€N si ax+0.
Definitia 5.2. Un monomorfism de A-module f:M— N se zice

esential daca Im(f) este esential in N iar un epimorfism de A-module

f:M— N se zice superflu daca Ker(f) este superflu in M.
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Propozitia 5.3. Pentru NeL,(M) urmitoarele afirmatii sunt
echivalente:
(i) N este esential in M

(ii) Incluziunea ix:N—M este monomorfism esential
(iii) Daca P este un alt A-modul sting si f:M—P este un

morfism de A-module a.i. foiy este monomorfism in Mod(A), atunci
f este monomorfism in Mod,(A).

Demonstratie. (1)< (ii). Evident.
(1)=(ii)). Avem ca Ker(foiy)=Ker(f)NnN si deci daca
presupunem ca foiy este monomorfism, atunci Ker(foiy)=0, deci

Ker(f)NN=0 si cum N este esential In M deducem ca Ker(f)=0, adica f
este monomorfism.

(iii)=(i). Fie N'€L,(M), N'#0 a.i. NN\N'=0 iar p,:M—M/N’
epimorfismul canonic. Din NNN’'=0 deducem c¢a p, ciy este
monomorfism. Atunci trebuie ca p,sd fie monomorfism, adica
N’'=Ker(p,.)=0.®

Corolar 5.4. Un monomorfism f:N—M este esential daca si
numai daca pentru orice A-modul sting P si g:M—P morfism de

A-module, din gof monomorfism deducem ca g este monomorfism.

Dual se demonstreazd urmatoarele rezultate pentru module
superflue:

Propozitia 5.5. Pentru PEL,(M) urmiitoarele afirmatii sunt
echivalente:
(i) P este superflu in M

(ii) Epimorfismul canonic p:M— M/P este superflu
(iii) Daca L este un alt A-modul sting si f: L—M este un

morfism de A-module a.i. pof este epimorfism in Mod(A), atunci f
este epimorfism in Mod,(A).
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Corolar 5.6. Un epimorfism de A-module f:M—N este
superflu dacd si numai daca pentru orice A-modul P si g:P—M

morfism de A-module, din fog epimorfism deducem ca g este
epimorfism.

Propozitia 5.7. Fie f:N—M si g:M—P doud monomorfisme

de A-module. Atunci gof este monomorfism esential daca si numai
daca g si f sunt esentiale.

Demonstratie.,,<". Ne vom folosi de Corolarul 5.4. pentru a
demonstra ca gof este esential iar pentru aceasta fie Q un alt A-modul si
h:P—Q un morfism de A-module ai. ho(gef) este monomorfism.
Deducem cé (hog)of este monomorfism si cum f este esential rezulta ca
hog este monomorfism §i cum g este esential deducem cd h este
monomorfism, adica gof este esential.

,»=". Sa presupunem deci ca gof este esential si sa deducem ca
f'si g sunt esentiale.

Fie deci yeM, y+0; cum g este monomorfism deducem ca
g(y)#0, deci existd ac A a.l. ag(y)#0 si ag(y)€lm(gof), adica exista
xEN a.i. ag(y)=(gof)(x) = g(ay)=g(f(x)) = ay=f(x), de unde
deducem ca f este esential. Pentru a proba ca si g este esential, fie zEP,
z#0. Deducem ca existd acA a.il. az#0 si az€Im(gof)SIm(g), de unde

concluzia ca g este esential.

Dual se demonstreaza:
Propozitia 5.8. Fie f:N—-M si g:M—P epimorfisme de

A-module. Atunci gof este epimorfism superflu daca si numai daca
g si f sunt superflue.

Urmatorul rezultat este imediat:
Corolar 5.9. Fie M un A-modul iar N, P submodule ale sale.
Atunci:
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(i) NNP este esential in M daca si numai daca N si P sunt
esentiale in M

(ii) N+P este superflu in M daca si numai daca N si P sunt
superflue in M.

Propozitia 5.10. Fie M un A-modul iar N un submeodul al

sau. Atunci existd un submodul P al lui M a.i. NSP<M iar P este o
extensie esentiali maximala a lui N continuta in M.

Demonstratie. Fie $={Q€LA(M)| NSQ<M iar Q este o
extensie esentiald a lui N}. Deoarece NEg deducem ca p+O. Sa

aratam ca (0, <) este inductiva iar pentru aceasta fie (Q;);c; 0 familie
total ordonati de elemente din . In mod evident Q= JO: ELA(M) iar

iel
NcSQceM.
Fie acum x€Q, x+0; existd i€l ai x€Q; si cum Q; este

extensie esentiald a lui N deducem ca existd acA a.l. ax+0 si ax€N
ceea ce ne aratd ca Q este o extensie esentiald a lui N ce majoreaza

elementele familiei (Q;);er.

Totul rezultd acum din Lema lui Zorn. W

Definitia 5.11. Fie M un A-modul si NeEL,(M). Un submodul
N'ELA(M) se zice complement al Iui N in M daci N° este
complement al lui N in laticea (L,(M), <), adica:

N'=max{KEL,(M) | KNN=0}.
Un submodul K al lui M se zice submodul complement al lui

M daca exista NeL, (M) a.i. K este complement al lui N in M.

Pentru NEL,(M), existenta unui complement al lui N in M ne
este asigurata de Lema lui Zorn. Deducem imediat ca 0 si M sunt
submodule complement ale lui M.
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Propozitia 5.12. Fie NeL,(M) iar N un complement al lui N
in M. In aceste conditii existi un complement Q al lui N" in M a.i.

N<Q si care este extensie esentiald maximald a lui N in M.
Demonstratie. Deoarece NNN =0, existenta unui complement

. * N "~ . - . ~ 3
Qallui N in M a.i. NSQ ne este asiguratd de Lema lui Zorn. Sa arataim
acum ca Q este extensie esentiald maximald a lui N in M iar pentru

aceasta fie LEL4(Q) a.1. L+0 si LNN=0.

Alegind P=L+N" este clar cd N'CP si si aritim cd NNP=0.
Dacid xENNP, atunci xEN si x=y+z cu yEL 5i zEN".

Deoarece z=x-y€Q si QNN'=0 deducem ci z=0, adica
x=yELNN=0, deci x=y=0, adici NNP=0, contrazicand faptul ca N"

este un complement al lui N in M. Deci, cu necesitate LNN=+0, adica Q
este extensie esentiald a lui N in M. Pentru a ardta ca aceastd extensie

este maximala, fie Q'€L,(M) a.l. NSQCQ’ este extensie esentiald a lui
N. Evident Q'NN"#0, si cum NN(Q'NN")=0 iar Q'N"\N"CQ’ deducem

cd Q' nu este extensie esentiald a lui N —absurd!. m

Definitia 5.13. Un submodul NEL(M) se zice inchis daca nu
are extensii esentiale proprii in M.

Din Propozitia 5.12. deducem imediat ca orice submodul
inchis al lui M este submodul complement al lui M. Sa ariatam ca
submodulele complement ale lui M coincid cu submodulele inchise
ale lui M iar pentru aceasta fie K un submodul complement al lui M
si sa aratam ca K este inchis.

Existd deci NELA(M) ai. K este complement al lui N in M.
Conform Lemei lui Zorn, existd un complement L al Iui K a.i. NSL.
Dacéd Q este un complement al lui L ce contine pe K, cum LNK=0,
deducem K=Q. Aplicand din nou Propozitia 5.12. deducem ca K este
submodul inchis in M.

Din cele de mai 1nainte deducem imediat:
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Corolar 5.14. Submodulele complement ale lui M coincid cu
submodulele inchise ale lui M.

Propozitia 5.15. Fie NEL,(M) iar N un complement al lui
N in M. Atunci:

(i) N+N’ este esential in M

(ii) Morfismul canonic p:N—M/N’, p(x)=x+N’ pentru orice
xEN este un monomorfism esential.

Demonstratie. (i). Fie x€M, x+0 si sd demonstram ca exista
a€A ai ax#0 si ax€N+N’. Dacd x€N’, atunci N'+Ax+N’ si deci
NN ( N'+Ax)=0.

Fie yeENN(N'+Ax), y=0. Cum yEN'+Ax, y=zt+ax cu zEN'si
a€A. Daca ax=0 atunci y=z si cum NNN’'=0 ar rezulta y=0 —absurd!.

Deci ax#0 si din ax=y-z deducem ax€N-+N" adica N+N’ este esential
in M.

(ii). Daca x’, x""€N ai. p(x")=p(x""), atunci x"+N'=x""+N’, deci
4

x-x""eéN’. Cum x'-x""€N deducem ci x'-x""EN'NN=0, adicd x'=x",
deci p este monomorfism.

Evident Im(p)=(N+N")/N’ si fie L/N” un submodul al lui M/N’
nenul. Avem (N+N')/N'NL/N’=((N+N")NL)/N'=((NNL)+N'/N")*0
(deoarece NNL=+0), ceea ce ne aratd cd monomorfismul p este

esential. |

Definitia 5.16. Q€Mod,(A) se zice A-modul injectiv daca
pentru orice diagrama din Mod,(A) de forma:

M/ M

cu u monomorfism existi un morfism de A-module f:M—Q ad.
f'ou=f.
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Daca nu este pericol de confuzie, in loc de A-modul injectiv
(vezi Capitolul 5, § 9) vom spune simplu modul injectiv iar in loc de
morfism de A-module vom spune morfism.

Observatia S5.17. Deoarece in Mody(A) monomorfismele
coincid cu morfismele injective (conform Teoremei 2.7.), in definitia

modulelor injective putem presupune cd M’ este submodul al lui M.

Propozitia 5.18. Dacd (M,)ic; este o familie de A-module
stingi atunci [][M, este A-modul injectiv daci si numai daca

iel
pentru orice i€l M; este A-modul injectiv.

Demonstratie. ,,=". Consideram i€1 i diagrama din Mod,(A):

cu u monomorfism. Pentru fiecare i€1 din M; in P= HM . consideram

iel

morfismul canonic o;:M; — HM . (vezi §3.) obtinand diagrama:

iel

u
M’ , M
iO //// :
f PR
[ | &
M; w_pi i
w.hy

Cum am presupus ca P este injectiv, exista g:M—P a.i.
gou=q;of. Considerand acum si morfismul canonic p;:P—M; (vezi §3.)
deoarece (piog)ou=p;o(gou)=p;o(a;of)=(p;oa;)of= lMi of=f deducem

ca P este modul injectiv.
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,»<". Aceastd implicatie este valabila in general intr-o categorie

€ (vezi Capitolul 5, §7) si se demonstraza standard, in sensul ca se
considera diagrama din Mod;(A):

M’ M
vl

f K "

L -

P |

% Vv

M;

cu u monomorfism, P=]]M, iar piP—M; proiectia de indice i.

iel

Deoarece M; este modul injectiv existd f:M—M; a.i. fiou=p;of.
Din proprietatea de universalitate a produsului direct deducem

cd existd un unic morfism f':M—P a.i. pjof’=f; pentru orice i€l.
Avem pjo(f'ou)=(p;ef’)ou=fiou=p;ef si cum pi este

epimorfism deducem ca f'ou=f, adica P este modul injectiv. B

Propozitia 5.19. Daca Q&Mody(A) este injectiv atunci

functorul hg: Mod,(A)— Ab duce siruri exacte scurte in siruri exacte
scurte.

Demonstratie. Fie 0 M—LoM—-5>5M" 0 un sir
exact de A-module din Modg(A) (adicd f este monomorfism, g

epimorfism iar Ker(g)=Im(f)).
Trebuie sa demonstram ca sirul scurt:

0——>hy(M") 2y (M) 225 hy (M) —0
este un sir exact in Ab.
Reamintim cd de exemplu ho(M)=Hom,(M, Q) iar pentru
a€hoM”)=Homs(M", Q), ho(g)(a)=aog.
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Daca oa€Ker(hg(g)), atunci aog=0. Deoarece g este
epimorfism, pentru yeEM’ giasim x€M al y=g(x). Atunci

a(y)=o(g(x))=(aog)(x)=0 adica a=0 si deci ho(g) este monomorfism.
Sd ardtdm acum ca hg(f) este epimorfism in Ab (morfism

surjectiv) iar pentru aceasta fie BEho(M”)

0—M'—L s M — 5 M"—50

Deoarece Q este injectiv existd un morfism a:M—Q ali. oof=f <
ho(f)(a)=P, de unde concluzia ca hg(f) este epimorfism in Ab.

Mai avem de probat ca Ker(hg(f))=Im(hg(g)).

Deoarece gof=0 deducem cd pentru orice a&ho(M"),
(ho(g)oho()(@)=ho(@)(ho(D(0) =hq(f)(@)og=(a0fog=ao(fog)=0, de
unde incluziunea Im(hg(g)) SKer(hg(f)).

Pentru cealalta incluziune, fie BEKer(h(f)), adicd B:M—Q si

Bof=0. Trebuie sa construim a:M"'—Q a.i. acg=p.

0 M —LsM—-E>5M" 0
B\L ////(x
[;/
Q

Fie deci yeM"’; cum g este surjectie existd xeM a.l. y=g(x).
Dacd mai avem x'€M al y=g(x') atunci gx)=gix) <
x-x"€Ker(g)=Im(f), adica exista zeM’ a.i. x-x"=f(z).
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Deducem imediat cd PB(x-x")=P(f(z))=(Bof)(z)=0, adica
B(x)=P(x").

Acest lucru ne permite sd definim a:M”'—Q prin a(y)=p(x). Se
verificd imediat cd o este morfismul cautat si astfel propozitia este

complet demonstrata (vezi si Propozitia 2.34, (ii).)®

Propozitia 5.20. Pentru Q€Mod,(A) urmitoarele afirmatii
sunt echivalente:
(i) Q este modul injectiv

(ii) Pentru orice MEMod,(A), orice M'€L,(M) esential in M
si orice morfism f:M’'— Q existi un morfism g:M—Q a.i. gy =f.
Demonstratie. (1)=(ii). este evidenta.

(i1)=(1). Fie NeLA(M) si f:N—Q un morfism de A-module. Daca
N’ este un complement al lui N in M atunci N+N~ este esential in M

(conform Propozitiei 5.15.). Cum NNN'=0 existi h:N+N —Q a.i.
h|y=fsi hn==0. Exista atunci gM—Q a.i. gjnin+=h si deci giy=f. &

Teorema 5.21. (Testul de injectivitate al lui Baer) Pentru

Q&Mod(A) urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Q este A-modul injectiv

(ii) Pentru orice ideal sting ICA si orice morfism de A-
module f:1—Q exista q€Q a.i. f(x)=xq pentru orice x&I.

Demonstratie. (1)=(ii). Cum I este 1n particular submodul al lui
A, in ipoteza ca Q este A-modul injectiv pentru f:I—Q existd f:A—Q
al. f=f Dacd notim q=f(1)€Q, atunci pentru x€I,
f(x)=f'(x)=xf(1)=xq.

(i))=(@). Fie M, M'eéMod,(A) ai. MSM’ este submodul iar
f:M—Q un morfism de A-module. Trebuie si giasim un f:M'—Q

morfism de A-module a.i. f'|y=f.
Pentru aceasta consideram multimea

£={(N, f)| M<N<M’, f €Homx(N, Q) si {'|y=f}.
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(unde prin M<N am desemnat faptul ca N este un element din Mod(A)
ce contine pe M ca submodul).

in mod evident (M, f)Eg astfel ca p+. Pe p definim
relatia binara (N, f)<(N”, f') < N'<N” si f’|y=f" si se verifici
imediat cd < este o relatie de ordine pe . Sa aratdm ca (§, <) este

chiar multime inductiv ordonata iar pentru aceasta fie (N, f;);c; o familie
total ordonata de elemente din £ si N=[JN, .

iel

Atunci N este submodul al lui M’ si definind f:N—Q pentru
x€EN prin f'(x)=fi(x) (dacd x&€N;) atunci in mod evident f’ este morfism
de A-module si (N, ) este majorant pentru familia (N;, f});e;.

Conform Lemei lui Zorn exista (N, fy) € un element maximal.
Dacid vom demonstra cd Ny=M' atunci implicatia este probatd. Sa
presupunem prin absurd cd Ny=M’ adica existd x, €M’ a.i. xo&N.
Alegem  N;j=<NoU{x¢}>=Nyt+Ax, si fie idealul stang
[={a€A | ax¢ENy}. Se probeazi imediat ca g:I—-Q g(a)=fy(ax,) pentru
orice a€A este morfism de A-module. Conform ipotezei existd q€Q a.l.
g(a)=aq pentru orice a€l.

Sd consideram acum doud elemente x+ax,=x'+a’x,, cu X,
x"ENpiar a, a’€A. Avem ca x-x"=(a’-a)x, si cum x-x"EN, deducem ca
a-a’€1. Atunci g(a-a")=fy((a"-a)x¢)=q(a’-a).

Insa  fy((a’-a)xo)=fy(x-x")=fy(x)-fy(x’), de unde -egalitatea
fo(x)-fo(x")=q(a’-a)=qa’-qa < fi(x)+tqa=fo(x")+qa’".

Din cele de mai sus deducem ca daca definim f;:N;—Q prin

fi(x+axo)=fy(x)+aq (pentru xEN; si a€A), atunci f) este o functie corect
definitd.Se verificd imediat ca f; este morfism de A-module si ca

fw0 =fy, adica (No, fy) < (N, f;) —absurd, deoarece se contrazice

maximalitatea lui (N, fp). B
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Definitia 5.22. Un grup abelian (G, +) se zice divizhil daca
pentru orice nEN" si orice yEG exista x€G a.i. nx=y.

Exemple 1. In mod evident, (Z, +) nu este grup divizibil pe
cand (Q, +) este grup divizibil.

2. Daca p=2 este un numdr prim, atunci notand

C . ={z€C | existineN ai. z"" =1},

(C ,,*) este grup divizibil.

Intr-adevar, dacd pentru n€N notim U . ={zeC | z" =1},

atunci C | = UUpn . Se cunoaste faptul ca pentru orice nEN grupul

a0
(Upn ,+) este ciclic si deoarece U,<U ., putem alege un sir de
elemente (g,),>o din C. a.l. g, este generator al lui v, si g7, =g,

Fie acum y€& C. si meEN". Atunci existd neN ali. ye U, si
deci y=g* cu k=0. Alegem pe m sub forma m=p'q cu teN, geN*
a.l. (p, q)=1. Deducem imediat ca (p", q)=1 adica exista a, pEZ a.i.
ap™+pg=1.

Deoarece (g )" = g/ = (g:’i, )f” =gl =(gt ) =y =y =y
deducem ca ecuatia x"=y are solutia x=g” , adica (pr ,*) este grup

n+t 3
divizibil.

Propozitia 5.23. Orice grup abelian divizibil si nenul (G, +)
contine un subgrup izomorf fie cu (Q, +) fie cu un grup de forma
(C ., ), cu p prim.

Demonstratie. Fie yEG, y+0. Daca o(y)=0c0 atunci cum G este
divizibil construim un sir de elemente (y,),»; din G ai. y,=y si
(n+1)y,+1 =Yy, pentru orice n>1. Se aratd acum usor ca subgrupul lui G

generat de elementele (y,),> este izomorf cu (Q, +).
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Daca o(y)=m, atunci daca p>2 este un divizor prim al lui m

alegand y,= U y avem ca py;=my=0, adica o(y;)=p. Folosind din nou
p

faptul ca (G, +) este divizibil putem construi din nou un sir (z,),=; de

elemnte din G a.i. z;=y; §i pz.+1=2, pentru orice n>1 si se aratd usor ca

subgrupul lui G generat de elementele (z,),>; este izomorf cu (C _,*).
P

Teorema 5.24. Un grup abelian G (conceput in mod canonic
ca Z-modul) este injectiv in Mody(Z)=Ab daca si numai daci este
divizibil.

Demonstratie. ,,=". Sa presupunem cd G este injectiv in Ab si
fie yEG iar n€N’. Definim f : nZ—G prin f(nk)=ky pentru orice kEZ
si se aratd imediat ca f este morfism de grupuri (Z-module). Conform
Teoremei 5.21. existd x€G a.d. f(nk)=nkx pentru orice kEZ sau
ky=nkx; in particular pentru k=1 obtinem cd y=nx, adicdA G este
divizibil.

,»<". S& presupunem acum cd G este divizibil si fie [=nZ un
ideal al lui Z iar f:I—G un morfism de grupuri.

Cum G este divizibil exista Xx,€G a.i. nxo=1(n). Daca t€l, t=kn
(cu k€Z), atunci f(t)=f(kn)=kf(n)=knx,=tx, adicd G este injectiv in
Ab (conform Teoremei 5.21.). B

Propozitia 5.25. (i) Orice suma directd de grupuri abeliene
divizibile este grup divizibil

(ii) Orice grup factor al unui grup abelian divizibil este
divizibil.

Demonstratie. (i). Fie (Gj)ie; o familie de grupuri abeliene
divizibile iar G= HG{. . Dacd y€G si n€N’, atunci y=(y;)ie; cu supp(y)

finit.
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Pentru orice jEsupp(y), existd x;€G; a.i. yj=nx;, astfel cd daca
notdnm x=(X;)jer atunci X€G si nx=y, adica G este divizibil.

(i1). Fie G un grup abelian divizibil iar H<G. Pentru a
demonstra ci G/H este divizibil fie 7 =y+HEG/H (cu yEG) si neN’.

Deoarece G este divizibil exista x€G al. y=nx. Atunci
y =nx+H=n(x+H)=nX, de unde concluzia cd G/H este divizibil. B

Din acest rezultat si Teorema 5.24. deducem imediat:
Corolar 5.26. (i) Orice sumi directi de Z-module injective
este Z-modul injectiv

(ii) Orice grup factor al unui Z-modul injectiv este injectiv.

Fie (G, +) un grup abelian iar
G ={f}(A, +)— (G, +)|f morfism de grupuri}.
Definind pentru f, g€ G si a€A, f+tgA—G si af:fA—G prin
(frg)x)=f(x)tg(x) si (a-f)(x)=f(ax) pentru orice XEA, se verifica
imediat ca in acest fel G devine in mod canonic A-modul stang.

Teorema 5.27. (Eckmann-Schopf ) Daca G este un grup
abelian divizibil, atunci G este A-modul injectiv.

Demonstratie. 1i vom aplica lui G testul de injectivitate al lui

Baer (Teorema 5.21.) iar pentru aceasta fie ISA un ideal si fI— G un

morfism de A-module. Acest morfism induce morfismul de Z-module
f 1—G definit prin f (a)=f(a)(1) pentru orice acA.

Cum (G, +) este divizibil (deci Z-modul injectiv) exista g:A—G

morfism de Z-module a.i. g, = /. Sa aritim cum ca pentru orice a€l

f(a)=a-g iar pentru aceasta fie bEA. Avem
(a-g)(b)=g(ab)= f (ab)=f(ab)(1)=(b- f(a))(1)=1f(a)(b - 1)=f(a)(b), de
unde egalitatea f(a)=a-g. Conform Teoremei 5.21. deducem ci G este

A-modul injectiv. B
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Corolar 5.28. Pentru orice M&Mod,(A), existd un A-modul
injectiv Q(M) a.i. MeL,(Q(M)).

Demonstratie. Deoarece M este in particular Z-modul, conform

Corolarului 3.19., existd un Z-modul liber de forma Z® si un morfism

O_M. Conform Teoremei 2.11. avem

surjectiv de Z-module f:7
izomorfismul de Z-module M~Z"/Ker(f)lcQ"/Ker(f) (Q, +) fiind

grupul aditiv al numerelor rationale). Daci notaim G=Q®"/Ker(f), atunci
G este divizibil (conform Corolarului 5.26.).
Consideram acum izomorfismul canonic de A-module

M~Hom,(A, M) (ce asociaza la fiecare element xEM, f;:A—M definit
prin f,(a)=ax pentru orice x€A).
Atunci M~Hom(A, M )<Homz(A, G )=G .
Alegand Q(M)= G , atunci M<Q(M) iar conform Teoremei 5.27,
Q(M) este A-modul injectiv. B

Propozitia 5.29. Daca Q este un A-modul injectiv atunci

orice submodul complement al lui Q este sumand direct in Q.
Demonstratie. Fie K un submodul complement al lui Q (adica un
submodul inchis in Q, conform Corolarului 5.14.) iar N un complement
al Iui K in Q. Conform Propozitiei 5.15. deducem ca (K+N)/N este

esential in Q/N si fie g:(K+N)/N—Q morfismul definit iIn mod canonic
g((x+y)+N)=x pentru x€K si yEN. Deoarece KNN=0 daca mai avem
x"€K si y'EN ali. (x+y)+N=(x"+y")+N, atunci (x+y)-(x"+y")EN si cum

y-y'EN deducem ca x-x"eNNK=0, adica x=x" si deci g este corect
definita. Rezultd chiar ca g este monomorfism §i cum Q este presupus

modul injectiv, existd h:Q/N—Q a.i. hjx.nn=g.
Cum (K+N)/N este esential in Q/N si g este monomorfism,
atunci h este monomorfism.

Insa K=Im(g)=h((K+N)/N) si h((K+N)/N) este esential in
h(Q/N). Cum h este monomorfism atunci (K+N)/N=Q/N, de unde
deducem ca Q=K+N si cum KNN=0 deducem ca Q=K@N, adica K
este sumand direct in Q. B
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Definitia 5.30. Fie MeMod(A). Numim anvelopd injectivi a

lui M, o pereche (Q, i) cu Q modul injectiv iar i:M—Q
monomorfism esential de A-module.

Teorema 5.31. ( Eckmann-Schopf ') Orice A-modul sting M
admite o anvelopa injectiva unica pina la un izomorfism de
A-module.

Demonstratie. Sa probam la inceput unicitatea anvelopei injective
iar pentru aceasta sd presupunem ca (Q;, i;) si (Q,, 1) sunt doud
anvelope injective ale lui M.

Cum Q, este modul injectiv, exista f:Q;—Q, un morfism de
A-module a.i. foi;=i,. Cum i; §i i, sunt monomorfisme esentiale
deducem ca f este monomorfism. Deoarece Q,;=f(Q;), putem scrie
Q,=f(Q)®N (conform Propozitiei 5.29.). Cum i,(M)Sf(Q,) si
L(M)NN=0 deducem ca N=0, adica Q,=f(Q;) si deci f este

izomorfism, adica Q;= Q,.
Sa probam acum existenta anvelopei injective a unui A-modul
M.

Conform Corolarului 5.28., existd un A-modul injectiv Q=Q(M)
a.l. M este submodul al lui Q.

Fie acum E un submodul al lui Q ce contine pe M si este extensie
esentiald maximala a lui M. Atunci E este un submodul complement in
Q (conform Propozitiei 5.14.).
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Tindnd cont de Propozitia 5.28. deducem cd E este A-modul
injectiv si deci (E, i), unde i este morfismul incluziune este o anvelopa

injectiva a lui M. B

Notiunile duale notiunilor de modul injectiv si anvelopa injectiva
sunt cele de modul proiectiv si anvelopa proiectiva.

Definitia 5.32. PEMod,(A) se zice proiectiv daca pentru orice
doua A-module M, M’, orice epimorfism p:M’'—M si orice
morfism de A-module f:P—M existi un morfism de A-module

f':P—M’ ai. pof'=f adici diagrama:

este comutativa.

Exemple de module proiective ne sunt oferite de:
Propozitia 5.33. Orice A-modul liber este proiectiv.

Demonstratie. Fie L un A-modul liber de baza (e;)ie;. Daca in
Mod,(A) avem diagrama:

M’ M

cu p epimorfism, atunci pentru orice i €I existd ¢/ €M a.i. fe)=p(e;).

Definind pentru ¢; pe f:L—M’ prin f'(e;)=¢;’ (i€l) atunci in mod
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iel iel

canonic f’ se defineste prin f '(z a[eij = ae, . Se verifica imediat ca

' este morfism de A-module si ¢a peof' =f, de unde concluzia ca L este

proiectiv. B

Pentru modulele proiective avem un rezultat dual celui stabilit in
Propozitia 5.18.:

Propozitia 5.34. Fie (M;)ic; o familie de A-module. Atunci
HM . este modul proiectiv daca si numai daca pentru orice i€l, M;

iel

este proiectiv.

Sa probdm acum un rezultat analog celui stabilit 1n
Propozitia 5.19.:

Propozitia 5.35. Dacd P&Mod,(A) este proiectiv atunci

functorul hp:Mody(A)— Ab duce siruri exacte scurte in siruri exacte
scurte.

Demonstratie. Fie 0 sM'—L>M—=2—>M" 0 un sir exact
scurt din Mod,(A) si s demonstram ca sirul:

(%) 0—— n? (M) L2 ()28 P (") ——0
este un scurt in Mody(Z)=ADb (categoria grupurilor abeliene).
Reamintim definitia lui h": daci MEMody(A), atunci
h"(M)=Hom,(P, M) iar daci mai avem M’EMody(A) si
fEHom (M, M’), atunci h°(f):h"(M)—h"(M’) se defineste prin
h" (f)(a)= f o o pentru orice a€h"(M).

Pentru a arita exactitatea sirului (x) in h"(M’) fie a€h’(M’) a.i.
h*(f)(a)=0 < foa=0. Atunci, pentru orice xEP avem f(a(x))=0 si cum
f este monomorfism deducem cd a(x)=0, adicd a=0 si astfel
Ker(h"(f))=0, deci h"(f) este monomorfism in Ab.

Pentru a proba exactitatea sirului (x) in h"(M""), fie B€h"(M"").
Atunci s consideram diagrama din Mod(A):
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Cum P este proiectiv iar g este epimorfism, exista a:P—M a.i.
goo=p < P= h°(g), de unde concluzia ci h"(g) este epimorfism adica
sirul (*) este exact in h"(M"").

Pentru a proba exactitatea sirului (x) in h"(M) va trebui sa
aratim ca Ker(h'(g))=Im(h"(f)).

Din gof=0 deducem ci (gof)oa=0 pentru orice o€ h"(M), adica
go(foa)=0, de unde incluziunea Im(h"(f)) SKer(h’(g)).

Fie acum a€Ker(h"(g)) < goa=0:

0 M’ A sM s S M" >0

Atunci pentru xEP, g(a(x))=0 < a(x)EKer(g)=Im(f), deci
existd un unic zEM’ ai. a(x)=1(2).

Se verifica imediat ca definind B(x)=z obtinem un morfism de A-
module B:P—M’ ai. fof=a, deci a= h"(P), adici este valabild si
incluziunea Ker(h"(g))SIm(h’(f)), de unde egalitatea
Ker(h"(g))=Im(h"(f)) (vezi si Propozitia 2.34., (i).) ®

Teorema 5.36. Pentru PEMody(A) urmaitoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) P este proiectiv
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(ii) P este sumand direct intr-un liber.
Demonstratie. (i)=(ii). Conform Corolarului 3.19. existd un

A-modul liber L si un epimorfism p:L—P. Deoarece P este proiectiv,
considerand diagrama:

P

p
L P

existd g:P—L morfism de A-module a.i. pog=1p. Conform Corolarului
3.8., P este sumand direct in L.

(i1))=(i). Daca P este sumand direct intr-un liber L, cum L este

proiectiv (conform Propozitiei 5.33.) totul rezulta din Popozitia 5.34.. B

Notiunea duala celei de anvelopa injectiva este aceea de anvelopa
proiectiva (vezi Capitolul 5, §9):
Definitia 5.37. Numim anvelopd proiectiva a unui A-modul M

o pereche (P, p) cu P€EMod,(A) modul proiectiv iar p:P—M un
epimorfism superflu.

Din pacate nu orice A-modul admite anvelopa proiectiva.

Contraexemplul ne este oferit de Z-modulul Z, cu n>2 care nu
admite anvelopa proiectiva.

Intr-adevar, dacd prin absurd Z, ar avea o anvelopa proiectivi
(P, p) cu P Z-modul proiectiv iar p:P—Z, epimorfism superflu de

Z-module, atunci din diagrama:
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f /,’ pn

P Z,

(unde p,:Z—Z, este epimorfismul canonic) deducem existenta unui

morfism de Z-module f:Z—P ai. pof=p, Cum p este epimorfism
superflu in Ab, atunci rezultd ca f este epimorfism si deci Ker(f) este

sumand direct in Z. Dar atunci Ker(f)=0, adicd f este izomorfism, de
unde rezulta ca p, trebuie sa fie superflu si deci ar rezulta ca idealul nZ

trebuie sa fie superflu in Z, ceea ce este absurd!.

in schimb, se poate demonstra dual, rezultatul dual al celui
stabilit in Teorema 5.31.:
Propozitia 5.38. Anvelopa proiectivi a unui A-modul daca
exista atunci ea este unica pina la un izomorfism.

Reamintim (vezi Capitolul 5, §2) ca dacd € este o categorie
oarecare, o familie (G;)ic; de obiecte din € se numeste familie de

generatori (cogeneratori) ai lui €, daca pentru oricare X, YEOb(C) si
u, veHome(X, Y) cu u#v, exista fe|JHom(G;,X)
iel
(fe|JHom( (Y,G,)) ai. uof#vof (fouxfov).
iel
Daca familia de generatori (cogeneratori) ai lui € se reduce la

un singur element G, atunci G se zice generator (cogenerator) al lui €.

Tinénd cont de Propozitia 2.34. deducem imediat:

Propozitia 5.39. Pentru GEMod(A), urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
(i) G este generator pentru Mod,(A)
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(ii) Pentru orice sir din Mody(A), M'—>M —=—>M" daca
sirul 7°(M")—U 5 po(M)—2 5 p°(M") este exact in Ab atunci si
sirul M'—>M —2>M" este exact in Mody(A).

Propozitia 5.40. Pentru GEMod,(A), urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
(i) G este generator pentru Mod(A)

(ii) Pentru orice M&Mody(A) si orice NeL,(M) propriu,
exista un morfism de A-module f:G—M a.i. Im(f)EN
(iii) Pentru orice M&Mody(A), dacad notam I=Hom,(G, M),

atunci morfismul canonic de A-module ¢:G"”—M definit pentru
0=(x)r=r€G" (de suport finit) prin p(a)=> 1 (x_,) este epimorfism
rel

in Mod(A).

(iv) Pentru orice MEMod,(A) existd o multime de indici I si
un epimorfism de A module f:G"—M

(v) Existi un numir natural n>1 aj. G"=~AIIN, cu
NEMod(A).

Demonstratie. (i)=(ii). Deoarece N+M, atunci considerand
epimorfismul canonic p:M—M/N avem cd p+0. Cum g este generator
pentru Mod(A), existd fEHoma(G, M). a.i. pof+0 si atunci Im(f) £N.

(i)=(iii). Daca N=Im(¢p)#M, atunci existdi gE€Homx(G, M).
a1l Im(g)£N si deci exista yelm(g), y=g(x) cu x€G a.i. y&N.

{0 pentru f#g

Considerand 0,€G”, a,=(xprer unde x, =

x pentru f=g°’
atunci ¢(o,)=g(x)=yE€Im(p) — absurd!, de unde concluzia cd ¢ este
epimorfism.

(iii)=(iv). — evidenta.

(iv)=(v). Conform ipotezei, pentru M=A existd o multime de

indici I si un epimorfism :G"— A. Fie x€G" a.i. f(x)=1. Atunci notand
cu n cardinalul multimii finite supp(x), existd un monomorfism de
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A-module g:G"—G" si x’€G" a.i. g(x’)=x. Considerind h=fog:G"—~A

avem ca h(x")=1, adica h este epimorfism de A-module. Cum A este A-
modul proiectiv, atunci considerand diagrama din Mody(A):

A

G]’l

A 5 0

existd h":A—G" a.i. hoh’=1,, adica h este inversabil la dreapta si atunci
deducem ca A este sumand direct in G" (conform Corolarului 3.8.), deci

existi NEMod,(A) a.i. G"~ALIN.

(v)=(i). Fie M, NEMod(A) si f;, ,EHoms(M, N) a.i. fi#5,,
adica exista Xx€M a.l. fi(x)#f,(x). Fie g:A—M morfismul de A-module
pentru care g(1)=x iar p proiectia lui G" pe A. Dacd notam h=gop,
atunci in mod evident foh#f,oh iar dacd notam cu a,, ..., o, injectiile
canonice ale lui G in G", atunci existd cel putin un indice 1<i,<n a.i.

1 O(h"% );t £ o(hoa,.k) si astfel notand f=hoa, € Homy(G, M),

avem ca fjof#f,0f, adica G este generator pentru Mody(A). B

Corolar 5.41. (i) Dacd G este generator pentru

Mod,(A),atunci pentru orice ME Mody(A), GLIM este de asemenea
generator pentru Mod,(A).

(ii) Orice A-modul liber nenul este generator pentru
Mod(A); in particular A este generator pentru Mod(A).

Notiunea de cogenerator fiind duald notiunii de generator
avem prin dualizarea rezultatelor de mai sus urmatoarele rezultate:
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Propozitia 5.42. Pentru GEMod,(A) urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) G este cogenerator pentru Mod,(A)

(ii) Pentru orice sir din Mod,(A), M'——> M —=—> M", daca
sirul h, (M")—eW s p (M)—cssh (M') este exact in Ab, atunci si
sirul M'—> M —=£->M" este exact in Mody(A).

Propozitia 5.43. Pentru GEMod(A) urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
(i) G este cogenerator pentru Mod(A)

(ii) Pentru orice M&Mody(A) si orice NEL,(M) propriu,
exista un morfism de A-module f:M— G a.i. f(N)=+0

(iii) Pentru orice M&Mod,(A) dacda notam I=Hom,(M, G)
atunci morfismul canonic de A-module y:M—G® definit pentru

xEM prin (y(x));=f(x) pentru orice fEl, este monomorfism in
Mod,(A).

(iv) Pentru orice MEMod,(A), existd o multime de indici I si

un monomorfism de A module f:M—G®,

Corolar 5.44. Dacd G&Mody(A) este cogenerator pentru

Mod,(A), atunci pentru orice MEMod,(A), GLIM este cogenerator
pentru Mody(A).

§6. Produs tensorial de module. Produs tensorial de
morfisme. Functorii Sy si Tn; transportul sirurilor exacte
scurte prin acesti functori. Comutativitatea produsului
tensorial. Permutarea produsului tensorial cu sumele directe.
Produs tensorial de module libere. Asociativitatea produsului
tensorial. Proprietatea de adjunctie. Module plate.

In cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel unitar.

87



Fie M un A-modul drept, N un A-modul sting iar G un grup
abelian aditiv (deci MEMody(A), NEMody(A) si GEAD).

Definitia 6.1. O aplicatie :MxN— G se zice
(i) Z-biliniard daca
o(x+x, Y)=0(x, y)+o(x, y) si
o(x, y+y)=0(x, y)+o(x, y') pentru orice x, X' €M si y,
y'EN
(ii) A-balansata daca ¢(xa, y)=¢(x, ay) pentru orice XM,
yEN si acA.

Definitia 6.2. Fiind date MeMody(A), NEMody(A), numim
produsul tensorial al lui M cu N peste A un dublet (G, ¢) notat

M® 4N si format dintr-un grup abelian G si o aplicatie Z-biliniara
si A-balansatad @:MXN—G cu proprietatea ca pentru oricare alt
grup abelian G’ si orice aplicatie Z-biliniari si A-balansati
¢ :MxN—G’ exista un unic morfism de grupuri u:G—G’ al
diagrama:

MxN i

G
L u
¢ %
GI
este comutativa, adic ucp=¢’.
Teorema 6.3. Pentru oricare douad A-module M&Mod,(A) si

N&Mod(A) exista produsul tensorial M®,N al lui M cu N peste A
care este unic pina la un izomorfism de grupuri.
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Unicitatea trebuie inteleasd in sensul ca daca (G, ¢) si (G', ¢")
sunt doud produse tensoriale ale lui M cu N peste A, atunci exista un

izomorfism de grupuri u:G—G” a.i. diagrama:

4

/
MxN
X

Q €m0

este comutativa, adicd ucp=¢’.
Demonstratie. Sa demonstram la inceput unicitatea, Deoarece

(G, 9)=M®N, existd u:G—G" morfism de grupuri a.i. ucep=0¢’.

Tinand cont ca si (G', ¢")=M®4N existd u":G"—G morfism de
grupuri a.i. u’oc@’=0.

Deducem imediat cd (uocu’)op’=uo(u’c@’)=uce=0¢’ si cum Iy
verificd conditia 1go@'=¢" deducem datoritd unicitatii cd uou'=1g.
Analog deducem ci si u’ou=1g, de unde concluzia ca u este izomorfism
de grupuri.

Sa probam acum existenta lui M®,N.

Fie L=Z™™=1] Z (cu Z=Z pentru orice i€MxN)

ieMxN
Z-modul liber cu baza {exy)}xyem~n; pentru simplificare convenim sa

notdm elementul e y cu (X, y) oricare ar fi (X, y) EMxN.
In L consideram subgrupul K generat de elementele de forma:

(', Y%, Y-, y), (% yHY)-(x, v)-x, ¥) si (xa, y)-(x, ay) cu x,
x'€M, y, y'EN si a€A. Notdm cu :MxN—L injectia canonica, cu
p:L—L/K epimorfismul canonic iar cu ¢=peo t :MxN—L /K.

In mod evident @ este aplicatie Z-biliniara si A-balansata.

Sa demonstram cd (L / K, 9)=M®,N iar pentru aceasta fie G’
un grup abelian si ¢":MxN—G’ o aplicatie Z-biliniard si A-balansata.
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Tindnd cont de Teorema 2.19. existd un unic morfism de grupuri

v:iZ™N -G ai. vor=¢’

T p
MXxN L=7MxN) L/K
Y /,—"/
! | et
¢ v -
G <

Cum v coincide cu ¢’ pe MxN deducem imediat ca generatorii
lui K sunt in Ker(v).

Intr-adevar, v((x+x’, y)-(x, Y)-(x", y)=v((x+x", ¥))-V((x, y))-
-V((x', y)=0"(x+x", y)-90'(x, y)-9'(x", y)=0 si analog pentru ceilalti, de
unde concluzia K<Ker(v) si astfel existd un unic morfism de grupuri
wlL / K—=G" al uop=v. Avem uop=uo(pot)=(uop)ot=uov=eq’.
Unicitatea lui u cu proprietatea  ¢'=uc@ rezultd din faptul ca

morfismele v si u cu proprietatile ¢'=vot si respectiv uep=v sunt unic
determinate.

Prin urmare (L / K, ¢)=M®,N. &

In continuare, daca nu este pericol de confuzie in loc de M®,N
vom scrie mai simplu M®N.

Aplicatia ¢:MXN—M®N poartd numele de aplicatia canonica.
Pentru orice XEM si yEN notam (X, y)=xQy.

Observatia 6.4. Deoarece aplicatia canonicd ¢@:MXN—M®N

este Z-biliniard si A-balansatd, pentru orice x, x'€M, y, y'EN si acA
avem egalitatile:

(x+x")®y=x®y+x'®y
x®(y+y' )=x®@y+x®y’
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(xa)®y=x®(ay).
De asemenea, deducem imediat si egalitatile:

x®0=0®y=0
(X)®y=x8(-y)=-(x®y)
(nX)®@y=x®(ny)=n(x®y) (n€Z).
Propozitia 6.5. Multimea {x®y | x€M, yEN} este un sistem
de generatori pentru grupul abelian M®N. Mai mult, pentru orice
ZEM®N exista xq, ..., X,EM, yy, ..., YaEN ad. z=x;Qy;+...+X,®y,.
Demonstratie. Avem cda M®N=L / K iar p:L—L / K este
epimorfism, de unde concluzia cad elementele de forma @(x, y)=x®y cu
xEM si yEN genereazd pe M®N. Deci, pentru orice zZEM®N exista
X', X EM Y, oL YaENSE my, ..., mEZ al.

n n

z= ;ml(x' ®yi): Z((m[x[')(@yi): Z(x[ ®y[)

i=1 i=l

cuxi=mx’;i€M, 1<i<n. m

Sa definim acum produsul tensorial de morfisme de A-module.
Fie M, M’ doud A-module la dreapta, N, N" doud A-module la

stanga iar fM—M’' si gZN—N’ doud morfisme de A-module la dreapta,
respectiv la stanga.

Consideram diagrama:

MXN M®N

4

unde ¢ este aplicatia canonicd iar ¢ se defineste prin
0'(x, y)=f(x)®g(y) pentru orice XEM si yEN.

Se constatd imediat c¢ad ¢’ este o aplicatie Z-biliniara si
A-balansatd si atunci din proprietatea de universalitate a produsului
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tensorial existd un unic morfism de grupuri uM@N—-M'®N’ a.i.

uo@=¢’. Prin definitie u se va nota f®g si poartd numele de produsul
tensorial al morfismelor fsi g.

Observam cd daca (x, y)EMxN, atunci cum uc@=¢" deducem

cd u(x®y)=f(x)®g(y). Cum u este morfism de grupuri deducem ca

pentru orice ZEM®N, z= Z(x,, ® y,,)cu x,€M, y;€N avem:

i=l

(ree[ 3 en)-3k)ex.).

i=1

Propozitia 6.6. Daci M, M’, M" sunt trei A-module la
dreapta, N, N’, N” trei A module la stAnga iar M ——>M'—L > M",
N—3N'—£ 35 N", sunt morfisme atunci

(foNe(g'og)=("®g ) (fog).
De asemenea, 1,;®@ In=1ysn-
Demonstratie. Aratam ca egalitatea este adevaratd pe generatori:

(f'eg’)o(feg))(x, y)=(f'eg)(fog)x, y)=(f'®g)(f(x)®g(y) =
=f'(f(x))®g'(g(y) =" e HX)®(g o g)(y)=((feHB(g'og))(x, y) (XEM,
yEN) si atunci, tindnd cont de Propozitia 6.5., deducem imediat

egalitatile din enunt. B

Sa fixdm M un A-modul drept si N un A-modul stang.
Din cele exprimate anterior deducem ca asociind la fiecare A-

modul stang P grupul abelian M®P si la fiecare morfism P——>Q de

A-module stdngi morfismul de grupuri abeliene 1y®f:MP—-M®Q
obtinem un functor covariant

Sm: Mody(A)— Ab.
Analog, asociind la fiecare A-modul drept R grupul abelian

R®N si la fiecare morfism de A-module drepte R—2— S morfismul de
grupuri abeliene f® 1y obtinem de asemenea un functor covariant
Tx : Mody(A)— Ab.
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Sa vedem in continuare cum transporta acesti functori
covarianti sirurile exacte.
Propozitia 6.7. (i) Daca 0 M—L5M—2>M" 0

un sir exact scurt in Mod4(A), atunci pentru orice NeMod(A) sirul:
TN (M,) = TN (M) Iule) TN (M ”)——) 0 este

exact in Ab.
(ii) Daca 0 N —L>5>N—£5N" 0 un sir exact

scurt in Mod(A), atunci pentru orice MEModgy(A) sirul:
S, (V)5 (N)—Suld 5§ (N")——>0  este

exact in Ab.
Demonstratie. (1). Avem de probat ca sirul:
MQON—LU sMON—L S M"QN——0

este exact in Ab. Sa notam f'=f®1y si g'=g®1x.

Trebuie sd demonstraim cd Ker(g)=Im(f') si ca g’ este
epimorfism.

Deoarece Ker(g)=Im(f) deducem ca gof=0 si atunci
glof'=(g®1y)o(f®1y)=(goN®1y=0®1y=0, de unde incluziunea
Im(f")=Ker(g").

Fie pM®N—(M®N) / Im(f") epimorfismul canonic.

Cum Ker(p)=Im(f")<SKer(g") existd h : M®N/Im(f') — M"'®N
a.l. g'=hop. Obtinem astfel diagrama din Ab:

’

MxN & M ®N

(M®N) / Im(f")

Daca reusim sa aratam ca h este izomorfism de grupuri atunci
problema este rezolvatd deoarece din hop=g’ deducem pe de o parte ca

g’ este epimorfism iar pe de alta parte ca Ker(g")=Ker(p)=Im(f").
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Vom defini la inceput o aplicatie Z-biliniard si A-balansata
y:M""XN—(M®&N) / Im(f"). Fie (x", y)EM'"'XN; cum g este surjectie,
existd xEM a.i. g(x)=x"". Definim atunci y(x"’, y)=p(x®y) si sd aratam
cd y este corect definitd. Daca mai avem x;EM a.l. g(x;)=x"" atunci
g(x)=g(x)), deci x;-x€Ker(g)=Im(f) si deci x;-x=f(x") cu x'eM’.
Obtinem ca x1®y-x®y=f(x")®@y=f(x'®y)eIm(f"), deci
p(x®y)=p(x,®y), adicd y este corect definitd. Se verificd imediat ca y

este o aplicatie Z-biliniara si A-balansata si atunci din proprietaca de
universalitate a produsului tensorial existd un unic morfism de grupuri

abeliene t:M"'@N—(M®N) / Im(f") a.i. diagrama:

M’'xN b M"”®N
v ot
L
(M®N) / Im(f")

este comutativa, adica top=y.
Sa ardtam ca t este inversul lui h si atunci va rezulta ca h este
izomorfism de grupuri.

Deoarece pentru orice generator x'®y al lui M”"®N (cu

x"'=g(x)) avem:

(hot)(x" ®y)=h(t(x" ®y))=h(p(x®y))=g(x)®y=x""®y=lyen(x"' ®Y)
deducem ca hot=1y"sn.

Deoarece p este epimorfism si {x®y | XEM, yEN} genereaza
grupul M®N, rezulta ca {p(x®y) cu xEM si yEN} genereaza grupul
(M®N) / Im(f") iar pe generatorii acestui grup avem:

(toh)(p(x®Y))=t(h(p(x®Y))) =t(g(x) ®y) =p(x DY)

de unde concluzia ca si toh este identitatea grupului (M®N) / Im(f"),
adica h este izomorfism de grupuri.
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(i1). Se demonstreaza analog ca (i). B

Corolar 6.8. (i) Produsul tensorial a doud epimorfisme de
module este epimorfism in Ab.
(i) In general, un produs tensorial de doua
monomorfisme de module nu este monomorfism.
(iii) Produsul tensorial a doua izomorfisme f si g¢ de module

este izomorfism in Ab si in plus (fog)'=f'®g".

Demonstratie. (1). Fie M ——>M" si N——> N" epimorfisme
in Modg4(A) si respectiv Modg(A).

Deoarece sirul 0 Ker(f)——>M —L>M" 0 este

exact in Mody(A), (i=incluziunea), din Propozitia 6.7.(i), deducem ca
f® 1y~ este epimorfism in Ab.
Analog deducem ca si 1,,®g este epimorfism in Ab si cum
feg=(f®1x)o(1u®g)

deducem cé f®g este epimorfism in Ab.
(i1). Fie n>2 un numar natural si sd arataim la iInceput ca

7,0:Q=0.
Intr-adevar dacd x€Z, si yeQ, avem

X ®z }’ZX‘X’[H(l r)]=(xn)®(l 1N=08® L
n n n
Astfel, daca consideram sirul exact canonic din Modg(Z):

i

0 Z Q P sz — > 0

(i=incluziunea, p=epimorfismul canonic) atunci conform Propozitiei
6.7., (), sirul:
i®lln p®1ln
1@1ln ———> Q®7Zn ———> (Q/D)®72Zn ————> 0

este exact in Ab.
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Deoarece Q®77,=0 si Z®74,=Z,#0 (vezi Propozitia 6.13.)
atunci Ker(i®1z,)#0 si deci i® 1z, nu este monomorfism in Ab, desi i si
17, sunt monomorfisme.

(iii). Sa presupunem cd :M—M’ si gZN—N’ sunt izomorfisme
de A-module. Din (f®g)o(f'®g")=(fof )® (gog)=1yw® ly=1wey si
(f'egHo(feg)=(f'of)®(g'og)=1y®In=1yey deducem cid f®g este
izomorfism in Ab si in plus (fog)'=f'®g". =

Observatia 6.9. In cadrul Observatiei 1.2. de la Capitolul 6 am
vazut cd daca M este un A-modul stang (drept) atunci M devine in mod
canonic un A°-modul drept (stdng) numit opusul Iui M si notat prin M°.

Propozitia 6.10. Dacd M este un A-modul drept iar N un
A-modul sting, atunci existd un izomorfism canonic de grupuri

abeliene @y N:M®, N— N° ®, M al oun(x®y)=y®x oricare ar fi
xEM si yeN.

Demonstratie. Se constata imediat ca y:MXN—-N"® M*
definita prin y(x, y)=y®x este Z-biliniara si A-balansatd si astfel din
proprietatea de universalitate a produsului tensorial existd un unic
morfism de grupuri @ unM®\N—=N"® M’ al Qun(x®y)=y®x

oricare ar fi x€M si yEN.
Analog deducem céd existd un unic morfism de grupuri

o'mn: N'® M’ —M®,N al ¢'vn(y®x)=x®y pentru orice XEM si
yEN.
Se probeaza imediat ca @y $i @ mn sunt una inversa celeilalte,

de unde concluzia din enunt. W

Corolar 6.11. (Comutativitatea produsului tensorial). Daca A
este un inel comutativ si M si N doua A-module, atunci exista un

unic izomorfism de grupuri abeliene QEyn:M,N—-N®M a.l.

oM N(X®Y)=y®X oricare ar fi x&éM si yeN.
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Propozitia 6.12. Dacd M este un A-modul drept, atunci
existd un izomorfism de A-module drepte uy:M®,A—M a.l.
uy(x®a)=xa pentru orice x€EM si acA.

in plus daci M’ este un alt A-modul drept iar f:M—M’ este
un morfism de A-module drepte, atunci diagrama:

M®,A el M’'®,A
Um Um’
f

M M’

este comutativi, adica fouy=uyyo(f®1,).

Demonstratie. Definind y:MXA—M prin y(x, a)=xa pentru
orice XEM si a€A se probeaza imediat ca y este o aplicatie Z-biliniara
si A-balansata. Din proprietatea de universalitate a produsului tensorial
(vezi Definitia 6.2. si Teorema 6.3.) existd un unic morfism de grupuri
uv:M®,A—Mal. uy(x®a)=xa pentru orice XEM si a€A.

Daca beA atunci uu((x®a)b)=um(x®(ab))=x(ab)=(xa)b=
=upm(x®a)b, adica uy este morfism de A-module drepte. Deoarece in

mod evident uy este surjectie, pentru a proba ca uy este izomorfism de
A-module mai trebuie probata injectivitatea lui uy iar pentru aceasta fie

ZEM®,A ai. uw(z)=0. Atunci z=>(x, ®a,) cu xEM si a€EA,

1<i<n. Scriind pentru orice 1 <i<n x;®a;=(x;a;)® 1 putem scrie z=x®1

cu x:Zn:xia[ €M astfel ca din uy(z)=0 deducem cid uy(x®1)=0 <

x-1=0, deci x=0 si atunci si z=0.

Pentru a proba comutativitatea diagramei din enunt, fie x®a un
generator al lui M®,A. Atunci (fouy)(x®a)=f(uy(x®a))=1f(xa)=1(x)-a
97



iar (upo(f®1,))(x®a)=up((f® 1,)(x®a))=uy(f(x)®a)=1(x)-a, de unde
egalitatea fouy=upo(f®1,). B

Analog se probeaza:
Propozitia 6.13. Daca N este un A-modul sting, atunci exista

un izomorfism de A-module stingi vn:A®,N—N a.i. vy(a®x)=ax
pentru orice xEN si acA.

in plus, daci N’ este un alt A-modul sting iar f:N—N’ este
un morfism de A-module stingi, diagrama:

A®AN 1A®f A®ANI
VN VN’
f
N N’

este comutativa.

In continuare vom arita ca produsul tensorial permuta cu sumele
directe.

Propozitia 6.14. Daca (M,)c; este o familie de A-module
drepte iar N este un A-modul sting, atunci avem urmaétorul
izomorfism de grupuri abeliene:

(HM,J@A N=]]M, ®,N).

iel iel

Demonstratie. Fie M =] [M, iar 0;:M;—M injectiile canonice,

i€l. Consideram de asemenea @:MXN—=M®N si 0;:M;XN—>M;®,N
(i€1) aplicatiile canonice.

Vom arata cd (M®,N, (0;® 1y)ier) este o suma directa a familiei
de grupuri abeliene (M;®,N) iar pentru aceasta trebuie s probam ca
dacd G este un alt grup abelian si u;:M;® ,N—G (i€]) este o familie de
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morfisme de grupuri abeliene, atunci existd un unic morfism de grupuri

wM®,N—-G a.i uy=uo(a;cly), pentru orice i€l

0] (11'®1 i
MN — > Mo,N < M@N < MxN
‘u
v !
%
G

Pentru fiecare i€l, y;=u;oq; este in mod evident aplicatie
Z-biliniara si A-balansata.
Daca xe M :HM ., atunci existd x;€M;, i€l unic determinati

si aproape toti nuli ai. x=>)q, (x,) (vezi Propozitia 3.3. de la Capitolul
6).

iel

Definind y:MXN—G prin y(X, y)= Z yi(x;, y) oricare ar fi

iel

x=>a,(x,)EM si yeN, cum aplixcatiile y; (i€]) sunt Z-biliniare si

iel

A-balansate, rezulta ca y este aplicatie Z-biliniara si A-balansatd si
atunci din proprietatea de universalitate a produsului tensorial exista

u:M®,N—G un unic morfism de grupuri abeliene a.i. y=uoq.
Cum u(x®y)=u(o(x, y))=w(x, y) pentru orice XEM si yEN,
deducem imediat ca uo(o;® ly)=u; pentru orice i€ (este suficient sa se

arate aceastd egalitate pe generatorii X;®y ai lui M;®N).
Unicitatea lui u se probeaza imediat observand ca dacd mai

avem u :M®,N—G ce face comutativ triunghiul din mijlocul diagramei

de mai inainte, atunci u’o@=y si deci u=u’. W
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Analog se probeaza:

Propozitia 6.15. Dacad (Nj)ic; este o familie de A-module
stingi iar M este un A-modul drept, atunci avem urmaétorul
izomorfism de grupuri abeliene:

M®, (HN,):H(M ®,N,).

iel iel

Lema 6.16. Fie M un modul drept liber avind baza formata
dintr-un singur element {e}. Atunci pentru orice A-modul sting N si

orice ZEM® N exista un unic yeN a.d. z=e®,y.

Demonstratie. Avem M=e¢A si u:A—M, u(a)=ea pentru orice
ac€A este un izomorfism de A-module drepte. Atunci
u® In:AQAN—-M®,N este izomorfism de grupuri abeliene. Fie de
asemenea v:N—A® N izomorfismul canonic (dat de Propozitia 6.13.),
v(y)=1®y pentru orice yEN.

Atunci w=(u® ly)ov:N—=M®,N este un izomorfism de grupuri

abeliene si astfel pentru zEM®,N existd un unic yeEN a.l.
z=w(y)=ud1\)(V(y)= (ue I\)(1®y)=c®y. B

Propozitia 6.17. Daca M este un A-modul drept de baza

(e)ier $i N un  A-modul sting, atunci oricare ar fi zEM® 4N exista
ViEN, i€l unic determinati si aproape toti nuli ai.z=> (¢, ® y,).

iel
Demonstratie. Deoarece (€;);c; este o bazad a lui M atunci putem
scrie M =] ](e,4) de injectii canonice morfismele incluziune o;:e;A—M

iel
(i€l). Tinand cont de Propozitia 6.14. putem  scrie
M®N=(He[A]®N=H(eiA®N) de injectii canonice @, =o; ®ly,

= =
S

Daca zeM®N atunci exista elementele z;€¢;A®N, 1€I unic
determinate si aproape toate nule a.i. z= Y a,(z,).

iel
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Tinand cont de Lema 6.16. deducem cd pentru orice i€1 existd

y;EN unic determinat a.i. z;=¢;®y;.

Atunci z = Zﬁi(zi): Z(ai ®1, e, ®yi):Z(e[ ®y,). |

iel iel iel

Analog se demonstreaza:
Propozitia 6.18. Daca M este un A-modul drept si N un A-

modul sting de bazi (f));c; atunci oricare ar fi zEM®,N exista
X;€M, j€J unic determinati si aproape toti nuli a.i. z= Z(xj ® f/)
jel
Corolar 6.19. Daca A este comutativ iar M si N sunt doua

A-module libere de baze (e;)ic; $i respectiv (fj);c;, atunci M®,N este
un A-modul liber de bazi (¢, ® f ),;e,J .

Demonstratie. Dacd xEM si yEN atunci putem scrie
x=Yae , y=Y b f cua;,bEA unic determinati si aproape toti nuli

iel jed

siatunci x® y = (Z“fefj ®[ijfjj = ab, (e ®fj), de unde deducem

iel jeJ iel

ca (e,. ® fj)[_sll este un sistem de generatori M® 4 N.
o

Daca avem a;€A, 1€l, jE€J aproape toti nuli a..

Sa,le,®f)=0 atunci Z[Zaﬁeij@bfj:O:Z(O@f,) si din

iel jeJ \iel jeJ
jeJ

Propozitia 6.18. deducem ca Zaijei =0 pentru orice j€J, iar apoi

iel

deducem cd a;;=0 pentru orice i€l s1jE]. M

Corolar 6.20. Daca M si N sunt doud A-module libere de

rang finit peste inelul comutativ A, atunci M®,N este un A-modul
liber de rang finit si

rang(M® ,N)=rang(M)-rang(N).
in particular, daci A=K este un corp comutativ, atunci
dimxg(M®kN)=dimg(M)- dimg(N).
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Pe linga inelul A sd mai consideram Inca doua inele B si C.
Presupunem ca M este un (B, A)-bimodul iar N este un

(A, C)-bimodul. Pentru b€B, c€C si xeM, yEN definim:
b(x®y)= (bx)®y si (X®y)c=x&(yc).

Lema 6.21. Tinind cont de cele expuse mai sus, M®,N
devine B-modul sting si C-modul drept.

Demonstratie. Fie @:MXN—M®,N aplicatia canonica iar
pentru b€EB, Yy:MXN—-M®,N, y,(x®y)=(bx)®y. Se verifica imediat

ca v, este Z-biliniard si A-balansatd. Din proprietatea de universalitate a
produsului tensorial existd un unic morfism de grupuri

Up: M@\ N—-M®,N a.i. u,cp=y,, adica u,(x®y)=(bx)®y pentru orice
xEM si yeN.

Dacéd zEM®N punem prin definitie: b-z=u,(z) si se verifica
imediat ca In felul acesta M®,N devine B-modul stang si in plus
b(x®y)=(bx)®y.

Analog se aratd ca M®,N devine C-modul drept.

Deoarece pentru orice bEB si c€C avem

(b(x®ay))e=((bx)®ry)c=(bx)®A(yc)=b((x®4y)c)
rezultd cd M® N devine bimodul B-stang si C-drept. B

Observatia 6.22. Analog se probeaza ca:
(i) Daca M este un A, B-modul drept si N un (A, C)-bimodul

atunci M®,N devine B-modul drept si C-modul stang definind pentru
xeM, yeEN, beB siceC

(X®AY)b=(xb)®ay §i C(X®2y)=Xx®a(yc)
(i) Daca M este un A, B-modul drept si N un A, C-modul stang

atunci M® 4N este un (C, B)-bimodul definind pentru x€M, yeEN, bEB
siceC
(x®AY)b=(xb)®4y si c(x®ay)=x®x(cy)
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(ii1)) Daca M este un (B, A)-bimodul iar N este un A, C-modul
sting atunci M®N este B, C-modul stang definind pentru x€EM,
yeEN, beEBsiceC

b(x®,y)=(bX)®,y si c(X®,Y)=XR(CY).

Tinand cont de cele de mai inainte putem prezenta In continuare
asociativitatea si proprietatea de adjunctie a produsului tensorial.

Teorema 6.23. (Asociativiatea produsului tensorial). Fie A, B
doua inele, M un A-modul drept, N un (A, B)-bimodul iar P un
B-modul sting. Atunci existi un izomorfism natural:

OmNp:MOA\(N®P)— (MR, N)®gP
al. Ounp[XRA(Y®BZ)]|=(X®AY)®pZ
oricare ar fi x&éM, yeN si z€P.
in plus daci M’ este un alt A-modul drept, N’ un
(A, B)-bimodul, P’ un B-modul sting iar f:M—M’ este morfism de
A-module drepte, g:N—N’ este morfism de (A, B)-bimodule si

h:P—P’ este morfism de C-module stingi, atunci diagrama:

M@ A(N®P) Pm.Np (M®:N)®P
f® A(g®Bh) (f® Ag) ®Bh
4 4 4 (PM,’N,’P, 4 4 4
M’ ®,(N'®5P") (M'®,N")®5P

este comutativa.
Demonstratie. Pentru orice xeM aplicatia
O NXP—(M®,N)®gP definita prin ¢x(y, z)=(x®,y)®pz este in mod

evident Z-biliniara si B-balansatd. Din proprietatea de universalitate a
produsului tensorial deducem cd existd un unic morfism de grupuri
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abeliene u,:N®gP—(M®,N)®gP a.i. u,(y®z)=(x®,y)®pz pentru orice
yEN si z€P.
Definim acum Y:MX(N®P)—(M®,N)®gP prin

W[ 20,0, 2)|=u(20,0,2)]- 260, 5)8, 5 @ yeN s

iel iel iel
1 finita

z,EP) care este Z-biliniara si A-balansata.
Exista atunci un morfism de grupuri

(PM7N,P:M®A(N®BP)_' (M®AN)®BP a.l. (PM7N,P(X®A(y®BZ)) =(X®Ay) ®pZz

pentru orice XEM, yEN si z€P.
Analog se construieste un alt morfism de grupuri

¢ Map (MOAN)®P~M®A(N®gP) a.i.
0 Mnp(X®AY)®pZ)=Xx® A(y®p2) pentru orice XEM, yEN si zEP.

Deducem imediat (pe generatori la inceput) ca @ynp $i O Mnp
sunt una inversa celeilalte, de unde izomorfismul din enunt. Verificarea

faptului ca diagrama din enunt este comutativa este imediata. B

Sa consideram acum A si B doud inele iar M un (A, B)-bimodul.
Din cele expuse mai inainte avem functorul

F=(?)®M:Mod4(A)— Mody(B).

Teorema 6.24. (Proprietatea de adjunctie) Cu notatiile
anterioare functorul F este adjunct la stinga pentru
h™:Mody(B)— Modg(A).

Demonstratie. Trebuie sd demonstram (vezi Capitolul 5, §4) ca
dacd M este un A-modul sting, N un (A, B)-bimodul iar P un B-modul
stdng atunci:

(1) Exista un izomorfism natural de grupuri
WM’N’p:HomA(M, HomB(N, P))—’HomB(N®AM), P)
a.l. pentru orice fEHoma(M, Homg(N, P)), yEN si x€EM sd avem

unp(D(y®x)=f(x)y.
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(i) Daca M’ este un alt A-modul stdng, N’ un alt
(A, B)-bimodul iar P’ un alt B-modul sting, :M—M’ este un morfism
de A-module stangi, gZN—N’ este un morfism de (A, B)-bimodule si

h:P—P’ este un morfism de B-module stangi, atunci diagrama:

Hom,(M, Homg(N, P)) MNP Homg(N®,M), P)

Hom(f, Hom(g, h)) (Hom(g®4f), h)

VM’ NP’

Hom,(M’, Homg(N’, P")) Homp(N'®,M’), P')

este comutativa.
intr-adevar, fie fEHoma(M, Homg(N, P)) si aplicatia
eeNXM—P, ¢ (y, x)=1(x)y, pentru orice XEM si yEN care in mod

evident este Z-biliniara si A-balansata.
Din proprietatea de universalitate a produsului tensorial exista

un morfism de grupuri yeN® ,M—P a.i. y(y®x)=1(x)-y pentru orice
yEN si xEM (se observa de fapt cd yr este morfism de B-module
stangi).

Definim atunci yynp:Homa(M, Homgp(N, P))—Homp(N® M), P),
yunp(D(y®x)=y(y®x)=f(x)y pentru orice fEHoms(M, Homg(N, P)),

yEN si xEM care In mod evident este morfism de grupuri.
Construim de asemenea aplicatia

Vv~ Homg(N® M), P)—Hom,(M, Homg(N, P)),
Vvne(2)(X)(¥)=g(y®4x), pentru orice geHomg(N®,M, P), yeEN si
XEM.

Se verificd acum imediat cd y'ynp este de asemenea morfism

de grupuri §i cd@ yynp $i Wvnp sunt una inversa celeilalte, de unde
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concluzia ca yynp este izomorfism de grupuri si cu aceasta am probat
®.

Verificarea lui (ii) nu ridica nici un fel de probleme tindnd cont
de exemplu cd Hom(g, h) actioneazd pentru a€Homg(N, P) prin

Hom(g, h)(a)=hooog. B
Tinand cont de Corolarul 6.8., (ii) deducem ci are sens:
Definitia 6.25. Un A-modul sting N se zice plat daca pentru

orice monomorfism de A-module drepte f:M—-M’, f®1y este
monomorfism.

Sa facem acum pregétirile necesare pentru a pune in evidenta
anumite clase de A-module plate precum §i conexiunile intre modulele
plate, libere si proiective.

Din Propozitiile 3.11., 6.14 si 6.15. deducem imediat:

Propozitia 6.26. Orice suma directd de module plate este
modul plat.

Deoarece A este A-modul plat (conform Propozitiilor 6.12. si
6.13.) din propozitia de mai sus deducem:
Corolar 6.27. (i) Orice modul liber este plat
(i1) Orice modul proiectiv este plat.

Propozitia 6.28. Fie A, B doua inele, N un (A, B)-bimodul iar
G un B-modul drept care este cogenerator injectiv in Mody(B).
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) N este A-modul sting plat

(ii) A-modulul drept N"=Homg(N, G) este injectiv.

Demonstratie. In  Modg(A) considerim  sirul  exact
0 M —L5M—->5>M" 0 si diagrama comutativa construita in
mod canonic:

0—> Hom,(M”, N2 o v N0 om, v, N

YM"N,G VMN,G YM' NG

ho(g®alxN) ho(f®A1x)
09 HomB(M”®AN, GH HomB(M®AN3 GH HomB(M,®AN, G)
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cu liniile exacte iar coloanele izomorfisme (conform Teoremei 6.24.).
Echivalenta lui (i) cu (ii) rezultd acum imediat din Propozitiile 5.19. si

542. m

Corolar 6.29. Fie N un A-modul sting iar G un generator
injectiv din Mody(Z). Atunci N este plat dacid si numai daca A-
modulul drept Homz(N, G) este injectiv.

Observatia 6.30. in [17, p.141] se demonstreaza ca orice A-
modul sting plat si de prezentare finitd (adicd existd un sir exact
L L, > M >0 cu Ly, L; A-module libere de tip finit), este

proiectiv.

1

§7. Module libere de rang finit. Matricea de trecere de la
o baza la alta. Formula de schimbare a coordonatelor unui
element la schimbarea bazelor. Lema substitutiei. Matricea
atasata unei apicatii liniare intre module libere de rang finit;
formula de schimbare a acesteia la schimbarea bazelor.

in §2, prin A-modul liber de rang finit am inteles un A-modul
liber L ce admite o baza finitd si se bucurad de proprietatea de invarianta
a numarului de elemente din acea baza (acest numar a fost notat prin
rang,(L)).

Conform Teoremei 2.25., daca A este un inel comutativ (cu 0=1),
atunci orice A-modul L ce admite o baza finita este de rang finit. In
cazul in care A este corp si deci L este spatiu vectorial peste A, atunci

rang,(L)=dim, (L) (vezi Definitia 1.21.).
Astfel, in cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel

comutativ cu 0=+1.
Fie L un A-modul liber de rang n (n>1) iar B={e,, ..., e,} si
B'={e/,..., e,"} doud baze ale lui L.

Existd atunci elementele a;; (1<i,j<n) din A a.i.
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61,231161+ .o ae,

62,23.2161 + ...t aye,

a, a,, e a,
oy . alz aZZ b auZ )4
Definitia 7.1. Matricea €M, (A) poarta
alu aZu b arm

numele de matricea de trecere de la baza B la baza B’ si se noteazi

prin M(B, B).
Sa fixam acum anumite notatii:

Daca x€L atunci exista si sunt unice elementele a,, ...,0,EA

a.l. x=oye;+...1to.e,. Elementele a4, ...,0,€A se vor numi coordonatele
Iui x in baza B. Convenim sa desemnam lucrul acesta scriind
a]
XB= EMn’l(A).
a

n

Din ratiuni de tehnoredactare convenim de asemenea sa scriem
X,=x, =(a,.a,).

Teorema 7.2. Fie L un A-modul liber de rang n iar
B={ey, ..., ¢,} si B'={e/’,..., ¢,'} doui baze ale sale. Atunci:

(i) Matricea M(B, B’) de trecere de la B la B’ este
inversabila, inversa sa fiind M(B’, B)

(ii) Daca x€L atunci

xg'=M(B, B')"xp
(iii) Daca in L mai avem o a treia baza B”/, atunci
M(B, B”)=M(B, B')-M(B’, B").

Demonstratie. (i). Pentru orice 1 <i<n avem:

(D e,.' ziaijej si
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2) e, =) be,

all aZl nl
Atunci M(B, B)=| "= = ey
In 2n nn
bl] bZ] bn]
M(BI B): blZ b22 an
bln bZn b brm

Daca in (1) inlocuim pentru fiecare 1 <j<n pe e; cu valorile date
de (2) obtinem pentru fiecare 1 <i<n egalitatile:

’ n n n n 2
p— 4 p—
e, = E a, E b,e, |= E E ab, le,
j=1 k=1 k Jj=1

de unde cu necesitate:
0 1 pentru k=i
(3) D

o pentru k#i

Egalitatile de la (3) ne aratd ca M(B, B")M(B’, B)=I, (I, fiind
maticea unitate ce are pe diagonala principald 1 si 0 in rest), de unde
deducemca  M(B, B’) este inversabila avand inversa M(B’, B).

(i1)). Daca x€L, atunci exista a;, ...,0,€A al

x=oert...te= Y age, -

i=l

Tinand cont de (2) deducem ca

x= Zn:ai( n b,,je;} = i(iaib[/ jej’ , adica
i=1 J=1

j=1 \Ui=1

ap, | (B Ba o Ba)
b, b, .. b ‘
xg=| < |=/ " 7 ||t |=M(B’, B)xs=M(B, B’) " x5.
; al " bln bZn A brm a”

(iii). Se verifica direct prin calcul (analog ca la (i)). B
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Vom considera acum K un corp comutativ, V un K-spatiu
vectorial de dimensiune finitd iar B={e,;, ..., €,} CV o0 bazd a lui V.
Astfel, pentru orice vector vEV exista si sunt unice elementele (scalarii)

Q,

a, ..., i,€K al. v=oye,+...+a,e,. Reamintim ca am notat v, =| : | iar

prin v,='v, =(0, ..., o).

Urmatoarea observatie este imediata si foarte utila:

/A

Observatia 7.3. Dacd vi, Vs, ..., Vi€V si v, =Y ag,e, , 1<i<n,
=1

atunci {vi, ..., v4} formeazid o noud bazd pentru V daca si numai
daca
al] alZ A aln
a a a
21 22 2n :/20,
a a a

In continuare vom prezenta un rezultat fundamental pentru
metodele numerice ale algebrei liniare cunoscut sub numele de lema
substitutiei.

Lema 7.4. (Lema substitutiei) Fie V un K-spatiu vectorial de
dimensiune finita, B={e,, ..., €,}CV o0 bazi a lui V, v=q,e,+...+a,e,
€V iar pentru 1<i<n notim prin B;={e;, ..., €1, V, €i1s..., €p}.
Atunci pentru 1<i<n:

(i) B; formeaza o noui baza pentru V daca si numai daca
(li:#O

(i) Daca o+#0 si pentru x€V, x,=(A, ..., X,), atunci
X5 =(\15 «oey A'y) unde s = A/ 0; iar A'; = X5 - o5 ki / 0; pentru
1<j<n, j#i (unde pentru a, b€K, b+0 prin a / b desemnam
elementul ab™).

Demonstratie. (1). Determinantul coordonatelor vectorilor din B;
in baza B este:
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0 .. .. 0
0 0

| =g
0 0 o 0
0 0 .. .. .1

si acum totul rezulta din Observatia 7.3..
(11) Fie XEV, X:}\.leﬁ‘. . .+Xiei+. .t knen.

Din v=o,¢e;+...%a;e; +...+o,e, deducem imediat ca

0;C; = V-0C - ... - 0i1€ip = Qi+ 1€itp =+ oo = OpCy
deci e; = (1/oy)v — (a/oy)e; - ... - (ap/as)eir - (O /o) - ... (0 /ay)e,
si astfel x=Aert+...thet...+ Aen = M.+ [(To)v — (a/oy)e - ... -
-(0i1/0p)eir - (Qiri/ap)ei - ... - (o/o)en]t...+ Aen =[A1 - Moy Yoyle, +

.t [7\.1_1 - (Xiai_l)/(xi]ei_l + ()\.i/(li)V + D“H‘l — (Xiaiﬂ)/ai]em + ...+ [;\'n —

-(Aioy)/0i] e, , de unde deducem imediat formula din enunt. B

In practici, lema substitutiei se aplici punand in evidenti
urmétorul tabel:

B A X
€1 (0] M
i 04 A
€n Oy M

€1 0 }\,,]Z }\,1 - ((X])&]) / o

e, 0 Moo= Ag- () / 0
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in cazul in care o;#0, elementul o; se va numi pivot.

Se observa deci ca noile coordonate ale Iui x in baza B; se pun in
evidenta in tabelul de mai sus astfel:

1) Pe linia i a pivotului impartim toate elemntele la pivotul o.

2) Pe oricare altd linie j cu j#i1 coordonata de ordin j a lui x in
noua baza B; se obtine dupa regula: ,,vechea coordonata minus produsul
proiectiilor impartit la pivot” (interpretind pe o; si A; ca fiind
,.proiectiile” pivotului o; pe linia si coloana pivotului). In anumite
lucrari, aceastd operatie este cunoscutd sub numele de ,regula

dreptunghiului” deoarece pentru i#j putem scrie

’ 1 a,; /11’
7\. jzy\.j-((ljy\.i)/(li: (a—!j det[a o J

J J

a. A
si astfel se obtine ,,dreptunghiul” A, = det( ' /1’] si regula de obtinere
. .

a lui A’} se poate enunta astfel: ,,produsul elementelor de pe diagonala
principala a lui A; minus produsul elementelor de pe diagonala
secundara a lui A;si ceea ce se obfine se imparte la pivot”.

Ca o prima aplicatie a lemei substitutiei vom stabili dacd un
anumit numar de vectori din V sunt sau nu liniar independenti.

Pentru aceasta vedem citi dintre acesti vectori pot inlocui
vectorii din baza initiald (cu ajutorul lemei substitutiei) si citi vor
verifica aceastid conditie atitia vor fi liniar independenti. in mod
evident, dacd numarul acestora coincide cu dimensiunea lui V,
atunci ei vor forma o noua baza pentru V.

De exemplu in R® si considerdim baza canonici e;=(1, 0, 0),
e,=(0, 1, 0), e;=(0, 0, 1) si vectorii vi=(3, -2, 1), v,=(1, -1, 0),
v3=(-1, 1, 1) si v=(1, 2, 3). Ne propunem sa vedem daca vectorii v;, vy,

vy formeazi o noud bazi pentru R’ 1in care caz si deducem si
coordonatele lui v 1n aceasta baza.

Tinand cont de cele stabilite mai inainte facem o serie de calcule
puse sub forma urmatorului tabel:
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B Vi WV» V3 \%
€ ® 1 -1 1
€ 2 -1 1 2
€3 1 0 1 3
\4 1 1/3  -1/3 1/3
e |0 Q3 13 8/3
e3 0 -1/3 4/3 8/3
\2 1 0 0 3
2 0 1 -1 -8
€3 0 0 ® 0
\4 1 0 0 3
Vs 0 1 0 -8
V3 0 0 1 0

in concluzie, vectorii {v1, V2, v3} formeazd o noud bazd pentru
R? iar coordonatele lui v in aceastd baza sunt 3, -8, 0.

Intr-adevar, 3-v, + (-8)v, + 0v3 = 3:3, -2, 1) - 8(1, -1, 0) =
=(9,-6,3)+(-8,8,0)=(1,2,3) = v.

Pe parcursul acestei lucrari vom mai prezenta si alte aplicatii
ale lemei substitutiei.

Fie acum L si L’ doud A-module libere de rang finit,
B={ey, ..., en} 0 bazd a lui L iar B'={e/’,..., e,’} 0 baza ale lui L’ iar
f:L—L’ un morfism de A-module.

Atunci, existd elementele a;EA (1<i<m, 1<j<n)ai.:

4 7 7
fle))=ane;” +ape, + ... tape,

4 V4 ’
fle))=azie;” tape, + ... Faye,
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Definitia 7.5. Matricea

all a2] b aml
a a .. a
n__ 12 2 2
M(B, B')= " | EMpm(A)
alu aZn amn

poarta numele de matricea asociatd lui f relativi la perechea de baze
(B, B).

Propozitia 7.6. Dacid L si L’ sunt douid A-module libere de
rang finit, de baze B={e,, ..., e,,} si respectiv B'={e/’,..., e,'}, atunci
oricare ar fi f, g Homy(L, L) si ac A avem:

Miuo(B, B')=M; (B, B')+ M, (B, B') iar
M, (B, B)=a-M;(B, B').
Demonstratie.  Dacd  alegem M(B, B)= (a,,j)lggn si

1<j<m

i

MyB, B)=(p ){5"?”’ atunci avem egalitatile f(e,.):ia”ei’ si
<jsm ’ -1

g(e‘/.): D be ,1<j<m.
i=1
Egalitatile din enunt rezultd imediat tindnd cont cd pentru orice

1 <j<m avem egalitatile:

n

(Free)=fle)tee)=Yae, +Ybe =Y (a, +bk, si

i=1

(af)(e) =a-f(e;)=a- Z"“a(/.e,.' - Z(a a) . m

Propozitia 7.7. Fie L, L', L”’ trei A-module libere de rang
finit, de baze B, B’ si B”’. Atunci oricare ar fi fEHom,(L, L') si
g€EHom, (L', L") avem

M,.¢ (B, B”)ZMg (B’, B"):M;(B, B).

Demonstratfie. Alegem B={e;, ...en}, B'={e/,...e)},
B"={e/",...e,””}, M(B, B')= (a,,)i,i,; si My(B', B")=(p, ):?,-ze,
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Acum, egalitatea din enunt rezultd imediat deoarece pentru orice
I<j<mavem (gof)(ej)=g(f(e;))=

n ’ n ’ n P " n ”n
=T |- Fada )-Sa[Tne |- 50 -
k=1 k=1 k=1 i=1 k=1

i=1

Fie acum L si L’ sunt doud A-module libere de rang finit de
baze B={e,, ..., en} si respectiv B'={e/,..., e,/'}. Dacd definim
¢:Homy(L, L")—M,,(A) prin o(f)=M(B, B’) pentru orice

feHom,(L, L"), atunci din Propozitia 6.4. deducem ca ¢ este morfism
de A-module. Cum in mod evident ¢ este si bijectie, deducem urmatorul
rezultat:

Corolar 7.8. Homyu(L, L) = M,n,(A) (izomorfism de
A-module).

Din Propozitia 7.6. si Propozitia 7.7. deducem imediat ca daca L
este un A-modul liber de rang finit avand baza B={ey, ..., e,}, atunci

definind y:Enda(L)—M,(A) prin y(f)=M(B, B), v este morfism de
inele. Deoarece y este in mod evident si bijectie deducem un alt rezultat
asemanator celui de mai Tnainte:

Corolar 7.9. (i) End,(L) = M,(A) (izomorfism de inele)

(ii) f€End (L) este inversabil (adica este izomorfism de
A-module) daca si numai daca matricea M¢(B, B) este inversabila in
M, (A).

Propozitia 7.10. Fie L si L’ doud A-module libere de rang
finit de baze B=f{e,...,en} si respectiv B'={e/,....e,’} iar
g€Hom, (L, L').

Daca C={f,, ..., f,} si C'={f/,..., f,'} reprezinti o alta
pereche de baze pentru L si respectiv L', atunci

M,(C, C")=M(B’, C’) "“M,(B, B’)-M(B, C).

Demonstratie. Daca alegem M(B, C)= (u[/.)

1<i, j<m
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M(B’, C)=(v,) _, MyB, B')=(a, ) , My(C, c'):(a,:,'j, , atunci

I<i, j<n Y 1<j<m 1<i<n
I<j<m

avem egalitatile: f,=>u,e, (I1<i<m), f => v, (I<i<n),
Jj=1 J=1

gle)= Zn:aﬁe‘/’ (I<i<m)si g(f)= Zﬂ“aﬂ/f/_/ (1=i<m).

Deducem imediat ca pentru orice 1 <j<m avem

dlr)=3a, 1 = 3o, (S |- 2 Sna Jo
k=1 k=1 i=1

i=1 k=1

iar pe de alta parte

g(fi): g(AZuk/ekj = AzuAjg(ek ) = ZMAJ(Za[kei,j = Z(Zamuuj@[, )
o 2l = i 2l

de unde egalitatile Zn:vikakj’ Ziaiku@- oricare ar fi 1<i<n si 1<j<m.
Aceste ultime egalitati ne arata cd avem egalitatea matriceala
M(B’, C')'M,(C, C")=M,(B, B')M(B, C)

echivalentd cu cea din enunt. B

Corolar 7.11. Daca L este un A-modul liber de rang finit
avand doua baze B si B’ atunci pentru orice fEEnd,(L) avem:
M,(B’, B')=M(B, B')"-M(B, B)-M(B, B').

Observatia 7.12. Deoarece spatiile vectoriale de dimensiune
finitd peste un corp comutativ §i netrivial sunt cazuri particulare de
module libere de rang finit, deducem ca toate rezultatele din acest
paragraf sunt adevarate si pentru spatii vectoriale (de dimensiune finita).
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CAPITOLUL 2 : DETERMINANTI
SISTEME DE ECUATII LINIARE.

§1. Definitia unui determinant de ordin n. Proprietatile
determinantilor. Dezvoltarea unui determinant dupa
elementele unei linii. Regula lui Laplace. Formula Binet-
Cauchy.

In cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel
comutativ si unitar.

Definitia 1.1. Daci neN, n=1 si M=(a;)=ij=nEMu(A),
atunci prin determinantul matricei M notat det(M) intelegem
elementul

det(M)= Z sgn(a}zm(l)amc)...am(n) cA

ces,

(unde prin S, am notat multimea permutirilor asupra multimii

{1, 2, ..., n} iar pentru 6<€S,, sgn(c) reprezinta signatura permutarii

c).

all alz alu
. = = _ |9y an a,,
Convenim sa notam det(M)= (sau condensat,
a a a

nl n2 o nn

det(M)= |aij I si,jsn).
Asociind la fiecare MEM,,(A) elementul det(M)EA, obtinem o

functie det:M,,(A)— A numita functia determinant.

o . a a .
De exemplu, daca n=2 si M=( ! '2] , atunci det(M)=a, a,-
aZl aZZ
all alZ a13
-apay iar dacan=3siM=|a, a, a,, |,atunci
a a a

31

det(M)=a,;a5,a33121282383172382183,—a13822831-212821333-31132383).
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Produsul a,(1ya24(2)... @ne(m) poarta numele de termen al lui det(M).

o n! .
Astfel, det(M) este suma a n! termeni dintre care - apar in det(M) cu

|
semnul (+) iar % cu semnul (-).

Daci n=1, adica M=(a;;) convenim si definim det(M)=a,,.

In cele ce urmeaza vom pune 1n evidenta principalele proprietati
ale determinantilor.

Propozitia 1.2. Pentru orice MEM,(A), det(‘M)=det(M)
(unde prin ‘M am notat transpusa matricei M).

Demonstra}ie. Fie M=(aij)lgi,j5n Sl ‘M=(taij)15i,jgn unde pI'il’l taij
am notat elementul aj;.

Avem
det(tM)z ngn(a) lala(])laZU(Z)"'[ano'(n) = ZSgn(o'}la(l)laamz~~ag(n)n =

ogesy, oSy,

= 25800R e ) ngn(ail k. 0 %210 % ao )

= o les,

=det(M) (deoarece atunci cand ¢ parcurge S, si 6™’ parcurge bijectiv pe

S, iar sgn(c™)= sgn(c)). W

Observatia 1.3. Egalitatea det('M)=det(M) ne arati ci ori de
cite ori avem o proprietate adevdrata referitoare la liniile unui
determinant, aceeasi proprietate este adevaratd si pentru coloanele
determinantului. Din aceastd cauzd in continuare vom prezenta
principalele proprietati ale determinantilor referitoare la linii, rezultand
tacit ca acestea sunt adevarate si pentru coloane.

Propozitia 1.4. (i) Daca toate elementele unei linii dintr-o
matrice sunt nule, atunci determinantul matricei este nul
(ii) Dacd intr-o matrice schimbam doua linii intre ele,
matricea astfel obtinuti are determinantul egal cu opusul
determinantului matricei initiale.
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(iii) Daca o matrice are doua linii identice, atunci
determinatul siu este nul
(iv) Daca toate elementele unei linii a unei matrice contin

factor comun un element ac A, atunci acel element poate fi scos in
fata determinantului matricei
(v) Daca elementele a doua linii ale unei matrice sunt
proportionale, atunci determinantul siu este nul.
Demonstratie. (1). Daca de exemplu, toate elementele de pe linia
i a matricei M sunt egale cu 0, atunci cum fiecare termen al
determinantului contine ca factor si un element al liniei i deducem ca

det(M)=0.

(i1). Fie Mj matricea ce se obtine din matricea M=(ajj)<ij<n
schimband intre ele liniile i si j.

Avem det(M;)= Z sgn(a)ala(l)az(,(z)...aja(,.)...amm...aw(”)

ges,

Daca consideram transpozitia €=(i j) (ce duce peiin j, pej in i
si lasa pe loc restul elementelor din {1, 2, ..., n}) atunci putem scrie

det(M;)= Z Sgn(o-hl(o'os)(l)al(aos)(l)"'an(gog)(n) =- z Sgn(T)'zlr(])aZr(Z)"'anr(n) =

oeSy €Sy
=-det(M) (deoarece atunci cind o parcurge pe S,, cog=T parcurge

bijectiv pe S, iar sgn(t)=sgn(c)-sgn(g)=-sgn(o)).
(ii1). Daca matricea M are identice liniile i i j, atunci schimband

intre ele aceste linii trebuie dupa ii) ca det(M)=-det(M), de unde

deducem ca det(M)=0 (evident in ipoteza ca inelul A nu este de
caracteristica 2).

(iv). Fie M=(ajj), <ij<n 1ar M’ matricea ce diferd de M prin aceea
ca 1n locul liniei (a;, ap, ..., ai,) are linia (aa;, aap, ..., aay). Atunci

det(M")= Zsgn(a)aw(])az(r(z)...(aam(i))..aw(”) =a Zsgn(a)aw(])az(r(z)...aw(”) =

oSy cESy
—a-det(M).
(v). Rezulta imediat din (iv) si (iii). ™

Fie acum M=(ajj);<ij<n€My(A) s1 sd presupunem cd elementele

liniei i se scriu sub forma a;=a;’+a;;”’ pentru fiecare 1 <j<n.
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Daca notdm cu M’ (respectiv M) matricea care se obtine din M
inlocuind elementele de pe linia i cu elementele (a;;") (respectiv (a;'"))
(1<j=<n) atunci avem urmadtorul rezultat:

Propozitia 1.5. det(M)=det(M')+det(M"’).

Demonstratie. Avem det(M)= zsgn(cr)awmaw(z)...a[.a(,.)...am(n) =

oeSy

= ngn(a}zm Ay, ( )+a ) @,y ngn(a)am )i ..am(n)-i—

ces, oeS,

+ ngn(a)am Ayl ) =det(M)+det(M”). B

no
oSy

Corolar 1.6. (i) Daca o linie a unei matrice patratice este o
combinatie liniard de celelalte linii, atunci determinantul matricei
este nul.

(ii) Daca la o linie a unei matrice patratice adaugam o
combinatie liniarad de alte linii, determinantul matricei nu se
schimba.

Observatia 1.7. Sintetizdnd proprietitile de mai sus ale
determinantilor avem urmatoarele proprietdti principale ale
determinantilor:

Proprietatea 1: Daca intr-un determinant schimbam liniile cu
coloanele, determinantul nu-si modifica valoarea.

Proprietatea 2: Daca toate elementele unei linii a unui
determinant sunt nule, atunci si determinantul este nul.

Proprietatea 3: Daca intr-un determinant schimbam doua linii
intre ele, determinantul 1si schimba doar semnul.

Proprietatea 4: Intr-un determinant factorii comuni se scot pe
linii.

Proprietatea 5: Dacd intr-un determinant doud linii sunt
proportionale, atunci determinantul este nul.

Proprietatea 6: Dacad toate elementele unei linii a unui
determinant se scriu ca suma de doua elemente atunci si determinantul
se scrie ca suma de doi determinanti.

Proprietatea 7: Dacd o linie a unui determinant este o
combinatie liniara de celelelte linii, atunci determinantul este nul.

120



Proprietatea 8: Daca intr-un determinant la o linie addugam o
combinatie liniard de alte linii, atunci determinantul nu-si schimba
valoarea.

Observatia 1.8. In cazul determinantilor de ordinul 3 exista
doua reguli simple de calcul a acestora cunoscute sub numele de regula
lui Sarrus i respectiv regula triunghiului.

Pentru regula lui Sarrus se procedeaza astfel:

all alZ a13
Dacd M=|a, a, a, | atunci adaugind primele doua linii la
a a a

31

M obtinem matricea de ordinul (5, 3):

32 33

a a, a;
a, Ay Ay
M'=
| 4 ay a3
a a, a;
a a a

21
Termenii cu (+) din dezvoltarea lui det(M) sunt cei ce se obtin
inmultind elementele de pe diagonala principald a lui M si cele ale

22 23

,,diagonalelor paralele” cu aceasta din M’ iar cei cu (-) se obtin
inmultind elementele de pe diagonala secundard lui M si cele ale

,,diagonalelor paralele” cu aceasta din M. De exemplu, daca

M=|-2 1 1 atunci
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1 2 -3
-2 1 1
M'=| 2 ‘ -1 | 4 | si astfel
1 2 -3
-2 ‘ 1 | 1

detM)=1-1-4+(-2)-(-1)(-3)+2:2:1-(-3)-1-2-1-(-1)-1-4-2:(-2) =4-6+4+
+6+1+16 = 25.

Pentru regula triunghiului se procedeaza astfel:

al] alZ al3
Se considera M=| a,, a, a,, | si se observa ca
a3l a32 a33

tripletele (a3, a5, as) si (a3, app, ay3) formeaza doud ,.triunghiuri” cu
varfurile n a;; si respectiv a;; §i cu bazele ,,paralele” cu diagonala
principala, astfel ca termenii din dezvoltarea lui det(M) ce apar cu
semnul plus pot fi individualizati astfel: produsul elementelor de pe
diagonala principala precum si produsele celor doua triplete ce formeaza
doua triunghiuri cu bazele paralele cu diagonala principala. Cele cu
semnul minus vor fi: produsul elementelor de pe diagonala secundara
precum si cele doud produse ale tripletelor (a;;, a3, a;) si (233, a1, a12)
ce formeaza doud triunghiuri cu varfurile in a;; §i respectiv as; §i cu
bazele ,,paralele” cu diagonala secundara.

In continuare vom prezenta un procedeu recursiv de calcul al

unui determinant de ordinul n prin care calculul acestuia se reduce la
calculul a n determinanti de ordinul n-1.

Fie deci M=(aij)15i,jgn€Mn(A) (1’122) Sl d=det(M)=|aij|15i’jgn .
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Definitia 1.9. Numim minor complementar al elementului a;
in det(M) elementul notat d;; ce se obtine calculind determinantul
de ordinul n-1 obtinut prin eliminarea din det(M) a liniei i si
coloanei j (1<i, j<n).

Elementul ﬁij=(-1)i+jdij se numeste complementul algebric al
lui a;; in det(M).

Teorema 1.10. Dacd M=(a;)<ij<n€M,(A), atunci pentru
orice 1<i<n avem egalitatea:
det(M)= ai15i1+aizﬁiz+. . .+ain8m.
Demonstratie. Avem det(M)= Y sgn(0) a,()@20(2)Auo(s) $i
oes,
sd notdm pentru 1 <i<n, s;=a;;0;1Tap0pT. .. 720

Ideea de demonstratie a egalitatii det(M)=s; este urmatoarea:
vom arata ca fiecare termen de forma a;d;; al sumei s; este suma a (n-1)!
termeni din dezvoltarea lui det(M) avand acelasi semn ca si cei din
dezvoltarea lui det(M) iar pentru doud valori diferite ale indicelui j
avem termeni diferiti din dezvoltarea lui det(M). O data stabilit lucrul

acesta, egalitatea det(M)=s; se probeaza astfel: suma s; are n-(n-1)!=n!
termeni identici si cu acelagi semn ca si termenii ce ne dau dezvoltarea

lui det(M), deci cu necesitate det(M)=s;.
Sa ne ocupam la inceput de termenul a;;91;.

Avem 311811:2111 Zsgn(r)azf(z)ahm...aM(H) = Zsgn(z')al]ab(z)a&m...am(,’)

(sumarea facandu-se dupa toate permutarile T asupra multimii {2, 3, ...,
n}). Se observa ca cei (n-1)! termeni ce apar in dezvoltarea lui a6,
sunt termeni ce apar i in dezvoltarea lui det(M).

Sa aratdm ca acestia apar cu acelagi semn ca si in dezvoltarea lui
det(M). Pentru o permutare t asupra multimii {2, 3, ..., n} semnul
termenului  a, ,a,,4..a,,, din dezvoltarea lui &, este sgn(t), deci

semnul termenului «aa,,,a,,...a,,, provenit din produsul a;d,; este

egal cu sgn(1).
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A

Pe de alta parte, semnul termenului a,a, . a,.-a,., In

dezvoltarea lui  det(M) este egal cu sgn(t’) unde
1 2
= [1 ) 1(33) TE?”)] si avem in mod evident sgn(t)=sgn(t’).

Pentru cazul general al produsului a;é; procedam astfel:
schimbam liniile i coloanele in asa fel incit elementul a;;sa vina in locul
elementului a;; i minorul d; sd ramind neschimbat. In felul acesta linia
i §i coloana j devin linia 1 si respectiv coloana 1; linia 1 devine linia 2,
linia 2 devine linia 3, ..., linia i-1 devine linia i; coloana 1 devine
coloana 2, coloana 2 devine coloana 3,..., coloana j-1 devine coloana j,
astfel ca dacd notam prin d’° determinantul obtinut prin astfel de
schimbari avem det(M)=(-1)"1d’ si in plus d’,;=d;.

Daca a, a,,_ ..a a .a, este un termen oarecare din

ey %2k it ko Rt by %k

dezvoltarea determinantului d;; din egalitatea det(M)=(-1)"d’ si tinand
cont de prima parte a demonstratiei deducem ca semnul termenului
(-1"a,ay,..a,,  a,a, . -a, provenit din produsul a;d; este
acelasi cu cel dat de dezvoltarea determinantului d. Astfel, demonstratia

teoremei este completa. W

Corolar 1.11. Daca 1<i#j<n, atunci

aj15i1+aj25i2+. o .+ajn5in= 0.
Demonstratie. Conform Teoremei 1.10. avem

(*) det(M) =ai18i1+ai28i2+. . .+am8m.
Deoarece 6;;, 0y ,..., Oy nu contin elementele aj, ap,..., ai,

egalitatea (*) este de fapt o identitate in a;}, ap,..., aj, .
Astfel, a;;0i1+a;j0it... 12,01, va fi un determinant ce are linia i

formata din elementele ajj, ap,...,a;, i cum j#1 avem atunci doua linii
identice (linia j si linia i ce coincide cu linia j), de unde deducem ca

;101 Tapdipt.. . +ajndin=0 (conform Proprietatii 5). W

Sumand cele stabilite anterior, avem urmatorul rezultat
important:
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Teorema 1.12. Dacd M=(a;)<ij<n€Mu(A), atunci pentru

orice 1<i, j<n avem

det(M) pentru j=i
aj15i1+aj26i2+. . .+aj,,5in= { s
0 pentru j #i

in continuare vom prezenta o generalizare a celor stabilite in
Teorema 1.10. ce ne dd dezvoltarea unui determinant dupa o linie. Mai
precis vom prezenta o reguld de dezvoltare a unui determinant dupa mai
multe linii (asa zisa regula a lui Laplace).

Inainte de a enunta regula lui Laplace vom defini notiunile de

minor de ordin k (k<n-1), minor complementar si complement algebric
pentru un minor complementar de ordin k (care generalizeaza de fapt
notiunile definite mai inainte).

Sa alegem o matrice ME€M,(A) (n>2) si sa fixdm k linii 1,

ip,..., Iy $i k coloane ji, jo,..., jx (k<n-1) distincte.

Elementele ce se afla la intersectia liniilor i, i,..., ik $i
coloanelor j;, jo,..., jx fomeazd o matrice de ordinul k al cérei
determinant il vom nota prin M si 1l vom numi minor de ordin k

J1i2--Jk
pentru det(M).
Daca eliminam din matricea initiald liniile iy, i,..., i $i
coloanele ji, j,..., jx obtinem o matrice patratica de ordin n-k al carei

determinant i1 vom nota prin M!?* si 1l vom numi minorul

J1J2-Jk

complementar al lui M ">
J1J2-Jk
: = = i] iZ il\ £ . .
Convenim de asemenea s notim | ' 1=+ 4,)
S T2 o Tk =1

ioi e ik

Numdrul —4)2% =(—1)[n e ./J'M 12k se va numi complementul
J1J2-Tk J12Jk

algebric al lui M "%

J1J2-dk "

Observam cd pentru k=1 obtinem notiunile prezentate in
Definitia 1.9..
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. . 0 -
Exemplu. Fie matricea M= L 5 eMy(2).

0 -1 3 1

Sa alegem liniile i;=2, i,=4 si coloanele j;=1, j,=2 (deci k=2).

1 3 -1 2 4 .
:—5,{ }:9,de01

0
Avem M =
0 1 -2 1 2

‘:0,1\75;:

Ay =1 M =—(-5)=5.

Sa observam ca daca fixam k linii, cu elementele acestora putem
forma C* minori de ordin k.

Suntem acum 1n masura sa prezentam regula lui Laplace:
Teorema 1.13. (Laplace). Dacd M=(a;j)1<ij<nEMn(A) si fixam
liniile 1<i;<i,<...<ix<n (k<n-1), atunci
det(M)= > M- . 4124 (o0 sumi de C! termeni).

N2k /]JZ--v./l(
ISj1<jp<.<jk<n

Demonstratie.  In  esentd, ideea de demonstratie este
asemanatoare cu cea de la demonstratia Teoremei 1.10. cu deosebirea ca
este ceva mai elaborata.

Observam ca pentru 1 <j;<jp<...<jy<n, M?"* este o suma de

ik
k! termeni iar 4> este 0 suma de (n-k)! termeni astfel cd dacd notam
cu S suma din partea dreapta a egalitatii din enunt atunci S va fi o suma
de k!*(n-k)!- C* =n! termeni.

Daca vom ardta ca cei n! termeni ce formeaza pe S sunt de fapt
termeni distincti din dezvoltarea lui det(M) (si cu acelasi semn ca in
det(M)) atunci in mod evident avem egalitatea din enunt det(M)=S.

Sa consideram la inceput cazul i;=j;=1, i,=j,=2, ..., k=] =k.

Atunci M > = ngn(a)am Ayir)

oeSy

[l 2 . k}:2(1+2+...+k):k(k+1)’deCi

k(rk

1 2 ..k
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ko K(k+1) T2k r120 —
All;..: - (_1) .MIIZZ.”AA - MIIZZ..,kA - ngn(fhhl r(l(+l)"'anr(n)
7S}
(unde prin S’ am notat multimea permutarilor asupra elementelor k+1,
k+2, ..., n) astfel ca

12..k 2.k _
Mlz...k : Alz...k - ngn(a)~ sgn(z')~ A1) %20(2) Pho(k)F it k1) Pe(n) *
ceSk
reSk

5 . B 1 2 ...k k+1 ... n
Paca - notam 5‘[0—(1) o) . oK) clk+1) . T(n)jesm

atunci Tn mod evident sgn(g)=sgn(c)-sgn(t), astfel ca termenii sumei
M > A5+ fac parte din termenii lui det(M) si apar cu acelasi semn ca

12..k 12..k
si in dezvoltarea lui det(M).
Cautam acum sa probam un rezultat similar pentru un produs

general de forma M2% - 4%-% - Permutdnd succesiv liniile si
J1J2-Jk J1J2 Tk

coloanele vecine putem aduce minorul M”* 1in coltul din stinga sus

al determinantului det(M); pentru aceasta sunt necesare (i;-1)+

H(ip-2)+. . A K) G 1-DHG-2)+. . A (Gik) = E‘ jz ;k}k-(kﬂ)

i

permutdri de linii si coloane.
Daca notam prin N matricea astfel obtinutd avem ca

det(N)=(1) % 4 -det(M), M™% = N"* jar 37" =N Din

J1J2-Jk 12..k J1J2-Jk
cele demonstrate anterior, in det(N) suma tuturor termenilor ale caror

prime k elemente intrd in minorul M”* este egald cu produsul

M2 - M L De aici rezultd ¢ suma termenilor corespunzatori ai lui

det(M) este egala cu produsul:

e

i k L L P P
(_ 1)[/[ j2 ./k} .MLIIZY..I]( .MLIIZY..I]( :MWZ”J]( .ALIQ..,L](

J1J2--Jk J1J2-Jk J1J2--Jk 172k °

Cu aceasta teorema este complet demonstratd. B

1 2 -1 0
. . 0 -1 1 1

Exemplu. Fie matricea M= L2 3 | eMy(2).
1 2 3 0
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Sa calculam det(M) dezvoltandu-l cu ajutorul regulii lui Laplace
dupa liniile 1 si 2. Avem
det(M)_M]ZAIZ +M12A12 +M12A12 +M12A12 +M12A12 +M12A3]j —

1 2 12 -1 12 -1 12 2 3
= . 13 .
T R R
2 -1 -1 -1 S

‘—1 1"(_1){ J' 1 0‘ ‘—1 1‘ (_1)[ 3‘

“1 0, e |12
uf 1‘.(—1)[3 4} | 2‘—

=(=D)-(=1)°-3+1-(=1) - 24+1-(=1)* -0 +1-(=1)" -1+ 2-(=1) ~(—6)='

= 3-2+1+12=8

Corolar 1.14. Daca M, NeM,(A), atunci

det(M:N)=det(M)-det(N) (adica aplicatia det:M,(A)—A este
morfism de monoizi multiplicativi).

Demonstra,tie. Alegem M=(aij) 1<ij<n» Nz(bij) 1<ij<n Sl
. . 0 . ) .
consideram matricea PEM,,(A), P=[ ; Nj al carui determinant il

calculdm 1n doud moduri:

Pe de o parte, cu ajutorul regulei lui Laplace dezvoltam pe
det(P) dupa primele n linii si obtinem
det(P)=det(M)- (=1 » -+ -det(N)=det(M)-det(N).

Pe de altd parte, pentru fiecare 1<j<n in det(P) facem

urmatoarele operatii: inmultim coloana 1 cu byj, pe a doua cu b,;, ..., pe
a n-a cu by si ce obtinem adundm la coloana n+j, obtinand astfel pentru

det(P) urmaitoarea forma: det(P)=det(P’), unde P’ este matricea
M M-N
-1, O, )

Dezvoltand acum pe det(P) dupa ultimele n coloane obtinem:
det(P)=det(M:N): (= 1)t 2 - ] -det(I,)=det(M:N)- (—1)"** . (< 1) =
=det(MN)-(-1)"®*D""=det(MN), de unde deducem egalitatea
det(M-N)=det(M)-det(N). m
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in continuare vom prezenta o formula de calcul a produsului a
doua matrice (asa zisa formula Binet-Cauchy).

Fie m, n€N" ai. m<n. Dacd 1<j;<j,<...<jn,<n, prin S,(i, ...,
jm) notdm multimea permutarilor multimii {j;, ..., ju} (in particular
Su=Su(1, 2, ..., m)).

Sa considerdam acum MEM, n(A) 51 NEM, m(A).

Cum M-N&EM,,(A) are sens sd vorbim despre det(M-N).

In continuare vom face pregitirile in vederea stabilirii unei
formule de calcul pentru det(M-N).

Pentru orice ki, ..., kn€{1, 2, .., n} (nu neaparat distincte)
notam cu M ., ki, ..., ky, (respectiv N ki, ..., ki, , . ) matricea de tip (m,
m) avand m coloane (respectiv m linii) egale in ordine cu coloanele
(respectiv liniile) de indici ki, ..., k;, ale matricei M (respectiv N).

Sd consideram ki, ..., kn€ {1, 2, ..., n} cu ki#k; pentru i+#j si fie
Jji» ---» jm O rearanjare a elementelor ki, ..., ky, a.1. j;<j>< ... <. Atunci
(ky, ..., ky) este o permutare din S,(ji, ..., jm) $I existd o unicd
permutare 6ES,, a.1. ki=jq) (1<i<m).

Definim semnul permutarii (ki,....ky,) ca fiind elki,..., kn)=

=sgn(o).
Tinand cont de notatiile precedente avem:
(1) det (Nky, ..., ki, . )=eky, ..., k) det (N, ..., jm, . ) (51
o relatie analoaga pentrudet (M ., ky, ..., ky, )).
Astfel, putem scrie:

2)det M ., ky, ..., ko )= Ze(k,,...,km)a,kl....amkm (sio

(K1 serskion JeS i (1 wesim )

egalitate analoaga pentru det (N ji, ..., jm, - )).

Cu notatiile introduse mai sus avem:
Teorema 1.15. (Binet-Cauchy). Fie m, neEN* ai. m<n.

Atunci pentru oricare doud matrice MEM,, ,(A) si NEM, n(A) are
loc egalitatea:

detM-N)=" > det (M., ji, ee jm )det (N iy eus jims )

I<j1<..<jp<n
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Demonstratie. Dacad notam P=M- N—(cij)ISi,jsmEMm(A) atunci
det(M-N)=det(P)= Y &(i,,..., ), -

(i1 sl JES

n
(i1 seeesipg JESim k=1 k,,,fl

= z Ay D i, z (1’ i, )bqu ki
Kl sk €{1,2,00m

(i1 s JESM

= Zalkl .a,, - det(Nky, ..., kp,.

K rkmell,2,0n}
ki ¢1<j pentru i#j

ml,”

(am tinut 1n ordine cont de definitia unui determinant, de faptul cd un
determinant cu doua linii identice este nul ca si de (1) si (2)).

Grupand termenii cu {ky, ..., kn}={ji, ..., jm; pentru 1<j,<jp<
.. Ym=<m arbitrar fixati obtinem:
Zaul .a,, - det(Nky,...,kn,.)=

K sk €41,2,0m )
Al¢1<j pentru i#j

= > det(Njp, ..o, jm, . )( > elk, ok, Jay, oa,, )=

1S/ << jmSn (k1 s JeS i (jt s fim )

= > detM.,ji, ..., jm)det (Njp, ..0ijm,.),

I<j1<<jm<n

de unde rezulta egalitatea din enunt.®

Observatia 1.16. Daca in formula Binet-Cauchy consideram
, NE&EM,(A), atunci

det(M-N)=det(M)-det(N), adicd ceea ce obtinusem si in Corolarul
1.14..

m=n, atunci obtinem cd& dacd M

in continuare vom prezenta si alte aplicatii ale formulei Binet-
Cauchy.

Sa consideram 1in locul inelului A corpul C al numerelor

complexe.

Pentru MEM,, »(C) vom nota prin M matricea ce se obtine din
M inlocuind fiecare element al lui M prin conjugatul sau. in mod
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evident 'M = ‘M si vom nota M"= ‘M = ‘M . Dacid M este o matrice
patratica (adicdi m=n) atunci tindnd cont de definitia lui det(M)
deducem imediat ci det( M )= W si astfel

det(M- M )=det(M)-det( M )= det(M)- det(M ) =|det(r ) =0
(cu egalitate daca det(M)=0). Analog deducem ci si det(‘M-M)=0.

Corolar 1.17. Dacd m, nEN" si m<n, atunci pentru orice
matrice MEM,,,(C), det(M-M') este un numir real iar
det(M-M")>0 (egalitatea are loc daci si numai dacii pentru orice

1<j1<p< ... <jm<n avem det (M ., ji; .ces jm )=0).
Demonstratie. Aplicam formula Binet-Cauchy matricelor M si

N='M =M"si obtinem:
detM-'77)= 3 det (M., ji, ..., jm ) det( 77 1, ..., jm )=

I<j1<<jm<n

= Y detM.ji,....jm)det (M .ji, ....jn)=0. M

I£/1<<jm<n

Corolar 1.18. Daci m, nEN" si m<n, atunci pentru orice
matrice MEM,, ,(R) are loc inegalitatea:

det(M-'M)>0.
Mai mult, egalitatea are loc daca si numai daca pentru orice

1<ji<jp<...<jm<n avem det (M ., jy, +«es jm )=0.

Corolar 1.19. Fie m, n€N" cu m>n. Atunci pentru orice
douii matrice MEM,,,(C) si NEM, ,(C) are loc egalitatea
det(M-N)=0.

Demonstratie. Consideram matricele M, N €M,(C) care se

obtin din M, respectiv N, prin addugarea la sfirsit a m-n>0 coloane,
respectiv linii, ale caror elemente sunt toate nule. Se observad ca

M:N= M - N si atunci:
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det(M-N)=det( 7 - N )=det( i/ )-det( N )=0-0=0. m

Corolar 1.20. (Fischer) Daci MEM,,,(C) este o matrice
pentru care exista NEM,, ,(C) cu det(M-N)+0, atunci cu necesitate

m=<n.

Corolar 1.21. (Identitatea lui Lagrange) Fie n>2 un numar

natural. Atunci pentru orice a;, b;, x;, y;€C cu 1<i<n are loc
identitatea:

00 (820 (500 (S0 oo 001000,

1<i<j<n

in particular pentru x, =a, §i y, =b , 1<i<n obtinem forma
clasica a identitatii lui Lagrange:
n 2 n 2 n
(Bl | (Zor -Ze
Demonstratie. Aplicam formula lui Binet-Cauchy pentru

XN
M=(“' a”jsiN= L e

b
le y/l

2

= Z ab, —ab, 2 .

1<i<j<n

| e ;

Corolar 1.22. (Cauchy-Bouniakovski-Schwartz) Daca n>2

este un numar natural, atunci pentru orice a;, b;©C cu 1<i<n avem

inegalitatea:
“(Zer (3]

n
Sab
i=1 i=

cu egalitate daca si numai dacd existi AcC a.i. a;=kb; pentru

1<i<n.
Demonstratie. Totul rezultd din forma clasicd a identitatii lui

Lagrange.m
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Corolar 1.23. Fie m, neN" cu 2<m<n. Atunci, pentru orice

douii matrice MEM,,,(C), NEM,u(C) si orice L€C are loc
egalitatea:

A" det(M-N+ A-I,)=det(N-M+hr-1,).
Demonstratie. Sa demonstram la inceput egalitatea din enunt

pentru m=n iar pentru aceasta fie polinomul
det(MN+ +1-1,)= 2 + 3 a, 2~ €C[A].
k=1

Aplicand formula Binet-Cauchy deducem ca pentru orice

1 <k<navem:
a= Z det [(MN) il, iz,...,ik,jl,jz, ...,jk]

I<ij<ip<.<ig<n

= > det[(Miy i .., ik, ) (N, i1, 2 eees ji )]

I<i|<ip<.<ip<n

= z ( z det(Mil, iz,...,ik,jl,jz,...,jk)‘

Iij<ip<..<ip<n 1<j1<jp<.<jp<n

-det (Nj],j2 ,...,jk, i], Dy euns ik ))

Schimband ordinea de sumare in ultima expresie deducem
imediat cd aceasta este simetrici in M si N de unde deducem ca
efectudnd un calcul similar celui de mai nainte pentru det(N-M+A-1,)
obtinem acelasi rezultat, de unde egalitatea:

det(M-N+L1,) =det(N-M+)1-1,).

Dacid m<n consideram matricele patratice M, N €M,(C) care
se obtin din M, respectiv N prin addugarea la sfirsit a n-m linii, respectiv
coloane, ale caror elemente sunt toate nule.

Conform formulei lui Laplace avem A"™™-det(M-N+A-,)=

=det(M-N+11) si  conform cazului m=n avem ci
det( M - N +\-I,)=det( N - M +)-1,), de unde egalitatea:
A det(M-N+A-1,)=det(N-M+A-1,). m

Corolar 1.24. Fie m, n€N" cu 1<m<n. Atunci pentru orice
doua  matrice MEM,,(C) si  NEM,ua(C), matricea

M
P= (Nj €M, (C) verifica inegalitatea:
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det(P)[*<det(M-M")-det(N-N").

Egalitatea are loc daci si numai daci exista AcC a.i. pentru
orice 1<ji<jp< oo <jm=<n si 1<j'1<j',< ... <j'um<n cu
{its eoes Jmb UL 15 o o nom} = {1, 2, ..., n} avem:

(1) 5 et (M oy ity ey i) = Rt (N oy 15 2evs o )-

Demonstratie.Conform formulei lui Laplace aplicatd matricei

M
Pz( j obtinem:
N

detP)=] > (1) det(M i) detN L § e )

1</ <.<jm<n
ISji<.<jp—msn
Jk#ji pentru k#t

<[ S detM o jiein)P)C S det(N o § 1o nm )] =

=[det(M-M")-det(N'N)]"2, de wunde deducem imediat ca

|det(P)|< [det(M-M")-det(N-N*)]"%, care prin ridicare la patrat in ambii
membrii ne da inegalitatea ceruta.

Conditia de egalitate rezulta din Corolarul 1.22..m

Corolar 1.25. Fie m, n, m;, m;€N ai. 2<m=<n, m;, my>1 si

M
m;+tm,=m. Dacid PEM,, ,(C) este partitionata sub forma P= [Nj cu

siMeMm, (O)siNe M,  (C), atunci:
det(P-P")<det(M-M")-det(N-N").

Demonstratie. Dacda m=n atunci afirmatia din enunt este
adevarata conform Corolarului 1.24..

Daci det(P-P")=0, atunci afirmatia din enunt este adevarati
conform Corolarului 1.17..
Ramine de studiat doar cazul in care m<n si det(P-P*)>0. Existd

atunci un vector VEM; ,(C) a.i. V-Vi=1 si P-V'=0. De aici deducem ci

det[(P ] - (P ” —det(P-P") > 0.
V 14
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Rationand inductiv deducem existenta unei matrice
XEMyma(C) adi. X-X'=I,m si P-X'=0. Aplicand Corolarul 1.24.

oo~ [P . - ~ ~
matricel patratice P = (Xj partitionata sub forma P = [Afj cu M =M
N

. N * ~ o~ % ~ ~
si N:(Xj deducem ca det(P-P)=det(P P )<det(M - -M

*

).
‘det(N-N ") =det(M-M)-det(N-N"). m

Corolar 1.26. Considerind maticea PEM,, ,(C) cu 2<m<n
M]

si partitioniand-o sub forma P=| ! | cu M;EM,;,(C) pentru 1<i<n
M

m

avem: det(P-P")<det(M;"M;")-det(My-M,)-...-det(M,'M,, ).

Observatia 1.27. Considerand P=(a;);<;j<,€M,(C) din
Corolarul 1.26. deducem ca

e <T1[ S,
Tinand cont de Corolarul 1.24. deducem céa in inegalitatea lui

inegalitate ce poartd numele lui Hadamard.

Hadamard avem egalitate dacad si numai daca pentru oricare 1<i, j<n
avem:
1 pentrui=j

aa, +..+a.a, = o
no 0 pentrui+j

Observatia 1.28. Chestiunile legate de formula Binet-Cauchy si
aplicatiile sale au fost redactate utilizind articolul ,,Determinantul
produsului a doua matrice. Regula lui Laplace.” elaborat de Stefan
Buzeteanu si Constantin Nitd ce a aparut in GM (Perfectionare
metodica si metodologica in matematica si informaticd) nr 3-4 din anul
1985 si respectiv 1 din 1987.
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§2. Matrice inversabilid. Inversa unei matrice. Rangul
unui sistem de vectori. Rangul unei matrice. Rangul unei
aplicatii liniare intre spatii vectoriale de dimensiuni finite.

in cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel unitar si
comutativ (cu 0#1). Reamintim ca prin U(A) se noteazd de obicei
unitatile monoidului (A, -) (adica U(A)={ac€A | existd b€A al.

ab=ba=1}). In mod evident (U(A), -) este grup, numit grupul
unitatilor lui A.

Grupul unitatilor inelului M,,(A) se noteaza cu GL,(A) si poarta
numele de grupul general liniar de grad n al inelului A; in particular

GL.(A)=U(A).

In continuare vom prezenta o caracterizare a unitdtilor inelului
M,,(A) cu ajutorul determinantilor.
Teorema 2.1. Daca A este un inel unitar si comutativ, atunci

MEM,(A) este inversabila (adicAi M&GL,(A)) daca si numai daca
det(M)cU(A).

Demonstratie. ,,=”. Dacdi MEM,(A) este inversabild, atunci
existda NEM,(A) a.i. M-N=I,. Deducem imediat ca det(M)-det(N)=1,
adica det(M)cU(A).

,,<". Si presupunem ci d=det(M)EU(A). Vom nota prin M~
matricea din M,(A) ce se obtine din ‘M inlocuind fiecare element din ‘M
prin complementul siu algebric din ™M si si demonstrim ci
M'=d"'-M". Pentru aceasta observam ci daci M*Z(aij*)lgi’ i<n, atunci
ay =(-1)"1 d;=T; (vezi notatiile de la §1.).

Astfel, un element oarecare al matricei M-M~ va fi de forma
Cij=aj-ayj; t... T ajpay = a5 'Fjﬁ‘.. Tt ain-an.

d pentru i=j

Deoarece ¢, = ~ (vezi Teorema 1.12.) deducem ca
" |0 pentru i # j

M-M'=d-I, si atunci M-(d'-M")=I, Analog deducem si ci
(d'-M")-M=I,, de unde concluziacd M'=d"'-M". ®
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Observatia 2.2. Matricea M construiti mai sus poartd numele
de reciproca lui M.

Corolar 2.3. Dacd K este un corp comutativ, atunci
MeM,(K) este inversabila daca si numai daca det(M)=+0.
1 2 -1
Exemplu. Fie M=|0 -1 0 |EM;Z). Deoarece
-1 1 0

d=det(M)=1€U(Z) deducem cd M este inversabild in M3(Z). Pentru
calculul lui M™' proceddm ca in cazul demonstratiei Teoremei 3.1..

1 0 -1
Pentru  aceasta calculim ‘M=|2 -1 1 iar
-1 0 0
0 -1 -1 0 -1 -1
M'=[0 -1 0|siastfelM'=M=|0 -1 0
-1 -3 -1 -1 -3 -1
Intr-adevar,
1 2 -1 0 -1 -1 1 00
M-M=l0 -1 0[]0 -1 0]=[0 1 0|=I si analog
-1 1 0 -1 -3 -1 0 0 1

M -M=L,.

Corolar 2.4. Fie K un corp comutativ si MeM,(K). Atunci
urmitoarele afirmatii sunt echivalente :

(i) MeGL,(K)

(ii) det(M)=+0

(iii) ind {, , ,E”}

(iv) mdk{l,”,...,l,;”}, unde prin ¢",..c", respectiv /" ,. "
am notat transpusele coloanelor, respectlv liniile matrlcel M
(¢",...,c" sunt priviti ca vectori in K" = M, , (K) iar /”,..,/" ca

vectorl in K"=M,_, (K)).
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in cazul in care numarul n este mai mare metoda de calcul a lui
M descrisd in demonstratia Teoremei 3.1. este inutilizabild datorita
numarului mare de calcule pe care le implica.

Pentru matricele cu coeficienti intr-un corp comutativ K, lema
substitutiei ofera o metoda eficienta de calcul a inversei acestora.

Intr-adevir, se pleaci de la tabelul :

Baza oY e S A
€1 a a2 ... Qi 1 0 ... 0
€ dz| Ay ... Ay 0 1 ... 0
€, ay am A 0 0o ... 1

Cu ajutorul lemei substitutiei inlocuim pe ¢, ¢,...,¢¥ prin
[/l lVl [/l
", c,...,C,

(lucru posibil datorita Corolarului 2.4., (iii)) obtinand in final tabelul:

Baza oY c oo
CIM 1 0 b1 1 b12 bln
c 0 1 by by bay
C;w 0 0 1 bnl bn2 brm

Matricea N=(bj);<ij<n ce apare in al doilea ,,compartiment” al
ultimului tabel este chiar inversa lui M deoarece pentru orice 1<i, j<n
avem c" =b, ¢ +..+b c,", lucru echivalent cu egalitatea [,=M-N.

nj"n %

Sa calculdam de exemplu cu ajutorul lemei substitutiei inversa

. 3 2
matricel M:( |

J EM,(R) (aceasta exista deoarece

det(M)=3+2=5+0):
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Baza o ol ey’
e ® 2 1 0
) -1 1 0 1
c 1 23 13 0
e o G 13 1
o 1 0 1/5 -2/5
e o 1 15 35
1 -2
Deducem ci M= s s .
1/5 3/5

A . 3 2 1/5 =2/5 1 0
Intr-adevar, . = =L.
-1 1 1/5 3/5 0 1

Observatia 2.5. 1. Vectorii bazei canonice ey, ..., ¢, din K" nu
pot fi intotdeauna inlocuiti cu ¢, ¢,...,c” (in aceastd ordine). In
general ey, ..., €, se inlocuiesc cu ¢}, c.(,,...,cy, unde cES,, astfel ca

M apare in ultimul tabel din lema substitutiei ,,perturbata” de o. In
acest caz, M poate fi obtinutd prin diferite permutiri de linii care
restabilesc ordinea ¢, c)',...,c," Inbaza {c},,...,c}, }

2. Calculul lui M cu ajutorul lemei substitutiei poate demara
fara a ne asigura ca det(M)=+0.

Daca det(M)=0, atunci la un anumit pas al iteratiei din lema
substitutiei, nu toti vectorii ¢, 1<i<n pot sa inlocuiasca vectorii e;,
1<i<n, ceea ce va avea ca efect blocarea algoritmului de calcul, de

unde concluzia cd det(M)=0, adicda M nu exista.
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Sa consideram acum sistemul de n ecuatii cu n necunoscute
cu coeficienti in corpul comutativ K:

a,x, +..+a,x, =b

n""n

a,x, +..+a,x, =b

2n""n 2

[S]

a,x +..+a,x, =b

nn”"n n

Notam M=(a;)<ij<n EMW(K), b=(b;, ..., b,)EK" iar pentru
1<i<n fie M; matricea ce se obtine din M Inlocuindu-i coloana i prin

coloana termenilor liberi b="b .
In aceste conditii avem urmatorul rezultat:

Teorema 2.6. (Cramer) Daca d=det(M)=+0, atunci sistemul
[S] admite solutia unicd x=(x, ..., X,) unde x;=d;-d”! cu di=det(M;)

pentru orice 1<i<n.
Demonstratie. Scriem sistemul [S] sub forma matriceald

M- -5=b , unde x=(Xy, ..., X,) iar b=(b;, ..., b,). Deoarece
d=det(M)=+0, conform Corolarului 2.3. exista M astfelca Y=M"-b.
In cadrul demonstratiei Teoremei 2.1. am stabilit ca

ST S VAN Y
M ] _det(M) M _d (atf/')lgz,,/gn’

* . .
unde a; =I;, 1<i,j<n.

Astfel:
x=d" (a/ )lg ., sau
a,b +..+a b, L,b +..+T,b, d, d'-d,
ey a,b, +..+a,b, 4. b +..+T,,b, ey d,|_|d"d,
a,b, +..+a,b, r,b, +..+T b, d, d™-d,

(tindnd cont de Teorema 1.12.), de unde x;=d'-d, 1<i<n. m
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Observatia 2.7. in conditiile Teoremei 2.6. spunem despre
sistemul [S] ca este Cramerian.

Definitia 2.8. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K iar

S={vy, ..., Vo} &V un sistem finit de vectori.
Prin rangul lui S notat rang(S), intelegem numirul maxim
de vectori din S ce sunt liniar independenti peste K.

In mod evident, rang(S)=dimg(S), unde reamintim ci prin (S)
am notat spatiul vectorial generat de S (vezi §1. din Capitolul 6).
Sa definim acum notiunea de rang al unei matrice

M= (aij){gim EMpa(K) cu K corp comutativ.
Pentru 1<p<m si 1<q=<n prin minor de tipul (p, q) al lui M
intelegem determinantul matricei de tipul (p, q) ce are elementele situate

la intersectia a p linii i q coloane ale lui M. Daca p=q un minor de
ordinul (p, p) al lui M se zice minor de ordinul p al lui M (In mod
evident, matricea M are C? -C? minori de tipul (p, q) si C? -C? minori
de ordin p).

Definitia 2.9. Fie K un corp (comutativ) si MEM,,,(K).

Spunem despre matricea M ca are rangul r si scriem rang(M)=r
dacd M are un minor de ordinul r nenul si toti minorii de ordin mai
mare ca r (daca existd!) egali cu zero. In mod evident,

0<rang(M)<min{m, n} si in definitia lui rang(M) este suficient sa
cerem ca toti minorii de rang r+1 (daca exista) sa fie egali cu zero.

Dacia m=n, a spune ci rang(M)=n revine in mod evident la
a spune ca det(M)=+0.

Din definitia de mai sus deducem imediat urmdtoarele
proprietdti elementare pentru rangul unei matrice M €M, 4(K):

R,) rang(M)=rang(‘M)

R,) Daca notam prin M’ matricea ce se obtine din M schimband

intre ele doua linii (sau coloane), atunci rang(M)=rang(M")
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R;) Dacid a€K’ si notim prin M’ matricea obtinuti din M prin
inmultirea tuturor elementelor unei linii (sau coloane) cu a, atunci

rang(M)=rang(M").

Reamintim ci in §.7. de la Capitolul 6 pentru un corp K sineN’
am notat
K"= {(x1, ..., X») | X;€K, 1<i<n}= M, 4(K).
Dacéa avem M= (a )E,vim EMpn(K), atunci liniile 7, 1) ,..., I

i
ale lui M apar ca vectori ai K-spatiului vectorial K" iar notand prin ¢”,

t
M M

¢, ,..., ¢, coloanele lui M, atunci ¢"='c}", 1<j<n apar de asemenea
ca vectori ai lui K™= M ,,(K).

Teorema 2.10. (Kronecker) Pentru orice matrice
M= (a, )icn EMma(K)

1
1<j<n

rang(M)=rang {/", L. ,..., [\ }=rang{c”, ¢} ,..., ¢ }.

Demonstratie. Fie r=rang(M) (in sensul Definitiei 2.9.).
Vom demonstra ca si rang{/", [),..., [¥ }=r §i cum dual se

M

3 A% ol ~M ]
demonstreaza ca si rang{c" , ¢,
fi completa.

Deoarece rangul lui M nu se schimba permutand intre ele linii

,--., ¢ }=r, demonstratia teoremei va

sau  coloane, putem  presupune cd  det(M,)#0, unde
M= (a,)_ . EM(K).
A demonstra ca r=dimg(/", ),...,[)) este echivalent cu a
M.

2 %m

demonstra ca {1, I.',...,I" } este o bazd pentru ([, )" ,..

Pentru probarea K-liniar independentei, fie a,...,0,€K a.i.
o)+ Aol =0€K"
Deducem imediat ca o, /" +...+a, /" =0€K" si cum det(M,)+0,

din Teorema lui Cramer (Teorema 2.6.) deducem ca o= ...=a,=0.
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Pentru a demonstra ca (/", L,..., 1) = (I, L',..., I'") este
suficient sd demonstram cd pentru orice r+1<j<m, / jM este o
combinatie liniara de /*, L) ,...,I" .

Pentru aceasta, pentru 1 <i<m i 1 <j<n, fie

o= eMam®).

Daca i<r, atunci det(M;)=0 deoarece M;; va avea doud linii
egale, iar daca i=r+l din nou det(M;)=0 datorita faptului ca

r=rang(M) iar Mj;; este determinant de ordin r+1.

Dezvoltind pe det(M;) dupd wultima linie avem:
O0=det(M;)=a;d,+...+a;d,Ta;d, unde d este complementul algebric al
lui a;;In Mj 1ar d,, ..., d, sunt complementii algebrici respectiv ai lui a;j,
..., & (in mod evident d,, ..., d; nu depind de 1).

Deoarece d#0 deducem ca a;=f;a;+...+p:a; unde Bk=—d’ldk,
I<k<r si astfel [)'=p,"+...+B;/", adica (1", I),..., I') =
=, 0., n). .

ceg by

Corolar 2.11. Rangul unei matrice M nu se schimba daca la
o linie (sau coloani) a sa adunam o combinatie liniara de alte linii
(sau coloane).

Demonstratie. Intr-adevar, dacd notam prin M’ matricea ce se
obtine din M adiaugand la o linie (sau coloand) a sa o combinatie liniara

de linii (sau coloane) atunci subspatiul vectorial generat de liniile lui M’
va fi in mod evident egal cu subspatiul vectorial generat de liniile lui M.

|
Observatia 2.12. Teorema 3.10. ne permite sa calculdm iterativ

rangul unei matrice nenule M € My, o(K).
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Deoarece M este nenuld, rang(M)>1. Sa presupunem ca am

gasit un minor de ordin r>1 nenul. Pe acesta 1l borddm cu elementele
corespunzatoare ale uneia din liniile si uneia dintre coloanele ce nu fac
parte din acel minor. Daca toti acesti minori de ordin r+1 sunt nuli,

atunci rang(M)=r. Dacd insd cel putin unul este nenul, atunci
continudm procedeul cu acel minor.

Sa observam ca in felul acesta numarul minorilor de ordin r+1
ce se calculeaza prin bordarea unui minor de ordin r este (m-r)(n-r) pe
cand daca am fi calculat rangul lui M cu ajutorul Definitiei 3.9. ar fi
trebuit sa calculam C’"'-C’" m minori de ordin r+1, reducand astfel

anumite calcule (deoarece in general C!" - C’"' >(m-r)(n-1)).

Exemple. 1. Sa determinam rangul matricei
2 -1 1 0
M=|3 1 -1 2|EM;uR).
-1 1 0 1

Se observa ca

-1
| ‘: 5#0, deci rang(M)=2. Pentru a vedea

dacd rang(M) este 2 sau 3 este suficient sa calculam doar doi
determinanti si anume:

si =3.
Deducem astfel ca rang(M)=3.
2. Daca consideram acum matricea
1 2 -1 3
M=[0 -1 1 -2|EM;4R).
1 1 0 1

1
Se observa ca

2
1‘ =-1%#0, deci rang(M)=>2.
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Calculand acum cei doi minori ai lui M ce bordeaza pe :

2‘
-1 1 213

obtinem: [0 —1| 1|=0 si [0 —1|-2{=0 (deoarece ultima linie este
1 1 0 I 1 1

suma primelor doud), astfel ca rang(M)=2.

Observatia 2.13. 1. Exista si alte procedee de a determina
rangul unei matrice (vezi de exemplu [13, p.190] si [20, p.309]) cu
ajutorul anumitor transformari elementare de matrice. In cadrul acestei
lucrari (mai ales pentru teoria sistemelor liniare pe care o vom prezenta
in continuare) vom utiliza doar procedeul recursiv de mai inainte de a
determina rangul unei matrice deoarece pe linga faptul cd acest
procedeu ne oferd cit este rangul matricei M ne permite si punerea in
evidentd a unui minor de ordin cit este rangul lui M care este nenul.

2. Cand m si n sunt numere mari, 0 metoda mai rapida de calcul
a rangului unei matrice ne este oferita de lema substitutiei: daca

MEeM,, «(K) si (ey, ..., en) este baza canonica a lui K™, atunci rangul lui
M coincide cu numarul vectorilor coloanad {¢, ¢),..., ¢’} ai lui M

care prin aplicarea succesiva a lemei substitutiei inlocuiesc vectorii din

baza canonica {ey, ..., €n}.
Spre exemplificare, sa stabilim cu ajutorul lemei substitutiei cat

2 -1 0 3
este rangul matricei M=|1 0 -2 1|EM;4R):
3 -1 -2 4
Baza o et
e | @ -1 0 3
e 1 0o -2 1
3 3 -1 2 4
e 1 -12 0 3/2
e | 0 D 2 -ar
e; 0 172 -2 -1
e 1 0o 2 2
ey 0 1 -4 -1
e; 0 0 0 0
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Cum 1n locul lui e; nu poate fi adus nici ¢)’ si nici ¢;’ deducem

ca rang(M)=2.

Fie V si W doua K-spatii vectoriale de dimensiuni finite iar

f:V—W o aplicatie liniara ce are in raport cu bazele fixate din V si W
matricea M.

Definitia 2.14. Prin definitie, rang(f)=rang(M).

Tinand cont cd dacad consideram in V si W alte baze matricea lui
f in raport cu aceste noi baze este de forma P-M-N cu P si N matrice

patratice inversabile (vezi Propozitia 7.10.) iar rang(P-M-N)=rang(M)
deducem ca definitia pentru rangul lui f de mai Tnainte este corecta.

Observatia 2.15. Tinand cont de cele stabilite mai inainte

deducem ca daca f:V—W este o aplicatie liniara intre doud spatii
vectoriale de dimensiuni finite atunci:

(i) feste momomorfism daca si numai daca rang(f)=dimgV

(i1) f este epimorfism daca si numai daca rang(f)=dimgW
(i) f este izomorfism dacd §i numai daca

rang(f)=dimgV=dimgW.

§3. Sisteme de ecuatii liniare cu coeficienti intr-un corp
comutativ. Sisteme omogene. Vectori si valori proprii ai unui
operator liniar. Teorema Cayley—Hamilton

in cadrul acestui paragraf prin K vom desemna un corp
comutativ.

. . .o . . *
Prin sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute (m, nEN")
intelegem un sistem de forma:
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a,x, +..+a,x, =b

In""n

ayX, +..+a,x, =b ; ;
2 7% unde ag, b€K, 1<i<m, 1<j<n.

a,x, +..+a,x =b

ml mn”"n m

A rezolva sistemul [S] revine la a gasi x=(x, ..., x,)€K" ce

verifica [S]; un astfel de x€K" se va numi solufie a lui [S].

Sistemul [S] se zice compatibil in K dacé are cel putin o solutie
si incompatibil in caz contrar. Daca [S] are un numar finit de solutii el
se zice compatibil determinat iar In cazul in care are o infinitate de
solutii se zice compatibil nedeterminat. Dacd mai avem un alt sistem

[S] de ecuatii liniare cu m linii $i n necunoscute, vom spune ca [S] si
[S] sunt echivalente daca au aceleasi solutii; in acest caz vom scrie
[S]~[S'].

i

Notand M= (a, )zn EMpa(K), b=(by, ..., b)EK™ si x=(xy,

.., X»)€K?", sistemul [S] admite scrierea matriceald M -¥=»b (unde
Y='x si b="b).
A rezolva sistemul [S] revine la a da raspuns (in aceastd ordine)
la urmatoarele probleme:
Py: Daca [S] este compatibil sau nu;
P,: In caz de compatibilitate, cum se rezolvi [S].

Fie r=rang(M); din cele stabilite in §2. avem cd 0<r<min{m,
n}. Existd atunci un minor de ordin r al lui M nenul s§i toti minorii de
ordinul r+1 sunt nuli (evident, dacé existd minori de ordinul r+1).
Tinénd cont de proprietatile determinantilor putem presupune ca
minorul de ordinul r nenul (pe care il vom numi minor principal) este
1<i, j<r

o

Necunoscutele x, ..., X; S Vor numi necunoscute principale iar
restul se vor numi necunoscute secundare. Ecuatiile 1, 2, ..., 1 se vor
numi ecuatii principale iar restul secundare.

In cele ce urmeaza vom raspunde la P; si P, in functie de
valorile pe care le poate luar.
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Cazul 1: r=m=n. In acest caz d=det(M)=0, sistemul [S] se
zice Cramerian din cele stabilite in §2., (vezi Teorema 2.6.) deducem
ca sistemul [S] este compatibil determinat iar solutia este datd de
Xx=(X1, ..., X,) cu x;=d'd;, 1<i<n, unde d; este determinantul matricei
ce se obtine din M inlocuind coloana i prin coloana » a termenilor
liberi, 1<i<n.

Cazul 2: r=m<n. In acest caz toate ecuatiile sunt principale si
avem doar necunoscute secundare ($i anume pe X+1, Xp+2, - -5 Xn)-

Réspunsul la P, si P, este dat de:

Teorema 3.1. Daca r=m<n atunci:

P;: Sistemul [S] este compatibil n-r nedeterminat

P,: Pentru rezolvarea lui [S] procediam astfel: trecem in
membrul drept termenii ce contin necunoscutele secundare,
obtinind astfel un sistem Cramerian in necunoscutele principale.

Alegind x,;=0,€K pentru r+1<s<n vom determina cu ajutorul
formulelor lui Cramer pe Xy, ..., X, in functie de .y, ..., @,.
Demonstratie.  Intr-adevdr, dacd notim M,= (a(./. )M oy

Nor= (a,:/.)gi,én;q, x'=(xy, ..., x)EK" si x""=(Xp41, ..., Xo)EK"™, atunci
sistemul [S] se scrie sub forma echivalenta:
[S] M, .¥+N, -3"=b.
Deoarece det(M,)+0, existdi M si astfel [S] este echivalent
cu:
[S"] M -X'=-N_ -X"+b

care este un sistem Cramerian in necunoscutele principale xi, ..., X

Alegand x,=0,€K cu r+1<s<n din rezolvarea lui [S"'] cu ajutorul
formulelor lui Cramer gasim pe x, ..., X, in functie de oy, ..., o, astfel

ca solutia generald a lui [S] este datd de: x;=x;(Cs1, ---p Op)ye-es
X =X(Opt15 0y On)y Xpr]=0lpilser.y Xp=0y, CU O, ..., O, din K, alese

arbitrar. B

148



Exemplu. Sa consideram in R sistemul:
[S] 2xl—x2+3x3—x4=2.
X, +x,—x, +2x, =-1

-1 3 -1

N 2 .
In acest caz m=2, n=4, M:[l . . 2} si deoarece

=3#0, deducem ca rang(M)=2=m < n=4, astfel ca x, si X, sunt

necunoscute principale iar X3 §i x4 secundare.
Din cele prezentate mai sus deducem ca sistemul [S] este

compatibil 4-2=2 -nedeterminat. Pentru rezolvarea sa sa alegem x;=0,,

x4=04 (cu a3, as€R) si astfel sistemul [S] este echivalent cu sistemul
Cramerian:
s'] 2x, —x, =3a,+a, +2
X, +x,=a, 20, -1

Folosind formulele Iui Cramer deducem imediat ca

2 1 I . 4 v . .
X, =—=a,——a,+— §l x, :iozz -a, ——, astfel cd solutia lui [S] este
3 3 3 4 - 3
2 1 1 5 4 .
x=(-Za,-—a,+—, ~a,-a, ——, 03, 04 ) CU 03, 0, ER arbitrare.
( 3 3 3 4 3’ 4 3 4 3 3 4) 3, U4

Cazul 3: r < m. In acest caz sistemul [S] are si ecuatii
secundare. Pentru a raspunde la la P, si P, sa stabilim anumite notatii si
definitii specifice acestui caz.

Vom nota M = (M b )EMm,nH(K), matricea ce se obtine din M

adaugandu-i acesteia coloana » a termenilor liberi. Matricea M astfel
obtinutd poartd numele de extinsa lui M.

Urmatorul rezultat raspunde la P;:
Teorema 3.2. (Kronecker-Capelli) Sistemul [S] este
compatibil daci si numai daci rang(M)=rang(M ).
Demonstratie. Totul rezultd din scrierea lui [S] sub forma
matriceald echivalentd urmatoare:
[S] X -C +x,C, +.tx - =b

n
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(unde ¢,,¢,,...,c, sunt coloanele matricei M) si privind pe ¢,,¢,,...,c, ca

n

vectori din K™

Astfel, dacd (ay,...,0,)€K" este o solutie a lui [S] atunci
@ -¢+a,-C,+..+a, ¢ =b si deci b este o combinatie liniard de
¢,¢,,...c,, de unde concluzia cd rang(M)=rang(M ) (tinind cont de
Teorema 2.10. si Corolarul 2.11.).

Reciproc, dacid rang(M)=rang(} ) inseamni ci b este o
combinatie liniara de ¢,c,,...,¢,, adicd existd a;, ..., a, €K al
a -C+a,-C +..+a, ¢ =b siastfel x=(ay, ...,0,)EK" este o solutie a

lui[S]. m

Pentru fiecare r+1<j<m sad notdm prin N; matricea

iar Aj=det(N;).

Cei m-r determinanti A; (r+1<j<m) poartd numele de
determinanti caracteristici.

Astfel, Teorema 3.2. are urmatoarea forma echivalenta datorata
lui Rouché:

Teorema 3.3. (Rouché) Sistemul [S] este compatibil daca si

numai dacia toti cei m-r determinanti caracteristici A; (r+1<j<m)
sunt egali cu zero.

Pentru a raspunde la P, avem nevoie de urmatorul rezultat:

Propozitia 3.4. Daca sistemul [S] este compatibil, atunci [S]
este echivalent cu sistemul [S,] format doar din ecuatiile principale.

Demonstratie.  Avem de demonstrat doar ca 1n caz de

compatibilitate a lui [S], daca (o, , ..., a, )EK" este o solutie a lui [S;]
atunci pentru orice r+1<j<m avem:

;10 + ajp0 + ...+ Ajp0y, = bj .
Pentru aceasta plecam de la determinantul de ordin r+1:
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all alr all 1 In""n 1 all alr als
D (x b ): =
rj Moy
rl arr a/lxl + "+amxn _br
a, a._| a,x, +..+a,x, —b,
J Jr J jn’tn J

(A fiind determinantul caracteristic).
Cum rang(M)=r deducem ca
(*) Dr,j(Xla' () Xn)Z_Aj'

Daca (ay, ..., a,) EK" este o solutie a lui [S,], atunci

a, .. a, 0
D,, (al,.. N ) = 0 =
rl ttt "
a, .. a,|aa+.+ta,a —-b,

=det(M,)(aj;a,+ap0o . .. +aj,0,—bj) i tindnd cont de (*) deducem ca
det(M,)(aj 0 tapost. . . Faj0,—b)=-A; (* *).
Cum [S] este compatibil, deducem ca A;=0 pentru orice
r+1<j<m (conform Teoremei 3.3.) si astfel din (x *) deducem ca

aj o, tapa, +...+aj, o, —bj=0 pentru orice r+1<j<m. W

Observatia 3.5. Din cele stabilite mai inainte, deducem ca in
cazul cand rang(M)=r < m, pentru a raspunde la P, calculam cei m-r

determinanti caracteristici A; (r+1<j<m). Dacd unul dintre acestia este
nenul, atunci sistemul [S] este incompatibil pe cand daca toti sunt nuli,
atunci sistemul [S] este compatibil, n-r nedeterminat.

Pentru a raspunde la P, (in caz de compatibilitate) retinem
sistemul format din ecuatiile principale si procedam ca in Cazul 2.

Exemplu. Sa se decidad daca sistemul

2x, = 3x, +4x, =-1
[S] <x, +x,—-x,=2
3x, —2x, +3x, =1
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este compatibil sau nu si in caz afirmativ sa se rezolve in R.

2 -3 4
Avem M=|1 1 -1/eM3R) si cum det(M)=0 iar
3 -2 3
2 -3 . . A
‘1 ‘:5;&0 deducem ca rang(M)=2 < 3=m astfel ca suntem in
Cazul 3.

2 =3)-1
Avem un singur determinant caracteristic (1 1 | 2(=0 si

atunci conform Teoremei lui Rouché sistemul [S] este compatibil 1-
nedeterminat. Primele doua ecuatii, ca §i necunoscutele x;, X, sunt
principale. Pentru rezolvarea lui [S] retinem sistemul format din

ecuatiile principale:

('] 2x, = 3x, +4x, =-1
X, +x,—x,=2

. o A o - . 1 6
si procedand ca in Cazul 2 gasim solutia (x, :—§a+l , X, :§a+l,
x,=a)cuacR.

Dacd in sistemul initial [S], b;=b,=...=b,=0, vom spune

despre [S] ca este omogen.

Propozitia 3.6. Dacd sistemul [S] este omogen, atunci

multimea solutiilor sale Vs este un subspatiu vectorial al lui K" iar
dimgVs=n-r, unde r=rang(M).
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Demonstratie. Fie a, BEK si x, yEK" ai. Ax=47=0 =| | cu

0,=(0, ...,0)eK".
Deoarece A-(a-X+f-7)=a-(4-3)+f-(4-5)=a-0, + -0, =0,,

deducem ca a-X + -y €Vs, adica Vs este subspatiu vectorial al lui K".

Sa consideram acum aplicatia liniara f;:K"—=K™ ce are drept
matrice fatd de bazele canonice din K" si K™ pe M. Deoarece pentru
orice x€K", £, (x)= M -x deducem ca Vs=Ker(fy) si astfel, tinand cont
de Teorema 2.20. de la Capitolul 6 si de Definitia 2.14. avem ca
dimg Vs=dimg(K")-dimgIm(fy)=n-r. |

Observatia 3.7. Elementele unei baze a lui Vs poartd numele de
solutii de baza pentru sistemul omogen [S].

Pentru a determina astfel de solutii procedam astfel:

1. Retinem doar sistemul omogen format din ecuatiile principale.

2. Trecem in membrul drept termenii ce contin necunoscutele
secundare si dam pe rand cite unei necunoscute secundare valoarea
1 iar la celelalte valoarea 0 obtinind astfel n-r sisteme Crameriene
in necunoscutele principale. Cele n-r solutii ale acestor sisteme
Crameriene ne dau solutiile de baza pentru sistemul omogen [S].

Exemplu. Sa determindm solutiile de bazd ale sistemului
omogen:

X, —2x,+3x,+x,=0
[S] <2x,+x,-x,-2x,=0 (alegem K=R).

3x, —x, +2x,—x, =0
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1 -2 3 1

Avem M=|2 1 -1 =2 si deducem imediat ca
3 -1 2 -1
A . . 1 -2
rang(M)=2, alegand drept minor principal pe - ‘ =5%0.

Sistemul [S] va fi echivalent cu:

s'] {xl —2x,+3x,+x,=0

2x, +x,—x,=2x, =0
Sau:

[SII] {xl _2x2 = _3x3 _'x4 .

2x, +x, =x, +2x,

Facand x;=1 si x4,=0 iar apoi x3=0 si x4=1 obtinem sistemele

X, —2x,=-3

) x, —2x,=-1 .
Crameriene { { ' ? pe care rezolvandu-le

2x, +x, =1 2x, +x,=2

obtinem solutiile —l, 7 si respectiv i 4 .
55 55

Solutiile de baza ale lui [S] vor fi v,:(—%, % 1, 0) si

v :(g % 0, 1) astfel ca solutia generald a lui [S] va fi de forma

2

x=0avtfv,, cu o, BER.

Observatia 3.8. Din cele expuse mai sus deducem ca sistemul
omogen [S] de m ecuatii cu n necunoscute are:
(1) Solutie diferita de cea banald daca si numai daca rang(M)<n

(astfel cd daca m=n atunci sistemul omogen [S] are solutii nebanale
daca si numai daca det(M)=0)
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(i1) Numai solutia banala daca si numai daca rang(M)=n (astfel
ca dacd m=n atunci sistemul omogen [S] are numai solutia banald daca
si numai daca det(M)=0).

Observatia 3.9. Sistemele liniare se pot rezolva si cu ajutorul
lemei substitutiei.

Vom exemplifica pe un caz particular de sistem cramerian
(cititorul putand intui usor cum se procedeaza in general).

Pentru aceasta sa consideram sistemul:

s {2 e () (3)

2 .
Deoarece ‘1 =520, deducem ca sistemul [S] este

. . 2) . (-3 .
Cramerian si deci coloanele (1] si ( | j formeaza o baza pentru R2 si a

. . (4 . C
rezolva pe [S] revine la a gasi coordonatele lui (2) in aceastd baza.

Din tabelul lemei substitutiei:

Baza| ¢, ¢, |b
ee | @ 3 4
e 1 1 |2
c 1 32 |2
& | o G2lo
c, 1 0 |2
c, 0 1 |0

deducem ca solutia lui [S] este (2, 0).

(]

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n iar B={e,,..

e,;CV o bazd a sa. O aplicatie liniard f:V—V se mai numeste si
operator liniar.
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Vom nota prin My€M,(K) matricea atagatd lui f relativa la
perechea de baze (B, B) (vezi §7. de la Capitolul 6).

Definitia 3.10. Un scalar L€K se zice valoare proprie pentru

operatorul f daca existd x€V, x+0 (ce se va numi vector propriu
pentru f corespunzator lui A) a.i. f(x)=ix.

Sa observam ca egalitatea f(x)=Ax din definitia de mai sus este
echivalenta cu egalitatta M, -X=1-X < (M, -A-, )E =0 (unde

reamintim ca pentru x=(Xy,...,X)) EM4(K)=K", prin ¥ am notat

x="x=| : | EM,1(K)), astfel ca existenta vectorului propriu x este

echivalenta cu conditia ca sistemul omogen (M ,=A, ) =0 siadmiti
solutie nebanala, de unde cu necesitate conditia ca det (M ;AT ”):0
(vezi Observatia 3.8.).

Sa presupunem ca P(}) =ap+ aA + ... + a,A" cu ay,...,a,EK si

sa consideram polinomul Pr = ay+ a;X + ... + a,X"€K[X] care se va
numi polinomul caracteristic al lui f.

Deoarece a,=(-1)"#+0 deducem ca polinomul caracteristic P¢

P depind de baza initiala B a lui V. Dacd mai avem In V o altd baza
B'={e'|, ..., ¢',} CV atunci dacd notam prin NeM,(K) matricea de
trecere de la B la B’, atunci N este inversabild (vezi Teorema 7.2. de la
Capitolul 6) iar dacd notdim prin My matricea atasata lui f relativa la

noua pereche de baze (B’, B’), atunci M{=N"-M¢N (vezi Corolarul
7.11. de la Capitolul 6).

Atunci  det(M{-A-1)=det(N"-MyN-A-L,)=det[N"-(MrA-1,)'N]=
=det(N"): det(MsA-1,) det(N) = det(N"') det(N) - det(MqAl,) =
=det(N""'N)-det(M=\-I,)=det(1,)-det(M-A-1,)=det(MA-1,), de unde
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Lema 3.11. Daca pentru o valoare proprie A€K notam prin
V,. multimea vectorilor proprii corespunzatori lui A, atunci V, este
un subspatiu vectorial al lui V.

Demonstratie. Fie x, yEV,, si o, BEK. Avem f(x)=kx si f(y)=Ly
astfel ca floxtPy)=af(x)+pf(y)=a(Ax)+B(Ay)=M(ax+Py), de unde
concluzia cd ax+fy €V, , adica V, este un subspatiu vectorial al lui V
(ce se va numi subspatiu propriu al lui f corespunzator valorii proprii
).

Observatia 3.12. Unui vector propriu x ii corespunde o singura
valoare proprie A.

Intr-adevar, dacd mai avem A'€K ai. fix)=\'x, cum f(x)=Ax,
deducem ca A'x=Ax < (AM-A)x=0 si cum x+0 cu necesitate A'-A=0,
adica \'=\.

Rezumand cele expuse mai sus, deducem ca:
(i) valorile proprii ale lui f sunt radacinile polinomului
caracteristic Py.

(i) vectorii proprii corespunzatori unei valori proprii AEK sunt

solutii ale sistemului omogen (M ,—A, ))? =0 .

Teorema 3.13. Vectorii proprii ai operatorului f
corespunzatori la valori proprii distincte doua cite doua sunt liniar
independenti.

Demonstratie. Facem inductie matematicd dupd numarul m al
valorilor proprii distincte doud cite doud (m<n). Pentru m=1 teorema
este evidenta.

Fie A, ..., An€ K valori proprii ale lui f distincte doua cite doua
iar xy, ..., Xy, vectorii proprii corespunzatori. Daca prin absurd exista a;,

.y €K nu toti nuli ai (*) oyx; +...*0, X, = 0 deducem ca
af(x)+. . . Fonf(xn) = 0 sau (*x *) (o A)x+. .. H(0pAn)Xm = 0.
Sa presupunem de exemplu ca o, #0.

Din (*) si (*x x) deducem imediat ca:
(11(7&1 _)\fm)Xl +...+ (lm_l()\,m_l—)\,m)xm =0.
Conform ipotezei de inductie deducem ca:
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(X]()\,l —Xm) =...= am—l(xm-l_xm ) =0.
In particular ;A\ —Am) = OptAi—Am) = 0 si cum Ay,

deducem cu necesitate o; =0 — absurd!. B

Corolar 3.14. Daca operatorul liniar f:V—V are n valori
proprii Xy, ..., A, distincte doua cite doua, atunci vectorii proprii

corespunzitori xy,..., X, formeazi o noua bazi B’, astfel ca matricea

A 0 .. 0
0o A, .. 0
lui f relativi la baza B’ va fi :
0 0 A,
Astfel, daca alegem pentru 4, ..., A, cite un vector propriu X,
X, din ¥, ...V, si notam prin N matricea patraticdi de ordin n
formata din coordonatele lui x;, ...,x,, atunci tinand cont de Corolarul
A0 .. 0
, o 0 4 .. 0
7.11. de la Capitolul 6, deducem ca N"-M¢N =
0 0 A,
S0 .0
A, ... 0
< MeN: g N
o 0 .. A

Spunem in acest caz ca am diagonalizat pe M.

Observatia 3.15. Dacad matricea atasatd operatorului f:V—V

A 0 .. 0
3 3 . . oA 0
fata de o bazd B={e,,..., e,} este matricea diagonala ,
0 0 .. 4
atunci ey, ..., €, sunt vectori proprii iar Ay, ..., A, valorile proprii

corespunzatoare pentru f.
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Intr-adeviar, dacd LEK este o valoare proprie oarecare a lui f

atunci notand cu x vectorul propriu corespunzator, exista a, ..., 0,€EK
nu toate nule a.i. f(X)=Ax si x =a,e; +...+ 0, ;.
Atunci  f(X)=o;f(e))t...to,fle)) < Ax=a;(her)t...Fo(Aen)
=AY (a,¢)=Y (a,-4,) e , de unde cu necesitate A-o; =Ar0; pentru
i=1 i=1

orice 1<i<n. Cum printre elementele a,, ..., a, existd cel putin unul

nenul (caci x+0), deducem cu necesitate ca existd 1 <i<n a.l. A =\

Teorema 3.16. (Cayley-Hamilton) Fie AcM(K) iar P; = a, +
+a,;X + ... + a,X"€K][X] polinomul caracteristic al lui A. Atunci a,
I,+ +a;A + ... + a,A"=0,, unde 0, este matricea pitratici nuld de
ordin n din M, (K) (altfel zis, P{(A)=0,).

Demonstratie. Existd o infinitate de valori ale lui A€K pentru
care P(A)=det(A-A-1,)#0. Pentru astfel de valori ale lui A, matricea
A-\1, este inversabila iar

(AN = L (ALT) & (%) (ALL)AML) =PV,

P,
Tinand cont de felul in care se calculeaza (A-A-I,) ~ deducem ci
(A-ML) =Bo+BA+ ... + BuA™ cuBy, By, ... B,,€ My(K) astfel
ca (*) devine
(A-AM1)(Bo+BA+ ... +B A" )=P(W)I,
sau (% *) ABj +(AB; —Bo)A+(AB, — B)A> + ...4+(AB,.; — Buo)A™ —
-B,. A" =a, [ +a; [ A+.. .+ a, A"

Deoarece (* %) este valabila pentru o infinitate de valori ale lui
A deducem cu necesitate egalitatile:

ABO = Q In
ABl—BO = In
ABz_B] = A In
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-Bni = a,l,
Din aceste utime egalitati deducem ca:
aol, + 1A A ... +a A" +a,A" =
= AB( +A(AB, -By )+ A> (AB,-B))+ ... +A"(AB,.| — B,,)+A"(-B,.1)=
=ABy+A’ B,-AB, +A’B,— A’B; + ... +A"B,.;— A"'B,,-A"B,.;=0,. B

Observatia 3.17. Scriind egalitatea aol,+a;A+ ...+a,A"=0, din
Teorema Cayley—Hamilton sub forma

aglh=A(aL+aA ...+ a,A™"), dacd a,=P«(0)=det(A)+0 atunci
putem trage concluzia ca A":(ao"a,)ln+(a;‘a2)A+...+(a;‘an)A”",
obtindnd astfel o altd metodd de calcul a inversei unei matrice
nesingulare din M(K) .

Pentru alte chestiuni legate de operatori liniari (subspatii
invariante, matricea canonicd Jordan a unui operator liniar, etc.)
recomandam cititorului lucrarile [9], [13] si [26].

CAPITOLUL3 : ELEMENTE DE
PROGRAMARE LINIARA

§1. Punerea unei probleme de programare liniara.
Solutii posibile. Solutii de baza.

in cadrul acestui paragraf vom considera R"=M, (R), adica
X Xy
R"= {| ! |[x€R, 1<i<n}. Pentru x€R", x = | : | vom nota (ca si in
X, X,
Capitolul 7) ¥="x= (xq, ..., Xy).
Pentru x, yeR", X =(xy, ..., X0), ¥ = (Y1, ..., Yn) definim x<y

def . o def
& x;<y; pentru orice 1 <i<n§i <x,y> = » x,y, .

i=1
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Aplicatia <, > : R"XR" =R poartd numele de produsul scalar
canonic pe R" si se verifica imediat ca este o aplicatie liniard in ambele
variabile. In plus, <x, x>>0 pentru orice x€R" si <x, x>=0 daci si
numai dacd X = (0, ..., 0) nit(). Daca toate componentele lui x sunt
pozitive vom scrie x>0.

Sa consideram acum A€M, ,(R), de rang m, (deci m<n)
beR™, b>0 si sistemul liniar de m ecuatii cu n necunoscute Ax = b iar

P={xeR"| Ax =b si x>0}.

Pentru ceR" , ¢= (A, ..., A,) considerdm aplicatia liniard
f.: R" =R, fu(x) =<c,x>= Zn:ﬁ,ixi pentru orice x€R".

i=1

A rezolva o problema de programare liniara (PPL) Inseamna a
gasi xo€P pentru care f,(x,)= max f.(x) (in care caz vom scrie PPL-

max) sau f.(x,) =min f,(x) (in care caz vom scrie PPL-min). Cum
xeP

min(f.) = - max(-f,) este suficient sa consideram doar PPL-max.

Functia f, : R" =R se numeste functie obiectiv iar orice XEP se
zice solutie posibila pentru PPL-max.
O solutie xo€P se zice optima pentru PPL-max daca
f.(xy) = f.(x), pentru orice XEP, adicd f,(x,) = max f,(x) .
xeP

O solutie x€P, ¥ = (xy, ..., X,) se zice solufie de baza daca
vectorii coloand C; ai matricei A pentru care x;#0 sunt liniar

independenti in R™ (in mod evident, avem cel mult CJ' solutii de baza).
O solutie de baza x se zice nedegeneratd dacd are m
componente diferite de 0 si degeneratd in caz contrar.
Daca x este o solutie de baza nedegenerata, matricea BEM,,(R),
formata din coloanele C/ ale matricei A pentru care x;#0 se numeste
baza solutiei de baza x (daca B=I,, baza B se zice primal admisibila).

In continuare vom aréta ca optimul functiei obiectiv f. poate fi
realizat de catre o solutie de baza, ceea ce reduce rezolvarea unei PPL—
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max la gasirea valorii maxime a unei aplicatii liniare pe o multime
finita.

Lema 1.1. Fie x;, ..., X, un sistem de numere reale strict
pozitive si y;, ..., y, un sistem de numere reale nu toate nule. Atunci

exista € > 0 a.i. pentru orice LE(-¢, &) sa avem x;-Ay; > 0, 1<i<r si

pentru cel putin un indice s, 1 <s<r avem Xx,-gy,;= 0 sau x,+ey,= 0.
Demonstratie. Fie I={i | y;>0} si J={j | yj< 0} (conform ipotezei

[#0 sau J#0). Sa presupunem ca [+Q si J+O si fie pEl, q€J al.
X . X X . X not X not
—p:inf{i}si L —supy—L}. Atunci 0 <2 =¢ §i 0 >—L =g iar
Yp Yg o jed Yp Yq
dacd alegem &€ = min{a, -B}, atunci se verificd imediat ca pentru orice
AE(-g, €), X;-Ay;> 0, 1 <i<r.

Cand € = a considerand s = p avem Xx,-ey; = 0 iar cand € = -
considerdnd s = q avem x,-gy; = 0. Cand [#0 si J=0 luam B = - oo iar

cind =0 siJ=Q luima=+oc . W

Propozitia 1.2. Daca P+0, atunci P are cel putin o solutie de
baza.

Demonstratie. Daca 0€P, totul este clar (deoarece se admite
tacit ca 0 este o solutie de baza.

Fie acum x€P cu un numar minim r de componente nenule.
Schimband eventual indexarea, putem presupune ca ¥ = (Xy, ..., X;, 0,
..., 0) cu x>0 pentru orice 1 <i<r.

Vrem sd demonstram ca x este solutie de baza.

Dacd prin absurd coloanele C;', ..., C/ ale matricei A sunt
liniar dependente in R™, atunci exista yj, ..., yy€R nu toti nuli a.i.
yCif ..+ y,Ch =0,

Daca alegem yeR" ai. 5 = (yi, ..., ¥ O, ..., 0), atunci ultima

egalitate se scrie matriceal sub forma Ay = 0, de unde deducem ca
A(xtLy) = Ax+AAy = Ax = b pentru orice A€R. Conform Lemei 1.1.

existd € > 0 a.i. x+Ay=0 pentru orice AE[-¢, €]. Pentru indicele s ales ca
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in Lema 1.1. deducem ca putem alege A" in [-¢, €] a.i. vectorul x'=x+A"y
are cel mult r-1 componente nenule, ceea ce este absurd tindnd cont de

alegerea lui x. Prin urmare C;', ..., C* sunt vectori liniar independenti

in R™, de unde concluzia ca x este solutie de baza. m

Propozitia 1.3. Daca in P exista o solutie optima, atunci in P
gasim o solutie optima de baza.

Demonstratie. Fie x o solutie optimd pentru PPL-max cu un
numar r minim de componente diferite de zero. Daca r = 0, atunci x = 0,
care este o solutie de baza.

Sa presupunem ca r > 0. Vom demonstra ca x este solutie de
baza.

Daca x nu este solutie de baza, atunci exista yeR" a.i.
Yy =1 - ¥ 0, ..., 0) cu cel putin o componentd nenuld a.i. Ay = 0 si

sd avem x+Ay=0 pentru orice AE[-¢, €] (cu € ales ca in Lema 1.1.) Daca
f(y)#0, alegem AoE[-g, €] al Af(y) > 0, si atunci fu(x+Agy)=
=t.(x)+ Aofe(y) > fu(x) si cum x+AgyEP contrazicem alegerea lui x. Deci
fo(y) = 0 si alegem A"E[-¢, €] a.i. x" = x+tAyEP si si aiba cel mult r-1
componente nenule.

Avem: f(x") = fu(xthy) = fu(x) + M.(y) = fu(x), deci X" este o
solutie optima cu cel mult r-1 componente nenule — absurd! (tindnd cont

de alegerea lui x). Deci x este solutie optima de baza. B

§2. Tabelul simplex asociat unei solutii de baza.
Algoritmul simplex. Regula lexicografica de evitare a
ciclajului.

Conform celor stabilite la §1., pentru a determina maximul
functiei obiectiv ne putem limita la solutiile de baza (ce sunt in numar
finit).

Algoritmul simplex (elaborat de Dantzing in 1947) este cea mai
importantd metoda cunoscutd pentru identificarea printre solutiile de
baza a aceleia pentru care functia obiectiv f. 1si atinge maximul. Pentru
a ,,demara” algoritmul simplex este necesar sd gasim o solutie de baza
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pentru PPL (vom prezenta mai tirziu anumite metode pentru
determinarea unei solutii de baza).

Din cele stabilite mai inainte putem presupune ca o PPL-
max se poate pune sub asa zisa forma standard.:

L 0 .. 0 a g - ap
. 01 .. 0 a a
Fie A= 2t 2 EMpa(R) (cu m<n),
0 0 .. I a,ug - 4

bER™ b>0, b =(by, ..., by) sicERal & =(Ay, ..., Ay).
Se cere sa se decida daca exista sau nu xR " a.i. xy=0,
Axy= b si pentru orice x ER', x> 0 cu Ax = b sa avem f.(x) < fo(xy).

Facem urmatorul tabel (numit tabel simplex):

c M )\'2 )\'m )\'mﬂ )\'n
Baza A A A A ... A b
C 1 C 2 C m C m+1 C n
7\.1 C]A 1 0 Al ml ... Ay b]
7\.2 C A 0 1 ... 0 A m+1 P b2
2
Am C 4 10 0 U | Ammi ceo Am bm
m
z z=h 2= ce Zm:}\'m Zm+1 oo Zy fC(XO)
A 0 0 tee 0 Zerl'}\'erl tee Zm'}\'m
in care:
. c, ..., ¢/ sunt coloanele matricei A (dintre care C;',

.., C2 sunt coloanele matricei unitate I, si formeazd asa zisa bazd
unitara).
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. Z=(Z1y +.+» Zmy Zm+1» ---» Zn), Unde z=\; pentru 1 <i<m si

z; =Y Aa, pentru mtl<j<n
t=1
. A= O, ..., 0, Apti, ..., Ay), unde A=z—\; pentru
m+1<j<n.
Intrega discutie a rezolvarii unui PPL-max ,,graviteza” in jurul

semnelor diferentelor A; (1 <j<n, mai precis pentru m+1<j<n).

Cazul 1: Toate diferentele A4;>0 (1 <j<n)

In aceasta situatie avem urmatorul rezultat:

Teorema 2.1. Dacid A;=0 pentru orice 1<j<n, atunci x,€R"
pentru care x;,= (by, ..., by, 0, ..., 0) este o solutie de optim pentru
PPL-max.

Demonstratie. In mod evident x,>0 este o solutie de baza. Va
trebui sd demonstram cd daca x€R", x>0 si Ax = b, atunci f(x) <f.(X).

Daca ¥ = (x4, ..., X,)=0, atunci:
X+t @y X et @, x, =b

Xm + am,m+1xm+l +.o.+ AynXn = b

Tinénd cont de (S) avem:
fo(Xo)-fo(x)=Mbit. .. A Abm-(MXg . A Xt A1 X1t T AX) =
= )&1b1+. . .+}\4nbm->\,1X1-. . .-}\,me-(meXmﬂ'f'. . .+)&an) =
:7\.1b1+. . .+7\.mbm-;\.1(b1-31,m+1Xm+1-. . .-alan)-. . .-Xm(bm-am,mﬂxmﬂ-. .
-aman)-()\,m+1Xm+1+. . .+)&an):(7&1b1+. . .+}\,mbm)-(>\,1b1+. . -+)¥mbm)+ (Ma],mﬂ-i—
+.. .+}\,mam’m+1)xm+1+. . .+(7&1 a1n+. . .+}\4mamn)Xn-(7&m+1Xm+1+. . .+)&an):
=Z i1 X1 e o FZoX - A1 X1 . AAXD)=
=(Zmr1- Mt 1) X1+ FH(Zo M) X = A 1 X1 - FAXL =0,
adica f.(x)<f(xo). ®

Observatia 2.2. Teorema 2.1. este cunoscutd sub numele de
teorema de optim finit.

Cazul 2. Exista m+1< j< n a.i. 4;<0 si toate elementele de pe

y : . : :
coloana CJ. sunt negative (adicd a;< 0 pentru orice 1 < i< m).
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In acest caz vom demonstra:

Teorema 2.3. Pentru orice A>0 exista x;ER", x;>0 solutie
posibila a PPL-max a.i. lim f,(x;)=o.
A—0

Demonstratie. Sa alegem x, €R" a.i.
El = ( bl-Xau, bz-;\.azj, ceey bm-kamj, 0, ceey 0, 7\., 0, ceey O)EIRrl
(M fiind pe pozitia j). In mod evident x,>0 si Ax,=b.
Avem: fc(xx)Zkl(bl-XaU)-ﬁ . .+7»m(bm-7»amj)+7»j7»
:7\.1b1+. . -+;\'mbm'7\'( 7\.131j+. . .+7»mamj)+7»7»j
=7»1b1+. . -+)¥mbm')\fzj+)\f}\'j
=Mbit. . Ahmbut(-A)A
si cum Aj<0, In mod evident }lil;lo fo(x;)=00. N
Observatia 2.4. Teorema 2.3. este cunoscutd sub numele de
teorema de optim infinit.

Cazul 3. Exista m+1< j< n a.i. 4;<0 iar pe coloana C{ exista

si elemente strict pozitive.

In acest caz vom demonstra urmatorul rezultat:

Teorema 2.5. Dacd existd j cu m+1<j<n a.f. A;<O si pe
coloana C ;‘ exista elemente strict pozitive, atunci alegem un indice i

A . b, . _|b
a.. 1<i<m pentru care - =inf —k|ak]- >0¢.
a; a

inlocuind in baza (unitari) B = {C/", ..., C;i} pe ;' cu C/

se obtine o bazi B; = {C/, ..., ¢/, C

A A “ e As
; i C eeey C, } careia ii

i+l
corespunde o solutie de bazi x €R" care ,,amelioreazia” valoarea

functiei obiectiv f, (adici f.(x¢) < f.(x)).
Demonstratie. Refacem tabloul simplex initial in care punem in
evidenta si coloana C_f precum si liniile de indice i si k:

166



C )\,1 7\.m 7\.m+1 )\,J )\n
Baza A . 4 4 . A e A b
C 1 C m C m+1 C J C n
}\,1 CIA 1 . 0 Al m+1 ajj An b[
I C ;4 0 .. 0 A m+1 . ; e A b,
No|oa | L B ‘ . aw | b
c; )
M C : . . . Ak, m+1 Aj An by
e | 4| 0 L1 O
C m
Z Z1=M .. Zo=hm Zint1 ... Z; ... Zn f.(Xo)
A 0 .. 0 Zm+1 -}\,mﬂ . Zj- )\.J'* . Zn-}\,n

Cu ajutorul Lemei substitutiei (vezi Lema 7.4. de la Capitolul 6)
vom inlocui pe C; cu C; obtinind astfel noua baza By={C{', ..., C/!

i—1»
c!, Ciy, ..., Ca} (pivotul fiind elementul a; pe care il vom incercui

iar printr-un asterix * vom indica diferenta A; luata in consideratie).
Coordonatele lui b in noua baza vor fi ;= (b,’, ..., b'iy, b/

i
, , , b . , b, )
b1, ..., b'm), unde b] =— iar by =b; ——-a,;; pentru k#i, | <k<m.
aij a;
Se deduce imediat ca b;>0 (b;=0 in mod evident: dacad a;=0

. , . . . b,
atunci by'=b>0; dacd ay<0 atunci scriind b, =b, + —’(—akj)de
ij
b b.
— _"1)de

Ay ij

asemenea by'>0 iar dacd ay>0 atunci scriind by =ay(

asemenea b,">0 dupa felul in care am ales pe 1).

Sa demonstram ca daca alegem x'ER"ai ¥ = (b, ...,b%51, 0,
b+, .o bw’, 0, ..., b, 0, ..., 0) (b fiind pe pozitia j), atunci
fu(xo) < fu(x)).

Intr-adevar, avem:

(X )=Ab + oAb A b e A b Abi'=
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b, b b
:}\‘l(bl _a_l tdyj )+" '+}\’i-1(bi—l - a ai1,j )+}\’1+1(b1+1 a Aiyl,j )+

ij ij ij

A (b, _i'amj )+ 7Lj(i) = (Mbit . AAibiTAinbig . Ay by)-
a

i i
B Magit i i g T L fo(x0)- Aibi- b (7 -
djj i ajj
-Aidig) Ty L2 =fo(Xo)-Aibi- L2 zithagth L2 =fo(Xo)+ b (A-z)=
=fc(xo)+ﬁ (-4), de unde concluzia ca f.(x0)<f.(x) (cici -Ai>0 iar
i
> 0). m

Observatia 2.6. Teorema 2.5. este cunoscutd sub numele de
teorema de imbunatatire a PPL —max si se observa ca daca x, este

nedegeneratd atunci b;> 0 pentru orice 1 < i< m si astfel f.(x,) < fo(x ).

Observatia 2.7. 1. In cazul teoremei de imbunititire a PPL-max
am vazut ca valoarea functiei obiectiv se schimba la o iteratie dupa
regula:

. b,
fc(x ):fc(x0)+_(_A_j)'
ij
In cazul in care exista mai multi jcu proprietatea cd A <0 iar pe

de alegere a lui j. In practici se foloseste crlterlul de ,,intrare in baza
alegand acel j pentru care |Aj| este maxim (caci atunci diferenta
f,(x)-fu(xo) este maxima).

by
2. Daca inf |a K> 0} de la Teorema 2.5. se realizeaza pentru
4t
mai mulfi indici i, atunci X" este solutie de bazi degenerata, pe cand daci
toate solutiile de baza (deci si xo) sunt nedegenerate, atunci i este unic.
Daci x, este degenerat, atunci putem avea b;=0 si astfel prin trecerea de

la baza B la baza B;; valoarea functiei obiectiv rdmane neschimbata

(f(x)=fe(x).
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Acest fapt poate produce fenomenul de ciclare 1n algoritmul
simplex: revenirea la o baza deja examinatd si se intrd astfel intr-un
,,Cerc vicios” care nu mai face posibila gasirea solutiei optime de baza.

Exista anumite metode de evitare a acestui fenomen rar intalnit
in exemple (vezi [13], [25] si [33]).

In acest sens, vom prezenta in continuare asa zisa reguld
lexicografica ([33]) de evitatre a ciclajului.

< . . . b . b <
Notdm I,)={i | 1<i<m si —=inf{—*| 1<k<m, a;>0}}. Dacd
i iy
I, contine un singur element, I, = {i}, atunci din baza B={ /", ..., C}

m

iese vectorul C/' si intra vectorul C/' (ca in cazul Teoremei 2.5.).

Daca I, are mai multe elemente, notam
a . a; . .
L={p€l, | - =inf{—|i€l,}}.
Pk Aig
Daca I, contine un singur element I, = {p} atunci din baza
initiala iese C; vectorul si intrd C}'.
Daca I, contine mai multe elemente consideram

Qg . o0 9p
L={q€l, | 2==inf{ £=| p€L,}}, s.am.d.
Qqr Pk
Continuand in acest fel, In cel mult m+1 pasi se obtine o
multime ce are un singur element.
in finalul §3. vom prezenta un exemplu concret de evitare a
ciclajului.

§3. Metode de determinare a solutiilor de baza. Metoda
matriceala. Metoda celor doua faze. Exemple de aplicare a
algoritmului simplex. Exemple de probleme de programare
liniara. Exemplu de evitare a ciclajului.

Vom prezenta la inceput o mefodd matriceala de determinare a
solutiilor de baza a unei PPL-max (de fapt a sistemului atasat).
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Exemplu. [25, p.166]. Sa se determine solutiile de baza ale
2x  + Xy +x3 =Xy —xX5 =2

.{xl +2x, —x3 —x, +3x5 =4

urmatoarei PPL-max: <X = (x;,x,,x3,X,,%5) =0

o f.(x)=2x; +x, +2x5 + x4 +3x5

I 1 -1 -1

. 2 . .. .
Matricea A este A4 :[1 5 1 .1 3 j si se observa imediat

cd rangul (A) = 2. Dacd notam prin A;; (i<j, 1<1,j<5) toate matricele
patratice de ordin 2 cu coloanele lui A, atunci:

AU C2R ) NN 2 IR RS A I F A
S G T A (T L © DS O A © B
11 1 -1 1 -1
* A”:(z —J’A“:[z —J’Azsz[z 3)

Cum toate matricele Aj;; sunt nesingulare vom avea 10 baze pe care
le vom nota cu B, 1 <i<j<10, 1#j.
Fixandu-ne una din baze, fixam celelalte variabile ca fiind nule iar

: 2 .
pentru celelalte vom rezolva sisteme de forma Cx =b = ( j cu solutia

x=C"b.

&
o
Q.
=
&
|
VR
S
—
Nl
—
N—_~
VR
A0
N—
Il
VY
N o
N—
><»—-
1]
o o oMo
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-2/3

-1 1)2 -2/3
xB”:—l = / >xr=| -2
3{-1 2)\4 -2
0
0

=
w
|
=
S
=
|
w
N\
[
—_
N =
N—
7~ N\
LS S
N—
I
N\
NN
N—
=
w
I
S DO O N
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-1 12 -1
XS_XB34__ ( j(j:[ j:xxz _1
21 —-1)\4 1
1
0
0
3 1)2 5 0
xg:XB”:l[ j(j:[j:xgz 5
2\1 1)4 3
0
3
0
31Y2 5/2 0
I _[~ 02 o |
4\1 -1)4 1/2
-5/2
1/2
Deducem ca numai sapte din cele 10 solutii sunt de baza (si

3 5 6

anume x', x°, x*, x°, x°, X, x*), celelalte trei avind componente negative
(si anume x7, x° si x'°). Din cele sapte solutii de baza trei sunt
nedegenerate: x>, x* si x’ iar celelalte patru sunt degenerate: x', %%, x°,
X7.

Observam ca x', x°, x° si x’ coincid ca forma, diferenta dintre
ele constand in pozitia diferitd pe care o ocupa zeroul care indica
perechea cu care componenta nenuld formeaza baza (coloanele
corespunzatoare din matricea A), coincidenta ca forma a solutiilor
datorandu-se degenerarii.

Cele m componente pozitive (chiar si cele nule) care corespund
vectorilor bazei se numesc componente bazice, celelalte numindu-se
componente nebazice.

In cazul general (fara a micsora generalitatea problemei) si
presupunem ca primele componente ale unei solutii sunt bazice, fapt
care implica liniar independenta primelor m coloane ale matricei A care
poate fi partitionata prin urmare in doua matrice de dimensiuni mai mici
si anume
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ay Ay e Ay Ay e gy

a1 Ay - Aoy | Qypmyr -+ A2y

m2 - Qm am,m+l e Ay

notand cu B matricea patraticd m>xm formata cu primele m coloane
presupuse liniar independente si cu R matricea de dimensiune mx(n-m)
formata cu restul coloanelor, deci A=(B, R).

Daci vom partitiona vectorul solutie sub forma x'=(x®, x*),
astfel ca x” cuprinde primele m componente ale lui x (adici pe cele care
corespund coloanelor matricei B), iar x" cuprinde celelalte n-m
componente ale lui x, atunci restrictiile din PPL-max pot fi retranscrise

ca fiind: Bx®+Rx® =0, x®>0, x*>0. Procedand in mod analog si cu
vectorul c, c=(cB, cR), unde c® cuprinde coeficientii variabilelor de baza
din functia obiectiv, iar c® coeficientii celorlalte variabile, atunci
problema de programare liniard PPL-max poate fi retranscrisa sub forma

Bx® +Rx® =b

PPL-max:{x? >0, x®>0
Max[ f = cBxl +cRx®
Deoarece pentru solutia de bazi avem x" = 0, rezultd cd Bx”=b,

de unde rezulta imediat ca x” = B™'b, relatie in virtutea cireia am

rezolvat exemplul de mai sus.
Este evident ca avand m ecuatii cu n necunoscute (m<n) avem

un numar de C,' matrice patratice ce pot fi formate cu cele n coloane

ale matricei A. Ca urmare, rezultd ca putem avea cel mult C,’ solutii de
baza.

In continuare vom prezenta citeva exemple (vezi [33]) de
rezolvari prin metoda simplex a unei PPL-max. Pentru problema de
programare liniard de tipul PPL-min se tine cont de faptul ca
min(f.)=-max(-f;) si deci in tabelul simplex vom inlocui pe c, ..., ¢,
prin -cy, ..., -C, .

Exemplul 1: Sa se rezolve urmatoarea:
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X +x3—x, =1
L]

Xy —=X3—X4 =2
PPL-max: {eX = (x;,x,,X3,x,) 20

e max[2x; —3x, + x5 —3x,]

Sa observam ca PPL-max de mai sus este sub forma standard.
(in sensul cd avem baza primal admisibila iar x,=(1, 2, 0, 0) este o
solutie de baza.)

Avem urmatorul tabel simplex:

c 2 -3 1 -3
Baza | c{ (oFs (oFs Ci b

2 ¢t 1 0 1 -1

3 C124 0 1 -1 -1 2
V4 2 -3 5 1 -4
A 0 0 4

Cum A=0, conform Teoremei 2.1. deducem ca functia obiectiv
f.(x) =2x; —3x, + x; —3x, de mai sus are optim finit egal cu —4 pentru

x,=(1,2,0,0).
Exemplul 2: Sa se rezolve urmatoarea:
X| =Xy +2x3 +2x, =2
®.3x; —x3+x4 <5
2x; —3x3 +5x, <3
PPL-max: qeX = (x;,x,,X3,%,) 20

e max[2x; + X, +5x;3 —x,]

Se observa ca PPL-max de mai sus nu este pusa sub forma
standard. Pentru a o aduce la forma standard introducem asa zisele

variabile fictive (sau ecart) xs, x>0, scriind PPL-max sub forma
standard:
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X =Xy +2x3 +2x4 =2
< 3x; —x3+x4 +x5 =5

2x; =3x3 +5x, +x5 =3
PPL-max: {eX = (x;,x,,X3,X4,%5,%) =0

emax([2x; +x, +5x; —x, +0-x5 +0-x¢]

Facem acum tabelul simplex (observand ca baza primal
admisibild este {C; , C, C&)).

(¢ | 2 1 5 -1 0 0
Baza | c4 (4 cyd ci4 ¢4 cd o |b
1 |csa |41 1 2 2 0 0 2
ok 0 -1 1 1 0 5
C 0 3 5 0 1 3
z -1 1 2 2 0 0 2

A 30 7* 3 0 0

Observam ca A;=-7<0 si toate elementele coloanei C;' sunt

negative. Conform Teoremei 2.3. PPL-max de mai sus nu are optim
finit.

Exemplul 3: Sa se rezolve urmatoarea:
X) +2x, +3x3 <15
®<2x +x3+5x; <20
X, +2xy +x3 <5
PPL-max: {eX = (x,x5,x3) >0

e max[2x; +x, +3x;]

Aducem PPL-max la forma standard prin introducerea

variabilelor fictive: x4, Xs, X¢=>0, obtinand forma standard:
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X; +2xy +3x3+x4 =15
<2x; +x3+5x3 +x5 =20

X +2x, + X3+ x5 =5
PPL-max: {eX = (x;,x,,X3,%4,X5,%5) =0

emax[2x; +x, +3x3 +0-x, +0-x5 +0-x¢]

Observam ca B={C; , ¢, C{'} este baza primal admisibila
corespunzatoare solutiei de baza x,=(0, 0, 0, 15, 20, 5).
Facem acum tabelul simplex:

P 2 | 3 0 0 0
B Jof of of of cf i [®
0 [ci 1 2 3 1 0 15
0 4 2 1 @ 0 1 0 20
0 |cd 1 2 1 0 0 1 5
z 0 0 0 0 0 0 0
A 2 N 3% 0 0 0
0 [cd a5 75 0 1 350 3
4
30| 4 25 1/5 1 0 1/5 0 4
3
0 cd @ 9/5 0 0 -1/5 | 1
7 6/5 3/5 3 0 3/5 0 2
A 45% 255 0 0 3/5 0
0 [cd 0 2 0 1 23 13 103
4
30| 4 0 -1 1 0 13 253|103
3
2 |4 1 3 0 0 A3 53 5/3
1
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z 2 3 3 0 1/3 4/3 40/3
A 0 2 0 0 1/3 4/3

Dupa o prima iteratie am aplicat Teorema 2.5. constatand ca si
la a doua iteratie trebuie sa aplicam aceeasi teorema. Obtinem in final ca
solutia optima (degeneratd) este x,=(5/3, 0, 10/3, 10/3, 0, 0) iar
maximul functiei obiectiv este egal cu 40/3. Pentru alte aplicatii
recomandam cititorului lucrarile [25] si [33].

Vom prezenta acum (dupa lucrarea [13, p.212]) metoda celor
douad faze pentru determinarea unei solutii de baza .

= <i<
Zhu, L 1<i<m

Considerdm PPL-min: e x; >0, 1< j<n

e min[f, (x) = X ¢ ;x;]
J=1
Pentru o PPL-max se procedeazad analog tinandu-se cont de
faptul ca max(f.)=-min(-f;). Inmultind la nevoie cu —1 ecuatiile pentru

care b;<0, putem presupune cd b;>0, 1<i<m. Prin introducerea

variabilelor artificiale xi',x5 ,...,x,

m

se considerd programul liniar:
Zallx/+x =b;, 1<i<m

PPL*-min:jex, >0, x{ 20, 1< j<n, 1<i<m.

o min[ £, (x) = D x{']
i=1

Se observa ca prin completarea cu m zerouri a unei solutii de
baza pentru PPL-min se obtine o solutie de baza optima pentru PPL*-
min, cu valoarea functiei obiectiv egal cu 0. Reciproc, dacd PPL*-min
are o solutie de baza optima, cu valoarea functiei obiectiv 0, atunci
componentele corespunzatoare variabilelor artificiale ale unei asemenea
solutii sunt O si suprimandu-le se obtine o solutie de baza pentru PPL-
min. Totodata rezultd ca PPL-min are solutie daca si numai daca PPL*-
min are solutie optima cu valoarea functiei obiectiv egala cu zero.
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Cum matricea programului PPL*-min este A*=(A, I), unde I este

matricea unitate de ordin m si cum b;>0, 1 <i<m, atunci x*éR"™,
x“=(0,...,0,by, ..., by) este o solutie de baza pentru PPL*-min,
corespunzatoare bazei I. Prin metoda simplex se poate acum cauta o
solutie optima de baza pentru PPL*-min. Daca valoarea functiei obiectiv
pentru aceasta solutie este 0, atunci PPL-min are solutii §i prin
procedeul indicat mai sus se poate obtine una dintre solutiile sale de
baza. Se aplica apoi algoritmul simplex pentru PPL-min pornind de la
solutia sa de baza determinatd ca mai sus.

Procedeul expus mai este cunoscut sub numele de metoda celor
doud faze, in prima faza gasindu-se, prin metoda bazei artificiale o
solutie de baza ([13, p.213]).

Aplicatie: Se considera urmatoarea:
X +3x, —x3 =9

e X+ Xy —Xx4 =3
2x,+x, —x5 =6

PPL-min : ex; 20, 1<j<5

e min[3x; +5x,]

Atunci, folosindu-se metoda celor doua faze consideram:
X 4+3x, —x;3+x =9

e X Xy —X4+X5 =5
2x; +xy —x5+x5 =6

PPL'-min: <ex; >0, x/ >0, 1< ;<5 1<i<3.

e min(x; + x5 +x3)

Matricea pentru PPL*-min este
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1 3
A =1 1
21

-1
0
0

0
-1
0

1

0 0

-1 0 0

00
01=@AD

unde A este matricea lui PPL-min si I matricea unitate de ordin 3.
O baza pentru PPL’-min se poate constitui cu ultimele trei

coloane ale matricei A®. Tabelul simplex corespunzator si transformatele

sale din cadrul algoritmului simplex vor fi date de urmatorul tabel

simplex:
¢ O 0 0 0 0 I
Bazalca 4 ¢! ¢! ! ¢! i cf |P
1 ct |1 G 1 o 0 1 0 0 9
ofer |t 1 0 00 o1 0 5
Uofeaf2 1 0 0 fo 0 6
z_ |4 5* 1 a1 111 20
A |4 5 a1 o0 o
0 [ca |13 T a3 0 0 [13 0 0 3
2
Lo fea 23 0 13 -1 0 |13 1 0 2
7
U Ga) o 13 0 1 a3 0 1 3
2 |73 0 23 1 -1 |23 1 1 5
A |73* 0 23 11 |53 0 0
0 [ca |0 1T 25 0 U5 |25 0 -5 |25
2
Uofer o o @D 1 w5 s 1 s |45
0 [ca |l 0 15 0 5|5 0 35 |95
1
2 |0 0 15 -1 25 |-U5 1 255 |4s
A 10 0 15* 125 |65 0 -5
0 [ca 0 1 0 =2 1 Jo 2 A 4
2
0 fcrfo 0 1 s o2 fa s 2 4
T I O A 1
2 o 0 0 0 0 [0 0 o 0
A 0 0 0 0 0 [ -
0 [ca [T 0O 0 T O [0 1 i
0 feafo 10 2 1 o2 4
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(la ultimul tabel am restabilit ordinea naturala pentru vectorii bazei).

Am tinut cont ca 1n cazul unui PPL-min rezultatele date de
Teoremele 2.1. si 2.3. pentru PPL-max se dualizeaza tindnd cont ca
min [f ]=-max[-f.].

Din ultimul tabel simplex rezultd ca x €R®, X *=(1, 4, 4, 0, 0)
este solutie de baza pentru PPL-min, corespunzator bazei B formata cu
primele trei coloane ale matricei A. Si observam ci B apare in ultimele
trei coloane ale tabelului simplex de mai sus.

Se constituie acum un tabel simplex T(B), (adica corespunzator
bazei B), care in buna parte se poate extrage din tabelul de mai sus, si
apoi se aplica algoritmul simplex pentru PPL-min. in cazul de fati, dupa
prima iteratie se obtine:

c 3 5 0 0 0
Baza ¢ ¢4 c{ cf cf |P
3 (e 1 0 1 1 1
5|4 0 1 0 2 1 4
0 |cd 0 0 1 5 @ 4
z 3 5 0 7 2 23
A 0 0 0 7 2%
30 [ ] 0 12 32 0 3
1
5|4 0 1 a2 12 0 2
0 |4 0 0 12 52001 2
5
p 3 5 1 2 0 19
A 0 0 1 ) 0

Din ultimul tabel rezulti c¢i x €R’ , ¥ '=(3, 2, 0, 0, 2) este
solutie de baza optima pentru PPL-min, valoarea optima a functiei fiind
f(x") = <c, x> = 3-3+5:2+0-0+0-0+0-2 = 19.
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Exemple de probleme de programare liniara (vezi [13, p.215]).

a) Problema dietei (a amestecului). Sa presupunem ca pentru o
anumitd colectivitate trebuie intocmit un meniu pentru o anumitd
perioada de timp. Fie Py, ..., P, alimentele care exista pentru elaborarea
acestul meniu. Atunci un sistem de numere X, ..., X, unde x; este o
cantitate din alimentul P, j=1, ..., n se va numi o dieta. O astfel de dietd
trebuie sa satisfacd anumite cerinte privind alimentarea indivizilor din
colectivitate, adica trebuie sd contind anumite substante nutritive S, ...,
S (cum sunt de exemplu glucide, lipide minerale, vitamine, etc). Fie aj;,
i=1, ..., m, j=1, ..., n cantitatea din S; care se afla in unitatea de produs
P; . Atunci o dieta (xy, ..., X, ) trebuie sd satisfaca conditiile:

(D) Y agx; 2b,,i=1, ...,n
j=1

in care (2) x;=0.

Dintre toate dietele posibile se pune problema sa alegem pe cea mai
ieftina. Fie c;j, j=I, ..., n costul unei unitati de masura din produsul P;,
atunci costul dietei (x4, ..., X, ) va fi:

3) chxj
=1

si deci intocmirea unei diete cat mai ieftine care sa satisfaca cerintele de
hrand ale colectivitatii revine la gasirea unui program optim pentru
programul liniar definit de ansamblul de conditii (1), (2) si (3).

Probleme cu o formulare asemdnatoare apar in industria
petrochimica la obtinerea unor tipuri de produse cu anumite proprietati
prin amestecul unor produse care poseda proprietitile cerute.

b) Probleme de transport. Sa presupunem ca din niste puncte
Py, ..., Py unde exista cantitdtile by, ..., b, dintr-un material trebuie
transportat in punctele Q, ..., Q, si in Q; trebuie sd ajunga cel putin
cantitatea b;" . Printr-un program de transport a acestui material se
intelege sistemul {x;}, i=1, ..., m, j=1, ..., n prin care Xx; desemneaza
cantitatea care se transportd de la P; la Q;. Un astfel de program trebuie
sd satisfaca, conform celor cerute, conditiile:

“4) ij <b,
=
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(5) > x; = b}
i=1

Daca exista un program de transport (care deci verifica (4), (5))

atunci rezultd » b, > " b’ . Fie ¢;j costul transportului unei unitéti din P;
i=1 j=1
in Q; . Atunci costul intregului material va fi (6) Zci/’xij , §1 deci pentru
i,j=1

realizarea unui cost de transport cat mai mic trebuie sd gasim matricea
(xj), 1=1, ..., m, j=1, ..., n astfel incat suma (6) sa fie minima. Relatiile
(4) si (5) pot fi cerute si ca egalitati.

In acest caz avem: (7) Y b, = b’ .
i=1 Jj=1
Reciproc, dacd este indeplinita egalitatea (7) atunci inegalitatile
(4) si (5) sunt egalitati.

¢) Probleme de productie. Intr-un mod destul de simplu
activitatea de productie a unei intreprinderi intr-o perioada de timp data,
in care intervin produsele P,, ..., P, poate fi caracterizatd printr-un
sistem de numere reale a;, ..., a, , In care a; sa fie cantitatea din
produsul P; care se produce in aceastd intreprindere daca a; >0 si - a;
cantitatea care se consuma din produsul P; daca a;<0. Daca a;=0 se poate
presupune ca produsul respectiv nu intervine 1n activitatea Intreprinderii.

Sa presupunem acum ca existd mai multe Intreprinderi Gy, ...,
G, 1n care intervin produsele Py, ..., P,,. Fie a; cantitatea din produsul P;
care se produce (dacd a;>0) sau se consuma in cantitatea -a;; (dacd a;<0)
in unitatea de timp. Se cere sd se alcatuiascd un plan de productie astfel
incat sa satisfaca conditia by, ..., by, privind produsele Py, ..., P, , b; i=1,
..., m fiind numere reale; daca b; >0 produsul P; corespunzitor trebuie
sa se produca cel putin in cantitatea b; iar daca b; <0 produsul trebuie sa
se consume cel mult in cantitatea- b; . Dacéd notam cu x, ..., X, timpul
de functionare respectiv al intreprinderii Gy, ..., G, atunci un plan de

n
productie trebuie sa satisfacd conditiile: (10) Zaijx ;2b, =1, L, m,
j=1
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Daca se noteazd cu c; beneficiul obtinut prin functionarea
intreprinderii Gj in unitatea de timp atunci beneficiul obtinut prin

n
realizarea planului considerat va fi: (11) chxj si deci pentru
J=1
obtinerea beneficiului maxim va trebui sa aflam numerele x;, ..., x, care
satisfac conditiile (10) si realizeaza maximul functiei (11). Analog, daca
se noteaza cu c; costul functiondrii intreprinderii Gj in unitatea de timp,

n
atunci (12) chxj va fi costul realizarii planului. Dacé cerem ca acest
J=1
plan sd se realizeze cu cheltuieli minime atunci suntem condusi la
rezolvarea problemei de programare liniard cu restrictiile (10) si care
minimizeazd functia (12). Exemplele date aratd cd in practica
problemele de programare liniard nu apar in general sub forma standard.
Pentru aducerea lor la o forma standard se procedeaza astfel: daca in

n
restrictii existd o inegalitate de tipul Z“i/x.' <b; se inlocuieste cu

J=1

n n
Y ayx; +y, =b;, yi=0. Dacd existd o inegalitate de tipul ) a;,x; b,
= =

n

atunci ea se inlocuieste cu Y a,x; +y; — vy =b;, Yii, ¥2i=0. In ambele
=

cazuri functia obiectiv nu se schimba.

Daca printre restrictii nu apare o inegalitate de tipul x;>0, atunci
se inlocuieste y;-y;"" in restrictii si functia obiectiv si se introduc in plus

restrictiile y;">0, y;"” =0.

Sa exemplificam in finalul acestui paragraf evitarea pericolului
de ciclare 1n algoritmul simplex prin urméatorul exemplu de
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3x; =2xy +x3+x4 =4
0 X +Xy) —3x3+x5 =6

=2x; +3x3+ x5 =2
PPL-max: {eX = (x|,x,,X3,X4,%s5,%5) 2 0.

e max[—x5 — x4 ]

Avem urmatorul tabel simplex:

c 0 0 0 0 -1 1
B 4 4 A 4 4 4 b
| cy C) C;3 C Cs Cs
0 Cf 3 -2 1 1 0 4
-1 Cgi 1 1 -3 0 1 0 6
A fea |2 G 0 0 1 2
z 1 -4 2 0 -1 -1 -8
A 1 4% 2 0 0 0
0 cA 5/3 0 5/3 1 0 2/3 16/3
4
1 G o 1030 I A3 | 163
0 cA -2/3 1 173 0 0 1/3 2/3
2
z -5/3 0 10/3 0 -1 1/3 -16/3
A -5/3* 0 10/3 0 0 4/3
0 [ci |0 0 5 I -1 1 0
1 cA 1 0 -2 0 3/5 -1/5 16/5
1
0 cA 0 1 -1 0 2/5 1/5 14/5
2
z 0 0 0 0 0 0 0
A 0 0 0 0 1 1
. . . < <. ~/16/3 16/3 16 .
Dupa prima iteratie se observa ca inf {mm} = si astfel

acest infim se obtine pentru doi indici, adica [;={4, 5} (in aceasta
numerotare C § este primul vector!). Pentru a vedea in locul cui intrd C;*

calculam  min ai|i:4,5 = min ai,ai :min{L,L}:O:ai,
a; ay as 5/3°5/3 as,
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deci ,={5} astfel cd pentru a doua iteratie CZ' iese din bazi (in locul
sdu venind C;*).

in final deducem ca solutia optima (degenerati) este ¥ =(16/5,
14/5, 0, 0, 0, 0) iar max(f,.)=0.

CAPITOLUL 4: FORME BILINIARE SI PATRATICE

§1.Forme biliniare. Definitii. Exemple. Matricea
atasata unei forme biliniare. Rangul unei forme biliniare.

In cadrul acestui capitol prin V vom desemna un spatiu vectorial

real de dimensiune n (n>1) iar prin B={e,, ..., e,} €V 0 baza a sa.

Definitia 1.1. Numim formd biliniard pe V o aplicatie

b:VXV—R, liniari in ambele argumente, adica b(ax+fy, z)=
= ab(x, z) + Bb(y, z) si b(z, ax+fy) = ab(z, x) + Bb(z, y) pentru orice

X, Y, ZEV si a, peR.
De exemplu, b:R"XR" —-R , b(x,y)sziyi , X=(X1, ..., Xpn),
i=1
y=(¥1, ..., ¥n) este o forma biliniard pe R" (n>1).
in general, dacd b:VXV—R este o forma biliniara, atunci
b(0, x)=b(x, 0)=0, b(-x, y)=b(x, -y)=-b(X, y), pentru orice x, yEV.

Definitia 1.2. Vom spune despre forma biliniara b:VXV—-R
ca este simetrica (antisimetricd) pe V daca b(y, x)=b(x, y) (respectiv

b(y, x)=-b(x, y)) pentru orice x, yEV.
Se verifica imediat cd b:R"XR" —»R , b(x,y) =D x,;y, este
i=1
simetricd pe R" (n>1) pe cand b:R*XR*—R, b(x, y)=xX,y,-X2y; este
antisimetrica pe R* (x=(x1, y1), y=(X2, y2)).

De asemenea, daca pentru n€N notam
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R,[X]={PER[X] |grad(P)=<n},

atunci b:R,[X]XR,[X]—R, bP, Q)= j P(x)O(x)dx este o forma
0

biliniara simetricd pe R,[X].
Deoarece B={ey, ..., e,} SV este o bazi, atunci pentru orice Xx,

yEV avem x:Zaiei, y:Zﬂiei (cu a, BER), astfel ca

i=1 i=1

b(x,y) = b(zaiei,Zﬁiei] = Zaiﬂjb(ei’ej)‘
i=1 i=1

1<i, j<n

Definitia 1.3. Matricea pitraticd din M,(R) formata din
elementele a;=b(e;, ¢;), 1<i, j<n o vom nota prin M,, 3 si 0 vom numi
matricea lui b in raport cu baza B.

Xy Mg
Astfel, daca xz =| : |, yp=| : |, atunci b(x,y)=xXzM, 3z,
Xn Yn
egalitate ce poartd numele de expresia analitica a formei biliniare b in
raport cu baza B (reamintim ca Xz="x,=(x1, ..., X,) ).

Propozitia 1.4. O forma biliniara b:VXV—R este simetrica
(antisimetricd) pe V daca si numai daca matricea M, p atasata lui b
in raport cu baza B este simetrica (antisimetrici).

Demonstratie. ,,= ”.Daca b este simetrica (antisimetrica) atunci
b(e;, €)) = b(e;, &) (respectiv b(e;, &) = -b(ej, €;)) adica a; = a;; (respectiv
a;; = -aj;) pentru orice 1<i, j<n, de unde concluzia cd M, g este simetrica
(antisimetrica).

»< 7. Sé presupunem acum de exemplu cd M, este simetrica
(adicd 'My =M, ) si sd aritim cd b este simetricd. Conform expresiei
analitice a lui b in raport cu baza B avem b(x,y)=xM, 3y, de unde

deducem ca :
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b(xay):tb(an’)Zt(EB "My 5-yp) :tyB'th,B't}B =V My p-xp = b(y,x),
adica b este simetricd. Analog se demonstreazd ca daca matricea M,

este antisimetrica, atunci si forma b este antisimetrica. B

Sa presupunem acum ca in spatiul vectorial V de dimensiune n
(n>1) mai avem o baza B'={e’}, ..., e",} si sd notdm prin C matricea de
trecere de la B la B” (adica C = M(B, B")). Dacd C = (cjj);<ij<n, atunci

e’; = cje t...tcye, pentru orice 1<i<n, astfel ca pentru orice 1<i,j<n
avem:

n n
’ ’ t
b(ei’ej):b(zckiekazczj@zJ = chictjb(ek’et): Z Cikb(@kaez)czj >
k=1 t=1 I<k,t<n 1<k, t<n
de unde concluzia cd M, z='C-M, ,-C, formula ce ne aratd felul in
care se schimba matricea atasata lui b la schimbarea bazelor.

Din aceasta ultima formuld deducem imediat:
Corolar 1.5. rang M, - = rang My .

Acest corolar ne permite sa dam:

Definitia 1.6. Se numeste rang al unei forme biliniare b,
rangul matricei M, a lui b in raport cu o baza particulara B a lui
V.

§2.Forme patratice.Polara unei forme patratice.
Matricea atasata unei forme patratice.Forma canonica a unei
forme patratice;metodele Gauss-Lagrange si Jacobi.Legea
inertiei a lui Sylvester

Fie b:VXV—R o forma biliniara simetrica pe V.

Definitia 2.1. Prin formd pdtraticd indusa de b intelegem
aplicatia f,:V— R, f,(x)=b(x, x) pentru orice x&V.

De exemplu, daci b:R*XR’—R, b(x, y)=3x,y-2X,y,+3X3y3-
-2X1y2-2X2yl+X1y3+X3y1-3XZY3-3X3Y2 . atunCi, notand cu B:{el, €y, €3 }
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3 -2 1
baza canonicd a lui R® deducem ca M b =|—2 —2 -3|, care fiind
1 -3 3
simetrica ne conduce la concluzia ca si b este simetrica.
Atunci f, (R =R, £, (x) = 3x% —2x% +3x% —4x,x, + 2x,x; — 6, X,
este forma patratica indusa de b.

Sa observam ca in general daca b:VXV—R este forma biliniara
simetrica, atunci

fb(X+YJ X+Y):b(X+Y7 X+Y):b(X9 X)+2b(X9 Y)+b(ya y):fb(x)+fb(Y)+2b(X7Y)7
de unde b(x,y)= %[f,, (x+y)— f,(x)— f,(»)] ceea ce ne conduce la
concluzia ca forma biliniard b este unic determinatd de forma patratica

fp.

Definitia 2.2. Forma biliniara b ce induce forma patratica f,
poarta numele de polara lui f,.

Observatia 2.3. Sa presupunem cd b:VXV—R este o aplicatie
biliniard oarecare si fie f:V—R, f(x)=b(x, x). Considerand
b :VXV—-R, b (x,y)= %[b(x, ¥)+b(y, x)] atunci in mod evident b, este
forma biliniara simetrica si cum

b5, = 2 b )+ 0] = ) = £, (3)
tragem concluzia ca f,(x) = f, (x), adica f, este tot o forma patratica

avand insa ca polara pe b,.
Definitia 2.4. Fie b:VXV—R o forma biliniara simetrica si

BCSYV o baza finita a lui V. Prin matricea atasata formei pdtratice f,
intelegem matricea M, g atasata polarei b in raport cu baza B.
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De exemplu, daci fR’—R, este forma pitratica
f(x)=2x{ —3x7 +3x7 —4x,;x, —3x,X; + x,X;, atunci matricea atasatd lui f

2 -2 =32
in raport cu baza canonici a lui R*este | -2 -3 1/2
-3/2 12 3

Reamintim ca dacd x€V, atunci prin Xxg am notat matricea
coloana formata din coordonatele lui x in baza B iar prin X;="x5 .

X1
Astfel, dacd x=x,e;t...+tx4e,, atunci xp =| | | si ¥z='xz=
xn
=(x1, ..., Xy) . Dacd nu este pericol de confuzie In ceea ce priveste pe B
X
vomscrie x=| : | si X =(Xy, ..., Xy).
X

n

Astfel, pentru orice XEV avem : f, (x) = XpM, pxp = XM, 3x.

In cele ce urmeaza ne propunem sa aratam ca fiind data o forma
patratica f,, existd o bazda B’ a lui V fatd de care f, are matricea

A4 0 .. 0
. < . 0 4, .. 0 . <
diagonala, adicd M, p = . Atunci, dacad pentru x€V,
0 0 .. 4,
~_ . _ 2 2 ‘s ..
X =(X1, ..., Xp) avem: f, (x) = L, x; +...+ A,x; (numitd forma canonica a

lui £, ).

in continuare vom prezenta doui metode de aducere a unei
forme patratice la forma canonica cunoscute sub numele de metoda
lui Gauss-Lagrange si respectiv Jacobi.

a) Metoda Gauss-Lagrange

Sa presupunem ca 1n raport cu o baza initiald B, f, are forma:

2

2
fo(xX)=ayxi +..+a,,x, +2a,x,xy +...+2a;,x,x, +2a,;%,x3 +

e

+2a94X9X4 + .20y, X%, +.. 4+ 20, , X, X,
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Daca f;, este nuld (adicd a;=0 pentru orice 1 <i,j<n ) atunci f, are
forma canonica in orice baza B a lui V. De asemenea, putem presupune

ca existd i€{1, 2, ..., n} a.l. a;#0. In caz contar, cum f, este presupusa
nenuld existd cel putin o pereche (i, j) a.i. a;#0. Sa presupunem ca
a;p#0 (in cazul general se va proceda analog). Atunci notand x,=y;+y, ,
X=Y1-y2 S$1 X =Yk pentru 2<k<n vom obtine pentru f;, o expresie de
forma f,(y) = 2a,,y} +... cu 2a;,#0.

Putem presupune deci cad de exemplu a;;#0.
Vom grupa intr-o prima etapa toti termenii lui f;, ce contin pe x; :

2 -
apx; +2apxxy +... 4 2ay,xx, =

_ 2 a1z An _
= all(xl +2—=xx, +...+2—x1xn] =
an an

2
a a
_ 12 1n
=ap (x1+—x2+...+ xnj +E1(x2,...,xn)

ap an
unde E (%, ..., X,) unde este o expresie (de fapt tot o forma patratica) ce
contine numai pe X,, ..., X, (deci nu mai contine pe x;).

N a a
Notand (2 =x 42y, 4+
N1 1 2
ap ap

expresie de forma: f, =a,,y} +a,,E\(x,....x,)+restul de termeni din
expresia (1) a lui f, (care nu mai contin pe Xx;).

Obtinem deci o expresie a lui f, de forma:
£ = ayyi + E{(x5,...x,) (cuy; dat de (2)). Continuand procedeul pentru

obtinem pentru f, o

n

E|(x,,..,x,) (care este de fapt o formd pitraticd ce nu mai contine pe
X1 ), dupd un numar finit de pasi gasim o expresie a lui f, de forma :
(3) S =y +ot Ay,

Cud, ..., \yER siy; de forma :

Yio= X+ oapx, + oopx; + o+ oaLx,

Yy, = X, + apx; + .. o+ ay,x,
4

Yn = Xn
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Egalitatile (4) se scriu matriceal sub forma: (5) y = Ax cu

y X L ap a5 .. a,

1 1

. . . 0 1 ay .. «a

y=| |, x=| i |sid= » 2n
T " 0 0 0 .. I

Tindnd cont de Teorema 7.2. de la Capitolul 6 deducem ca
egalitatea (5) este echivalentdi cu xp =C 'x;(unde B’ este baza
{e’1, ..., €'n} In raport cu care fj, are forma (3)).

cll 012 e cln
- - c c .. C .
Astfel, dacd notaim cu C = | 2 % 2| matricea de
Cnl Cu2 - Cpp

trecere de la B la B, atunci C'=A <C=A" si astfel
e =cpe +..+cy e,

! —_
e, =cpe +..+c,e,

Exemplu. Folosind metoda Gauss-Lagrange sd aducem la
forma canonica forma patratica f:R’— R,
F(x) = 2x7 +3xF —x3 +2x,%, +4x,x3 +3x,%;5 .
Grupam la inceput termenii ce contin pe x; :

2x{ +2x,x, +4xx; = 2(x12 + XXy +2x%3 )=

2
=2 (xl +%x2 +x3j —%xzz —x32 —x2x3] :2y12 —%x% —2)632 —2x,%5

1
cu (1) yl le +EX2 +X3 .
Continuand avem :

1
[ =2y} -Exg —2x7 —2x,x3) +(3X) —x3 +3x,X3) =
()

5
=207 +(x1 =33 +x3)

Consideram acum doar termenii din (2) ce contin pe X; :
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) 5 , 2 5 1 ) 1 5 5, 1 5
—X5 + XX, =— (x5 +—X,x3) =—[(x, +—X ——Xx3 ==y, ——x3,
) 2 2X3 2(2 5 2X3) 2[(2 5 3) 25 3] 2)’2 10 3

cu(3) y, =x, +%x3 astfel ca din (2) deducem:

5 1 5 31
=2y2 + (=2 ——x3)-3x2)=2y2 +=y2 -2 . (4
S =2y ((2)/2 10 3) 3)=2y; 2)’2 103 “4)

Notand (5) y;=x; din (4) deducem ca
5 31
—op2 2,2 20 2 6
J@)=2y1 +2 33 =1 93(6)
» 1 1/2 1) (x
Din (1), (3) si (5) deducemca | y, [=|0 1 1/5||x,
V3 0 0 1 X3

Daca notam cu C matricea de trecere de la B la B" atunci
1

1 y2 1Y (1 12 -9/10
c={0 1 15| =|0 1 -1/5
0 0 1 0 0 1
e =¢, =(1,0,0)

1 1
Astfel {e), =——e, +e, =(——,1,0
2 yate ( > )

, 9 1 9 1
ey :_Eel —gez +e; :(—E,—g,l)

Deci noua baza din R’ in raport cu care f are forma canonici (6)

este B'={e"s, ¢'2, '3} cu €] = (1,0,0), & = (-2 ,10), € = (~——1.]) .
2 10 5
b) Metoda lui Jacobi

Fie B={ey,..., €.} SV baza in raport cu care forma patratica f,

are matricea My, 5=(ajj) 1 <ij<n -
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Teorema 2.5. (Jacobi). Dacd in matricea M,p minorii

all alz e all

a a e Ay . . . o 4w ~
A=t T 1, i=1, 2, ..., n sunt nenuli, atunci existi o bazi

ap  ap aj;

B'={e’},..., ¢’,} a lui V in raport cu care f, va avea expresia:

n
A;_ . . A
£ = ZA’—I y? cu Ag=1 iar yy, ..., y, coordonatele lui x in raport
i=1 i
cu baza B'.
D tratie. Fie b:VXV—R polara lui f,. V aut torii
emonstratie. Fie —R polara lui f,. Vom cduta vectorii
€’,..., €, sub forma :
!
€ =a€
ey =y e taye,
(1) Je5 = a3 +ase, +asse;

’
e, =a, e +a,,e, +a,es+..+a,, e, | +a,e,

a.i. b(e’;, €’j)=0 pentru 1<i#j<n.

Observam ca daca pentru orice i=2, 3, ..., n, b(e’;, €;)=0 pentru
1<j<i-1 atunci (1) are loc. Intr-adevar, pentru j<i, b(e’;, e’j)=
=b(e’;, aje1t...Ftaje)=a; b(e’;, e))+...+a; b(e’;, €)=0. Cum b este forma
biliniara simetricd deducem cd b(e’;, ’;)=0 si pentru j>i.

Astfel, pentru fiecare 1 (1<i<n) determindm vectorul
e’ =a;et...Taze; a.d. b(e’;, )=0 pentru orice 1<j<i-1 si b(e";, &;)=1.

Se obtine sistemul:
apoy +apd, +..taga; =0
Ay 0 + Ay ..t ayo; =0
(Si) e

i 0y a0+ ta; ;0 =0

J i

a0, +a,a, +..+azo; =1

Cum determinantul lui (S;) este A;#0 deducem ca (S;) este
sistem Cramerian si deci are solutie unica. Deducem in particular ca
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A . . . . A ,
a; = T‘l , 1 <i<n. Matricea formei patratice f;, in raport cu baza B" va

1
avea pe pozitia (i, j) cu i#] elementul a’j= b(e’;, e’j)=0 iar pe pozitia
(i, 1) (1<i<n) elementul
a’i=b(e’;, e’5) =b(e’, aert...+ aji e + oj€)
, , , A
=a;b(e’;, ) ...+ aiib(e’;, eir) + aib(e’s, €)= a; = Al—l .
i

Deducem cd in baza B’ forma pitratica f, va avea forma

. n n A; )
canonicd f(y) = a;y’ =Y —Ly2 . m
Exemplu. Folosind metoda Iui Jacobi sd se aduca la forma
canonica forma patratica f:R*—R, f(x) = x? +2x3 +3x2 —2x,x,.
Matricea lui f in raport cu baza canonici din R’ este
1 -1 0

-1 2 0].
0 0 3
1 -1 0
Deoarece A;=1, A2=_1 _Zl‘zl si As=|-1 2 0/=3 sunt
0o 0 3

nenuli, putem aplica metoda lui Jacobi. Deducem ca forma canonica in

, , , , 1
raport cu baza B'={e’|, e’5, e’3} va fi f(y)=y12+y§+§y32, unde

;B’ =(,Y2,03) -

Alegand e’;=a,;e; si notdnd cu b polara lui f, din conditia
b(e’;, ;) = 1 deducem ca a,,=1 deci e’ ;=¢,=(1, 0, 0).

Cautdm pe e’, sub forma e’,=ay€; +ope, iar din conditiile

Ay —CQxp =

b(e’,, e;) = 0 si b(e’,, e,) = 1 rezulta sistemul { , de unde

— 0y +20,5, =1

(121:(122:1, adica e'2=el +e, :(1, 1, 0)
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In sfarsit cdutam pe e’; pe sub forma e’;=03,€; +0;3,e, +0s3€; iar
din conditiile b(e’s, e;) = b(e’;, e;) = 0 si b(e’s, e;) = 1 gdsim sistemul
a3 —az =0 |
— a5, +2a5, =0, ce are solutia o3;=03,=0 §i a3; = 3

3055 =1
L1 1
Deducemcae’s= g e;=1(0,0, 5).

Deci baza B’ in raport cu care f are forma canonicd este

B'={e"}, 5, '3} cue’i=e;=(1, 0, 0), e",=e;+e, =(1, 1, 0) si e'3=%e3=

1
=0, 0, -).
0,0.3)

Definitia 2.6. Vom spune despre forma pitratica f:V—R ca
este :

(i) pozitiv semidefinita daca f(x)>0 pentru orice x&V
(ii) negativ semidefinita daca f(x)<0 pentru orice x&V
(iii) pozitiv definiti daca f(x)>0 pentru orice x€V, x+0
(iv) negativ definiti daca f(x)<0 pentru orice x&V, x+0
(v) nedefinitd daca exista x, yeV a.l. f(x)>0 si f(y)<0.

Teorema 2.7. Forma pitratica f:V—R este pozitiv definita
dacd si numai daci in forma sa canonicd f(y) =4,y +..+ 4,2, Ay,
...y Ay sunt strict pozitivi.

Demonstratie. ,,=”. Sa presupunem ca f este pozitiv definita si
fie B={e,..., e,} o bazd a lui V in raport cu care f are forma canonica

din enunt. Daca prin absurd ar exista i€{1, 2, ..., n} a.l. ;<0 atunci
f(e;)=Ai<0 —absurd. Deci A>0 pentru orice i€ {1, 2, ..., n}.

,,<". Evident. R

Teorema 2.8. (Legea inertiei a lui Sylvester). Numarul
coeficientilor nenuli, iar dintre acestia numarul coeficientilor strict
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pozitivi intr-o forma canonicd a unei forme patratice nu depinde
de baza in care acea forma are forma canonica.

Demonstratie. Fie B = {ey,..., €,} SV o baza in raport cu care f

are forma canonica:

2 2 2 2
(1) S = Ax] +oct Ay, + oy X g+l X0

cu i, ooy A>0 8§51 Ppirs -.ny Hpg<O iar B'={e’y, ..., €’} o altd bazd a lui

V in raport cu care f are expresia canonica:

2) f(xX)=Ax{ +...+ ﬂ;rx;r + ,u;?rﬂxfyrﬂ ot ,u;rwrx;urqr
Culy, ..., Mp>0 81 Wiy, oy Wpg<O.

Ne propunem sa ardtimcap=p siq=q .

Sa presupunem prin absurd ca p > p” si sd consideram spatiile
Vi=<e,..,e 51V ' =<epuy,...,ep>.

Deducem imediat ca dimg(V") = p iar dimg(V"") =n-p".

Se stie cd dimg(V'+V"") = dimg(V")+dimg(V"")-dimg(V'NV"")
(vezi Corolarul 3.20. de la Capitolul 6) si cum p+(n-p )=n+(p-p’)>n
dacd V'NV"'={0} am deduce ca dimg(V'+V’'") > n — absurd !.

Deci existd un vector nenul x&€ V'NV"" (x+0).

Sa presupunem ca Xz=(Xy, ..., Xp, 0, ..., 0) si X =(0, ..., O,
yp'+15 ey yl’l)

Din (1) si (2) deducem pe de o parte ca
f(x)=Ax{ +..+A,x; >0 (deoarece din x+0 avem ci cel putin un A,
., A, este diferit de O !) iar pe de altd parte tot
f(x)= /1;,+1x]2)r+1 +ot ,Ll;)r+qrx;r+qr <0 —absurd.

Deci p<p’. Analog p’< p de unde p = p’. La fel aratdm ca si
q=q. 1

Definitia 2.9. Numadrul coeficientilor strict pozitivi
(negativi) dintr-o forma canonicd a unei forme patratice poartd
numele de indicele pozitiv (negativ) de inertie.

NS
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