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5. Integrarea si derivarea numerica

Fie f: [a,b] > R o functie integrabild. Daca putem gasi o primitiva ' a
functiei f, atunci conform formulei Leibniz—Newton avem

b
[ f(x)dx=F(b)-F(a).

Daca nu putem gasi o primitivd F a functiei f, atunci pentru calculul
b

integralei J. f(x)dx vom folosi o0 metodd numerica aproximativa.
a
O abordare fireascad este sa aproximam functia f printr—un polinom, de
exemplu prin polinomul de interpolare a lui Lagrange si sa integram acest polinom.
Prin formula de integrare numerica (cuadratura numerica) se intelege o
formula de urmatorul tip

b
[ W) f () = Ay (1) + o+ Ay f (x0) + ROS) (1

unde { x;} se numesc noduri, iar { 4;} se numesc coeficienti.

Functia w este o functie fixata, integrabild, care se numeste functia
pondere. In multe cazuri w(x)=1, (V) x € [a,b]. Despre functia f se presupune ci
este integrabild pe [a,b] si definita in nodurile { x;}.

Cu R(f) senoteazd eroarea de aproximare a integralei.

Definitia 1. Formula (1) se spune ca este exacta pentru functia f daca R(f) =0,
deci daca

b
WO fdx = Ay f () + Ay f () + oo+ Ay f ()

Formula (1) se spune ca este de gradul m daca:

(1) este exactd pentru orice polinom de grad cel mult m ;

(1) exista un polinom de gradul (m+1) pentru care formula (1)
nu este exactd.
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Teorema 1. Pentru orice n noduri distincte, xi, ..., X,, existd n constante A, A,
..y Ay (care nu depind de f) astfel incdt formula

b
IW(X)f(X)dx = A f () + Ay f(x0) + o+ Ay f(x) + R(S)

este exactd pentru orice polinom de grad cel mult (n—1).
Demonstratie. Fie

Py (x) = zl LS ()

polinomul lui Lagrange, care interpoleaza functia f in nodurile { x; }, i =1,_n.
Reamintim ca

n xX-— Xj

Li(x)=T1I :
J=1%i =X
J#I

Daca notam cu

E(f; x) = fx)=Pp1(x) ,

atunci
1) = zl L) f () + E(f3)

si mai departe

b n(b b
[ £ (o = Z[ [weoL; (x)dx} FO)+ [WE)E(f3x)dx
a i=1\ g a

Notam cu
b

4= jw(x)L,. (x)dx, i=ln.
a

Evident 4; nudepindde f, cide «, b, nodurile x; si de ponderea w.
Daca notam cu

b
R(f) = [W)E(S3x)dx
atunci
b
IW(X)f(X)dx = A f(x) + Ay f(x2) + o+ Ay f(x) + R(S).
Daca f este un polinom de grad cel mult (n—1), atunci E(fix)=0 si deci

R(f)=0 (Capitolul IV, §1, Observatia 1). a
Exista trei tipuri de formule de integrare numerica:
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1. Formule Newton—Coétes,
2. Formule Gauss,

3. Formule Romberg.
In cele ce urmeaza vom prezenta primele doua tipuri de formule.

§5.1. Formule Newton-Cotes

Presupunem intervalul [a,b] finit, nodurile echidistante

b— . .
Xx; = atih, unde p=2"¢ si w(x)=1, pentruorice xe[a,b].
n

noxX—x;
Fie Li(x)=11 si fie P, — polinomul Lagrange care

i=0X{ Xj

J#i

interpoleaza functia f in nodurile xo, xi, ..., x,. Avem
n
Py (x)=2Li(x)f(x;).
i=0

Daci facem schimbarea de variabilda x=a+¢-h, atunci, asa cum s—a vazut
in § 4.1, avem

2 (D" Cy i (1)

P,(t)=P,(a+1th)=Y f(x;) si
i—0 n! —1
B(fin)= (n+1 i)) O gy

unde
T @) =t(t =1 —=2)..(t—n) .

In continuare avem

b b
[ f(x)dx =[P, (x)dx+ [ E(f;x)dx .
Cu schimbarea de variabild x=a+th, obtinem

b " n
[ f(x)dx =[P, (t)hdt + [ E(f;t)hdt =
a 0 0

n+2 n

[( ), ’jm"ﬂ(t)def(xH a0 "D

=h
(n+Dlg

gM=

1

Introducem notatiile:
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di ( l)n l J- n+1(t) dt, i=0.n (2)
0 t_l
si
hl’l+2 n ( +1)
R(f)—( 1),f Tu Of (Gt 3)

Numerele { d;}, i=0,n, se numesc coeficientii Newton—Cotes. Prin
urmare avem

b n
[ f(x)dx = %Az’f (x;) + R(f) 4)

unde Ai:hdi, i=0,l’l.
Primele trei formule Newton—Cotes au nume speciale.
Daca n=1 obtinem formula trapezelor Inacestcaz h =b-a,

dy = (1) Cl jt(t D g = j(t Ddt=— , dy = (1) ¢l jt(t_l)dt }tdt
Rezulta
A= Ar= g
Formula trapezelor este
lff(x)dx=b%a[f(a)+f(b)]+R(f) (5)
nl

R(f)=—ff"(§t)t(t—1)dt .

Dacid feC’[a,b] sinotimcu M,=sup{ | f’(x)| ; x€la,b] } atunci
(b-a)’
12

3
|R(f)|s(b—a2) M

2 } | 1 ~1)|dt = M, (6)
0

y A f

v
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Din punct de vedere geometric formula trapezelor (5) revine la a aproxima
aria multimii plane marginita de graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = a,
x=b cu aria trapezului hagurat in figura.
-a
2

Dacia n=2 obtinem formula Simpson. Inacestcaz h=

b

2
dy=C 1) € j’(t 1)(’ D g =170 “3r vy =1
25 3
_ _ 2
d = 1) & jt(t 1)_“1 2) dz:—j(rz ~20)dr =2
_ _ 2
dy = (- 1) C It(t (¢ 2) IJ(I t)dtzl
-2 3
Formula Simpson este
b b
J f(x)dx=—[f( )+4f (= )+f(b)} +R(f) (7)
Se poate arita ci dacd feC'[a,b] atunci
My(b-a)®
|R(f)| < 2880 ®)
unde Ms=sup{ | Ja (x)‘ ; xe[a,b]}. Insfarsit, dacd #=3, atunci
b-a 3., _ .9
h= 3 do—d3—§, dl—dz—g

Se obtine formula 3/8 a lui Simpson
b _
[ f(x)dx =bTa[f(a) +3f(a+h)+3f(a+2h)+ fBD)]+R(S) . (9

Pentru o mai bund aproximare a integralei se folosesc formulele
Nexwton—Caotes repetate.

Daca impartim intervalul [ @, b ] 1n n subintervale egale si aplicim
formula (5) fiecarui interval [ x;;,x;], obtinem:

If(x)dx zlmx)dx 21 HTA )+ )]+ Ri(f)
1 xll 1

b—a )
Cum x; —x; 1 =——, Xo=a §i x,=b avem

S

S

b _ n—l1
[ f(x)dx = zna f(a)+f(b)+2§1f(xi) +R(f) (10)

unde
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M, (b-—a) M
[R(|<n lzz(bn“j =5 b-a) . (11)
n

Formula (10) se numeste formula trapezelor repetata.

Daca impartim intervalul [a,b] 1n 2n subintervale egale si aplicdm
formula Simpson (7) fiecarui interval [x5,%y], obtinem formula Simpson
repetatd

b _ n n—1
[ f(x)dx = b 6na {f (@) + f(b)+ 4§1f (x2;-1)+2 §1f (x2; )} +R(f) (12)
unde
RO <4 (p—a) | (13)
2880n 4
Daca notam cu
of =221 {f(a) o 2"§f(x,~>}
2n =l
sicu
s b—a n n—1
iy Sf(a)+ f(b) +4§1f(X2i_1)+ 2 af(XZi) ,

atunci se poate ardta ca 0,{ si 0';5 sunt sume Riemann, sau combinatii liniare
de sume Riemann atagate functiei f si ca

b b
lim ol = [ f(x)dx, lim o3 =[f(x)dx .
n—> y n—>0 g
Calculul aproximativ al integralelor definite folosind pachetul de programe
MATLAB

In MATLAB se afli programate metodele trapezelor, Simpson si 3/8
Simpson (functiile trapz, quad si quadS).

Pentru calculul integralelor definite cu formula trapezelor trebuie sa se
cunoasca X, vectorul absciselor si Y, vectorul (matricea) valorilor functiei
(functiilor) corespunzatoare absciselor date de X.

Secventa de apelare este: Z=trapz(X), cand se calculeazd o singura
integrala si Z este un numdr, valoarea integralei, sau Z =trapz(X,Y), cand se
calculeaza mai multe integrale deodata si Z este vectorul valorilor integralelor
calculate. Aceasta functie considera /=1, iar atunci cdnd /% # 1, se inmulteste cu
h functia trapz, asa cum se va vedea in exemplul urmator.

2.5
Exemplul 1. Si se calculeze valoarea aproximativd a integralei | sin(xz)dx,
0.5

folosind functia MATLAB trapz, siluand pasul 4=0.1.
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Fisierul de tip m cu care se realizeaza aceasta cerinta este:

% Calculul integralelor cu metoda trapezelor

function z=trapez

x=.5:0.1:2.5; %limita inferioara: pasul: limita superioara

y=sin(x."2); % integrandul

z=0.1*trapz(y); % se inmulteste cu pasul, implicit pasul fiind 1

disp('Valoarea aproximativa a integralei');

Apelarea se face scriind trapez, iar valoarea afisata este 0.3924 .

Pentru calculul integralelor definite cu una din formulele Simpson trebuie
sd se cunoasca JX, vectorul absciselor si sd se creeze un fisier de tip m care
contine secventa de definire a functiei de integrat. Functiile quad si quad8 se
apeleaza cu una din formele:

quad('f,a,b) quad8('f,a,b)
quad('f,a,b,err) quad8('f,a,b,err)
quad('f,a,b,err,urma) quad8('f,a,b,err,urma)

unde: f - este numele unui fisier functie (de tip m ) care contine descrierea
functiei de integrat;
a, b - sunt limitele de integrare;
err - eroarea relativa admisa Intre doi pasi consecutivi (implicit este
107);
urma - daca este diferitd de zero, se afiseaza pe ecran valorile
intermediare.

Daca nu se cunoaste expresia analiticd a functiei, ci doar X , vectorul
absciselor, si Y, vectorul valorilor functiei in aceste puncte, atunci se interpoleaza
functia si se considerd fisierul f, de tip m, care contine functia de interpolare,
dupa care se calculeaza integrala din aceasta functie.

Pentru exemplu de mai sus se creeaza fisierul f cu functia de integrat:

% Fisierul cu functia de integrat numit f de tip m

function g=f(x)

g=sin(x.”2); % integrandul
dupa care se apeleaza cu secventa: quad('f,0.5,2.5,0.00001) si se va afisa valoarea
0.3890 . Am considerat eroarea relativa dintre doi pasi consecutivi 107
unde: f - este numele unui fisier functie (de tip m ) care contine descrierea
functiei de integrat;

a, b - sunt limitele de integrare;

err - eroarea relativa admisa intre doi pasi consecutivi (implicit este 107°);

urma - daca este diferita de zero, se afigeaza pe ecran valorile

intermediare.

Daca nu se cunoagte expresia analiticad a functiei, ci doar X , vectorul
absciselor, si Y, vectorul valorilor functiei in aceste puncte, atunci se interpoleaza
functia si se considerd figierul f, de tip m, care contine functia de interpolare,
dupa care se calculeaza integrala din aceasta functie.

Pentru exemplu de mai sus se creeaza figierul f cu functia de integrat:

% Fisierul cu functia de integrat numit f de tip m
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function g=f(x)

g=sin(x.”2); % integrandul
dupa care se apeleaza cu secventa: quad('f,0.5,2.5,0.00001) si se va afisa valoarea
0.3890. Am considerat eroarea relativa dintre doi pasi consecutivi 107

§5.2. Formule Gauss

Asa cum am vazut in Teorema 1, pentru orice n noduri distincte
X1, ..., X, , €XiStd n constante A, ..., 4,, astfel incat formula

b
[w) f()dx= Ay f(xy) + Ax f(x) + o4 Ap f () + R(S) (D)

este exactd pentru orice polinom de grad cel mult (n-1). In anumite cazuri,
aceasta formula este exacta si pentru polinoame de grad mai mare.

De exemplu, formula Simpson, care corespunde la 3 noduri echidistante,
este exactd pentru polinoame de grad cel mult 3.

In cele ce urmeaza vom stabili care este gradul maxim de exactitate al
formulei (1). Vom arata ca pentru n noduri, gradul maxim de exactitate este
(2n—-1) si aceasta se iIntampla pentru formula Gauss, cand nodurile sunt radacinile
unor polinoame ortogonale.

De acum inainte vom presupune cd 0 < w, w este continud pe [a,b] si
w(x) =0 numai pentru un numar finit de puncte din [a,b].

Definitia 1. Daca
b
Jw(x) f(x)g(x)dx=0

atunci spunem ca functiile f si g sunt ortogonale pe [a, b] in raport cu ponderea
w.

. . ~ . *
Teorema 1. Pentru orice n € N, exista un polinom P, , de gradul n, care este

ortogonal pe [a, b] in raport cu ponderea w, pe orice polinom de grad cel mult
(n-1). Acest polinom este unic in afara unui factor constant de multiplicare nenul.
Demonstratie.
Demonstratia este constructiva. Vom arata ca se pot determina

ao, 4y, ..., a, astfel Incat

b
Iw(x) (ao +apx+..+a,x” )Q(x) dx=0
a

pentru orice polinom Q de grad cel mult (n-1).
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Observam ca daca f este ortogonal pe g atunci Af este ortogonal pe g. Rezulta
ca putem presupune «, = 1. Observam de asemenea cd dacd f'este ortogonal pe g;
si g, atunci f este ortogonal pe a1g+ag, , oricare ar fi constantele o $i .

Rezulta ca este suficient sa determindm ay, a, ..., a,; astfel incat pentru orice
me{0,1, ..., n—1} sd avem:

b

Iw(x)(ao +a1x+...+an_1xn_1 +x")xmdx=0 2)

a

Dacé introducem notatia
b
jw(x)xkdxzck 3)
a
atunci, dandu—i lui m pe rand valorile 0, 1, ..., (r—1) in relatia (2) obtinem:
apgcy taicy +...+a, 1,1 =—¢,

apc) +aicy +...+a, 1¢, =—Cuy

4)
anctu—1 + acy, +...+ a, 1Cop—2 =—Cop-1
Problema ar fi rezolvata dacd am arata ca detC #0, unde
o < Cn-1
c c c
o 1 2 n
Cn1 Cn ° Cop-2
Presupunem prin absurd cd detC = 0. Atunci existd Agy, 4y, ..., 4,.; nU
toti nuli, astfel incat
1000 + /1101 +... + j’n—lcn—l =0
/1001 + 1102 +... + ln_lcn =0 (5)

iocn_l +2,lcn + ... +/1n—102n—2 =0 .

Inlocuind expresiile coeficientilor ¢, dati de relatiile (3) in (5) rezulta:
b
jw(x)(/lo X At Ay g x™ )dx =0
a

(6)

b 1 2n-2
j'w(x)(/lox”_ + A"+ A, x T )dx=0
a

Amplificand pe rand, prima relatie cu Ay, a doua cu A;, si asa mai
departe, si adunandu—le, rezulta
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b
j'w(x)[/lo +/11x+...+/1n_1x"_1 2dx=0 7
a

Din (7) rezulta:

w(x) [AotAxt ... +4,0x" =0
pentru orice xe€[a,b]. Cum w se anuleazd numai Intr=un numair finit de puncte
din [ab], rezultdi AgtAx+ ..+4,.x"'=0. Am ajuns astfel la o contradictie.
Asadar, detC =0 deci sistemul (4) admite solutie unica.

g . * % * . . .
Daca notam cu aq,ay,..., a,_; solutia sistemului (4), atunci
* * * * _
P,(x)=ay+ajx+..+a, 1x" by xn
si cu aceasta teorema este demonstrata. a

Polinoamele ortogonale {P: } au diferite denumiri in functie de

ponderea w si de intervalul [a,b].

Intervalul Ponderea Numele polinomului P;
[-1,1] w(x)=1 Polinomul Legendre
[-1,1] 1 Polinomul Cebisev de speta |

w(x)=
V- x2

[-1,1] W)= /1 _ 2 Polinomul Cebisev de speta 11

(— o0, oo) 52 Polinomul Hermite
w(x)=e
[0, oo) w(x)=e™ Polinomul Laguerre
[-1,1] w(x)=(1-x)*(1+x)’, Polinomul Jacobi
a,f>—1

In continuare vom exemplifica cum se pot construi polinoamele ortogonale
{Pn* } cu ajutorul Teoremei 1.
Fie [a,b] =[-1,1] si w(x)=1.

2
ka1t — pentru k par
! k+1

k X
cp=|x"dx=—— = 8
k _jl k+1 | ®
|0 pentru k impar

Sa construim de exemplu polinomul Legendre de gradul 3. Sistemul (4)
devine:
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coaq +c1a) + cray =—c3
c1ag +cp1a1 + c3ay =—C4 9
crag +c3ay +cqay =—cs

Inlocuind (8) in (9) rezulta

2
2ap + —a =0
0 3 2
2, __2
! 5
2
—a +=a =0
0 5 2
. . 3 * 3 3
care admite solutia: ay=a,=0; a1=—§ . Asadar, Pj(x)=x —gx.

Primele sase polinoame Legendre sunt:
7 1 3 3 4 6 2 3 5 10 3 15

Iyx; xX"—— 5 x"—=x; X —=x"+—; X" ——x +—x
3 5 7 35 9 63
Fie [ab]=[-1,1] si w(x)= .
1-x2
1 1
co=| ! a’xzarcsinx|1_1 =7 ; ¢ =] X i =0.

“1y1 - x? S x2
1 k

X
Pentru calculul coeficientilor c¢; = [———
, k J -

IVl —x

dx, facem schimbarea de

variabild x=sin¢ si obtinem

z z
2 -12 —
cp = | sin® xdx _k-1 [ sin®2 xdx =uck_2
T T k
2 2
Rezultd ¢;=0 pentruorice k impar si
2T ey T4 T
Sa determindm polinomul Cebisev de speta I, T 3* . Sistemul (4) devine
T
magy + —a =0
0 ) 2
T 3z
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. . 3 3
care admite solutia: ay=a,=0, a; = e Asadar T3* = - Zx .

In Capitolul IV, §3 am aritat ca polinomul Cebisev de gradul trei este:
Ty(x)=4x’3x. Dupd cum am precizat in Teorema 1, polinomul ortogonal se
determina 1n afara unui factor constant de multiplicare.

Observam ca avem 713=4 T3* si in general 7,=2"" T; , neN.

Teorema 2. Fie P; un polinom de gradul n care este ortogonal pe intervalul
[a,b] in raport cu ponderea w, pe orice polinom de grad mai mic ca n. Atunci
zerourile polinomului Pn* sunt reale, simple si apartin intervalului [a, b].
Demonstratie.
Fie x;, izl,_k, zerourile polinomului P; si fie m; ordinul de multiplicitate al
zeroului x;. Rezulta

By (x)=(x =)™ e (x =)™,
unde m+ my+...+ mp=n. Presupunem cd numerotarea zerourilor s—a facut astfel
incat xi, ..., x;, [ <k sunt zerouri reale, apartin intervalului [a, b] si au ordinele
de multiplicitate impare.

Daca /=n, teorema este demonstrata.
Sa presupunem ca / < n. Consideram atunci polinomul

Qix)=(x =) (x=x2)....(x—=x)).
(Daca /=0, atunci alegem Q,=1). Rezulta ca polinomul produs Pn* ()0 (x)

pastreaza semn constant pe [a,b], deci

b
[ W) Py (x)0; (x)dx %0,
a
ceea ce contrazice faptul ca P; este ortogonalpe Q , U

Prin formula de cuadratura Gauss se intelege orice formula
b
[ w0 £ (x)dx = A f (1)) + Ay f(x2) + oot Ay f () + R(S) (1)
a

unde nodurile xj, x, ..., x, sunt zerourile polinomului P, care este ortogonal pe

[a, b], in raport cu ponderea w, pe orice plinom de grad mai mic ca n. Vom avea
astfel formule de cuadraturd de tip Gauss—Legendre, Gauss—Cebisev,
Gauss—Hermite etc.

Teorema 3. Orice formula de cuadratura de tip Gauss are gradul de exactitate
2n-1.
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Demonstratie. Din Teorema 1 din introducerea in Capitolul V , stim ca formula
(1) este exacta pentru polinoame de grad mai mic ca n. Fie @, un polinom de
gradul m, unde me{ n, n+l1, ..., (2n—-1) }. Din teorema impartirii avem

O () = O (X) - Py () + Ry (%)

unde R, este un polinom de gradul n—1. Fie x;, k=1,n, zerourile polinomului

P: . Evident, rezulta

On(xt) =Rya(xp), k=1,n. (10)

In continuare avem:

b b . b
[W(x)0,, (x)dx =] W(x) P,y (X)Q,yp (x)dx + [ W(x)R,,_; (x)dx .

a a

Deoarece Pn* este ortogonal pe Q,,, rezulta:

b b
[w(x)0,, (x)dx = [w(x)R,,_j (x)dx .

a

Tinand seama ca formula (1) este exactd pentru R,_; obtinem
[fw(x)Qm (X)dx=A|R,,_1(x;)+...+ 4, R, _1(x,,).
in sfﬁrsit,a‘ginﬁnd seama si de (10) rezulta
ZI)W(X)Qm (X)dx = 41Oy (x1) + ... + Ay Opy (xy,) 5
a

deci formula (1) este exacta pentru orice polinom de grad mai mic ca 2n.

Pe de alté parte daca notim cu g = (P;lk )’, atunci g este un polinom de
grad 2n sirestul
b n b
R(g)=[w(x)g(x)dx — ¥ 4;g(x;) =] w(x)g(x)dx > 0.
a

a i=1
Asadar, formula (1) nu este exacta pentru g, deci gradul de precizie al
acestei formule este 2n-1. a

Observatia 1. Orice formuld de cuadratura care are gradul de precizie (2n—1)
este o formula Gauss.

Intr-adevar, consideram formula
b
[w)f(x)dx =41 f(z1) + Ay f(22) + .o+ A, f () + R(S) (11

cu gradul de exactitate (2n—1). Notdm cu
U,(x)=(x—=z1)...(x—2z,).
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Daca @ este un polinom de grad mai mic ca n, atunci polinomul produs
U,Q , are gradul cel mult 2n—1 si formula (11) este exactd pentru acest polinom.
Rezulta

b n
[w)U, (0)0(x)dx = 3 4,U , (z))0(2;) = 0.
a i=1

Rezulta cda U, este un polinom de gradul », care este ortogonal, in
raport cu ponderea w, pe orice polinom de grad cel mult (n—1) . Din Teorema 1

rezultaca U,= cP: si decica zy, ..., z, sunt zerourile polinomului P; . Asadar,
formula (11) este o formuld Gauss.

Observatia 2. Coeficientii Ay din formula Gauss sunt pozitivi.

a - . . . * .
Intr-adevar, fie x;, k=1,n, zerourile polinomului P, , sifie

2 2
0 =TTk-x,)?.
1
oy
Evident, gradQ; =2n-2 st Qx;) = 0 dacd i#j. Deoarece O, >0 si
formula (1) este exactd pentru Q; rezulta

b n
0<jw(x)Qj(x)dx= _ZlAin(xi)=Aij(xj),

deci 4;>0.
In particular, obtinem
b
[w(x)0 j (x)dx
P A (12)
/ 0 j (x j)

Formula (12) permite calculul coeficientilor din formula Gauss.

(n)

Teorema 4. Fie x; ", i=1,_n, zerourile polinomului Pn* si fie Al-(n), i=1,_n,

coeficientii din formula Gauss corespunzdtoare.

n
Daca f: [a,b] >R este continua si 1, =7, Al-(n)f(xl-(n)), atunci

i=1
b
lim 7, = [w(x)f(x)dx.

Demonstratie. Din teorema Weierstrass (Capitolul IV, Teorema 4) rezultd ca
pentru orice £> 0 existd un polinom P, astfel incat
| f(x)-P; (x)| <& pentruorice x€|a, b].

Fie n>grad P.. Atunci formula Gauss este exacta pentru P, si avem:
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b b n
[ f@ydx =1, = |[wo) f(x)dx =D 4 f (™)) <
a a i=1

b n
<| [we[F (0 - P(0]dx + 4™ 2, xf) - ] <
a i=1

b n
< [l (0 = P v+ Y A P ) = £ ™) | <
a i=1

b n b
<& jw(x) dx + ZAI-(n) =2¢ Iw(x)dx .
a i=1 a
b n
Am folosit faptul c&  [w(x)dx=Y Ai(") )
a i=l
Asadar,
b
lim 7, = jw(x) f(x)dx

n—®0

si cu aceasta teorema este demonstrata. EI

Exemplu. Formula Gauss—Legendre cu trei noduri
Polinomul Legendre de gradul trei este

P3 (x)=x —%x
si are zerourile
-

X1 = 5, X , X3 = 5 .
Vom avea
1
ff(X)dX=A1f(—\/§)+Azf(0)+A3f(\/§)+R(f) : (13)
-1

Punand conditia ca formula (13) sa fie exactd pentru 1, x si x° obtinem
sistemul:

A1+A2 +A3—

S

—A+A_
570757

3

care admite solutia: Ay = 43 zg si 4 zg.
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Formula Gauss—Legendre de ordinul trei este

! 5 3.8 5 \F
_Ilf(X)dX—gf(—\/;) +§f(0) +§f( E) +R(f).
§5.3. Integrarea numericd a integralelor duble

Fie f: DcR*— R o functie continui, unde D=[ a,b]x [c,d] este un

dreptunghi. Atunci:
d

b
[[.f (x, y)dxdy = | (I S(x, y)ddex (1)
D a\c

Pentru fiecare integrald simpla putem aplica o formula de integrare

numericd. De exemplu, daca aplicam formula trapezelor obtinem

b
([ £ (x, y)dxdy = j% [£(x,0)+ f(x,d)Jdx =
D a

_b-ad-c
2 2

Asadar, formula trapezelor pentru integrala (1) este

[f(a,0)+ fa,d) + f(b,c) + f(b,d)]

i1 s sy = O 10,00+ @y + .00+ S B+ RO @)

D
In mod asemanitor, formula Simpson va fi
i1 £ pydsdy === a0+ f(ad) + f(bc) + £, +
D 3)
Af (@ y)+ f(by) + f(x,0) + f(xp,d) +16 £ (xp, y)]+ R(f)

a+b :c+d

unde xlzT, A2 5

Pentru o mai buna aproximare a integralei se folosesc formulele repetate.

Daca domeniul de integrare nu este un dreptunghi, atunci se construieste
un dreptunghi D , cu laturile paralele cu axele de coordonate si care include

dreptunghiul D . Consideram functia auxiliara
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* S(xp) dacd (x,y)eD
f (.X, y) = - *
0 dacia (x,y)eD \D
Integrala pe D se va aproxima cu v
1/ Geop)dxdy = [ £ (x, p)dxdy
D D* \
iar ultima integrald se calculeazad cu D
una din formule (2) sau (3). D'
0 X

§5.4. Diferente divizate. Polinomul de interpolare al lui Newton

Fie P,(x;xg,....,x,) polinomul Lagrange care interpoleaza functia
f:[a,b]—)R in nodurile xg,...,x, sifie

Q(x) = Pn (x;xO e Xp—15Xp ) - Pn—l (x; XQseees Xp—] ) (1)

Evident, Q este un polinom de gradul n, care se anuleaza in nodurle xg,xq, ...,

x,_1, deoarece O(x;) = fix;) — fix;) =0, pentru orice izm. Rezulta ca
polinomul Q este de forma:

Ox) = a(x—xy) ... (x—x,) . 2)
Coeficientul a se numeste diferenta divizata de ordinul n corespunzatoare
nodurilor xy, xy, ..., x, si functiei f si se noteaza cu  f[x, X1, ..., Xy] -

Asadar, avem:

O(x) = (x=x0) ... (x=x) f [ X0, X1, .. X,] 3)

Din (1) rezultd, pe de o parte, cd f[xo, X1, ..., X,] este coeficientul lui x" 1in
polinomul lui Lagrange P,(x; xo, X1, ... , X,), 1ar pe de altd parte ca avem relatia:
Po(x; X0, X1, ey Xp) = Py (X X0, X1y oeey X)) +

H(r—x0)...(x—%-1) fT X0s +vr » X 4)



178 Bazele Analizei Numerice

Particularizandu-1 pe » obtinem:
Po(x;x0) = fxo)
Py (x;x0, x1) = flxo) + (x—x0) f] X0, X1]
Po(x;x0, X1, X2) = flxog) + (x—=x0) f X0, X1]+ (x—x0) (x—=2x1) ] X0, X1, X2]
P.(x) =fxo) + (x—x0) fI X0, x1] +..cF (x—0)...(x=2X0-1) A X0, X1, +-vs X] (5).
Forma (5) a polinomului de interpolare poartd numele de polinomul de
interpolare al lui Newton.
In continuare prezentim principalele proprietiti ale diferentelor divizate.
1) Diferenta divizatd de ordinul » este invarianta la permutarea nodurilor, adica:

A X0, X1 oos X ]= f[xl-o,xi1 yees X

Intr-adervar stim ci polinomul de interpolare al lui Lagrange are forma:

(k=)o (x—x,)

Pn(x;xo,...,xn)z f(x0)+...+
(xg =201) s (g = x, ) ©
(=)o i)
(xn _xl)""'(xn _xn—l) !
Egaland coeficientul lui x" din (3) si (6) obtinem:
STx05%150000%4] f(x0) +ot S Cxn) (7)

T (g —x1)g — %) (= X0) (g — X 1)

Cum expresia din membrul drept al relatiei (7) este simetrica in raport cu cu
nodurile xo, xi, ..., X, , rezultd ca diferenta divizata dordinul » , f[ xo, x1, .., X,;] este
invarianta in raport cu permutarea nodurilor.

f[xl seees Xy ]_ f[XO sees X ]
2) f[xo,...,xn]z

Xp —X0

Pentru a demonstra aceastd proprietate observam pentru nceput cd polinomul lui
Lagrange verifica urmatoarea relatie:

(x = 2x0) Py (e xp5e) — (6 = 2, ) By (45 X0, Xp50-X 1)
Xn = X0

P,(x;x0,00X,) =

®)

Intr-adevir, daca notim cu R(x) membrul drept al relatiei (6) obtinem:

R<x0)=—(i"%;';)f(xo> = /(%)
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Rwu=—giiﬂﬁfwu=fum
Xp — X0

Pentru nodurile x;,i=1,n—-1 avem
(or; = x0 )/ Gri) = (s =%, ) ()

Xn —X0

R(x;)=-

=f(x;)

Asadar, R(x;)=f(x;),i =0,_n, deci R(x)=P, (x;xo,...,xn) conform unicitatii

polinomului de interpolare Lagrange. Egaland coeficientul lui x" din membrul
stang al relatiei (8) cu coeficientul lui x" din membrul drept al acestei relatii

[xl,...,x,,]—f[xo,...,x,,_l]
Xy —Xp .

obtinem  f[xg,..., x, |= /

3) Daca f este de clasa cl , atunci pentru orice ¢ € [a,b] , t#x; , i=0,n

ARG

avem f[xq, x| X,.1]= (i)

Intr-adevar, fie P, (x)=P, . (x;xg,...x,,t) polinomul Lagrange care

,unde & ,€[a,b].

interpoleaza functia f in nodurile x.,...,x,,,¢. Atunci avem

Poi(x) = Pu(x) + (x—x0) ... (x—=x0) f] X05 X1 2ees Xuy 2]
Deoarece P, (¢)= f(¢) rezulta ca eroarea in punctul 7 este

E(f:t) =f(t) — P.(t) = (t—=x0) ... (t=%,) f] X0y X15 +vr Xy 1] 9)
Pe de altd parte din Teorema 2, §4.1 stiim ca daci f este de clasa C e+l , atunci

existd & e [a,b] astfel incét

DA D)
BU = = w0) =) (10)
Din (9) si (10) rezulta
(n+1)
f[xo,xl,...,xn,t]zﬁ, unde &, € [a, b]. (11)

4) Teorema 1 (Hermite—Gennochi). Fie xy, x,,..., x,, (n+1) puncte distincte din

intervalul (a, b) sifie feC™(a,b). Atunci:

f[XO,Xl,...,Xn]ZJ....J.f(n) (loXO +Hx +...+1,x, )dfl...dtn
T,

n
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unde T, = {(tl,...,tn)e R"

n n
IZZO, = ,n, ztlgl}, iar tozl_ztl

Demonstratie. Fie 7, =[0, 1] iar # =1-¢.

1 1
[ /'(toxo +tyxy)dty =] f'[xg +11(x = x9) g = flxo +1(x —Xo)]g =
0 0 X1~ Xo
_ S = f(x0) ~ Txgon]
x| = Xg

ng{ (tl,tz) | H+6<1, 620, >0 }, iar ty= 1-t,—t,.

1 l—tl

”f"(xoto + x4 + X315 )dtldtz Zj J‘f"(XO +t1(x1 —XO)+I2(X2 —Xo))dtz H=
T, o\ 0

1
:J'[ 1 ['(xg +01(x1 = x0) +12(x —xo))(})_tl Jdtl =
0

X2 = X0

1 1
-1 [ff'(xz + 1y (ry = xp )ty = [ (o +1,(xy —xo)dfl}=
0

X —XO 0
1

X2 = X0

(T x2 1= flxosx1 1) = flxg.x1.x2]

t In continuare demonstratia se face prin inductie
0,1 matematica.
Trecerea de la 7, la T, este asemandtoare cu

(1,0) f, trecereadela 77 la 7,. 4

Corolarul 1. Daci f e C™?(ab). Atunci existi

d
—f[xo,...,xn,x]zf[xo,...,xn,x,x].
dx

Demonstratie. Din Teorema 1 rezulta

FTx0s %1 X x) = Jooe [ ST D (t0x0 + 1131 + o+ gy X)dlty ol gt 41 (12)

Ty
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Membrul drept este o integrald cu parametru si anume cu parametrul x.

n+1)

- 1 - v o - . 1w [
Deoarece /" este de clasa C' rezultd ci aceastd integrala este derivabil, deci ca

exista di f [xo yeees X ,x]. Mai departe, tindnd seama de (7) si (9) rezulta:
X

d . g Xy X+ h|— yeees X5
Ef[xo,...,xn,x]:}}i% f[xo Xn>X }} f[xo X, x]:

—piegy S0 X x4 B f o xg x|
h—0 h
= lim f[x’ XQ s X X F h]: f[xa X0 ,.,.,xn,x]:
h—0

=f[x0,...,xn,x,x]

§5.5. Derivarea numericad

Aproximarea numericd a derivatelor se foloseste de regula in doua situatii.
Prima situatie se refera la calculul derivatelor unei functii datd printr—un tabel de
valori. A doua situatie se refera la aproximarea derivatelor in cadrul metodelor
numerice de rezolvare a ecuatiilor diferentiale sau cu derivate partiale.

O cale fireasca de abordare a derivarii numerice, este aceea de a aproxima
derivata functiei f prin derivata polinomului Lagrange P, (x;xg,...,x,) care
interpoleaza functia f 1n nodurile xo, Xy, ..., X,. In continuare notim derivata

numericd a functiei /' cu Dj, f sio definim prin:

Dy, f(x) def Py (x50, X)) (D)
Asadar folosim aproximarea f'(x)= D f(x) .

Pentru n=1 avem P, (x;xq,x,)=f(x¢) + (x —xq)f[xg,x; ] deci

MG f(xo) _ S Gx1) - flxo)

X1 — X0 h

1) = P(x:x0,x1) = flxo. Vx

Asadar, pentru doud noduri avem aproximarea:
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S~ f(xg)

f(xo) = ;

(2)
Pentru n=2 avem

Py (50, x1,%2 ) = £ (x0) + (¥ = %0 )f T 31 ]+ (v = 0 v = 2y ) f g 31, 2 ] deci

P3(x;x0,x1,%3) = f g, ]+ [2x = (g + 3 )T 1.2 ], W

Daci presupunem in plus ¢ nodurile sunt echidistante rezultd:

P3(xq3x0,x1,%5 )= f(xg.x1)+ (xg = x1 ) /g, xp,x2 ] =

_Sa)-slx )_(xl )f[xl,xz]—f[xo,xl]

Sea)=s(a1)  S0a) = f(xo)
:f(xl)—f(xo)_h h h _
h 2h
_=3/(xg)+4/ ()~ f(x2)

2h

Asadar, pentru trei noduri echidistante avem aproximarea:

=3/ (xo)+4/(x1)- flxp)

Sf(xp)= o

)

In continuare ne propunem si evaluim eroarea la derivarea numerica. Daci notim
cu U, (x) = (x—x0) ... (x—x,) , atunci din relatiile (10) si (11) de la §5.4 rezulta
E(f;)=f(x)—Pu(x; X0, ey Xn) = Un(@)f [X0, .., Xy X].
Tinand seama acum si de Corolarul 1 obtinem:

[ ()=Dyfix) = U, (x) flx0y -y Xn, X] T Un(x) fX05 vy Xy X, X].

Aplicand din nou relatia (10) din §5.4 rezulta

, S E TARI )
f(x)—th(x)—Un(x)WJrUn(x)W 4)

Pentru n=1, U;(x)=(x—x¢)x—x;) si Uj(x)=2x—(xo +x ). Asadar in acest
caz

f’(XO)—th(xo)zU{(xO)f (jxo) +Of (jxo)

h "
=S O
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SO~ fxg)

In concluzie, in cazul a doud noduri avem f'(xg) = si eroarea este

h
data de relatia
' f(x )_ f X h "
f(xo)—l—(O)=——f (£xy) (6)
h 2 0

unde &y € (xg,x])-.
in cazul a 3 noduri echidistante n=2 avem:

, , ["Ex) &)

1'(0) = P f (xg3%0, 31, %3) = = =U (xg) + == U (o)

cum U, (x)=(x—xg Jx —x; x— x5) rezultd pe de o parte ca U, (xo)=0 iar pe
de altd parte ca U’ (x) = (xo — x; )xo —xy)=2h7% .

Asadar eroarea de aproximare a derivatei va fi:

52
f'(xo)—Pz’f(xo;xo,xl,xz)=Tf"'(§x0 ), unde &y € (xg,x3).

In concluzie, in cazul a 3 noduri echidistante derivata se aproximeaza cu expresia:

=3f(xo)+4/(x1)— flx2)
2h

f'(xg) =~ =Dy, f(xg)

2
iar eroarea care se face este f"(xq) — Dj, f(xo ) = h? S"(Ex) (7)

In sfarsit sa vedem cum se poate aproxima derivata de ordinul 2.
In cazul a 3 noduri echidistante avem
f”(XO) =P2” (XO;)C(),XI,Xz) = 2f[x0,x1,x2]=
_SO) =27 () + f(xo) (®)
h 2

Se poate arata cd eroarea in acest caz este

hz
1"0i0) = P (x) == 1 (6 ) umde &y, € (g, x2)  (9)

Derivarea numerica in MATLAB.
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MATLAB permite aproximarea derivatei numerice a unei functii folosind

diferentele divizate, prin intermediul functiei diff.

Exemplu 1.
Si se aproximeze derivata functiei flx) = In(x*+x*+1) pe intervalul [0.5, 2.5] in
puncte echidistante (4 = 0.1) folosind MATLAB. Secventa care realizeza aceasta
aproximare este:

% Calculul derivatei numerice

x=0.5:0.1:2.5; % punctele in care se face aproximarea

fix) = log(x."4+x.”2+1); % functia a carei derivata se doreste

disp('"Valorile derivatei');
df = diff(log(x.4+x."2+1))./diff(x)

Se va afisa:

Valorile derivatei

1.2657 1.4967 1.6947 1.8499 1.9597 2.0270 2.0579 2.0600 2.0406
2.0060 19612 19100 1.8552 1.7989 1.7423 1.6866 1.6323 1.5798
1.5293 1.4809

Pentru calculul derivatei folosind diferentele centrate se poate scrie secventa
MATLAB:

% Calculul derivatei numerice folosind diferentele divizate
x=0.55:0.1:2.5; % punctele in care se face aproximare

g=log(x. *+x. "2+1; % functia a carei derivata se doreste
dg=g(3:length(g))—g(1:length(g)-2);
dx=x(3:length(x))—x(1:length(x)-2);

disp(‘Valorile derivatei’);
dy=dg./dx % derivata in punctele x=0.6, 0.7 panala 2.4

Se afiseaza rezultatele:

Valorile derivatei
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1.3812 1.5957 1.7723 1.9048 1.9934 2.0424 2.0589 2.0503 2.0233
1.9836 1.99356 1.8826 1.8270 1.7706 1.7145 1.6595 1.6060 1.5545
1.5051

Pentru a folosi polinomul de interpolare Newton pentru calculul derivatelor de
ordinul 1ntéi si doi pentru functia de mai sus, se poate scrie secventa MATLAB:

% Calculul derivatelor de ordinul intai si doi

% folosind polinomul de interpolare Newton in x(1)

x=0.5.0.1:1.3;

h=x(2)—x(1);

y=log(x."4+x.”"2+1); % functia ale carei derivate se aproximative
se calculeaza

d1y=diff(y);

d2(y)=diff(d2y);

d3y=dift(d2y);

dA(y)=diff(d3y);
d1f=(1/h)*(d1y(1)—-d2y(1)/2+d3y(1)/3-d4y(1)/4),
d2f=(1/h"2)*(d2y(1)-d3y(1)+(11/12)*d4y(1));

disp(‘Derivata de ordinul intai in x(1)’);
disp(d1f);
disp(‘Derivata de ordinul doi in x(1)’);
disp(d2f);

Se afiseaza rezultatele:

Derivata de ordinul intai in x(1)

1.1416

Derivata de ordinul doi in x(1)

2.5519

Exemplul 2. Fie functia data prin tabelul de valori:
x | 0|2 |
fay | 1[5

Sa se calculeze f'(0) folosind derivata polinomului de interpolare al lui

Lagrange.

Aproximénd functia cu polinomul de interpolare al lui Lagrange, conform
(2) rezulta

fo) = fxg)

f'(xo)~ P

, 5-1
, f(xo)z7=2 :
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Exemplul 3. Fie functia data prin tabelul de valori:
x |24 16
fy | 3] 11 | 27

Sa se calculeze f'(2) si f"(2).
Aproximand functia cu polinomul de interpolare al lui Lagrange, conform
(3) rezulta

=3/(xo)+4/(n)- /(x) ~3:344:11-27

f(x0)= o SO
De asemenea conform (8)
fr/(xo):f(x2)_2f(xl)+f(x0) , f”(2)=27_2'11+3=2-

n? 4
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Exercitii

Folosind metoda trapezelor sd se calculeze valoarea aproximativa a
urmatoarelor integrale:

T
DR
1. fsmxdx , considerand n =5 subintervale egale.
2V
12
12 12 12 12 2

R, h=" xj=2 i i=13 , a=—, b=" [-0.86398.
10 10 10 10 2
3 x
3 [e 2dx, considerdnd n=4 subintervale egale.
0
R. h=%=0.75 , X; =31, i=1,_3 ,a=0,b=3, 1=224845.

Pentru fiecare din cele trei exercitii de mai sus sa se calculeze valoarea
aproximativa a integralei dubldnd valoarea lui n .

Sa se calculeze valoarea aproximativa a urmadtoarelor integrale folosind metoda
lui Simpson, considerand m , numarul de subintervale egale, specificat in fiecare
caz in parte:

i
2 cosx
5. [ & (m=8)
1
10
R. n=4, hzi, xi=£+i-l ,i=17, azi, bzz,
20 10 20 10 2

I1=068452.
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z

2 sinx
6. | dx (m=3§)

2

12
R =4, h=5_7z" xi=£+i-£ ,i=17, azz, b=£,

96 12 96 12 2

[ =1.00966 .

3
7. [e 2dx, (m=3§8)

0

3 3. . =

R. h:§:0.375 , X :g-z , i=17 ,a=0, b=3, 1=224991].

Fie functia data prin tabelul de valori:

X ‘ 0 ‘ 2 |
foa) | 1|3

Sa se calculeze f'(0) folosind derivata polinomului de interpolare al lui
Lagrange.
R. f'(0)=2
9. Fie functia data prin tabelul de valori:

x,-‘o‘1|2
f(xi)‘l‘4‘15

Sa se calculeze f'(0) si  f"(0) folosind derivata polinomului de

interpolare al lui Lagrange.

R. f'(0)y=-1, f"(0)=8

10. Fie functia data prin tabelul de valori:
X; ‘ 0 ‘ 2 | 4
fx) ‘ 1 ‘ 9 ‘ 65

Sa se calculeze f'(0) si  f"(0) folosind derivata polinomului de

interpolare al lui .

R. £1(0)=-8, £"(0)=12
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11. Folosind formula Gauss—Legendre de ordinul 4, sa se calculeze valoarea

x2

3 X
aproximativa a integralei  [e 2 dx .
0
) b
R. In general pentru calculul aproximativ al integralelor [ f(x)dx se face
a

b—a b+a

schimbarea de variabila x = t+

, pentru a avea limitele de integrare

—1 i 1 siastfel se obtine formula

b b—al
[ f(x)dx = 2 glAif(xi)' (2)

1{3t43
2

2
: : 3l 5 j S .
Se ajunge la integrala 3 [e dt  careia i se poate aplica formula
-1

Gauss—Legendre de ordinul 4. Polinomul Legendre de gradul 4 este
6 3
P4(x)=x4 —7x2 +§ , are radacinile x; =0.8611, x;, =-0.34, x3 =0.34,

x4 =0.8611 . Coeficientii A; formula Gauss—Legendre de ordinul 4 sunt:
A;=034785=A,, A;=0.65215=A;. 1=125018 .

12. Folosind formula Gauss—Legendre de ordinul 5, sa se calculeze valoarea
2

aproximativa a integralei | cos x2dx .
0

R. Se face schimbarea de variabila x = t+1 , pentru a avea limitele de

1
integrare —1 si 1 si astfel se ajunge la integrala [ cos(t + 1)2 dt careia i se
-1
poate aplica formula Gauss—Legendre de ordinul 5. Polinomul Legendre de gradul
10 15
Seste Ps(x)= x> - 3x3 + ax , are raddcinile
X; =0.90618 , x, = —-0.53847, x3 =0, x4 = 0. 53847, x5 = 0.90618 .
Coeficientii A; formula Gauss—Legendre de ordinul 5 sunt:
A;=0.23693 =As5, A,=047863=A,, A;=0.56889. 1 =0.46123 .
1
13. Sa se determine valoarea aproximativa a integralei  [sin x2dx folosind
0

formula Gauss—Legendre de ordinul 3.



190 Bazele Analizei Numerice

1
R. Inlocuind x cu t+1 integrala devine fsin(t+1)2dx si acesteia i se
-1
poate aplica formula Gauss—Legendre de ordinul 3. Tindnd seama de Exemplul
din Capitolul 5 §2 se obtine 1=0.31028 .

Sa se calculeze valoarea aproximativa a urmatoarelor integrale duble:

2,2
14. [[e ™ *dxdy , mulfimea de integrare fiind precizati de
D
a) D=/ (xy)eR’ | x/<0.5, jy/<T }
b) D = /(x,y)eR’ /X’+y’<4, x20, y>0 }
folosind formula trapezelor cu n =4 subintervale egale pe axa Ox si m = 4
subintervale egale pe axa Oy.

b(d
R. Pentru calculul integralei 1= [[ f(x, y)dxdy = j([ f(x, y)ddex unde D
D a\c

= [a,b/x/c, d] se foloseste formula trapezelor repetata
=28 @+ sy .0 0.

i=1

m—1 m—1 n—1 n—1
1 DICEREDWICENED WICHOEDWICRY +}+
Jj= Jj= i=

n—lm-1
+4Y Y f(x.;) |

i=1 j=1

(1)
unde
h:b—a , k:d—c , x;=a+ih ,i=1n-, Vi =c+ jk, j=1Lm-1
n m
a) a=-05,b=05,c=-1,d=1, h=025,k=05, 1=133754
b) Se trece la coordonate polare pentru a transforma sfertul de disc de raza

2 din cadranul intdi intr-un dreptunghi
x=p-cost 96[0,%}
, lar iacobianul este J=p

y=p-sins@ pe[0,2]

si se aplica formula de mai sus integralei
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2, 2 2 2
1= ﬂe_(x +y )dxdy= (Ip-e_p dp}dé’
D 0
sirezulta 1=10.73332 .
2 2

15. ﬂﬂ)%)dxdy ., multimea de integrare fiind precizata de

D X"+

a) D=/(xy)eR’/Ix=2, 0sy<2 } ,

b) D= {(xy)eR’ /Is’+y'<4, 0sx , 0sy )}

folosind formula trapezelor cu n =2 subintervale egale pe axa Ox si m =4
subintervale egale pe axa Oy.

R. a) Inlocuind in formula (1)

O — N

2 2
a=1l,b=2,¢=0,d=2, h=05=k i f(x,y)=1n); +y2
x4y
se obtine 1= 0.636 .
b) Trecdnd la coordonate polare se aplica formula (1) pentru

a=1,b=2,c=0, d=%, f(p.oy=21nP

si se obtine 1=10.73976 .
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