Inegalitati elementare, metode de baza pentru

demonstrared inegalitatilor

prof. Romeo llie, C.N. " Dr. loan Mesota ', Brasov

Metoda reducerii, metoda substitutiei, metoda spargerii, metoda

intercalarii

1. x*=0,Wx€eR
Egalitatea are loc <=z x=0

2. Daca neN,n=2, atuncix{ +x3 + -+ x2=0,(V)x, ERi=1,n
Egalitatea are are loc <=> x;, =x, = =x, =0

3. Inegalitatea mediilor:

. a+hb
a,b>0, atunci 5 =4a-b=

— 2

+

A | =y
L= J e

areloc <==a=5
Dem:

a-+h —

- =4+/a-b o demonstram folosind metoda reducerii, Aceasta

metoda consta in tfransformarea inegalitatiilor intr-o inegalitate
cunoscuta;

aitb

=vVa-b<=ra+b—2Va-b =0 <=>(a—VB)* =0
areloc <=> Ja=+b <=>a =5
—_— 2 . . . .
Ja'b = — odemonstram folosind metoda substitutiei, aceasta

a b
metoda consta in inlocuirea in inegalitati cunoscute a variabilelor
cu alte expresii;

1 1
— 2 —+3 11
ﬂ&'bzﬁ{:} E_bE —_—
E+_b 2 a b

Ultima inegalitate rezulta din inegalitatea dintre media aritmetica si
media geometrica demonstrata anterior substituind pe a cu

-
=

1 1
- sipebecu -.
a h

“=" areloc <=> = =% <=>a=b
=



Aplicatii:
) a+Zz2(Na=0

Metoda | (metoda reducerii)

1 . .
at+t—>=22<==a"4+1=2a <= a"—2a+1=0 <==
a
(a— 1)? = 0 (adevarat)

Metoda 2 (metoda substitutiei)

In inegalitatea mediilor

1 —
+b — 1 at— 1 1

T =+va-balegemb===> —2= ||rx-—=:=-a:+—22
2 ] 2 A ] ]

1) (@a+n)(t+3)z4@ab>0
12) (a+b+a)(3+5;+3)z9.(Wabec>0
1.3) n€EMn =2 atunci (a, +a, ++a,) (Ei-l-ﬂi-l-"'-l-ﬂijf n*,(V)a, = 0,i=1,n

Dem:
1.1) Metoda 1 (metoda reducerii):

z+§+§z4 <=>a’+b’-2abz20 <=> (a—-b)* =0

Metoda 2 (metoda sparge¥ii) adunarea inegalitatilor

inmultirea inegalitatilor

a) Adunarea inegalitatilor: mai multe inegalitati de acelasi sens se pot
aduna obtinandu-se o noua inegalitate

b) Inmultirea inegalitatilor: mai multe inegalitati de acelasi fel si cu tofti
memibrii numere pozitive se pot inmulti obtinandu-se o noua inegalitate.

a+b=2Vab
1

1 1
-+—-=12
a+b a-b

(@a+b)C+D)=4



1.2)

1.3)

Observatie: in demonstratie “s-a ascuns” si metoda substitutiei si anume

in inegalitatea i—l—i =2 |—

ab
Metoda spargerii
1 1 1 i@ a b b ¢ ¢
(a+b+cj(—+—+—)zg <=>1+4+—+—+—-+1+-+—+—+1=9
a b ¢ b ¢ a c a b

_ (a+h)+(a+c)+(h+c)}6
=>pta) )+ (0Hy)2

%
B

=B
=l 2| =

.
o)+ (Grd+Ceo)zs

Observatie: am utilizat metoda subfitutiei si metoda spargerii.
Tema
2t b+ =ab+bec+ea,(V)abcER

[
Dem:
Metoda 1 (metoda reducerii)

a*+b*+c*=ab+bc+cal-2

2a® + 2b* + 2c¢® — 2ab — 2bc— 2ca = 0
(a®+b*—2ab)+ (a?+c®*— 2ca)+ (b*+c?—2bc) =0
(a—b)l+(a—c)?+(b—c)? =0, (adevarat)

"

se readlizeaza === a=b=c

Metoda 2 (metoda spargerii):

a® +b®* = 2ab
b? 4+ ¢? = 2be
¢+ a’ = 2ca




2a’ +2b* + 2¢* = 2(ab +bc +ca)
a®+b* +c® =zab+bc+ca

Aplicatie

1) a*+b*+c*=abc(a+b+c),(V)abceR
Dem:
Metoda substitutiei simetoda intercalarii

Metoda intercalarii se bazeaza pe proprietatea de tranzitivitate a relatiei
deordine:x=ysiy=z ==x =z

a?+b?+c*=ab+bcteca(V)abceR (*)

aplicam pentrua= a*,b=b*sic=c¢* ==

a® +b* +c* = a’bh® + bic? + cfal (1)

Inlocuim in (*) pe a=ab, b=bc, c=ca =>

a’b? +b?c? +c%a? = ab’c+ befa+ ca’b = abe(a+b + ) (2)

(1),(2) == a*+b*+ c*=abclat+ b+

5. Inegdlitatea lui Titu Andreescu
a) T+2 =8 vabeR xy >0

¥ xty
J{:V] d; E]R-in :}0;1 = I,H,HE 2

(aq+a;+..+ a]-l:]z

b) ﬁ 4 a_% =+ .. .ﬁ o
Xy g Ky Ky g +e+XEp

Dem:

a) Metoda reducerii
a’y(x+vy)+b*x(x+y) —xy(a+b)* =0
a‘xy + a’y® + b*x? + bxy —a’xy — 2xyab—xyb® = 0
(ay —bx)* > 0 (adevarat)

are loc <== ay = bx,adica = = 2o se realizeaza <=> numerele a
x ¥

si b sunt direct proportionale cu numerele x si y

o) % g o (e
¥y X Xabkp ,
a¥ a; a; a,.a,)° as a,.a, +ag)°
—1+—‘—|-—EE[1+‘] _EE[1+¢ 3)
Xy X, X3 X, +X; X X, +X, +X5

Se continua rationamentul in n-1 pasi.

Observatie: s-a utilizat metoda substitutiei si metoda intercalarii. ©
demonstratie a acestei inegalitatii se poate face si prin inductie
matematica.

Aplicatie:
. %-I-b—-l-c—za—l-h—l-c,(‘v’] ab,c =0

C a



at+h? bl+c? clsal?

a+b+c(¥)abc=0

a+h b+c o+a
at+h? bi4c ci+d? d®+a?
== b d,(v)ab,c,d =0
ash bic c+d t d+a zatbtctd (Vabge,
at b2 c? (a+b+c)?
. a7, b -
Dem: 1). T+=+52"""2 =aib+c

2 z 2 2 2 2 - T 2
2. at b e (a bt :_) - latb+c) (atb+c) _

) ( ath + b+c + |:-|-a:) + ath b4c + c+al = 2l{ath+c)  Hatb+e)
S-a utilizat metoda spargerii si metoda substitutiei.

3. ) Tema

at+b+c

6. Inegaliatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz
a) (ax+by)* < (@2 +bH)(x*+vH), (Vab xy e R
b) (ax+by+cz)® <(a®+b*+ ) +y*+ 7). (Vab,cxy.zeE R
c)
(a;by +a,b,+ -+ a,b )2 < (af+al+ -+ a2)(bi+b3 +---+b2), (V) ab; €
Ki=1nn=2

Dem:
a) Metoda reducerii

a?x? 4+ 2axby+ b2y? — a’x? —aly? —bx?—bHy? <0
a’y? — Zabxy + b*x? = 0
(ay —bx)? = 0 (adevarat)
“=" are loc <=> ay=bx, adica numerele a si b sunt direct proportionale cu
numerele x siy
b) Se demonsteaza asemanator cu a )
c) Se demonstreaza folosind identitatea lui Lagrange.

Aplicatie:
1. (a+b)? =2(@*+b?),(VlabeR
Dem:
In inegalitatea C.B.S luam x=1siy=1 => (a + b)* < 2(a’ + b?)
2. (a+b+c)? £3(@%*+b*+c*),(V)abceR
3. (a,+a, +=+a)*<n(al+ai ++a2),(V)ageRi=T1n
Observatie: inegalitatea 3 mai poate fi scrisa sub forma:

| ., 2 2
fa; + a3 + - +ay }al—er: +--+a,

!
+ T T

.

Media patratica




2,. 8,8 z,.%, 1
a“+b%+c a“+b“+c atb+c

T = ,(¥)a,b,c=0
a*+b*+c a+h=+c 3

M 3 ] - =3 = z
$ LI LI s (@404 A)atb+ ) 2 (@ b7+ D)’
Aceasta inegaliate se demonstreaza folosind metoda substitutiei in
inegalitatea C.B.S de la punctul b) alegand a=va, x= aya
b:-.,‘,-"E y= bw"'_b
C=-»,-'? z= c\,.-'?
== (a®+b*+c?)* < (a+b+c)(@a@+b® +c?)
% 3(@*+b*+c*)=(at+b+c)* (adevarat)
7. Inegalitatea lui Minkovski
a) J@+b)+(c+d)i=val+c? +b? +d% (W)abcdER
b)
V@, +b)?+(a; +by)? +-+(a, +by)? <
Jaj+ai+--+al+ybl+bi+--+b2,(Wa,b eRi=Tn,nz=2

Dem:
a) (a+b)* +(c+d)? <a’+c?+b? +d? + 2/(a% + c2)(b? + d?) <==
<=>ab + cd < /(a2 + c?)(b? + d?) (adevarat)(inegalitatea lui C.B.S)

8. Doua probleme de geometrie rezolvate cu ajutorul inegalitatilor algebrice

1) Pe catetele AB si AC ale triunghiului dreptunghic ABC se considera
punctele M si N. Sa se demonstreze inegalitatea BC -‘MN=AB -AM+AC ‘AN

(1)

2) Fie ABCD patratsi M un punct situat in interiorul patratului. Sa se
demonstreze ca punctul M se afla pe una din diagonalele patratului <=>
MA -MC+MD ‘MB=ARB?

Dem:

1)
C




Notam AM=x, AN=y, AC=b, AB=c, BC=a
BC=vb2+c?
MN = /x% +y?
(1) === \,-"('hg+c2}(x2+y2}2c-x+h-y 2
B*+c?)E*+y3) =(c-x+b-y)* (adevarat)(inegalitatea lui C.B.S)

2) tema



