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Catre cititor

Acest curs poate fi citit de un absolvent al anului I al Facultitii de Matematica. Sint
presupuse cunoscute: notiuni generale despre structuri algebrice (monoid, grup, inel, corp),
constructia grupului factor, a inelului factor, notiuni de baza despre spatii vectoriale, matrice,
polinoame, notiuni elementare despre grupurile de permutari, aritmetica elementara a
cardinalelor. Existd un numar relativ mare de cdrti si cursuri in literatura matematica
romaneasca in care se trateaza aceste lucruri. Unele directii de aprofundare sint indicate prin
referinte bibliografice.

Parcurgerea unui text matematic este un proces activ prin excelentd. in primul rind, toate
definitiile nou introduse trebuie sa capete rapid un suport intuitiv si sa fie legate de notiunile
deja cunoscute prin cautarea de exemple (si contraexemple) de obiecte care sa satisfaca
definitiile. In plus, cititorul trebuie si verifice pe cazuri concrete si si demonstreze afirmatiile
din text. In particular, toate aparitiile unor fraze de tipul ,,se verifica usor ca ...”, ,evident,

.”, ... sint o invitatie la demonstrarea efectiva a afirmatiilor respective. Aceste exercitii
intelectuale sint un pas indispensabil spre asimilarea conceptelor si tehnicilor introduse si,

totodata, o verificare a intelegerii de catre cititor a textului.

Paragrafele care au o bara la stinga sint foarte importante pentru intelegerea textului.
Daca merita retinuta doar o singura fraza dintr-o anumita sectiune, aceasta ar trebui sa fie

fraza marcata in acest mod.

Peste tot, in text:

- | 4| desemneaza cardinalul multimii 4 (numarul elementelor lui 4, daca A4 este finita).

- x:=yinseamna ,x este egal prin definitie cu y” (unde y este deja definit) sau ,,notdm pe
yeux”.

- O marcheaza sfirsitul sau absenta unei demonstratii.



Prefata

Matematica are o reputatie de disciplina arida, abstracta, greu de asimilat, cu aplicabilitate
restrinsa. De multe ori, cei care o studiazd — de voie sau de nevoie — (isi) pun Intrebari de
genul ,,la ce folosesc toate aceste definitii, notatii, axiome, teoreme, ... ?”. Dintre ramurile
matematicii, algebra exceleaza in aceastd directie, Tn special algebra ,abstractd” (sau
»axiomatica”, sau inca ,,modernd”), care se ocupa de structurile algebrice.

De unde provine aceasta reputatie? Convingerea noastrd este cd ea se formeaza din
experienta contactelor cu algebra din cursul gimnaziului si liceului. Adesea, insusi profesorul
de matematica nu este foarte convins de utilitatea studiului anumitor notiuni §i, in consecinta,
transmite elevilor doar o imagine formald si seacd, din care motivatiile, exemplele si
aplicatiile sint neglijate sau absente cu totul (uneori este ,,de vina” volumul mare de
cunostinte ce trebuie predat). Doar o cunoastere aprofundata a conceptelor, care nu are cum sa
fie cantonata la nivelul unui manual de liceu, poate duce la conceperea unor lectii atractive, in
care notiunile nu sint introduse in mod artificial, ci sint insotite permanent de exemple si
aplicatii.

Unul din scopurile rindurilor ce urmeaza este de a aduce argumente in sprijinul ideii ca
structurile algebrice, departe de a fi creatii teoretice si auto-suficiente, au apdrut in mod
natural, au un rol determinant in fundamentarea, simplificarea si unificarea matematicii si au
aplicatii consistente 1n practica si in matematica insasi.

Un alt scop al lucrarii este de a oferi profesorilor de matematica un material care sa arate
ca algebra este apropiatd de realitate si sa 11 convingd de frumusetea si aplicabilitatea ei. De
aceea, s-a avut in vedere si latura didactica, punindu-se accentul pe notiunile care au legatura
directd cu matematica studiata in invatamintul preuniversitar.

Lucrarea se adreseaza studentilor Facultdtilor de Matematica, profesorilor de matematica

si, in general, oricarui cititor interesat de algebra.

Titlul acestei lucrari face referire la Algebra. Ce este insd algebra? Incercim si dim un
raspuns la aceastd intrebare, dupd o argumentatie a lui I.LR. Shafarevich (KOSTRIKIN,
SHAFAREVICH [1990]), care reia o idee a lui Hermann Weyl .

! Matematician german (1885-1955).



6 Prefata

In procesul de cunoastere a lumii fizice sint esentiale procedee de mdsurare si de
Structurare, care permit ca impresiile subiective ale indivizilor umani sa fie traduse 1n entitati
obiective, cel mai adesea in numere. Aceste entitati, cu toate cd nu redau integral experienta
subiectiva, pot fi pastrate si transmise nealterate. Mai mult, cu rezultatele masuratorilor se pot
face diverse operatii (mai general, se pot structura), in scopul extragerii de noi informatii, de
a face predictii etc. Spre exemplu, structura matematica N a numerelor naturale este adecvata
masurdrii ,,marimii” multimilor finite (facind abstractie de natura elementelor lor). Numerele
ra,tionale2 au fost construite din motive evidente de masurare a diverselor ,,marimi
fractionare”, dar s-au dovedit incapabile de a masura obiecte geometrice simple, cum este
diagonala unui patrat de laturad 1. Astfel a aparut necesitatea constructiei numerelor irationale®
si, ulterior, a numerelor reale. Numerele complexe au avut o geneza asemanatoare, intre altele
din nevoia de a rezolva ecuatii algebrice care nu au solutii reale. S-au imaginat si alte
extinderi ale conceptului de numar (numerele cardinale si numerele ordinale sint generalizari
ale numerelor naturale; cuaternionii generalizeaza numerele complexe etc.).

Structura matematicd R (corpul total ordonat al numerelor reale) este folosita pentru
exprimarea multor marimi fizice (lungimi, intensitati, ...). Cu ajutorul multimilor numerice
(cel mai adesea R) se pot construi structuri care pot masura (un termen mai adecvat ar fi
coordonatiza) multe obiecte si fenomene. De pilda, spatiul liniar R’ modeleaza (cu ajutorul
coordonatelor carteziene) spatiul fizic.

Extinderile succesive ale conceptului de numar (mai bine zis, constructiile de structuri
numerice din ce in ce mai largi) nu pot insa fi adecvate tuturor nevoilor de coordonatizare care
pot aparea. De exemplu, ,,masurarea” simetriei figurilor plane este cel mai bine realizata prin
structura algebrica de grup: fiecarei figuri 1 se ataseaza grupul sdu de simetrie (format din
acele izometrii ale planului care invariaza figura datd). Clasificarea cristalelor se realizeaza
tot cu ajutorul grupurilor lor de simetrie. In mecanica cuantica, spatiile Hilbert complexe
descriu sistemele cuantice: o stare a unui sistem cuantic este identificatd cu un vector de
normad 1 intr-un astfel de spatiu.

Un alt exemplu este dat de curbele plane: o curba ireductibila C in R* este multimea
punctelor (x, y) din plan care satisfac ecuatia F(x, y) =0, unde F' € R[X, Y] este un polinom
ireductibil fixat. Se presupune ca curba C are o infinitate de puncte (se exclud deci curbe de
tipul Xt y2 = 0, care contine un singur punct). Atunci curbei C (polinomului F) i se asociaza
corpul functiilor rationale pe C, care in limbaj algebric modern poate fi descris ca fiind corpul
de fractii al inelului integru R[X, Y]/(F). Acest corp reflecta proprietati geometrice importante
ale curbei C. In plus, prin schimbarea coordonatelor in care exprimim ecuatia curbei C,

polinomul F se schimbd, nsa noul corp al functiilor rationale este izomorf cu cel initial. lata

? De la ratio, care inseamna raport (in latina).
3 Denumirea de numar irational provine de la faptul ¢i acel numir nu poate fi exprimat ca un raport (ratio).
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un exemplu de proprietate a curbei care este reflectatd in structura algebrica a corpului
functiilor rationale pe curba. Curbele care pot fi parametrizate prin functii rationale (adica
exista doud functii rationale £, g : R — R astfel incit F(f{¢), g(¢)) = 0 pentru toti ¢, cu exceptia
unui numdr finit §i V(x, y)cu F(x, y)=0 (cu exceptia unui numar finit), 3t € R cu
(x,y) = (f(¢), g(t))) sint caracterizate de faptul ca li se asociaza un corp izomorf cu R(z) (corpul
fractiilor rationale cu coeficienti reali). Desigur, aceasta constructie poate fi generalizatd la
alte corpuri decit R si dimensiuni mai mari decit 2.

Se poate concluziona ca:

In studiul obiectelor fizice sau abstracte apare nevoia de masurare (coordonatizare) a
fenomenelor sau a anumitor proprietati ale obiectelor. Procesul de coordonatizare asociaza
fiecarui obiect (fenomen, proprietate...) o structura matematica (grup, inel, corp, spatiu

Hilbert...), care descrie, total sau partial, obiectul respectiv sau unele caracteristici ale sale.

Aceste consideratii conduc la enuntarea urmatoarei descrieri de natura generala - si inerent
vaga - a Algebrei :

Obiectul de studiu al Algebrei este constructia si studiul structurilor matematice aparute in

acest mod.



l. Logica, multimi, axiome

Includerea capitolului privind logica si teoria multimilor porneste de la premisa ca un
profesor de matematica nu se poate limita la punctul de vedere al unui manual de liceu, fiind
necesara o viziune mai profunda asupra acestor tematici.

Multimile apar ca obiecte matematice foarte devreme in invatdmintul modern, sub o forma
intuitivd (in varianta teoriei naive a multimilor). Este exclusa o tratare axiomatica a teoriei
multimilor la nivel preuniversitar; totusi, un profesor de matematica trebuie sa fie familiarizat
cu conceptele ei de bazd si sa inteleagd utilitatea, necesitatea si mecanismele teoriei
axiomatice a multimilor.

Teoria modernd a multimilor incepe odatd cu lucrarea ,,Teoria rationala a infinitatii” a lui
Georg Cantor’, in care se manevreaza liber multimile infinite si se dezvoltd o tehnici de
masurare a lor (teoria cardinalelor). Pind la Cantor, matematicienii adoptau punctul de vedere
al filozofilor Greciei antice: existd notiunea de infinit actual (o infinitate de obiecte concepute
ca existind simultan) si cea de infinit potential (0 multime sau o marime finita, dar care se
poate mari oricit de mult). Filozoful Zenon, prin faimoasele sale aporii (paradoxuri) a atras
atentia asupra consecintelor absurde care par sa apara introducind infinitul actual in
rationamente. Se considera de aceea cd infinitul actual nu este accesibil intuitiei si doar
infinitul potential poate fi folosit In gindirea matematica.

Cantor are meritul de a fi spart aceastd bariera mentald si de a fi incercat sa ,,numere
infinitul”. El a avut ideea de a compara multimile (finite sau nu) cu ajutorul functiilor
bijective: doud multimi sint ,Ja fel de mari” (echipotente) dacd existd o bijectie intre ele.
Cantor a obtinut rezultate precum: N este echipotent cu Q si cu multimea numerelor algebrice
(numerele complexe care sint radacini ale unui polinom nenul cu coeficienti rationali). Deja
aceste afirmatii nu sint In acord cu perceptia obignuita si aratd cd uneori ,,partea este la fel de
mare ca si Intregul”. A mai ardtat ca N nu este echipotent cu R; in general, o multime 4 nu
este echipotentd cu multimea partilor sale P(4). Exista, deci, mai multe tipuri de infinitate.
Alte rezultate contrazic i mai mult simtul comun: exista tot atitea puncte pe un segment cite

sint pe o dreapta sau in Intregul plan sau in intregul spatiu!

* Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), matematician german.
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In cadrul teoriei lui Cantor a multimilor (astdzi numita ,,naiva”), prin multime se intelege o
colectie (un ansamblu, un set) de obiecte distincte (elementele multimii) bine determinatd si
consideratd ca o entitate. Georg Cantor spunea ,, Unter eine Menge verstehen wir jede
Zusammenfassung M von bestimmten Wohlunterschiedenen Objekten m unseres Denkens zu
einem Ganzen“: ,,Prin multime Intelegem orice grupare intr-un tot M a unor obiecte distincte
si bine determinate m ale gindirii noastre”.

Insa teoria multimilor in forma descrisa de Cantor conducea la paradoxuri care provin din
,.definitia” foarte permisiva si vagd a conceptului de multime. Insusi Cantor in 1895 observi
ca nu se poate vorbi de ,,multimea tuturor ordinalelor” (paradox publicat de Burali-Forti in
1897); mai tirziu, s-a constatat cd existd si alte ,,multimi contradictorii”: ,,multimea tuturor
cardinalilor”, ,multimea tuturor multimilor”, , multimea multimilor care nu se contin ca
element” (paradoxul lui Russel’). Prezentim acest paradox: presupunem ci existd multimea
multimilor care nu se contin ca element si o notim cu C (in notatie moderna,
C={4|A4 ¢ A}). Evident, are loc: sau C € C, sau C ¢ C. Daca C € C, atunci C ¢ C din
definitia lui C, contradictie. Daca C ¢ C, atunci C nu satisface conditia de definitie a lui C,
deci C e C, contradictie.

Aceste paradoxuri au putut fi eliminate de teoria axiomatica a multimilor, care stabileste
reguli clare de constructie de multimi. Printre altele, nu se permite considerarea multimilor
,foarte mari”, care apar mai sus. O primi axiomatizare a fost datd de Zermelo® in 1908. Una
din axiomele sale (care evitd aparitia paradoxurilor de tipul de mai sus) este Axioma selectiei,
care 1n esentd spune cd, data o ,,proprietate” Tp si o multime A, exista ,,multimea elementelor
din A care satisfac proprietatea P”. Cu alte cuvinte, o proprietate nu determind o multime (ca
in definitia originala a lui Cantor), ci, data o multime A, se poate vorbi doar de existenta
submultimii formata de elementele lui A4 care satisfac P.

In 1905 Richard construieste un paradox de alt tip (simplificat ulterior de Berry si publicat
de Russel in 1906). Sa consideram urmatorul concept: ,,cel mai mic numar natural care nu
poate fi definit cu mai putin de 17 cuvinte”. Daca acest numar ar exista, atunci el poate fi
definit cu 16 cuvinte, chiar de enuntul anterior (care are 16 cuvinte, numadrati). Contradictia
obtinutd aratd ca nu exista un astfel de numar. Pe de alta parte, multimea numerelor naturale
care pot fi definite cu cel mult 16 cuvinte este finitd (caci multimea frazelor cu cel mult 16
cuvinte care definesc un numar natural este finitd) si deci existd numere naturale care nu pot fi
definite cu mai putin de 17 cuvinte. Cel mai mic dintre acestea este un numadr... care nu poate

exista, conform celor de mai sus!

> Bertrand Russel (1872-1970), matematician si filozof britanic.
% Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953), matematician german.
7 Mai precis, este vorba de un predicat cu o variabila libera.
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Paradoxul de mai sus are alta sursa, si anume ambiguitatea limbajului natural, obignuit. Ce
inseamna exact a defini un numar natural?

Din cele spuse reiese cd, pe lingd o axiomatizare a teoriei multimilor, trebuie restrins
limbajul natural la citeva modalititi bine precizate si simple de exprimare. In acelasi timp,
posibilitatile trebuie sd fie suficient de permisive pentru a putea formula orice enunt
matematic. Aceste scopuri sint realizate de un limbaj formalizat.

Vom prezenta intuitiv un astfel de limbaj (o prezentare riguroasa depaseste cu mult cadrul
si scopul acestei carti). Cu aceastd ocazie, vom sublinia anumite aspecte de logica matematica.
In continuare vom descrie axiomele teoriei multimilor, aplicatii (ordinale si numere naturale).
Vom incerca sa reliefam si modul 1n care aceste axiome trebuie constientizate in procesul
didactic.

I.1. Limbaj formal, logica

Un minim de cunostinte privind logica este indispensabil oricdrui individ, cu atit mai mult
profesorilor de matematici. In manualele de matematicd existd un capitol dedicat logicii, in
clasa a IX-a. Notiunile si tehnicile de logica sint bine alese, in general bine prezentate, si ar
trebui sd fie cunoscute de toti elevii si profesorii. Din pacate, de multe ori acest capitol este
privit drept ceva exotic, preferindu-se o reducere a sa in favoarea unor teme precum functia de
gradul II, 1inga care coexista — cel putin temporal. O asemenea alegere facild este oarecum
justificata: e mai usor de predat o serie de formule si retete care solicitd mai mult memoria,
decit de a incerca o adevaratd formare a unei gindiri logice la elevi. Desigur, o astfel de
formare nu se realizeaza doar prin citeva lectii in clasa a IX-a, ci trebuie vazutd ca un obiectiv
permanent al lectiilor de matematicad. Existenta unor deficiente in gindirea logicd a elevilor
este o chestiune serioasa, care se reflectd nu numai in matematica, ci in orice domeniu: apar
dificultati in 1intelegerea legaturilor intre diversele notiuni, se confundd definitiile cu
teoremele; 1n cele din urma este compromisd insasi comunicarea coerenta si intelegerea

informatiilor uzuale.

In teoria axiomatica a multimilor (axiomatizarea Zermelo-Fraenkel-Skolem, acceptati in
cvasitotalitatea matematicii moderne) foate obiectele sint multimi. Altfel spus, nu se face
distinctie intre conceptele ,,element” si ,,multime”. Acest punct de vedere este firesc, daca ne
gindim ca o multime poate fi element al altei multimi; in plus, o teorie axiomatica trebuie sa
porneasca de la un minim de notiuni primare, iar distinctia intre element §i multime ar

complica lucrurile inutil.
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Pentru a putea enunta axiomele teoriei multimilor, avem nevoie de prezentarea (intuitiva) a
limbajului formal al acestei teorii. Subliniem cad nu este vorba de o formalizare propriu-zisa.
Un limbaj formal prezentat riguros ar ocupa zeci de pagini (un exemplu de formalizare, in
cadrul axiomatizarii von Neumann-Godel-Bernays a teoriei multimilor, poate fi gésit in
REGHIS [1981]). Mai intii descriem sintaxa limbajului (regulile dupa care putem forma

expresii corecte ale limbajului formal).

1.1 Definitie. Un enunt al limbajului formal (numit si expresie a limbajului formal) este un
sir finit de simboluri, format dupa anumite reguli descrise mai jos. Intuitiv, un enunt exprima
un fapt bine determinat despre obiectele la care se referd (in cazul nostru, toate obiectele sint
multimi).

Descriem acum tipurile de simboluri si constructia expresiilor limbajului formal :

1)  Exista simboluri de tip nume, care denumesc multimi (acestea sint singurele obiecte pe
care le consideram!). Numele sint de doua feluri: un nume constant (pe scurt, o constantd) se
refera la un obiect bine precizat, iar un nume variabil (pe scurt, o variabila) noteaza un obiect
generic (arbitrar, neprecizat). Se presupune cd avem la dispozitie o colectie suficient de mare
de nume constante si variabile. Exemple de nume: x, y, @, b, ¢, 4, B, ...

i1) Simbolurile care noteaza relatii: relatia de egalitate, notatd cu simbolul =, si relatia de

apartenentd, notatd cu simbolul € . Dacd x, y sint nume (constante sau variabile), atunci
urmatoarele siruri de simboluri sint expresii ale limbajului formal:

x =y (citit ,,x este egal cuy”);

X € y (citit ,,x apartine lui y” sau ,,x este element al lui ).

1i1) Conectorii logici se folosesc pentru a exprima proprietiti mai complexe, pentru a

combina mai multe expresii intr-una noud. Conectorii sint: A (conjunctia, ,,$1”), Vv (disjunctia,
»sau’), — (negatia, ,,non”). Daca E, F sint expresii (deja construite), atunci sint expresii si
urmatoarele siruri de simboluri:

EAF (citita ,,Es1 F7);

E v F (cititd ,, E sau F'”);

—F (citita ,,non E”).

iv) Cuantificatorii logici sint: V (cuantificatorul universal, ,,oricare”), 3 (cuantificatorul

existential, ,,exista”). Cu ajutorul cuantificatorilor (numiti uneori si cuantori) se precizeaza
daca, intr-o expresie, o variabild se refera la toate obiectele sau la mdacar un obiect. Daca E
este o expresie a limbajului si x este o variabila, atunci:
(Vx)E este expresie (cititd ,,pentru orice x are loc £” sau ,pentru orice x, E este
adevarata”);
(Ix)E este expresie (cititd ,,existd x astfel incit are loc £ sau ,,existd x astfel incit £
este adevarata”).

v) Parantezele rotunde ( si ) au rolul de a elimina ambiguitatile. Astfel, in constructiile

precedente, se scrie de exemplu (E) A (F) in loc de E A F, sau (Vx)(E) in loc de (Vx)E daca pot
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aparea confuzii. Uneori, pentru un plus de claritate, se folosesc si parantezele patrate [ | sau

acoladele { }.

Singurele expresii (enunturi) admise ale limbajului formal sint cele construite respectind

regulile de mai sus.

Variabilele unei expresii pot fi libere sau legate. Spunem ca variabila x este libera in
expresia E dacd x apare in E, dar E nu contine nici o cuantificare a lui x (adicd nici Vx, nici Ix
nu apar in E). Spunem ca variabila x este legata in E dacd E contine un subsir de simboluri de
forma (Vx)F sau (3x)F (unde F este o expresie).

Daca expresia E contine variabilele libere x, ..., x,, vom sublinia uneori acest lucru scriind
E(xy, ..., x,). Fiind date constantele cy, ..., ¢,, prin inlocuirea peste tot in £ a variabilei x; cu
c1, a lui x cu ¢, ..., a lul x, cu ¢, se obtine o noud expresie (demonstrati!), notatd cu
E(cy, ..., cy). Daca xi, ..., x, sint foate variabilele libere din E, atunci E(cy, ..., c,) este o
proporzitie (adicd o expresie care nu are variabile libere). O expresie care are variabile libere se
mai numeste predicat.

Vom reveni asupra problemei variabilelor libere sau legate, care are o mare importanta in

modul de scriere a enunturilor matematice.

1.2 Exemple. Presupunem ca x, y, z sint variabile si a, b sint constante. Ardtati ca
urmatoarele siruri de simboluri sint expresii: x €y; (Vx)x €y); (a € b)Ax=y);
—((@ € b) A (x=Y)); (V2)(Fy)(x € y). Care sint variabilele libere din fiecare? Sirurile de

simboluri: x(Vy); x = € ; Vy nu sint expresii corecte ale limbajului formal (de ce?).

Sa trecem acum la interpretarea sensului expresiilor (semantica limbajului). Reamintim
ca o expresie care nu contine variabile libere se numeste propozitie. Oricédrei propozitii 1i
asociem o unica valoare de adevar. Valorile de adevar sint: 0 (sau fals), si 1 (sau adevarat). O
propozitie cu valoarea de adevar 0 se numeste propozitie falsa; o propozitie cu valoarea de
adevar 1 se numeste propozitie adevarata. O propozitie nu poate fi simultan falsa si
adevaratd). Descriem acum regulile prin care se determind valoarea de adevar a unei

propozi‘gii8 date.

Fie a, b constante si x, y variabile.
1) Propozitiile de forma a = b sint adevarate exact atunci cind a si b denumesc acelasi
obiect.
1) Valoarea de adevar a propozitiilor de forma a € b nu poate fi precizatd acum; acest

lucru este descris de axiome (in paragraful urmator). Evident, intuitiv, a € b este

% Subliniem ci doar propozitiile au valori de adevar. Unei expresii cu variabile libere nu i se da nici o valoare
de adevar.
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adevarata daca si numai daca obiectul numit de a este un element al obiectului
numit de b.

ii1) O propozitie de forma E A F (unde E si F' sint propozitii) este adevaratd daca si
numai daca E si F' sint ambele adevarate.

iv) O propozitie de forma E v F este adevaratd daca si numai daca mdcar una din
propozitiile £ si F este adevaratd (adicd sau FE, sau F, sau atit £ cit si F sint
adevarate).

v) O propozitie de forma —E este adevaratd dacd si numai daca propozitia E este falsa.

vi) O propozitie de forma (Vx)E(x) (unde variabila x este libera in E) este adevarata
daca si numai daca pentru orice obiect ¢ propozitia E(c) este adevarata.

vii) O propozitie de forma (3x)E(x) (unde variabila x este liberd in E) este adevarata
dacd si numai dacd exista mdcar un obiect c¢ astfel incit propozitia E(c) sa fie

adevarata.

1.3 Observatie. Valoarea de adevar a propozitiilor de tipul EA F, E v F, —E se poate

defini prin tabele de adevar. 1ata tabelul de adevar pentru £ v F, construit dupa regula iv):

E F EVvF
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

S-au scris pe linii toate combinatiile posibile de valori de adevar pentru E si F. Tabelul se
citeste pe linii: de exemplu, linia 3 a tabelului spune, ca, daca E are valoarea de adevar 0, iar F'

are valoarea de adevar 1, atunci £ v F are valoarea de adevar 1.

1.4 Definitie. a) Douad propozitii £ si F' se numesc echivalente daca au aceeasi valoare de
adevar. Scriem aceasta sub forma £ = F.

b) Definitia se poate extinde la expresii oarecare. Doud expresii £ si /' ce contin aceleasi
constante si aceleasi variabile (fie xy, ..., x, variabilele din E si F) sint numite echivalente

daca: orice variabila care este libera in E este libera in F (si reciproc) si propozitiile

(Vx1)(Vx2)...(Vxp)E(x1, ...y Xu) s1(VX1)(VX2)...(VX,)F(x1, ..., X,) au aceeasi valoare de adevar.
Scriem atunci E=F, sau E(xi, ..., x,) = F(x1, ..., x,) dacd vrem sd evidentiem variabilele
libere.

1.5 Exercitiu. Dacd E, F si G sint expresii, avem echivalentele :
—(EAF)=(=E)Vv (=F); —(EvF)=(=E)A(=F); (legile lui DeMorgan)
(EAF)vG=(EvV G A(FvG) (distributivitatea lui v fata de A )
EVF)AG=(EANG) Vv (FAG), (distributivitatea lui A fata de v )
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—((Vx)E) = (Ix)(—E); —((3x)E) = (Vx)(—E) (legile de negare a cuantificatorilor).
De exemplu, —(E A F) = (—E) v (—F) se poate demonstra cu urmatorul tabel de adevar:
E F EAF | =(EAF) —E —F (—E) v (=F)
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1

Identitatea coloanelor —(E A F) si (—E) v (—F) demonstreaza echivalenta ceruta.
Legile lui DeMorgan aratd ca am fi putut reduce setul de conectori logici si cuantificatori,

de exemplu la V, —, A.

Introducem urmatoarele prescurtari uzuale. Fie E, F expresii. Atunci scriem:
E — Finloc de (—E) v F'si citim ,,E implica F” sau ,,daca E, atunci F”’;
E & Finloc de (E — F) A (E — F) si citim ,,E este echivalent cu F™.

1.6 Exercitiu. Scrieti tabelele de adevar pentru conectorii — si <». Demonstrati cd, daca £
si F' sint propozitii, E <> F' este adevaratd daca si numai daca £ si F' au aceeasi valoare de
adevar.

Insistam asupra implicatiei, —. Se justificd intuitiv cd E — F este acelasi lucru cu
(—E) v F, astfel: "E — F" inseamna "daca E este adevarata, atunci F este adevarata". Altfel
spus, sau E este falsa (adica are loc —FE), sau E este adevaratd si atunci automat F' este
adevaratd (adica are loc F); pe scurt, (—E) v F. Este important de constientizat aceasta
echivalentd logica, utild mai ales cind trebuie negatd o implicatie (lucru care intervine
frecvent, de exemplu in cazul demonstratiilor prin reducere la absurd). Astfel, faptul ca £ — F
este falsa inseamna ca are loc (E — F)=—(—FE) v F)=E A (=F) (ipoteza este adevarata si
totusi concluzia este falsd). Aceastd interpretare este conforma cu intuitia (,,bunul-simt”). De
altfel, concluziile bazate pe un calcul logic formal trebuie totdeauna interpretate intuitiv,
proces absolut necesar in intelegerea unor demonstratii (sau In gdsirea unor solutii la o
problema data).

Vom mai folosi si alte prescurtari, larg utilizate, de exemplu x # y pentru — (x =y) sau
x ¢ yinloc de — (x € y).

Daca propozitia £ — F este adevaratd, scriem atunci £ = F. Analog, scrierea E < F

inseamna ca propozitia E <> F este adevarata.

1.7 Observatie. Orice teorema matematicd (propozitie, lema etc.) poate fi scrisa in limbaj
formal. Expresia obtinuta trebuie sa fie din punct de vedere logic o propozitie (nu trebuie sa
aiba variabile libere). De exemplu, teorema Tmpartirii cu rest in N se poate scrie formal:

(Va)(Vb)[(ae NAbe NAb#0)= (Aq)3r)(ge NAre Naa=bg+rAr<b)).
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I.2. Axiomatica multimilor

Prezentam citeva elemente din teoria axiomatica Zermelo-Fraenkel-Skolem (ZFS) a
multimilor. Pentru o tratare mai detaliata, incluzind multe teme interesante (ordinali, cardinali,
axioma alegerii etc.), vezi SCORPAN [1996].

Nu putem defini un obiect fara a face referire la alte obiecte, presupuse cunoscute. Aceste
obiecte "cunoscute" trebuie la rindul lor definite... Se vede ca acest proces nu poate continua
la infinit.

Asadar, trebuie sd consideram in cele din urma nofiuni care nu se definesc (notiuni
primare); cu ajutorul lor vom putea defini alte obiecte. Aceasta este un principiu de baza in

orice teorie axiomatica.

In axiomatizarea teoriei multimilor, notiunile de multime si de relatie de apartenenti se
considera notiuni primare (nu se definesc) si toate obiectele teoriei sint multimi (n particular,
toate elementele unei multimi sint tot multimi!). Aceste notiuni satisfac un set de axiome
(care, Intr-un anumit sens, definesc obiectele respective). Altfel spus, nu ne interesaza ce sint
multimile, ci cum se comporta unele fata de altele si fatd de relatia de apartenentd. Axiomele
stabilesc regulile care se aplicd obiectelor abstracte numite multimi si relatiei de apartenenta.

Axiomele nu sint decit propozitii (din limbajul formal construit anterior) care sint declarate
si acceptate ca adevarate. Orice alta afirmatie despre multimi trebuie demonstrata pornind de

la axiome. In acest mod se deduc toate proprietitile ,,uzuale” ale teoriei multimilor.

Desi, dupa cum am spus, in teoria axiomatica elementele unei multimi sint tot multimi, vom
adopta (pe cit posibil), pentru a nu crea confuzii cititorului, distinctia traditionald in notatie: in
general, se noteaza multimile cu majuscule (A, B, ...), iar elementele multimilor cu minuscule
(a, b, ...). Dacd A4 este o multime si a este un element al lui A4, atunci scriem a € 4 (citit ,,a

apartine lui A” sau ,,A contine pe a”). Daca a nu este element al multimii 4, scriem a ¢ A.

2.1 Axioma extensionalitatii: Pentru orice doua multimi A si B, avem :
[(Va) (@ae A<>a e B)] —>A4=8B.
Mai riguros spus, propozitia urmatoare este adevarata:
(VA) (VB) {[(Va) (a € A <> a € B)] > A=B}.

Aceasta axioma nu spune decit cad o multime este determinata de elementele sale. Cu alte
cuvinte, daca doua multimi au aceleasi elemente, atunci multimile coincid.

Observam ca are loc si implicatia inversa: dacd 4 = B, atunci orice element a care apartine
lui 4 apartine si lui B. Acest fapt este evident: 4 si B denumesc acelasi obiect, deci orice enunt

referitor la 4 este adevarat si pentru B (si reciproc).
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Daca 4 si B sint douda multimi, vom scrie 4 € B (si citim A4 inclus in B sau A este
submultime a lui B) daci orice element al lui 4 apartine si lui B: (Va) [(@ € A) — (a € B)]. In
caz contrar, notaim 4 & B.

Cu aceasta notatie, avem: (VA) (VB) [ (A=B) < (A< B ABcA)].

Pe aceasta proprietate se bazeaza majoritatea demonstratiilor de egalitate de multimi:
pentru a demonstra cd 4 = B, aratam ca orice element al lui 4 apartine si lui B (adica 4 < B) si
reciproc (B < A).

Axiomele care urmeaza sint toate de urmatorul tip: fiind date una sau mai multe multimi,
se garanteaza existenta unei noi multimi cu anumite proprietati (construitd cu ajutorul
multimilor initiale). Cu alte cuvinte, axiomele descriu constructii permise in cadrul teoriei. Se
regaseste astfel motivul pentru care a fost construita teoria: evitarea paradoxurilor generate de

constructii de multimi ,,prea mari”.

2.2 Axioma multimii partilor unei multimi. (VM) (3P) (VA)(A € P — 4 = M)).

In cuvinte: fiind datd o multime M, existd o multime P astfel incit elementele lui P sint
exact submultimile lui M.

Multimea P a cdrei existentd este postulatd mai sus este unic determinata de multimea M.
Intr-adevar, daca si O satisface conditia (V4 (4 € Q <> 4 € M)), atunci avem, pentru orice
multime 4: 4 € Q <> A c M < A € P. Din axioma extensionalitatii obtinem ca P = Q.

Notatia traditionald pentru P este P(M) (multimea partilor lui M).

2.3 Axioma reuniunii. Pentru orice multime A (subinteles: avind ca elemente tot multimi),
se admite existenta unei multimi ale carei elemente sint elementele multimilor din A, adica:
(VA) QU) (Vx) [(x € U) <> (Ja) (a € A Ax € a)].
Pentru intelegerea acestei axiome, este util sa privim A ca pe o familie de multimi. Axioma
de mai sus nu face decit sd postuleze existenta reuniunii acestei familii de multimi.
Multimea U — a cdrei existentd este garantatd de axioma — este unic determinatd de A
(demonstrati!) si se noteazda UA sau Uy c 4 x sau U{x |x € 4}. A se remarca in acest context

futilitatea distinctiei dintre element 1 multime.

2.4 Axioma-schema a substitutiei

Nu este vorba de o simpla axioma, ci de o schema de axiome. Mai precis, pentru orice
expresie (de un anumit tip) a limbajului formal se obtine o axioma. Asadar, avem de a face cu
o infinitate de axiome.

Pentru enunt, avem nevoie de o definitie. O expresie E(x, y) cu exact doud variabile libere
x si y se numeste relatie functionala daca pentru orice x exista cel mult un y astfel incit E(x, y)

sa fie adevarata:
(Vx)(Vy)(Vz) (E(x, y) A Elx, 2)) > y =2).
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=9,

Intuitiv, putem privi o relatie functionala ca pe o ,,functie partial definitd”: pentru anumiti x
exista un unic y astfel incit E(x, y) sa aiba loc; se noteaza uneori chiar ,,functional”, y = E (x)

in loc de E(x, y). Observam ca nu este neaparat adevarat ca (Vx)(3y)E(x, ).

In termeni mai putin formali, axioma-schemi a substitutiei afirma ca: Pentru orice relatie
functionala E(x, y) si pentru orice multime a, exista ,,imaginea prin E a multimii a”.

Evident, trebuie sa definim formal conceptul de ,,imagine a unei multimi printr-o relatie
functionala”. Spunem cd multimea b este imaginea multimii a prin relatia functionala E(x, y)
daca ,,elementele lui b sint de forma E (x), cux € @, adica:

(Vy)ly € b (Ix)(x € a n E(x, y))].

Axioma-schema a substitutiei este: pentru orice relatie functionala E(x, y), are loc:
(Va)@B)(WY)ly € b o @)x € a A Ex, )]

Subliniem din nou ca se obtine cite o axioma pentru fiecare alegere a unei relatii
functionale E. Nu se pot condensa toate aceste enunturi intr-unul singur, de tipul
(VE relatie functionala)(Va)(3b)(Vy)[y € b < (Ix)(x € a A E(x, y))],
deoarece acesta nu este o expresie a limbajului formal: £ nu denumeste un obiect legitim (o
multime), ci o expresie.
Folosind axioma extensionalitatii, se demonstreazd imediat cd imaginea unei multimi
printr-o relatie functionala este unic determinata (multimea b a carei existenta este postulata

de axioma schema a substitutiei este unic determinata de £ si b).

2.5 Consecinta (Schema de comprehensiune). Pentru orice multime A si pentru orice
expresie cu o variabila libera P(x), exista submultimea elementelor din A pentru care P este
adevdratd. Formal, (YA)(3B)(Vx)[x € B < (x € A A P(x))].”

Demonstratie. Fie expresia E(x,y) : "(x =y) A P(y)". Afirmam ca E este o relatie functionala.
Intr-adevir, fie x, y, z cu E(x,y) si E(x,z) adevarate. Atunci x =y si x =z, deci y =z.
Conform axiomei substitutiei, pentru multimea 4 existd o multime B astfel incit:
(V¥)ly € B <> (Ix)(x € 4 A E(x, y))],
adicd ye B < (Ix)(x € A A (x=y) A P(y)), ceea ce revine la a spune cd y € B <> (y € 4

A P(y)), ceea ce trebuia demonstrat. O
lardsi, axioma extensionalitatii asigurd cd A si P(x) determind unic multimea B din enunt.

Aceasta multime se noteaza traditional:
{x € A| P(x)} (citit,,multimea elementelor din 4 care satisfac P”).

2.6 Observatie. Daci se presupune ci existd mécar o multime'® 4, rezultatul de mai sus

asigurd existenta unei (unice) multimi ce nu contine nici un element, numita multimea vida si

? {n axiomatizarea lui Zermelo din 1908, acest rezultat era enuntat ca axioma si era numit Axioma selectiei.
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notati cu &."' Intr-adevir, fie P(x) : "x#x". Din schema de comprehensiune, existi
& :={x € A | x#x}. Pentru orice x, avem x ¢ & (dacd x € J, atunci x # x, absurd). Unicitatea
lui & este o consecinta a axiomei extensionalitatii. Notdm deci & := {x € 4 | x # x}.

Pentru orice multime M are loc & < M. Este instructiv sa prezentdm in detaliu acest
argument. Conform definitiei, avem & < M daca si numai daca Vx (x € & — x € M). Dar
expresia x € J — x € M este, conform definitiei, o prescurtare pentru —(x € &) v (x € M),

care este adevarata, caci —(x € ) este adevarata.

Termenul de comprehensiune descrie modalitatea de a preciza o multime prin enuntarea
unei proprietati pe care o au doar elementele multimii $i numai ele. S-a vazut ca acest
concept, care a stat la baza teoriei naive a multimilor, duce la paradoxuri; schema de
comprehensiune restringe aceastd modalitate doar la posibilitatea urmatoare: pentru orice
multime data M si orice ,,proprietate” P, exista submultimea elementelor lui M care satisfac P.

Cealaltd modalitate de a da o multime este prin extensiune, adica prin enumerarea tuturor
elementelor sale. Astfel, fiind date elementele distincte x, ..., x,, existd multimea X ale carei
elemente sint exact xj, ..., x,. Acest lucru este asigurat de schema de comprehensiune;
scrierea X = {xy, ..., x,} este o prescurtare a scrierii (Vx)x e X (x=x;vX=xV ...V

X =X)).

2.7 Observatie. Putem acum defini si alte ,,operatii cu multimi”. Astfel, pentru orice doua
multimi 4 si B, aratati ca existd multimile:
{x € 4| x € B} (notatd A\B si numita intersectia lui A si B)
{x € A|x ¢ B} (notatd 4 \ B si numita diferenta lui 4 si B).
Demonstrati ca A(1B = B[ A.

L.3. Clase, relatii, functii

Nu existd o ,,multime a tuturor multimilor”, caci acest concept conduce la paradoxuri.
Daca ar exista multimea tuturor multimilor, fie aceasta A, atunci, conform schemei de
comprehensiune, ar exista si multimea C= {B € A | B ¢ B}. Se vede ca regasim paradoxul lui
Russel. Astfel de colectii ,,foarte mari” de obiecte apar insa frecvent in matematica (dorim de
exemplu sa vorbim de o proprietate pe care o au ,,toate” grupurile) si este necesard precizarea
unui cadru riguros pentru aceste situatii. O rezolvare rezonabila este datd de conceptul de

clasa.

19 Acest fapt este postulat de axioma infinitatii, enuntati mai jos.
" Nu este litera greceasca majusculd phi, @, ci un simbol matematic derivat dintr-o literd norvegiana, @.
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In cadrul teoriei Gédel-Bernays (GB), clasa este o notiune primara (nu se defineste clasa,
ci este dat un set de axiome referitoare la clase; multimile vor fi un tip particular de clase —
cele care sint elemente ale altor clase). Teoria astfel dezvoltatd este Tnsa considerabil mai
complicata decit ZFS 2.

In teoria ZFS, prin clasi se intelege o expresie cu o variabild libera (un predicat cu o
variabild)"”. Cu alte cuvinte, o proprietate nu mai defineste o mulfime de obiecte, ci este
privitd ea Tnsasi ca o entitate si o numim cl/asa. O clasa nu este insa un obiect al teoriei ZFS, ci
este o expresie a limbajului formal (cf. comentariul de la axioma-schema a substitutiei). De
exemplu, predicatul P(x): ,.x =x" este evident satisfacut de orice multime x; acest predicat
defineste ,,clasa tuturor multimilor”. Abuzind de limbajul de la multimi, fiind datd o clasa
P(x), in loc sa se spund ca un anumit x satisface P sau ,,P(x) este adevarata”, se spune ,,x
apartine clasei P” sau ,,x este un element al clasei P”.

Observam ca orice multime a defineste o clasa, anume ,,x € a”.

Reciproc, spunem ca o clasa P(x) corespunde unei multimi M dacd are loc Vx (P(x) <
x € M): obiectele care satisfac P sint exact elementele lui M. Uneori spunem in acest caz chiar
ca P este o multime.

In acest sens, clasa tuturor multimilor nu corespunde unei multimi. Demonstratia a fost
data chiar la inceputul acestui paragraf!

Se pot defini si operatii cu clase, prin analogie cu cele de la multimi. Astfel, daca P(x) si
O(x) sint clase, definim reuniunea claselor P si Q ca fiind clasa P(x) v Q(x); intersectia lor
este clasa P(x) A Q(x). Cum s-ar defini diferenta lor? Dar faptul ca clasa P este inclusa in
clasa O0?

In aceastd terminologie, schema de comprehensiune nu spune altceva decit ca intersectia
dintre o clasa si o multime este o multime.

Apare acum destul de clar ca exprimari de genul ,,multimea tuturor grupurilor” nu sint
legitime, o exprimare corecta fiind ,,clasa tuturor grupurilor”. Notiunea de clasa este esentiala

in teoria categoriilor.

Sa trecem la un alt concept fundamental, anume la cel de functie. Pentru aceasta, avem

nevoie de notiunea de cuplu (pereche ordonata). Incepem cu un rezultat interesant si prin sine.

3.1 Propozitie (Teorema perechii). Fie a si b doua multimi. Atunci exista o multime c
care are ca elemente pe a si pe b §i numai pe ele. Formal:
(Va)(Vbh)(Fc)(Vx) [(x € ¢c) > (x=a Vv x=Db)]

Multimea ¢ de mai sus este unic determinata de a si b si se noteaza {a, b}.

2 n plus, s-a ardtat ca orice enunt despre multimi demonstrabil in GB este demonstrabil in ZFS.
1 Aceastd interpretare pentru clase a fost prezentati de W. Quine in 1963.
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Demonstratie. Ideea este de a construi o multime cu doud elemente D si de a obtine {a, b}
ca imaginea lui D printr-o relatie functionala bine aleasa (se aplica deci axioma substitutiei).

Stim ca existd multimea vida &. Construim (cu axioma multimii partilor) multimea P(J),
care are un element (avem & < &, deci & € P(J); & este chiar unicul element al lui
P(D), deci P(D) = {D}). Cum & nu are nici un element, deducem ca P (L) = . Construim
acum P(P(J)) = P({@}). Unicele multimi incluse in {J} sint & si {T}, deci P({D})) = {D,
{J}} are doua elemente (cum am dorit).

Fie E(x, y): "@o=D Ay=a) v (x={D} Ay=>b)" (verificati cd este o relatic functionala)
Imaginea prin £ a lui P({J}) este chiar multimea cautata c.

Unicitatea lui ¢ rezultd din axioma extensionalitatii. O

3.2 Exercitiu. Fie a i b multimi. Demonstrati cd exista reuniunea lor a U b (adicd unica

multime cu proprietatea Vx[(x € a U b) <> (x € a v x € b)]).

Intuitiv, notiunea de cuplu (pereche ordonata) format de elementele a si b difera de {qa, b},
prin faptul ca avem o ,,ordine”: a este primul, iar b este al doilea. Aceasta distinctie intre a si b

se realizeaza prin:

3.3 Definitie. Fie a si b multimi. Aplicind propozitia de mai sus multimilor a si a, exista
multimea {a}; existd si {a, b}. Aplicind din nou propozitia, existd multimea {{a}, {a, b}},
care se noteaza cu (a, b) si se numeste perechea ordonata (cuplul) format de a si b. Observati

ca, dacd a = b, atunci (a, b) = {{a}}.

Aceastd idee de introducere a notiunii de cuplu este atribuitd lui Kuratowski. Are loc

proprietatea fundamentala urmatoare (demonstrati!):

3.4 Propotzitie. Fie a, b, a', b' multimi. Atunci are loc: (a, b)=(a’, by > a=a'sib=5b". O

Astfel, spre deosebire de multimea {a, b}, in cuplul (a, b) conteaza ordinea elementelor a
si b; dacd a # b, atunci (a, b) # (b, a), insd {a, b} = {b, a}.

Avind definitd notiunea de cuplu, definim notiunea de triplet:
(a, b, ¢) == ((a, b), ¢)
si, prin recurentd, n-uplu, ¥Yn >3 (pentru o tratare riguroasd a inductiei §i recurentei, vezi
1.4.20)
@ty oo an) =i, ..., an-1), ay).

Areloc: (ay, ..., ay) = (b1, ..., by) &> ar=by A ... Na, = b,.

In manualele de liceu (si in multe alte carti de matematici), o finctie definitd pe o multime
A cu valori intr-o multime B este ,,definitd” (mai bine spus descrisa) ca fiind ,,un procedeu
(lege), prin care oricarui element din A i se asociaza un unic element din B”. Intuitiv,
descrierea este corecta (dar vaga, deoarece foloseste notiunea nedefinita de procedeu (lege));

in plus, se subintelege ca pentru orice functie se poate descrie un procedeu (algoritm) de



1.3. Clase, relatii, functii 21

obtinere a imaginii oricarui element prin functia datd. Acest lucru nu este necesar si in
matematicd se intilnesc exemple de functii pentru care acest fapt nu are loc.

Se observd insd cd o functie f: 4 — B este perfect determinata de graficul sau, adica de
multimea cuplurilor {(a, f(a)) | a € A}. Aceasta este si ideea definitiei conceptului de functie

in cadrul unei tratari riguroase. Incepem cu alte doua notiuni, si ele fundamentale:

3.5 Definitie. Fie 4 si B multimi. Numim produsul cartezian"* al multimilor 4 si B
multimea 4 x B := {(a, b) |a € A A b € B}.

Avem dreptul de a defini o astfel de multime? Ar trebui sd ardtdm ca ne incadram in
schema de comprehensiune, adicd sd indicdm o multime a carei existenta este certd, care sa
contind toate perechile de forma (¢, b) cu ae 4 si be B. Dar (a, b) = {{a}, {a, b}}.
Observam ca avem {a} € P(AUB)si {a, b} € P(AUB), deci {{a}, {a,b}} € P(P(AUB)).
Astfel, putem defini, respectind schema de comprehensiune:

A x B :={ce PPAUB)) | (Fa)3b)c=(a, byra e AADb e B]}.

Folosind produsul cartezian putem defini notiunile de relatie si de functie:

3.6 Definitie. Fie 4 si B doua multimi.

a) Numim relatie binara intre A si B (sau de la A la B) orice triplet de forma (4, B, p), unde
p < A x B. Uneori vom exprima acest fapt sub forma ,,p este o relatie intre 4 s1 B”. Daca
A = B, scriem (4, p) si spunem ca p este o relatie pe A. Adeseori, in loc de (x, y) € p se scrie
xpy. Daca sint subintelese multimile 4 si B, se spune, simplu, relatia p in loc de (4, B, p).

b) O relatie binara f'de la A la B se numeste functie (sau aplicatie) definita pe A cu valori in
B daca pentru orice a € A existd un unic b € B astfel incit (a, b) € f. Formal, tripletul (4, b, f)
este functie de la 4 la B daca:

(fcAxB) A (Va){(a € A) — (3b)[(b € B) A (a, b) € f]} A
(Va)(Vb) (Vb {(aec A)A(be ByAr(b'e Byn(a, b) e fA(a b)ef— (b=b")}
Intrucit pentru orice a € A4 existd un unic b € B astfel incit (a, b) < f, se scrie:
wflaj=b"1nloc de ,,(a, b) € f .

Se mai spune ,,f este o functie (aplicatie) de la A la B” si se noteaza aceasta prin f: 4 — B

(*)

sau A—L 5B Notatia f: A — B nu este decit o prescurtare a expresiei (*).

Multimea A4 se numeste domeniul functiei f 'si B se numeste codomeniul lui f. Orice element
a din domeniul lui /" se numeste argument al functiei f. Dacad a € A4 si b € B astfel incit
fla) = b, b se numeste valoarea functiei fin a.

Pentru orice multime A, notdm cu 1,4 sau cu idy functia identitate a multimii 4, anume:
idsa)=a,Va e A.

" Tn onoarea lui René Descartes (1596-1650), al cirui nume latinizat era Cartesius.
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Daca adoptam punctul de vedere naiv: o functie f: 4 — B este o ,,lege de corespondenta”
prin care oricarui element a din 4 i se asociaza un unic element f{a) din B, atunci multimea
{(a, fla)) |a € A} < A x B se numeste graficul lui f. Astfel, definitia 3.6.b) identificd o functie

cu graficul ei.

3.7 Observatie. Conditia (*) se scrie, mai putin formalizat:

(fc AxB) si Va € A, 3 b € B astfel incit (a, b) € fsi
VYae A Vb b' € B, (a b) € fsi(a b) e fimplicab=>5"

Observam ca, in expresii, sirurile de forma "(Va)(a € 4)" se scriu adesea prescurtat
"Va € A". Aceasta conventie, larg raspindita, ascunde o capcand: o implicatie, de genul
(Va)[(a € A) — P(a)], se scrie adesea "Va € A4, P(a)", in care implicatia — nu apare explicit.
Trebuie constientizat acest fapt, mai ales cind apare necesitatea negarii unei astfel de expresii:
negatia ei este (3a){(a € A) A —=P(a)}, lucru care nu este clar din scrierea prescurtata (dar este

destul de clar din punct de vedere intuitiv).

3.8 Observatie. O expresie cu exact doud variabile libere se numeste relatie. Pentru orice

relatie R(x, y) putem defini "domeniul” Dy si "imaginea" I ca fiind clasele:
Dr(x): "(Fy)R(x, y)"
Ir(y): "(3x)R(x, y)"

Demonstrati ca, daca clasele Dg si Ix sint multimi, atunci relatiei R(x, y) 1 se asociaza o
relatie p intre Dy si Iz (in sensul definitiei 3.6.a), p:= {(x, y) € Dr x Iz | R(x, y) adevarata}.
Mai mult, aceasta relatie este functie (in sensul definitiei 3.6.b) daca si numai dacd R este
relatie functionala. Invers, unei functii f: A — B i se asociaza o relatie functionald F(x, y) :
"x e Any=fx)".

Demonstrati ca, dacd R este relatie functionald si Dk este multime, atunci /z este multime.

Reciproca este adevarata?
3.9 Exercitiu. Fie 4 o multime. Cite functii ¢: & — 4 (respectiv ¢ : A — ) existd?

3.10 Definitie. Fie /: A — B o functie. Dacd A' < 4, se defineste imaginea lui A' prin f ca
fiind imaginea multimii 4’ prin relatia functionald asociata lui f. Cu alte cuvinte, definim
AT =1y € B| @x)(x € 4" flx) = y)}
Notatia traditionald pentru imaginea lui 4’ prin f este f{4'); nu se poate folosi o astfel de
notatie in teoria axiomatica a multimilor, pentru ca 4’ poate fi simultan submultime a lui 4 si
element al lui 4 (puteti da exemplu de un astfel de caz?) si este foarte posibil ca f{4') (valoarea

in A'alui f') sa difere de /[A4] (imaginea submultimii A’ prin f').

3.11 Definitie. Fie / o multime (interpretatd ca multime de ,,indici”). O functie b : [ — M,
unde M este o multime, se numeste familie de multimi indexatda dupa I. Notatii traditionale

pentru aceasta notiune: (B)); < ; (unde B; := b(i)), sau {B; |i € I}.
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Daca (B)); < 1 este o familie de multimi ca mai sus, reuniunea familiei {B;};c; este reuniunea

imaginii functiei b:
UA=UesBi = {x € M| 3i € Iastfel incitx € B;}.
Intersectia familiei {B;}:c; este, prin definitie
NiesBi:={x|Viel,x € B}.
De exemplu, daca I = {1, 2} si {B;}ic; = {B1, B2},
U{B1, B2} =Uier Bi = BIUBy; 1a fel, (\{B), B2} =(ic; Bi= Bi[\B>.

Se spune ca reuniunea familiei {B;}c; este disjuncta daca {B;};c; sint disjuncte doua cite

doua: Bf1B; = daca i #.

3.12 Propozitie. Pentru orice multimi A, B, C, au loc egalitatile:

) NNA=D,DUA=A4,A\ D=4, A\ A =D;

ii) ANB < 4, ANB < B, A < AUB, B < AUB;

iii) ANB = BNA, AUB = BUA;

iv) ANBNC) = (ANB)NC, AUBUC) = (AUB)UC;

v) ANBUC) = (ANB)UANC), AUBNC) = (AUB)"(AUC);

vi) AUA = A = ANA. O

3.13 Definitie. Se numeste inversa a unei relatii (A, B, p) relatia (B, A4, p) unde
p={b.a)|(@b) e p} cBxA
Fie relatiile (4, B, p) si (B, C, 7). Relatia (4, C, 7°p), unde
tep={(a, c)e AxC| (3b)(b e BrapbAnbrtc)}

este numita compusa (sau compunerea) relatiilor 7 i p.

3.14 Propozitie. a) Fiind date functiile u: A — B, v: B — C, compusa veu este tot o
functie, veu : A — C, si, Va € A, are loc:
(veu)(a) = v(u(a)).
b) Pentru orice relatii (4, B, p), (B, C, 1), (C, D,n), avem (n°17)°cp =1n-°(7°p) (compunerea

relatiilor este asociativa). In particular, compunerea functiilor este asociativa. O

Se disting urmatoarele tipuri remarcabile de functii:

3.15 Definitie. Fie /: 4 — B o functie. Spunem ca f este:

1) functie injectiva daca Vx, y € A, fix) =fly) => x =y;

11) functie surjectiva daca Vy € B, 3 x € A astfel incit f(x) = y;

1i1) functie bijectiva daca este injectiva si surjectiva;

1v) functie inversabila dacd 3 g: B — A (numita inversa lui /) astfel incit (g°f)(x) =x,
Vx e Asi(fg)y)=y,VyeB.
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Notind, pentru o multime M, prin 1),: M — M functia 1)/(x) = x, Vx € M (numita si functia
identitate a lui M, notata si cu idy, sau id), conditiile ce definesc functiile inversabile pot fi

. A o - e - . o 1
rescrise Tn modul urmator: gof = 14, f°og = 15. Daca exista, inversa lui f'se noteaza f* .

3.16 Propozitie. Fief: A — B si g : B — C functii. Atunci:
a) f este inversabila < f este bijectiva;
b) g°f este bijectiva = g este surjectiva si f este injectiva;

c) Compunerea a doua functii injective (surjective) este functie injectiva (surjectiva). O

Definitia produsului cartezian poate fi extinsa prin recurenta la o familie de trei sau mai

multe multimi, sau, mai general, la o familie oarecare de multimi:

3.17 Definitie. a) Fiind date multimile 4,, 4>, A3 15 , definim produsul lor cartezian:
Ayl x Ay x A3 := (A) x Ay) x As.
Astfel, Va; € A, Va, € Ay, Vas € A3, notam ((ai, az), a3), mai simplu, cu (ai, az, as).
b) Pentru orice n > 3 si orice familie de » multimi 4,, A4, ..., 4,, definim (prin recuren‘gél6):
Arx Ay x..x Ay = (A1 x Ay X...x Ay 1) X Ap.

n
A1 x Ay x...x A, se mai noteazd cu [ [ 4; sau [lici<.4. DacaVie {1,2,...,n}, a; € 4;, se
=1

noteaza ((aj, @z, ..., An-1), An) € lﬁ[A,- cu (ay, a, ..., a,). Astfel,
i=1
Arx Ay x..x Ay = {(a1, az, ..., an) |a; € Aj, i = I,_n}
Incazul 4y =Ay=...=A,=A, Ax Ax...x A (de n ori) se noteazi cu A"
c) Este necesara si o definitie In cazul general al unei familii de multimi (4,);c; indexata
dupa o multime de indici /. Se defineste produsul cartezian | YR
[Licidi = {@: I — Uici4i | i) € A, Vi € I}.

3.18 Observatie. Produsul cartezian definit ca la c), in cazul unei familii finite de multimi,
nu este acelasi cu cel definit la a) si b) si la 3.5. Exista insa o bijectie naturala intre multimile
obtinute prin cele doud definitii. De exemplu, dacd /= {1,2}, avem functia bijectiva p,
definita pe {¢@:{1,2} > 4,UA,| @i) e 4;, VYiel} cu valori in A4;xA4, data de
Bo)=(p(1), ¢2)). Se pot astfel identifica notiunile de produs cartezian definite mai sus.

Definim urmatoarele tipuri remarcabile de relatii pe o multime:

3.19 Definitie. Fie o multime nevida 4 si p o relatie pe 4. Spunem ca p este:

- reflexiva daca apa, Va € A. Formal: (Va)(a € 4 — apa);

' In aceasta ordine! De fapt, se da o familie de multimi indexata dupa {1,2,3}.
'® Folosim deocamdati o acceptie intuitiv a notiunii de definitie prin recurenti. Pentru o tratare riguroasa,
vezi 4.20 si urmatoarele.
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- ireflexiva daca Va € A, nu are loc apa;

- simetrica daca Va, b € A, apb — bpa;

- asimetrica daca Va, b € A, apb — —bpa,

- antisimetrica daca Va, b € A, apb si bpa — a = b;

- tranzitiva daca Va, b, ¢ € A, apb si bpc — apc;

- relatie de echivalenta dacad este reflexiva, simetricd si tranzitiva. Pentru relatii de
echivalentd se folosesc notatii de tipul a = b, a ~ b in loc de apb.

- relatie de preordine daca este reflexiva si tranzitiva,

- relatie de ordine daca este reflexivd, tranzitiva §i antisimetricd. Pentru relatii de
(pre)ordine se folosesc in general notatii de tipul a < b in loc de apb.

- relatie de ordine stricta daca este ireflexiva si tranzitiva. Pentru relatii de ordine stricta

se folosesc in general notatii de tipul a < b in loc de apb.

Relatiile de ordine si de echivalenta sint deosebit de importante in toatd matematica si este

esentiala o bund cunoastere a proprietatilor lor.

3.20 Exercitiu. a) Scrieti formal conditiile de mai sus referitoare la o relatie p.

b) Cum se generalizeaza definitiile anterioare la relatii (in sensul de expresii cu doua
variabile libere)? De exemplu, o relatie R(x, y) se numeste reflexiva daca (Vx)R(x, x).

c) Exprimati definitiile de mai sus in termeni de incluziuni si compuneri de relatii (si
eventual de inverse). De exemplu, p este reflexiva Tnsemna ca idy, < p ; peste simetrica

. < < -l
inseamna ca p < p.

Daca < este o relatie de ordine pe A, scriem (4, <) si spunem ca (4, <) este multime
ordonata. Daca pentru orice a, b € A avem a < b sau b < a, atunci (4, <) se numeste multime
total ordonata (sau lant) si relatia < se numeste relatie de ordine totala. Uneori, pentru a
sublinia cd o anumiti relatie de ordine nu este totald, se spune relatie de ordine partiald. In
loc de a < b se scrie s1 b > a. Se observa ca, daca < este o relatie de ordine pe 4, atunci > este

tot o relatie de ordine.

3.21 Observatie. Daca < este o relatie de ordine pe A, atunci relatia < pe A4, definitd prin:
X<y < (x<y A x=#y) este o relatie de ordine stricta pe A. Reciproc, dacd < este o ordine
strictd pe A, atunci, definind x <y < (x<y v x=y) se obtine o relatie de ordine pe A.
Verificati! Asadar, existd o bijectie intre relatiile de ordine pe A4 si relatiile de ordine stricta pe
A. De aceea, orice definitie sau rezultat aplicabil unei relatii de ordine se aplica si relatiei de
ordine strictd asociate (si reciproc). Cum trebuie adaptate aceste consideratii la relatiile vazute

in sensul de la 3.8?

3.22 Definitie. Fie (4, <) o multime ordonata si B o submultime a lui 4. Un element m € 4
se numeste minorant al lui B daca m < b, Vb € B. Un element M € A se numeste majorant al

lui B daca b < M, Vb € B. Submultimea B se numeste minorata (resp. majorata) dacad are un
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minorant (resp. majorant). Daca B contine un minorant m pentru B, spunem cd m este cel mai
mic element (sau primul element) al lui B. Daca B contine un majorant M pentru B, M se
numeste cel/ mai mare element (sau ultimul element) al lui B.

Daca B are un prim element m € B, acesta este unic: Vm' € B, avem m < m' (m este prim
element) si m’'<m, deci m =m' din antisimetrie. La fel, ultimul element al lui B este unic
(daca exista).

Ca exercitiu, exprimati definitiile si proprietatile de mai sus (date pentru relatii de ordine)

pentru relatii de ordine stricta.

3.23 Exemplu. Relatia de divizibilitate "|" pe N, data de:
Va, b € N (a|b < Jc € N astfel incit b = ac)
este o relatie de ordine, care nu este totala (nu are loc nici 2|3, nici 3|2); 0 este ultimul element
al lui (N, |) st 1 este primul element al lui (N, |). Relatia uzuald de ordine "<" pe N este totala,

0 este primul element al lui (N, <); nu exista ultimul element al lui (N, <).

O multime (4, <) cu proprietatea ca orice submultime nevida B a lui 4 are un prim element
se numeste multime bine ordonata (caz in care relatia < pe 4 se numeste relatie de buna
ordine). Multimile bine ordonate sint foarte importante: pe o multime bine ordonata se poate
aplica un rationament prin inductie.

Orice multime bine ordonata este total ordonata (demonstrati!).

3.24 Definitie. Un element m al unei multimi ordonate (4, <) se numeste element maximal
al lui 4 daca, Vb € A cu m < b rezulta m = b. Un element m se numeste element minimal al lui
A dacd, Vb € A cu b <m rezultd m =b. De exemplu, In multimea ordonata N \ {0, 1} cu

divizibilitatea, 2 este element minimal. Care sint toate elementele sale minimale?

3.25 Definitie. Fie (4, <) o multime ordonatd si B o submultime a sa. Fie Maj(B) multimea
majorantilor lui B. Daca exista cel mai mic element al lui Maj(B), acest element se numeste
supremumul (sau marginea superioara a) lui B si se noteazd sup B. Daca exista sup B =c,
atunci c este ,,cel mai mic majorant al lui B”, adica satisface conditiile:

- Vb € B, b < ¢ (c este majorant al lui B).

- Vc' € A astfel incit Vb € B, b < ¢’, rezulta ¢ < ¢’ (c este mai mic decit orice alt majorant ¢’
al lui B).

»Dual” (considerind relatia de ordine =) se obtine notiunea de infimum (sau margine
inferioara) al submultimii B a lui (4, <), notat (daca existd!) cu inf B.

O multime ordonata (4, <) cu proprietatea ca orice submultime cu doud elemente a sa are
supremum si infimum se numeste /atice. Daca orice submultime a lui 4 are sup si inf, 4 se

numeste latice completa.
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De exemplu, pentru o multime nevida oarecare M, multimea P(M) a partilor Iui M este
ordonatd de relatia de incluziune; dacd 4, B € P(M), atunci sup{d, B} =AUB, inf{4,
B} = ANB. (P(M), <) este chiar o latice completa. La fel, (N, |) este o latice.

In R, ordonat cu ordinea uzuali, orice submultime nevida majorati are supremum (aceasta
este o proprietate fundamentald a lui R, esentiald in Analizd). In Q, nu orice submultime

nevida are supremum (justificati!).

I.4. Ordinale, axioma infinitatii si multimea numerelor naturale

In toatd matematica este esentiald multimea numerelor naturale N. Se pune problema unui
mod de a construi aceastd multime (sau, fiind vorba de un concept care poate aparea drept
primar, de a axiomatiza N). Vom ardta cd, In cadrul teoriei axiomatice a multimilor, se poate
da o constructie satisfacatoare a lui N. Mai mult, modul de constructie duce la o generalizare
posibila a multimii N, sub forma clasei ordinalelor.

O modalitate de abordare a introducerii lui N este datd de axiomatica Dedekind-Peano.
Notiunile primare sint cele de numdr natural si functie succesor'’. Limbajul acestei teorii
axiomatice este format din:

- simbolul = (noteaza egalitatea a doua obiecte);

- simbolul 0 (noteaza un numar natural privilegiat fixat);

-nume variabile, constante, conectorii logici (ca la limbajul teoriei axiomatice a
multimilor), cu deosebirea ca numele denumesc acum obiectele acestei teorii, adica numere

naturale.
Axiomele acestei teorii sint:

1. Existd un numar natural notat 0.

2. Pentru orice numar natural #z, existd un numar natural unic determinat, numit succesorul
lui n $1 notat s(n) sau n' (Vn)(Elzf).

3. Orice doud numere naturale cu acelasi succesor sint egale: (Vm)(Vn)(m+ =n >m= n).

4. 0 nu este succesorul nici unui numar natural: (Vn)(n+ #0).

5. (Axioma inductiei) Pentru orice predicat cu o variabild A4(n) are loc:

[4(0) A (Yn)(A(n) — A(n")] — (Vm)A(m).

7 Intrucit este vorba de o teorie axiomaticd, functia succesor nu este a priori o finctie in sensul teoriei
multimilor (ci este o notiune primard); este adevarat insd ca in modelul pe care il construim, rolul functiei
succesor va fi jucat de o functie in sens uzual.
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Observam ca axioma 5 (binecunoscutul principiu de demonstratie prin inductie) este de

fapt o schema de axiome.

Introducerea operatiilor cu numere naturale, a relatiei de ordine si deducerea principalelor
proprietati ale acestora folosind axiomatica Dedekind-Peano sint interesante si instructive.
Aceste aspecte fiind insa destul de cunoscute (vezi de ex. BECHEANU et al. [1983]), nu
insistdm in aceasta directie. Vom arata, in schimb, ca se poate modela sistemul axiomatic de
mai sus in cadrul teoriei multimilor, daca mai introducem o axioma (de fapt, acest model se
expune 1n general, cind se vorbeste de axiomatica Peano). Mai precis, vom construi o multime
N, un element 0 € N si o functie (in sens uzual) s : N — N, s(n) =n', care sa satisfaca

axiomele de mai sus.

Incepem cu o abordare intuitivi. Instrumentele oferite pini acum de axiomele teoriei
multimilor permit considerarea urmatorului ,,sir de multimi’:
D; (B} {9, {9} }; {4, {9}, {D, {D} )5 ... (1)
Se observa ca, pentru fiecare termen x al sirului, urmatorul termen este x U{x}. Primul
termen are 0 elemente, al doilea are 1 element s.a.m.d. Ar fi tentant sa consideram drept
multime a numerelor naturale ,,multimea tuturor termenilor acestui sir”, & sa joace rolul lui 0,
iar functia succesor sa fie s(x) = x U{x}. Apar doua probleme: definirea riguroasa a ,,multimii
tuturor termenilor sirului (1)” si garantarea existentei unei astfel de multimi. Faptul ca exista o

multime care include toti termenii sirului (1) este asigurat de o noud axioma:

4.1 Axioma infinititii. (AM) [@ € M A (V) € M —yU {y} € M)].

Intuitiv, este clar ca axioma de mai sus garanteaza existenta unei multimi M care sd contina
toate multimile sirului (1); aceasta nu inseamnd cd M contine doar aceste multimi. Vom
adopta urmatoarea strategie: definim riguros clasa multimilor din sirul (1) (aceasta va fi clasa
ordinalelor finite, notiune pe care o vom defini In cele ce urmeaza); atunci multimea N a
numerelor naturale va fi obtinuta prin comprehensiune, ca fiind multimea acelor elemente din
M (datd de axioma infinitdtii) care sint in plus ordinale finite. Apoi demonstram ca toate

aceste obiecte satisfac axiomele Dedekind-Peano.

4.2 Definitie. O multime « se numeste ordinal daca are urmatoarele proprietati:
1) a este tranzitiva, adica (Vx)(x € @ — x C ).
i1) relatia de apartenentd defineste o relatie de ordine stricta pe a, care este o buna ordine
pe a. Detaliind, aceastd conditie este echivalenta cu:
-Vx,y,z€ a,dinx € ysiy € zrezultd ca x € z (tranzitivitatea relatiei € );
-Vx,y e a,dinx € yrezultd cady ¢ x (ireflexivitatea relatiei € );
- orice submultime nevida a lui « are un prim element (fata de relatia € ):
VBB anf#D)—3x[xe faVyyef - x=yvxey)l}.
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4.3 Exemplu. Orice element din sirul (1) este ordinal.

Clasa ordinalelor se noteaza cu On. Astfel, scrierea On() inseamna ,,multimea « este un
ordinal”.'®

Inainte de a defini ordinalele finite, avem nevoie de unele pregatiri.

4.4 Definitie. Fie (4, <) o multime ordonatd. O submultime S a lui 4 se numeste segment
initial al lui A daca are proprietatea ca, odatd cu un element x, contine toate elementele mai
micidecitx: Vx[x e S—> (Vy(yedAry<x)—yels].

De exemplu, daca fixdm a € A4, multimea S,(4) ;= {x € 4 | x < a} este un segment initial in

A. Este remarcabil ca In multimi bine ordonate, toate segmentele initiale sint de acest tip:

4.5 Propozitie. Fie (A, <) o multime bine ordonata si S un segment initial al lui A. Atunci:
sau S = A, sau exista a € A astfel incit S = S,(A) .= {x € A | x<a}.

Demonstratie. Presupunem cd S # 4. Atunci 4 \ S este nevida si (4 fiind bine ordonata) are
un prim element a. Afirmam ci S,(4) = S. Intr-adevir, fie x € S. Dacd a < x, atunci a € S, din
definitia segmentului initial. Cum A este total ordonata, rezultd ca x <a, adicd x € S,(4).

Incluziunea cealalta o lasam cititorului. O

4.6 Propozitie. Fie o un ordinal si s un segment initial in o. Atunci s = a sau exista f € a
astfel incit s = f= Sp(a).

Demonstratie. Reamintim ca relatia de ordine stricta pe « este €, fata de care « este bine
ordonatd. Din propozitia precedentd rezultd cd s = o sau exista f € o astfel Incit s = Sz(a).
Dar Sp(a)={x € a|x e f} =a]1f. Cum aeste ordinal, din S a rezulta fc «, deci

al p=p. O

4.7 Propozitie. Orice element al unui ordinal este tot un ordinal.

Demonstratie. Fie o un ordinal si S € a. Atunci f= Sg(a), care este un segment initial in
a. In general, orice submultime nevidi a unei multimi bine ordonate A este bine ordonati de
relatia de ordine de pe 4 (demonstrati!), deci S = Sg(a) este bine ordonat de €. Avem si cd f
este tranzitiva: daca x € f, iar y € x, atunci x € a (caci B € a si a este tranzitivd). Acum, din
xe€ asiyexdeducem cd y € . Am obtinut ca y, x, f€ a, y € x 51 x € f. Relatia € este

tranzitiva pe a, deciy € f. O

4.8 Propozitie. Daca « este un ordinal, atunci o ¢ .
Demonstratie. Relatia de apartenentd € este de ordine strictd pe ¢, deci este ireflexiva:

Vx € a, avem x ¢ x. Daca presupunem ca « € «, obtinem astfel ca a ¢ «, absurd. O

'8 Ideea de a defini ordinalele in aceasti manieri ii apartine lui John von Neumann. Un ordinal se poate defini
si ca o clasa de izomorfism de multimi bine ordonate. In aceastda abordare insa, clasa ordinalelor ar fi o "clasa de
clase", o complicare tehnica evitatd de prezentarea aleasd aici.
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4.9 Propozitie. Pentru orice ordinale o si f, are loc una si numai una din afirmatiile:
ace f,a=pPsau fe a.

Demonstratie. Fie y= a() = {x € a|x € f}. Se verifica imediat cd y este un segment
initial Tn multimea ordonata (¢, €) (vezi def. 4.4). Din 4.6 rezulta cd y= a sau y € a. Simetric,
ye [ Atunci a€ . 3) yeasi y= Atunci fe€ a. 4) yeasi ye f. Atunci y€ al) f=7,
imposibil: yeste ordinal si s-ar contrazice 4.8.

Cele trei situatii din enunt sint mutual incompatibile: dacda « € f, atunci a=/f ar

contrazice 4.8, iar f € « implica (pentru cd « este tranzitivd) @ € @, aceeasi contradictie. O

Putem enunta proprietatea de mai sus sub forma: Clasa ordinalelor este total ordonata de
relatia de ordine stricta €.

Mai mult, clasa ordinalelor este bine ordonata de relatia de apartenentd. Acest enunt
necesitd precizari: nu am definit Incd notiunea de c/asa bine ordonata. O analogie directd cu
multimile bine ordonate ar conduce la urméitoarea ,,definitie”: o clasd C(x) ordonatd de o
relatie (in sensul de la 3.8) de ordine R(x, y) este bine ordonatd daca orice subclasa nevida a sa
are un prim element. Sintagma ,, orice subclasa” inclusa in definitie conduce de fapt la a da o
schema de definitii, caci clasele nu sint obiecte ale teoriei, ci expresii ale limbajului formal
(cf. comentariul de la Axioma-schemd a substitutiei). Se adoptd urmatoarea definitie, mai

restrictiva, dar care nu are dezavantajul descris anterior:

4.10 Definitie. O clasd C(x) se numeste bine ordonata de o relatie de ordine stricta R(x, y)
dacd este total ordonatd de R si orice segment initial al lui C in raport cu relatia R este o
multime bine ordonata de R. Mai precis, au loc afirmatiile:

- R este o relatie ireflexiva pe C: Vx(C(x) — —R(x, x)).

- R este o relatie tranzitiva pe C: Vx Vy Vz(C(x)ACO)AC(Z)AR(x,y)AR(y,z) — R(x, z)).

- R este o relatie totald pe C: Vx Vy (C(x)AC(y) — (R(x,y) v R(y, x) v x =y)).

- Pentru orice multime ¢, segmentul initial al clasei C determinat de ¢ in raport cu relatia R,
adica clasa S)(C)(mod R) := C(x) A R(x, t), este o multime bine ordonata de R:

(VO 3)[(Vx)(x € s & (CX)AR(x, 1))] A (Vu)[(u# D Aucs)— Ip(p primul element al ui u)]

Daca C este bine ordonata de R in sensul definitiei anterioare, atunci orice clasa nevida
inclusd in C are prim element. Intr-adevir, fie D o clasi nevida inclusi in C si fie £ un element
din D (adica D(¢) adevarata). Daca ¢ este prim element in D in raport cu R, atunci am terminat.
Daca nu, existd ¢ in D mai mic strict decit #: D(g) A R(q, t). Dar segmentul initial S(C)(mod R)
este o multime; deci intersectia claset D cu S(C)(mod R), adicd clasa
D(x) A (x € S(C)(mod R)) este o submultime S a lui §(C)(mod R) (nevida, caci contine g). Din
buna ordonare a lui S(C)(mod R) deducem ca exista primul element m al multimii S. Acesta

este primul element al clasei D: daca ar exista n in D, mai mic decit m, atunci » este mai mic
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decit ¢ si deci n € S(C)(mod R). Astfel, n € S si obtinem o contradictie cu faptul ca m este

primul element al lui S.

Sa demonstram acum:

4.11 Propozitie. Clasa ordinalelor On este bine ordonata de relatia de apartenenta.

Demonstratie. Am vazut (4.9) ca relatia de apartenentd este totald pe clasa ordinalelor. Fie
o un ordinal si segmentul initial S,(On)(mod €) = On(f)A(t € ). Evident, aceastd clasa este o
multime, anume « (orice element ¢ al lui « este ordinal). Din definitia ordinalelor, o este bine

ordonat de apartenenta. O

X9

Ordonarea ,,nestricta” pe clasa On este incluziunea. Mai precis, pentru doua ordinale « si
b, (@€ v a=p) este echivalent cu o < f. Cel mai mic ordinal este &J. Care este insa cel

mai mic ordinal mai mare decit un ordinal « dat?

4.12 Propozitie. Pentru orice ordinal o, a\U{a} este tot ordinal (numit succesorul lui ) si
este cel mai mic ordinal, mai mare decit c.

Demonstratie. Propunem spre demonstratie afirmatia: « ordinal implica « U{«a} ordinal.
Fie acum £ un ordinal mai mare decit . Atunci « € f (adica {a} < f). Deci a < f (caci S
ordinal), si astfel o U{a} < f. Aceasta demonstreaza ca orice ordinal mai mare decit « este

mai mare sau egal cu o U{a}. Pe de alta parte, este evident cd a € aU{«a}. O

4.13 Definitie. Daca pentru ordinalul g exista « astfel incit f= aU{a} (S este succesorul
lui @), atunci « este ordinal, unic determinat de £ (de ce?) si se numeste predecesorul lui f.
Un ordinal « se numeste ordinal finit daca: sau o= I, sau orice element al lui « si « insusi
au un predecesor. Un ordinal care nu este finit se numeste ordinal infinit.

Se observa ca toate multimile din sirul (1) sint ordinale finite. De altfel, sirul a fost
construit plecind de la & si luind succesorul fiecarui ordinal construit deja.

Daca « este ordinal finit, atunci se verifica imediat ca:

- orice ordinal f < « este ordinal finit.

- succesorul lui a, aU{a}, este ordinal finit.

4.14 Propozitie. Axioma infinitatii este echivalenta cu afirmatia:

Ordinalele finite formeaza o multime (notata cu ).

Demonstratie. Presupunem axioma infinitatii adevaratd si considerdm multimea
w = {a € M| o ordinal finit}, unde M este datd de 4.1. Sa aratam ca @ contine orice ordinal
finit. Daca nu ar fi asa, ar exista un ordinal finit £, cu f ¢ M. Cum clasa ordinalelor finite este
bine ordonata, exista cel mai mic ordinal finit x# cu proprietatea cd u ¢ M. Cum & € M,
1 # . Insd atunci u are un predecesor A, care (din modul de alegere al lui z) este in M. Insa

atunci succesorul lui A (adicd u) apartine lui M, contradictie.
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Invers, daca ordinalelele finite formeaza o multime @, atunci w satisface proprietatile din

axioma4.1: @ € wsi Va € o, avem aU{a} € w. O

Acum se poate da urmdtorul model (in cadrul teoriei axiomatice a multimilor) pentru
axiomele Dedekind-Peano:

- numerele naturale sint ordinalele finite,

- numarul natural 0 este multimea vida &,

- functia succesor este functia s : @ — o care asociaza fiecarui ordinal finit o succesorul

sau aU{a}.

Clar, axiomele 1-4 sint verificate. Sa verificam si axioma inductiei:

4.15 Propozitie. (Teorema inductiei pe multimea ordinalelor finite) Fie P o clasa de
ordinale finite astfel incit P(D) este adevarata §i, ¥ a ordinal finit cu P(@) adevarata, rezulta
ca P(aU{a}) adevarata. Atunci P(a) adevarata pentru orice ordinal finit .

Demonstratie. Clasa P corespunde unei submultimi (notatd tot P) a lui @. Daca P # o,
atunci o\ P # & si deci @\ P are un prim element £, cu S+ & din ipoteza P(J) adevarata. Fie
a predecesorul lui . Avem a ¢ w\ P, deci P(a) adevarata, de unde rezulta P(a U{a}) = P(p)

adevarata, adica f € P, contradictie cu f € w\ P. O

4.16 Observatie. Multimea @ a ordinalelor finite este un ordinal (demonstrati!), care nu
este finit.

Alte rezultate despre ordinale sint propuse ca exercitii. Detalii si dezvoltari ale teoriei
ordinalelor pot fi gasite de exemplu in SCORPAN [1996].

In continuare vom identifica multimea ordinalelor finite @ cu multimea numerelor naturale
N. Notadm cu < relatia de ordine pe N (numita relatia de ordine uzuald) si cu n + 1 succesorul
numarului natural (ordinalului finit) n. Prin aceasta identificare, 0 corespunde Iui &, 1 lui

{D}, s.am.d.; n + 1 corespunde lui n U {n}. Observam ca atuncin= {0, 1, ..., n — 1}.

Prin analogie cu N, se noteaza cu < relatia de ordine strictd pe On (pentru orice ordinale

a, B, a< finseamna deci @ € f) si cu a+ 1 succesorul ordinalului & (deci o+ 1 =aU {a}).
Este deosebit de important urmatorul enunt, care std la baza rationamentelor prin inductie:
Multimea numerelor naturale N este bine ordonata in raport cu relatia de ordine uzuala.

Consideram utile citeva remarci si rezultate privind tehnica de demonstratie prin inductie,
respectiv de definire prin recurenta. Mai intii dam un rezultat care este cunoscut uneori ca o

,varianta a principiului de inductie”:

4.17 Propozitie. Fie P(x) o expresie cu proprietatea cd, pentru orice numar natural n,

daca P(k) este adevarata pentru orice k < n, rezulta ca P(n) este adevarata. Atunci P(n) este
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adevarata pentru orice numar natural n. Mai precis, are loc (subintelegem ca toate
variabilele sint in N):
{Vn [(Vk (k<n— P(k) — Pn)]j — (Vn)(P(n)).

Demonstratie. Mai intii observam ca, in conditiille din enunt, P(0) este adevarata.
Intr-adevar, pentru n = 0 are loc implicatia: [Vk(k < 0 — P(k)] — P(0). Dar Vk(k <0 — P(k))
este adevaratd, deoarece k < 0 este falsd pentru orice k € N (o expresie de forma p — g este
adevarata daca p este falsa!). Deci P(0) adevarata. 19

Presupunem prin absurd cd existd n € N astfel incit P(n) sa fie falsd. Atunci multimea
nevida {n € N | P(n) falsd} are un prim element a. Deci P(k) este adevarata, Vk < a, din modul
de alegere a lui a. Cum are loc implicatia (Vk(k <a — P(k)) — P(a), rezultd ca P(a) este

adevarata, absurd. O

Este remarcabil faptul ca acest rezultat are loc in orice multime bine ordonata. Propunem

cititorului sa reia ideea demonstratiei de mai sus pentru a arata :

4.18 Propozitie. Fie (4, <) o multime bine ordonata §i fie P(x) o expresie cu proprietatea
cd, pentru orice n € A, daca P(k) este adevarata pentru orice k<n, k € A, rezulta ca P(n)
adevarata. Atunci P(n) adevarata pentru orice n € A. Mai precis, are loc (subintelegem ca

toate variabilele sint in A):
{Vn [(Vk (k<n— P(k)) > P(n)]} — (Vn)(P(n)). O

Un exemplu de aplicare a acestei propozitii este demonstratia teoremei polinoamelor
simetrice (unde multimea bine ordonati este N”, cu ordinea lexicografici).

Mai mult, se poate face inductie pe clase bine ordonate. Daca R(x, y) este o relatie de
ordine, vom scrie, mai sugestiv, x <y (mod R) in loc de R(x, y) A (x #y). Demonstratia

rezultatului ce urmeaza este similard cu cea de la multimi bine ordonate.

4.19 Propozitie. Fie A(x) o clasa bine ordonata de o relatie R(x, y) si fie P(x) o expresie cu
proprietatea ca, pentru orice n din clasa A, daca P(k) este adevarata pentru orice k din A, cu
k <n (mod R), rezulta ca P(n) adevarata. Atunci P(n) adevarata pentru orice n din A. Mai
precis, daca are loc:

Vn{[A(n) A (Vk (A(k) A k < n(mod R)) — P(k)] — P(n)},
atunci are loc (Vn)(A(n) — P(n)). O

In general, astfel de rationamente se fac pe clasa ordinalelor On si se numesc rationamente

prin inductie transfinita.

Strins legat de principiul demonstratiei prin inductie este definirea sirurilor prin recurenta

(numitd uneori definire prin inductie, denumire improprie, caci inductia este o metoda de

' Asadar, nu are rost si se arate ci P(0) este adeviarati cind se foloseste acest rationament prin inductie!
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demonstratie). De exemplu, este clar ca relatiile xo = 1, x,+1=2x,+ 1, Vn € N, definesc unic

sirul de numere naturale: xo=1,x;=3,x=7,x3=15, ... .

4.20 Definitie. Fie 4 o multime nevida. Se numeste sir (indexat dupa @) 20 cu valori in 4,
orice functie s : @ — A (w este ordinalul tuturor ordinalelor finite). Mai general, daca « este
un ordinal oarecare, vom numi gir (indexat dupad «) cu valori in 4 orice functie definita pe o
cu valori in 4.

Pentru un sir s: @ — 4 se folosesc notatii de tipul (s;)ic, Sau {s;|i € a}. Pentru orice
B € o (P este deci ordinal!), notdm cu s|grestrictia lui s la S (s|s este atunci sir indexat dupa ).
De exemplu, daca (s,),co €ste un sir indexat dupa @, atunci:

slo = 5|z = s1 = slioy = {(0, 5(0))}; sl =slg,13 = {(0, 5(0)), (L, s(1))}, ...,

Sl =Slio, on—1 = {00, 500)), (L, s(1))s ..oy (n = 1, 501 = 1))}

Ce inseamna a defini prin recurenta un $ir (s,),ce? Intuitiv, pentru orice n € @, termenul s,
»depinde de termenii precedenti so, ..., S,—1", adicd este data o ,,relatie de recurentd” de forma
Sp=fS0, ..., Sn—1). Observam ca putem rescrie aceasta sub forma s, = f{s|,), folosind notatiile
de mai sus. Deci f este o functie cu domeniul format de multimea sirurilor (cu valori in 4),

indexate dupa un n = {0,1, ..., n — 1}. Mai general, putem da urmatoarea:

4.21 Definitie. Fie 4 o multime nevida si « un ordinal. Pentru fiecare f € a notam cu
SpA)={b|b: — A}
multimea sirurilor cu valori in 4, indexate dupa f. Fie
SA, @) =Upgec o« SpA) = {b | 3P (B € asib este functie de la fla 4)}
multimea sirurilor cu valori in 4, indexate dupd ordinale din a. Daca s: a— 4 si f <€ «,
atunci s g € Sg4) < S(4, a), deci exista fis | € 4.
O relatie de recurenta este o functie /: S(4, &) — A. Spunem ca sirul s : @ — A este definit

recurent de relatia de recurenta f dacd, Vf € «, avem :

s(B) =1sp-

4.22 Teorema. Fie o un ordinal si A o multime. Pentru orice relatie de recurenta
f: 84, a) > A exista un unic sir s . @ — A care este definit recurent de f.

Demonstratie. Unicitatea: presupunem ca existd doud siruri s: a— A4 §i t: a— A,
definite recurent de f, astfel incit s # . Deci multimea {f € a|s(f) # ()} este nevida si are
un prim element 7. Atunci s(y) =t(), Vye x, adica s|, =t|,. Dar s(n) =f{s|,) =fit]») = t(n),
contradictie.

20 Reamintim ci am identificat N cu ordinalul w.
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Existenta: Notam cu ¢ multimea ordinalelor £ din o pentru care existd un sir sz indexat
dupa f, definit recurent de f, adicd: 6:={fe a|Isp: oA AVye B — sgN =154}
Evident, 6 < a. Avem de ardtat cd o= a.

Afirmam ca 6 este un ordinal. E suficient s demonstram cd O este segment initial (vezi
4.6). Observam ca & € J (functia & :J — A este definitd recurent de f'!), deci O este
nevida. Fie f e 6. Vrem sa aratam cad ye€ o, Vy< f Cum fe o, exista s: f— A definit
recurent de f. Pentru s|, avem, VA € y: s|, (4) = s(4) = f(s]1) =£(s],)] ), deci 5|, este definit pe y
si este definit recurent de 1. Astfel, y € o.

Cum o este ordinal si 0 «, avem 0= a sau 0 € a. Dacad o= @, am terminat. Presupunem
prin absurd ca J € «a.

Observam ca, VS € ¢, sirul sz definit recurent de f este unic determinat, din prima parte a
demonstratiei. Mai mult, VB e o s1 Vye S, restrictia lui sg la y coincide cu s, (tot din
unicitate). Definim atunci s : 6 — A4 prin : V8 € 6, s(f) = f(sp). Definitia are sens: sz este un sir
indexat dupa £ (unicul sir definit recurent pe S de f') si exista fisp) € 4.

Sa demonstram ca s: 0— A este definit recurent pe o0 de f, adica: VS e 6 are loc
s(B) =fis|p). Comparind cu definitia lui s, aceasta revine la a ardta cd V3 € o, avem s|g= sp.

Fie f e i1 fie y € B Avem, din cele de mai sus: s(y) =f{s,) = flsgl,) =s4), Vy € B. Deci
slgy) =spy), Vye B, adicd s|g=sp

Deci 0 € asiexista s : d — A definit recurent de f. Din definitia lui 6, avem 6 € &; absurd.[d

Definitiile prin recurentd pe un ordinal oarecare sint cunoscute ca definitii prin recurenta
transfinita. Acest tip de definitii se utilizeaza, intre altele, in teoria dimensiunii laticelor i a
modulelor (vezi de exemplu NASTASESCU [1983]).

Prezentam o proprietate foarte importantd a lui N, a carei demonstratie ilustreaza principiul
de demonstratie prin inductie. Se presupun cunoscute operatiile de adunare si inmultire in N si
proprietatile lor.

4.23 Teorema (Teorema impartirii cu rest in N). Pentru orice numere naturale a, b, cu
b+#0, exista q, r € N astfel incit a=bq +r §i r=0 sau r < b (q se numeste citul iar r restul
impartirii lui a la b). In plus, q si r sint unic determinate cu aceste proprietdfi.

Demonstratie. Fie b # 0 fixat. Demonstram prin inductie dupa a, aplicind 4.17. Mai precis,
consideram P(a): 3¢ Ir (g e NAre Naa=bg+rAr<b).

Pentru orice a < b, P(a) este adevarata, luind ¢ = 0, = a. Presupunem acum ca a > b si P(k)
este adevarata, Vk € N, k < a. S& demonstram P(a). Cuma>b avem a—b € Nsia—b<a.
Deci are loc P(a — b): 3q, rastfelincita —b=bg+rsir<b,adicia=b(g+1)+r,cur<b.

Unicitatea: presupunem ca a = bg +r=>bt+ s, cu r < b si s < b. Pentru a face o alegere, fie
g>t, adicda g—t>0. Atunci b(g—t)=s—r. Cum s<b, rezulta ca s—r<b. Astfel,
b(q — t) < b, de unde obtinem g —t=0sis—r=0. O
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Teorema impartirii cu rest este de o importantd covirsitoare in matematicd. O prima

aplicatie a ei este reprezentarea numerelor naturale intr-o baza data (vezi Exercitii).

Un alt punct de vedere privind ordinalele este descris in continuare.

4.24 Definitie. Fie (4, <) s1 (B, <) multimi ordonate. O aplicatie ¢ : 4 — B se numeste
morfism de ordine (sau aplicatie crescatoare) daca Vx, y € A, din x <y rezultd ¢(x) < ¢(y).
Mortfismul @ se numeste izomorfism de ordine daca ¢ este bijectiva si inversa sa (p_l este tot
morfism. Multimile ordonate (4, <) si (B, <) se numesc izomorfe daca existd mdcar un

izomorfism de ordine ¢ : A — B, caz in care scriem 4 = B.

4.25 Observatie. Daca (4, <) si (B, <) sint fotal ordonate, atunci orice morfism bijectiv
@: A — B este si izomorfism. Demonstrati! Pentru multimi ordonate in general, nu orice
morfism bijectiv este i1zomorfism, dupa cum aratd exemplul aplicatiei identitate
id : (N *, ) — (N *, <), unde (N *, |) este multimea numerelor naturale nenule inzestratd cu relatia
de ordine divizibilitatea, iar < este relatia de ordine uzuala.

Comparati rezultatul urmator cu 4.9:

4.26 Propozitie. Fie A si B multimi bine ordonate. Atunci are loc exact una din situatiile:

A = B; A izomorf cu un segment initial al lui B; B izomorf cu un segment initial al lui A. O

Clasa multimilor ordonate izomorfe cu o multime ordonatad data (4, <) se numeste tipul de

ordine al lui (4, <). Orice multime bine ordonatd este izomorfa cu un unic ordinal:

4.27 Propozitie. Fie (A, <) o multime bine ordonata. Atunci exista un unic ordinal (o, €)
izomorf cu (A, <). O

Astfel, pentru orice tip de buna ordine, exista un unic ordinal in acel tip (si, evident, orice
ordinal se afld intr-un unic tip de buna ordine). Din acest motiv, uneori prin ordinal se
intelege un tip de ordine de multimi bine ordonate. Rezultatele enuntate aratd echivalenta
celor doud abordari.

L.5. Comentarii si completari privind axiomatica multimilor

In aceasta sectiune vom discuta cu titlu informativ anumite aspecte ale teoriei axiomatice a
multimilor. Pentru detalii, se pot consulta lucrari precum SCORPAN [1996], MANIN [1977].

Sistemul ZF propriu-zis contine 4 axiome si o schema de axiome: axioma extensionalitdatii,
axioma reuniunii, axioma multimii partilor, schema de axiome a substitutiei si axioma

infinitatii.
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Este de dorit ca orice teorie axiomaticd (deci si ZF) sa satisfaca urmatoarele proprietati:

Consistenta (sau necontradictorietatea) teoriei: din axiomele teoriei nu se poate deduce
simultan o propozitie §i negatia ei (adica nu se poate obtine o contradictie). O teorie care nu
este consistenta nu are nici o valoare stiintifica: daca exista o propozitie p astfel incit p §i —p
sint adevarate, atunci orice propozitie q este adevarata (ceea ce elimina orice interes in
stabilirea adevarului unei propozitii). Intr-adevar, este clar ci, daci p si p — ¢ sint adevarate,
atunci ¢ este adevarata. Insd p e adevarata din ipoteza, iar p — ¢ este —p Vv ¢, adevarata cici
—p este adevarata.

Independenta axiomelor: nici o axioma nu este o consecintd a celorlalte. O teorie in care
axiomele nu sint independente nu este insa lipsitd de interes (poate fi, cel mult, acuzata de
redundanta).

Problemele stabilirii consistentei $i independentei unui sistem axiomatic sint dificile si
profunde.

Strins legata de problema consistentei este modelarea unui sistem axiomatic. Se numeste
model al unei teorii axiomatice o structura de obiecte care satisfac axiomele teoriei. Se pot da
exemple numeroase: un model al axiomelor geometriei plane este RxRR, un model pentru
axiomele inelului este (Z, +, -) etc. Are loc urmatorul rezultat: o teorie axiomatica este
consistenta daca si numai daca are un model.

Se observa ca, in exemplele de mai sus, modelele teoriilor sint obiecte construite in cadrul
teoriei (axiomatice) a multimilor (care este mai larga decit teoriile respective). O teorema a lui
Godel afirma, intr-o exprimare neriguroasa, ca un model pentru o teorie axiomatica poate fi
construit doar intr-o teorie mai largd. Asadar, un eventual model pentru ZF (care i-ar
demonstra consistenta) nu ar putea fi construit decit intr-o teorie mai larga. Insi ZF este
suficient de cuprinzatoare pentru a putea servi drept fundament al Intregii matematici; pe de
alta parte, verificarea consistentei unei ipotetice teorii mai largi revine la constructia unei
teorii 1 mai largi s.a.m.d. Se vede ca aceastd cale nu conduce la o demonstratie a consistentei
teoriei ZF. Se poate doar presupune ca teoria ZF nu conduce la aparitia de contradictii (de
fapt, am vazut cd a fost creatd tocmai pentru a elimina contradictiile apdrute in teoria naiva a
multimilor). In acest sens, este graitor urmitorul citat din MANIN [1977], p. 102:

Problema consistentei formale a axiomelor Zermelo-Fraenkel trebuie sd rimind o chestiune de
credintd, cu exceptia cazului cind o eventuald inconsistentd formald este demonstrata. Pind acum
toate demonstratiile bazate pe aceste axiome nu au dus niciodata la o contradictie; dimpotriva, au
deschis in fata noastra bogata lume a matematicilor clasice si moderne. Aceastd lume are o
anumita realitate si o viata proprii, care depind in micd masura de formalismele alese pentru a le
descrie. O descoperire a unei contradictii in oricare din diversele formalisme, chiar daca ar aparea,

ar servi doar la clarificarea, rafinarea si poate reconstructia unor anumite idei, dar nu ar conduce la

falimentul lor, cum s-a Intimplat de mai multe ori in trecut.

Independenta axiomelor are si ea legdtura cu consistenta. Sa exemplificam aceasta pe cazul

unei noi axiome, axioma fundarii.
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Axioma fundarii (AF). Orice multime nevida contine un element de care este disjuncta:
(Va)la# D — @b)(b € a A ba=D)].

Acest enunt implica: Nici o multime nu este element al ei insdsi. Intr-adevir, daci avem o
multime x astfel incit x € x, atunci {x} contrazice axioma funddrii: singurul element al lui {x}
este x si avem x{ Ix nevida, caci contine pe x. Mai mult, nu exista ,lanturi de multimi” de
forma xpex; exy e ... €x, €x9. Dacd ar exista un asemenea lant, atunci multimea
{xo0, X1, ..., Xy} contrazice AF (de ce?). La fel, nu poate exista un sir (x,), < » astfel incit
Xn+1 € Xn, Vi € @. AF 151 datoreazd numele faptului ca, pentru orice multime x, orice lant de
forma x3xy>x;3...2x,>... este finit si se termina cu &: dn astfel 1incit

X3X03Xx1 3 ... 25X, 2 D: orice sir descrescator (fatd de relatia €) este finit si ,,fundat” pe
®.21

S-a demonstrat ca, daca acceptam ca ZF este consistenta, atunci ZF + AF (sistemul ZF la
care se adauga AF) nu conduce la contradictii. Aceastd probare a consistentei relative a AF
s-a realizat prin construirea unui model (in cadrul ZF) care satisface ZF + AF. In plus, s-a
construit un alt model (tot in cadrul ZF) care satisface ZF si negatia AF. Din aceste doua

rezultate se vede ca AF este independentd de ZF (nu poate fi dedusa din axiomele ZF).

Un alt rezultat in aceastad directie este demonstrarea independentei axiomei infinitatii fata

de restul axiomelor ZF, printr-un procedeu principial asemanator cu cel de mai sus.

Axioma alegerii (AC)** este o noud axiomd care joacd un rol deosebit in matematica,
datorita faptului ca, pe de o parte, are un enunt aparent ,,evident”; pe de altd parte, are un
caracter neconstructiv care i-a atras multe critici. Existd multe enunturi echivalente cu aceasta
axioma. In formularea lui Zermelo, AC se enunta:

Pentru orice mulfime A in care elementele sint disjuncte doud cite doud™, existd o multime
care contine exact un element din fiecare multime nevida din A -

(VA[(Vx)(Vy)x e AryeArx#y) o x[ly=T] —
@o)[(Vx)(x € A A x # D) — (Tz)(c[ x = {z}].

Altfel spus, putem ,,alege” cite un element din fiecare multime nevida din 4 si forma cu ele
o noud multime. Controversele privind aceastd axioma provin si din faptul ca se postuleaza
existenta unei astfel de multimi si implicit a unui ,,procedeu de alegere” a unui element dintr-o
multime nevidi. In 1963 s-a demonstrat ci AC nu poate fi dedusi din ZF. In majoritatea
matematicilor contemporane, AC este acceptata alaturi de ZF, in sistemul numit ZFC.

Exista numeroase enunturi echivalente cu Axioma Alegerii. lata citeva:

21 Astfel, intregul univers descris de ZF si AF este "creat" pornind de la & (universul "von Neumann", vezi
MANIN [1977], p. 95-102).

2 Acronimul expresiei Axiom of Choice.

 Reamintim ca elementele lui 4 sint tot multimi.
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Principiul bunei ordonari (Zermelo 1904). Orice multime nevida A poate fi bine ordonata
(exista o relatie de buna ordine pe A).

Produsul cartezian al unei familii de multimi nevide este nevid.

Pentru orice multime a, exista o functie de alegere f: a — Ua (adica f are proprietatea ca,
Vxea,x#@ — flx)ex). ™
Pentru orice functie surjectiva ¢ : E — F exista v : F — E astfel incit oy = idp.
Lema lui Zorn. Fie (4, <) o multime ordonata nevida in care orice submultime total

ordonata este majorata (multime ,, inductiv ordonata”). Atunci A contine un element maximal.

Lema lui Zorn este folosita in algebra in demonstrarea unor teoreme importante: existenta
unei baze Intr-un spatiu vectorial oarecare, existenta idealelor maximale intr-un inel, existenta

inchiderii algebrice a unui corp comutativ.

In continuare prezentam citeva notiuni de teoria cardinalilor. Pentru o tratare mai in

detaliu, vezi MIRON, NASTASESCU [1974], SCORPAN.

5.28 Definitie. Fie 4 si B doud multimi. Spunem cd A4 si B sint echipotente (sau cd sint
cardinal echivalente, sau ca au acelasi cardinal) daca existd o bijectie f: 4 — B. Scriem
atuncid ~Bsau|A|=|B|.

Pentru orice multimi 4, B, C, au loc:

a) A ~ A (reflexivitate);

b) Daca 4 ~ B, atunci B ~ 4 (simetrie);

c)Daca 4 ~ B si B ~ C, atunci 4 ~ C (tranzitivitate).

n

Astfel, putem spune ca relatia de echipotentd " ~" este o relatie de echivalenta pe clasa
multimilor. Clasa® tuturor multimilor echipotente cu o multime dati 4 se numeste cardinalul
multimii A $i se noteaza card A sau | 4 |. Spunem cd 4 este o multime finita cu n elemente
(n e N)daca 4 ~ {1, ..., n} si atunci notam | 4 | = |{1, ..., n}| = n. O multime care nu este fi-
nitd se numeste infinita. Se poate demonstra ca: multimea A este infinita <> exista o functie
injectiva @ : A — A care nu este surjectiva <> exista o functie injectiva y: N — A.

Daca |4 | =| N |, spunem cd 4 este o multime numarabila.

Se introduce o relatie de ordine intre cardinali: spunem cd | 4 | <| B | dacd exista o functie
injectivd @ : A — B. Definitia este corecta: daca 4 ~A', B~ B’ si existd o functie injectiva
@ : A — B, atunci existd o existd o functie injectiva ¢': 4" — B’ (demonstrati!).

Se verificd imediat ca, pentru orice multimi 4, B, C are loc:

a) | A | <| 4| (reflexivitate);

b)|A|<|B|si|B|<|C|implica |4 | < | C| (tranzitivitate);

# Altfel spus, functia f "alege" cite un element f{x) din fiecare multime nevida x € a.
 Nu putem vorbi de "mulfimea tuturor multimilor echipotente cu 4".
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Are loc urmatoarea teorema importanta, care aratd ca < este si antisimetrica (deci are

intr-adevar aceleasi proprietati ca o relatie de ordine).

5.29 Teorema. (Cantor-Schréder-Bernstein) Fie 4 si B doua multimi. Daca |A|<| B | si
| B|<|A|, atunci|A|=|B|.
Demonstratie. Idee: sa gdsim D c 4 astfel incit 4\ D < Img si a: A — B, datd de:

a(a)={ f(a) daciaeD

g '(a) daciaeD

sd fie o bijectie (faceti un desen!). Trebuie sd avem atunci 4\D =g(B\f{D)), adica
D=A4\gB\fiD)).

Pentru a gasi D ca mai sus, definim ¢: PA) — P(4), o(E) :=A\g(B\AE)), VE € P(A).
Noi cautdm un D cu ¢(D) = D.

Se aratd usor ca @ este crescatoare: daca E C F, atunci ¢(E) < ¢(F).

Definim M :={E c A | E < ¢(E)}. Evident, M este nevida caci, de exemplu, & € M.

Fie D:=U{E|Ee M}. Sa aritam ca ¢D)=D. Avem ¢@D)=@U{E|E e M})=
U{@E) | E e M} DU{E|E € M} =D. Deci D < (D). Aplicind ¢ acestei incluziuni, obtinem
oD) < p(p(D)) adica p(D) € M. De aici, D=U{E | E € M} > ¢p(D). Astfel, @(D) = D. Lasam

cititorului verificarea faptului ca « este bijectie. O

Relatia de ordine < este si fotala (demonstratia face apel la Axioma Alegerii):

5.30 Teorema. Oricare ar fi doua multimi A, B, areloc | A | <| B |sau |B|<| A4 |. O

Aceasta ultima proprietate este echivalentd cu Axioma Alegerii.

Exercitii

1. Fie A, B multimi. Scrieti o expresie a limbajului formal care sd semnifice ca:
a) Multimea 4 nu este inclusd in multimea B.
b) A4 # B (folositi doar relatia de apartenenta).
b) Dacd f: 4 — B este o functie, iar C, D < A4, scrieti ca f{C) = f(D).
2. Demonstrati cd axioma infinitdtii este echivalenta cu enuntul: Exista un ordinal infinit.
3. Demonstrati ca clasa ordinalelor On nu este multime (,,paradoxul Burali-Forti”).
4. Demonstrati ca reuniunea unei multimi 4 de ordinale este un ordinal si este marginea
superioara a lui 4 in On.
5. Un ordinal se numeste ordinal limita daca nu are un predecesor. Aratati cd o este cel mai
mic ordinal limitd si cd axioma infinitatii este echivalentd cu afirmatia: Exista un ordinal

limita. Care este succesorul lui @?
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6. Aratati ca ordinalul o este ordinal limitd daca si numai dacd a=sup {f| f € a} (margine

superioara in On).

7. Inductia transfinitd (pe clasa ordinalelor On) se face adesea distingind cazul ordinalelor
limitd. Mai precis, demonstrati ca dacd o expresie P(x) are proprietatile:

a) P(J) adevarata,

b) Va [(On(a) A P(a)) = P(a+ 1)];

¢) Pentru orice ordinal limitd A, daca P(f) adevarata, V< A, atunci P(1) adevarata,

atunci P(«a) adevarata pentru orice ordinal c.

8. Axioma infinitatii face referire la multimea vida ¢, a carei existenta rezulta din existenta
macar a unei multimi. Dar acest lucru este asigurat de axioma infinitatii. Cum se poate iesi din

acest (aparent) cerc vicios?
9. Aratati ca, pentru orice multime 4, are loc | P(4) | > | 4 |.

10. (Reprezentarea unui numar in baza b) Fie b un numar natural nenul fixat (numit baza de
. - . - . A . * .
numeratie). Demonstrati cd, Va € N, exista si sint unice n € N i ¢, ...,c,-1 € {0, 1, ...,

b — 1}, astfel Incit |
a=c,_1b" +..+cihb+co (R)

In cazul in care are loc egalitatea (R) de mai sus, se mai scrie a = ¢, _...CiCo, SCriere numita
reprezentarea lui a in baza b. Numerele naturale 0, 1, ..., b — 1 se numesc ciﬁfe26 in baza b
(pentru scrierea concretd se dau b simboluri care reprezinta aceste cifre si nu se foloseste bara
superioard, scrisa aici pentru a evita confuzia cu produsul ¢, _...cico). Uneori, in notatie, se
mai specifica baza b, ca indice. De exemplu, 1057 = 54;¢. (Ind. Din teorema Tmpartirii cu rest
aplicata lui a si b, 3! g, r € N astfel incit a = bg + r. Se pune co=r si se repetd procedeul
pentru g — sau, mai riguros, se aplica o inductie dupa a. Pentru unicitate, se observa cd ¢y este
restul Tmpartirii lui @ la b §i se aplicd o inductie dupd cel mai mic numar de cifre din
ipoteticele reprezentari ale lui a In baza b).

11. Reprezentati in baza 10 numerele 10115, 12125. Scrieti in bazele 2, 7, 16, numerele 129,
1152y,

* A se remarca distinctia intre numdr si cifrd (intr-o baza fixatd). De exemplu, cifrele in baza 16 (sistem
hexadecimal) sint 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B, C, D, E, F, unde A reprezinta pe 10 (scris in baza zece), B pe
11, ...



Il. Multimi factor si constructii de structuri numerice
fundamentale

Presupunind cunoscutd multimea N a numerelor naturale, inzestrat cu operatiile de
adunare si Tnmultire (cu proprietdtile cunoscute) si cu structura sa de ordine uzuald (N este o
multime bine ordonata), se pune problema construirii celorlalte structuri numerice de baza:
Z,Q, R, C, la care putem adauga inelele de clase de resturi Z,.

Se impune un comentariu privind notiunea de ,,numar”. In multe carti se pun intrebari
(probleme) de genul ,,ce este numarul (eventual rational sau real sau complex)”, urmind ca
autorul sd dea un raspuns de natura filozofica sau matematicd. Notiunea de numdar (privit ca
element individual, izolat) nu are o semnificatie deosebita in matematicd, mult mai importanta
fiind cea de structura pe o multime numerica. Astfel, de pildd multimea R a numerelor reale
este importanta prin structurile cu care este inzestrata: structura algebrica de corp comutativ,
cea de ordine (este total ordonata si orice submultime majorata are supremum), cea topologica
derivata din acestea (este spatiu metric complet); un numar real, luat ca element individual al
lui R, nu poate fi pus nicidecum in legitura cu astfel de proprietdti. Insistdm asupra acestei
distinctii pentru cd o constientizare a ei 151 poate pune amprenta si asupra stilului de predare a

acestor concepte fundamentale.

I1.1. Relatii de echivalenta si multimi factor

Relatiile de echivalentd sint un instrument esential in matematica, mai ales in problemele
de constructii de obiecte (structuri) noi. Vom descrie un procedeu general, constructia
multimii factor (cit) in raport cu o relatie de echivalenta, care, aplicat in diverse cazuri
particulare, duce la constructii importante. Trebuie subliniat ca multimea factor obtinuta se
inzestreaza cu o structurd care este de obicei legatd de structura multimii initiale (ceea ce
presupune o compatibilitate intre relatia de echivalenta si structura initiald). Aceasta metoda
permite constructia unor structuri matematice importante: Z (construit ca multime factor a lui
N x N), Q (multime factor a lui Z x Z*; acelasi procedeu da in general inele si corpuri de

fractii), R (multime factor a multimii sirurilor Cauchy de numere rationale), C (multime factor

42
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a inelului de polinoame R[X]). Remarcam ca majoritatea constructiilor In matematica sint
multimi factor in raport cu o anumita relatie de echivalenta: produsul tensorial a doud module,
grupul liber pe o multime, spatiile proiective din geometrie, spatiile L” din analiza, ... si lista

este departe de a fi completa.

Fie A o multime si p o relatie de echivalentd pe 4. Multimea
{x € 4| xpa;
poartd numele de clasa de echivalenta a elementului a relativ la relatia p si se noteaza cu a.
Se folosesc adesea multe alte notatii, depinzind de cazul particular ales si de dorinta de a
include sau nu relatia p in notatie. De exemplu, clasa lui a se mai noteaza C,, a , a p [a]p ete.

Daca pentru elementele a si b are loc apb, mai spunem ca a si b sint echivalente modulo p.

1.1 Definitie. Multimea claselor de echivalenta in raport cu relatia p se numeste multimea

cit (sau factor) a lui 4 in raport cu psi se noteazi cu A/p. Deci A/p:={a|a € A}.

1.2 Propozitie. Fie p o relatie de echivalenta pe A. Atunci:

a)Va e Aareloca e a (deci a este nevida).

b)Va, b € A, avem: a=b o apb.

¢)Va, beA, arelocﬁec; =Z;,ﬁec;ﬂl; =Q.

d) |Ja =4 O

aed

O multime P de submultimi nevide ale lui 4, disjuncte doud cite doud, a caror reuniune
este A, este numita partitie a lui A. Mai precis, avem:

a)VB(BeP)—>B#J;

b)VB[(Be P)A(Ce P)A(B#C)]— (BNC=0),

c)U{B|Be P =A.

Propozitia anterioard nu spune altceva decit ca multimea factor a lui A in raport cu o
relatie de echivalenta este o partitie a lui A. Reciproc, orice partitie poate fi obtinutd dintr-o

relatie de echivalenta:

1.3 Propozitie. Fie P o partitie a multimii A. Atunci relatia p definita prin:
Va, b € A, apb < 3B € P astfel incita € Psib € P

este o relatie de echivalenta pe A si P este chiar multimea cit A/ p. O

In aplicatii, multimea initiala are de obicei o structurd (algebrica, topologica, de ordine,...),
iar relatia de echivalentd este compatibila cu structura datd (sensul precis al acestei
multimea factor obtinutd va mosteni o structurd de acelasi tip ca multimea initiald. Vom
prezenta exemple de aplicare in algebra a acestei constructii fundamentale (trecerea de la o

multime la multimea factor in raport cu o relatie de echivalenta) in paragrafele urmatoare.

Un concept important este cel de sistem de reprezentanti.
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1.4 Definitie. Fie p o relatie de echivalenta pe multimea 4. Spunem cd submultimea S < 4
este un sistem de reprezentanti®’ pentru clasele de echivalentd (modulo p) daca orice element
din 4 este echivalent modulo p cu exact un element din S. Intuitiv, un sistem de reprezentanti
se obtine ,,alegind” din fiecare clasd de echivalentd cite un element (,,reprezentantul” clasei
respective). Astfel S este sistem de reprezentanti daca i numai daca:

(Va € A)(3s € S)(aps) A (Vs, t € S)( (spt) — s =1).

1.5 Exercitii. a) Fie relatia de echivalentd definita pe R’ (identificat cu un plan in care s-a
ales un sistem de coordonate Oxy): (x, y)~(z, t) < x =z. Clasele de echivalentd sint dreptele
paralele cu Oy. Un sistem de reprezentanti este (de exemplu) {(x,0) | x € R}. Multimea factor
R2/~ este 1n bijectie cu R. Cum se poate defini o relatie de echivalenta pe R’ astfel incit
clasele de echivalentd sa fie dreptele paralele cu o dreapta fixata ce trece prin origine, de
ecuatie y = ax?

b) Puteti defini o relatie de echivalentda pe R’ astfel incit clasele de echivalentd sa fie
cercurile concentrice cu centrul in origine? Dar patrate centrate 1n origine, cu laturile paralele
cu axele? Dar patrate centrate in origine, cu laturile paralele cu bisectoarele sistemului de axe?

c¢) Pe R definim relatia de ,congruentd modulo Z”: pentru x, y € R, spunem ca
x=y (mod Z) dacd x —y € Z. Un sistem de reprezentanti este dat de intervalul [0, 1). Acesta
este un caz particular de grup factor (in cazul nostru R/Z).

d) Inchiderea tranzitivi a unei relatii. Fie p o relatie pe multimea 4. Definim o noua relatie
7, pe A4, astfel: Va, be A, at,b < Ine N si xy,...,x, € A astfel incit a=x1, b=x, si
xXipxi+1, i=1,..., n—1. Atunci 7, este o relatie tranzitiva pe A. Mai mult, 7, este cea mai

mica (in sensul incluziunii) relatie tranzitiva pe A care include relatia p.

I1.2. Inelul numerelor intregi

Necesitatea considerarii numerelor negative apare din considerente practice, binecunoscute
cititorilor (pentru a modela situatii precum: temperaturi negative, datorii in conturi bancare
etc.), dar si din considerente matematice: diferenta a douad numere naturale nu este intotdeauna
definita ca un numadr natural. Formulat altfel, nu pentru orice a, b € N ecuatia x + a =b are
solutii x € N.

De aici apare si ideea de a concepe un ,,numar intreg negativ”’ ca o diferenta de numere
naturale. Bineinteles, pentru o ,,diferentd” datd existd mai multe (chiar o infinitate de) perechi

de numere naturale care au aceeasi diferenta: de exemplu perechile (0, 1), (1, 2), (2, 3), ... au

27 0 denumire mai corectd, dar mai greu de manipulat, este sistem complet si independent de reprezentanti.
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aceeasi diferentd (numarul intreg —1). Ar trebui deci sd8 vedem un numadr intreg ca pe o
pereche de numere naturale (de forma (a, b)), cu conventia cad ,,se considerd egale” doua
perechi (a, b) si (¢, d) dacd a — b = c —d. Cum scaderea nu este definitd pentru orice pereche
de numere naturale, rescriem aceastd conditie sub forma a + d =5 + c. Exprimam riguros

aceste consideratii euristice:

Pe multimea N x N se considera relatia ~, definita prin:

V(a,b), (c,d) e NxN:(a,b)~(c,d) =a+d=b+c

Se demonstreaza (verificati!) ca aceasta este o relatie de echivalentd. O clasd de echivalenta
in raport cu aceasta relatie 0 numim numar intreg, iar multimea factor N x N/~ se numeste
multimea numerelor intregi si se noteaza cu Z.

Notatia Z provine de la cuvintul german zahl (pronuntat tal/, cu un a lung), care inseamna
numar. A se observa grafia (Z si nu Z), litera Z scrisa astfel fiind rezervata exclusiv notarii
multimii numerelor Intregi (dupd cum N este folosita exclusiv pentru multimea numerelor
naturale).

Nu ne putem opri aici cu constructia. Trebuie ardtat ca obiectul pe care l-am construit
(riguros) satisface toate proprietdtile pe care ne-am astepta sd le aibad multimea numerelor
intregi: ,,include” multimea N, orice numar intreg este sau numadr natural, sau opusul unui
numar natural, este definitd o adunare si o inmultire in raport cu care este inel, este 0 multime
total ordonata, iar ordinea este compatibild cu adunarea si inmultirea.

Mai intii sa determinam un sistem de reprezentanti. Multimea

Z:={@0)|aeNyU{0,a)|aeN}
este sistem de reprezentanti: dacd a > b, atunci (a, b) ~(a— b, 0), iar daca a <b, atunci
(a, b) ~ (0, b—a). Vom identifica numarul natural a cu clasa de echivalenta a lui (a, 0) (lucru
permis de faptul ca aplicatia care duce a in (a, 0) este injectivd de la N la N x N/~,

demonstrati!) si vom nota cu —a clasa de echivalenta a lui (0, a). Ce mai trebuie verificat

pentru a demonstra ca Z, definit mai sus, este sistem de reprezentanti?
Cu aceste identificari, putem scrie:
Z={alaeN}U{-a|laeN}.

Sa definim operatiile de adunare si inmultire pe Z (pornind de la cele de pe N). Pentru
aceasta, se definesc operatii pe clasele de echivalentd din Z = N x N/~, folosind reprezentanti
oarecare, urmind sa se demonstreze ca nu depind de reprezentanti si deci sint corect definite.

De exemplu, notind cu (a, b) € N x N/~ clasa lui (a, b) € N x N, definim
(a, b)+ (c,d) :=(a+c,b+d).
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Bineinteles, a + ¢ semnificd suma in N a numerelor naturale a si c¢. Operatia este corect
definita.”® Aceasta inseamnd cd, V(a, b), (¢, d) e NxN cu (a b) ~ (a', b) si(c, d)~ (¢, d),
atunci (@ +c¢, b+d)~ (a'+ c', b'+ d'). Verificarea este usoara si consta in aplicarea definitiilor
relatiei de echivalenta si a operatiei + .

Invitam cititorul sd defineasca inmultirea, s demonstreze corectitudinea definitiei si
proprietdtile uzuale ale operatiilor, care conferd lui Z structurd de inel comutativ si unitar,
fara divizori ai lui 0 (se mai spune ca Z este inel integru sau domeniu de integritate).

Relatia de ordine pe 7Z: fie (a, b), (c,d) € N x N. Spunem ca (a,—b) < (c,—d) dacd si numai
dacd a+d=>b+c in N (de ce am definit astfel?). Demonstrati corectitudinea definitiei si

faptul ca se obtine o relatie de ordine totala pe Z. = N x N/~

Se mai pot defini operatiile pe Z (respectiv relatia de ordine pe Z) folosind sistemul de
reprezentanti Z de mai sus si operatiile din N (cum?). Ce avantaje si dezavantaje au cele doud

abordari?

O functie deosebit de importanta este functia valoare absoluta (sau modul) | | : Z — Z,
x dacax=>0
x| = )
—x dacax<0

Importanta acestei functii apare in legatura cu faptul ca Z este inel euclidian, adica are loc:

2.1 Teorema. (Teorema impartirii cu rest in Z) Pentru orice numere intregi a, b, cu b # 0,
exista q, r € N, astfel incit a=bg+r, cu r=0 sau |r| <|b| (g se numeste cit, iar r rest al
impartirii lui a la b). Daca se impune si r>0, q si r sint unic determinate cu aceste

proprietati. O

I1.3. Corpul numerelor rationale. Inele si corpuri de fractii

In gimnaziu, se introduc mai intii doar numerele rationale pozitive, din motive didactice.
Aceastd distinctie oarecum artificiald nu isi are locul aici. Din punct de vedere algebric,
constructia lui Q pornind de la Z este principial aceeasi cu constructia corpului de fractii al
unui inel integru oarecare R.

Introducerea lui Q este motivata, printre altele, de imposibilitatea efectudrii unor impartiri
in Z. De exemplu, nu este definit rezultatul (citul) impartirii lui 3 la 2; altfel spus, ecuatia

3x =2 nu are solutii in Z. Mai general, dacd b, a € Z si a nu divide b, ecuatia bx = a nu are

*® Subliniem cd necesitatea demonstririi corectitudinii definitiei apare tot timpul cind se dau definitii pe o
multime factor, folosind reprezentanti oarecare ai claselor.
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solutii in Z. Apare ideea (similard cu aceea de la constructia precedentd a lui Z) de a
introduce o noud multime de numere (numerele rationale) ca fiind ,toate citurile posibile de
numere intregi”. De exemplu, citul impartirii lui 3 la 2 va fi ,,numarul rational” (,fractia”) 3/2.
Deoarece acelasi cit este dat si de Tmpartirea lui 6 la 4 (sau a lui 9 la 6 etc.), este necesar s
precizam cind doud fractii a/b si c/d sint egale. Aceasta revine la a defini o relatie de
echivalenta pe multimea perechilor de forma (a, b), cua, b € Z, b # 0 (o fractie va fi o clasa
de echivalenta de perechi). Relatia de echivalenta este definitd de
Y (@ b), (c,d) € ZxZ. , (a, b)~ (c, d) <> ad=bc.

Cititorul poate demonstra usor cé este vorba intr-adevar de o relatie de echivalenta.

< . - .. * - a .
O clasa de echivalenta (un element al multimii ZxZ /~) este notata cu a/b sau 5 si este

numit(d) fractie; a este numaratorul, iar b este numitorul fractiei a/b. Multimea fractiilor
(multimea cit ZXZ*/~) se noteaza prin traditie cu Q (de la initiala cuvintului quotient, care

inseamnd cit n engleza si in franceza). Multimea Z se poate identifica cu o parte a lui Q:
<1 oa 4 e o .a . .. .
numarul intreg a se identifica cu fractia T Pe Q se introduc operatiile de adunare si

inmultire, inspirate de regulile cunoscute din gimnaziu (aducerea la acelasi numitor etc.):
Y a/b, c/d € Q, ﬂ+£:=M; 2.2
b d bd b d bd
Ca si la constructia lui Z, trebuie aratat ca definitiile sint corecte (nu depind de alegerea
reprezentantilor fractiilor) si ca QQ, inzestrat cu aceste operatii, este inel comutativ unitar
(elementul nul este fractia 0/1, iar elementul unitate este fractia 1/1). Mai mult, Q este corp:

1
. a . DR . a b
orice element nenul 3 are invers fata de Tnmultire: | —| =—.

a

Importanta constructiei de mai sus depaseste cadrul elementar al constructiei lui Q; aceeasi
idee, cu modificari minore, se aplica la constructia inelului de fractii al unui inel comutativ

relativ la un sistem multiplicativ inchis al sau, constructie fundamentala in toata matematica.

3.1 Definitie. Fie R un inel comutativ unitar. O submultime nevida S a lui R se numeste

sistem multiplicativ inchis dacd 1 € Ssi, oricare ar fix, y € S, rezulta xy € S.

3.2 Observatie. Ideea care motiveaza introducerea notiunii de mai sus este urmatoarea: se
doreste o constructie a unei multimi de fractii cu numitori din S. Cum produsul a doi numitori
trebuie sd fie tot un numitor, este naturald impunerea conditiei ca S sd fie parte stabild la
inmultire. De asemenea, este naturald considerarea fractiilor cu numitorul 1 (adica 1 € S).
Exemple de sisteme multiplicative inchise: 7 =7\ {0} in Z; Z\ 27 in Z; K[ X] \ {0} in K[X]

(cu K un corp fixat si K[.X] inelul polinoamelor cu coeficienti in K).
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Fixam un inel comutativ unitar R si un sistem multiplicativ inchis S al sau. Ghidindu-ne

.. . .a b “ <
dupa echivalenta binecunoscutd — = — < at = bs, enuntam urmatoarea:
s

3.3 Definitie. Pe multimea R x S se defineste urmatoarea relafie:

Y (a, s), (b, t) € RxS, scriem (a, s) ~ (b, t) dacd si numai daca at = bs. (D)

Daca 0 ¢ S si S nu contine divizori ai lui zero In R (un element nenul x € R se numeste
divizor al lui zero daca 3y € R, y # 0, astfel incit xy = 0), atunci relatia definitd este relatie de
echivalenta (Exercitiu!).

In cazul in care S poate contine divizori ai lui zero este necesara modificarea definitiei (D) :

Y (a,s), (b, t) € RxS, (a s)~ (b t)< Ju e S astfel incit u(at — bs) = 0. (D"

Este clar cd, daca S nu contine divizori ai lui zero $i 0 ¢ S, (D) si (D) coincid.

Aratdm ca D' este relatie de echivalenta:

- reflexivitatea: ¥ (a, s) € R x S, avem (a, s) ~ (a, s) caci A1 € § astfel incit 1(as — as) = 0.

- simetria: daca (a, s) ~ (b, t), atunci Ju € S astfel incit u(at — bs) =0, deci u(bs — at) =0,
adica (b, 1) ~ (a, s).

- tranzitivitatea: fie (a, s), (b, 1), (¢, u) € R x S, astfel incit (a, s) ~ (b, t) s1 (b, t) ~ (c, u). Din
definitie, rezulta ca 3x € S astfel incit x(at — bs) =0 si Iy € S astfel incit y(bu — ct) = 0. Vrem
sd obtinem o relatie de forma z(au — cs) = 0, pentru un z € S. Inmultind cu uy, respectiv sx,
obtinem:

uyxat — uyxbs =0
sxybu — sxyct =0

Adunind membru cu membru si observind ca wuyxbs = sxybu, rezultd uyxat — sxyct =0,
adica xyt(au —cs)=0. Cum xyt € S (sistem multiplicativ inchis), aceasta Inseamna ca

(a, )~ (c, u).
3.4 Definitie. Fie (a, s) € R x S. Clasa de echivalentd a lui (@, s) in raport cu relatia ~ se
noteaza cu % sau a/s si se numeste fractie (de numitor s si numarator a). Multimea

R x S/~ (multimea claselor de echivalenta in raport cu relatia ~) se noteaza cu S~'R. Deci
ST'R:={als|laeR,seS).

Direct din definitie rezulta regula de ,,amplificare a fractiilor” cu numitori din S:
a

—:t—a,Vs,teS,Va € R.
s s

2 < -1 y . A . . :
Inzestram S 'R cu o structurd de inel, inspirindu-ne din regulile uzuale de adunare si

inmultire a doua fractii. Fie (a, ), (b, t) € R x S. Definim:
a b _ta+sb
st st
ab._ab
st

st
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3.5 Propozitie. Operatiile + i - pe S7'R sint bine definite §i inzestreaza pe SR cuo

structura de inel comutativ §i unitar. Elementele 0 5si 1 in S 'R sint:

0=9-9 vses
1 s

I:lzi,VSeS.
1 s

Aplicatia ¢: R — S7'R, pa)=all, Ya € R, este un morfism unitar de inele, numit
morfismul canonic (deci S “Resteo R-algebra comutativa (vezi definitia 111.1.1)).
Demonstratie. Adunarea este corect definita. Fie (a, s), (b, 1), (@, s), (b, t') € R x S, astfel
incit (a, s) ~ (a’, s") si (b, )~ (b', t'). Avem de aratat ca (ta + sb, st)~ (t'a’"+s'b’, s't"). Fie u,
v € S astfel incit u(s'a — sa’) = 0 si v(t'b — tb') = 0. Inmultim prima egalitate cu #t'v si a doua cu
ss'u s1 le adundm. Obtinem
vu((ta + sb)s't'— (t'a’ + s'b")st) = 0.

Restul verificarilor sint lasate cititorului. O

S o . . P | .
Observam ca orice s € S are imaginea prin ¢ inversabila in S R: ¢(s) =s/1 are inversul

1/s. Deci constructia efectuata rezolva problema pusa la inceput: chiar daca ecuatia sx = b nu

- N . . b g . . .
are solutii in R (unde s € S), iIn S 'R exista solutia x = —. Aceasta proprietate a inelului de
s

fractii este foarte importanta (vezi 3.9 mai jos).

3.6 Observatie. a) Avem: x/1 =0 in ST'TReo 3ses astfel incit sx =0. Acest fapt este
imediat din definitie.

b) Morfismul @ este injectiv < S nu contine divizori ai lui 0.

Intr-adevar, fie @ injectiv. Daca, prin absurd, s € S este divizor al lui 0, atunci 3x € R,
x # 0, astfel incit xs = 0. Atunci @(x) = x/1 = 0 (céci sx = 0), contradictie cu injectivitatea lui ¢.
Reciproca e propusa ca exercitiu.

¢) Daci 0 € S, atunci S™'R este inelul nul (cici a/s =0/1, Va € R, ¥s € S: 30 € S astfel
incit 0-a = 0). De aceea, in definitia sistemului multiplicativ inchis se pune adesea conditia
0¢S.

3.7 Cazuri particulare importante. Daca R este inel integru si S=R\ {0}, atunci S 'R
este corp, numit corpul total de fractii al lui R si notat uneori cu Q(R). Intr-adevar, orice
fractie nenuld a/b (a, b € R, b # 0) are inversul b/a. In particular, O(Z) = Q (corpul de fractii
al lui Z este Q). Corpul de fractii al unui inel de polinoame K[X] (unde K este corp) se
noteaza cu K(X) si se numeste corpul fractiilor rationale cu coeficienti in K.

3.8 Teorema. (Proprictatea de universalitate a inelului de fractii) Fie R un inel unitar,
comutativ §i S un sistem multiplicativ inchis in R. Atunci S 'R este un inel comutativ unitar Si

9:R— S7'R este un morfism unitar astfel incit @(s) este inversabil in S, Vs € S. Mai mult:
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Pentru orice inel comutativ unitar T si orice morfism unitar y: R — T astfel incit 1s) este
inversabil in T, Vs € S, exista un unic morfism de inele g : SR T astfel incit y= go.
Demonstratie. Definim g(a/s) = pa)(#s)) _1, Va € R, Vs € §S. Lasam cititorului verificarea

faptelor ca g este corect definit, ca este morfism si ca este unic astfel incit y= go. O

In termeni de R-algebre, partea a doua a teoremei se formuleaza echivalent: pentru orice
R-algebra comutativa 7' de morfism structural y: R — T, astfel incit y(s) este inversabil in 7,

Vs € S, existd un unic morfism de R-algebre g : S RoT

Teorema urmatoare exprimd faptul ca proprietatea de universalitate a inelului de fractii

determind inelul de fractii pind la un (unic) izomorfism:

3.9 Teorema. Fie R un inel unitar, comutativ §i S un sistem multiplicativ inchis in R.
Presupunem ca B este un inel comutativ unitar si . R — B este un morfism astfel incit:

Pentru orice inel comutativ unitar T si orice morfism unitar y: R — T astfel incit 1s) este
inversabil in T, Vs € S, exista un unic morfism de inele g : B — T astfel incit y= gp.

Atunci exista un unic izomorfism unitar de inele h : ST'R—B astfel incit hop = p.

Demonstratie. Definim g(a/s) = pa)(#s)) _1, Va € R, Vs € §S. Lasam cititorului verificarea

faptului ca definitia lui g este corecta, ca g este morfism si ca este unicul astfel incit y=gp. O

Un exemplu important, destul de general, de sistem multiplicativ Inchis si de inel de fractii

corespunzator este urmatorul:

3.10 Propozitie. Fie P un ideal prim in inelul R. Atunci S:=R\P este un sistem
multiplicativ inchis in R si inelul de fractii S 'R are un unic ideal maximal (este inel local).

Demonstratie. Conditia de ideal prim este: dacd a, b ¢ P, atunci ab ¢ P, ceea ce aratd cd S
este sistem multiplicativ inchis. Daca /<R, IS # &, atunci S 1=57"'R. Intr-adevar, daca
s e IS, atunci s/1 € S i si este inversabil, deci S =R Asadar, idealele proprii in S 'R
sint de forma J=S"'I, cu INS=2 (<& I P), adica J S7'P. Dar S7'P este ideal propriu:
dacd 1/1=p/s,cup e P, s € S, atunci Ju € S astfel incit u(s —p) =0 = us € P = u € P sau

s € P, contradictie cu S = R\ P. Astfel, S ' P este unicul ideal maximal in S'R. O

Daca S=R\ P, cu P ideal prim, inelul de fractii S 'R se noteazd de obicei prin Rp si se
numeste localizatul in P al lui R. Avantajul acestei treceri este ca se reduc multe probleme
referitoare la idealul prim P din R la idealul maximal S ~'P din localizatul S™'R. De exemplu,
daca R este integru, atunci (0) este ideal prim si R o) este corpul de fractii al lui R.

Mentiondam cd se pot construi inele de fractii - in anumite conditii - si in cazul inelelor
necomutative (vezi de ex. NASTASESCU [1976]).

Revenim la corpul numerelor rationale QQ, care, in terminologia de mai sus, este corpul

total de fractii al lui 7.. Ramine sa definim ordinea uzuala pe Q.

3.11 Definitie. Fie a/b si ¢/d € Q,unde a, b, ¢, d € Z, cu b, d > 0. Definim:
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a/b < c/d < ad < be.

Corectitudinea definitiei este propusa ca exercitiu.

3.12 Definitie. Un corp comutativ (K, +, *) se numeste corp ordonat daca este inzestrat cu
o relatie de ordine totala " <" pe K astfel incit, Va, b, ¢ € K, au loc:
Na<b=>a+c<b+c;

1n)a<bsic>0= ac<bc.

@ este un corp ordonat fatd de relatia de ordine uzuald; mai mult, orice relatie de ordine pe
Q 1n raport cu care acesta devine un corp ordonat coincide cu ordinea uzuala (vezi Exercitii).
O functie deosebit de importantd pentru un corp ordonat K este valoarea absoluta (modulul)
|| : K — K, definit la fel ca valoarea absoluta pe Z:
|x|={ x dacaix>0

—x dacax<0

Exercitii

1. Fie Z[X] inelul polinoamelor cu coeficienti in Z. Atunci Q(Z[X]) (corpul de fractii al lui
Z[ X)) este izomorf cu corpul fractiilor rationale Q(X) = Q(Q[X]).

2. Este adevarat cd, daca inelele integre R si S au proprietatea Q(R) = QO(S), rezultd ca R = §?
3. Demonstrati cé orice element din Q se poate scrie ca o fractie a/b, cua, b € Z si b > 0.

4. Fie / un ideal in inelul R. Atunci §~'I := {a/s|a € I, s € S} este ideal in S~'R. Mai mult,

orice ideal din S 'R este de forma Sill, cu/ ideal in R.

5. Demonstrati ca relatia de ordine uzuala pe Q (vezi def. I1.3.11) este corect definitd si Q

devine corp ordonat.

6. Fie (K, +, -, <) un corp ordonat, cu element nul 0 si element unitate 1. Atunci, Va, b, c € K,
au loc: a) a<b =>—-a>-b;b) 0<1;¢c)0<nl, VneN; d) 0<asi0<b = 0<ab si
0<a71;e)0<a<b:>0<b71<a71.

In particular, car K=0 (adica n'1 #0, Vn € N*) si existd un unic morfism de corpuri
¢ :Q — K (cf. proprietatea de universalitate 11.3.8 aplicatd functiei n+> n'1 de la Z la K).

Morfismul ¢ este cu necesitate injectiv; aratati ca este si morfism de ordine.

7. Demonstrati ca relatia de ordine uzuala este singura relatie de ordine pe QQ in raport cu care
acesta devine corp ordonat.

8. Fie K un corp ordonat. Demonstrati cd functia valoare absoluta | | : K — K are proprietdtile
uzuale ale modulului: a) Vx € K = [x| 2 0; b) Vx € K, are loc: [x|=0 < x=0;c¢) Vx,y e K
= |x +y| < |x| + || (inegalitatea triunghiulara); d) Vx, y € K = |x-y| = x|y
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9. Aratati ca nu orice submultime nevida majorata a lui (Q are margine superioara.

I1.4. Inele de clase de resturi Z,, inele factor

In mod traditional, structurile ,numerice” N, Z, Q, R, C sint considerate de baza in
matematicd; cind se face referire la notiunea de ,,numar”, este de obicei vorba de un element
al uneia din aceste multimi. Acest loc privilegiat este asigurat, in mare masurd, de rolul
important pe care il au aceste structuri in modelarea lumii reale (desi numerele complexe au
fost mult timp privite ca niste creatii pur abstracte ), lucru reflectat in importanta ce li se
acorda in manualele de liceu si gimnaziu.

Consideram ca si structurile Z, (inelele de clase de resturi modulo #) merita sa ocupe un
loc alaturi de aceste structuri, macar din urmatoarele motive:

- constructia lor riguroasa este intuitivd §i simpla (in comparatie cu cea a lui R, de
exemplu), iar cunoasterea lor de catre elevi prezinta evidente avantaje didactice.

- generalizarea directd la inele factor deschide calea catre metodele algebrei moderne.

- au aplicatii semnificative Tn matematicd (mai ales in probleme de divizibilitate).

- calculatoarele, tehnologia informatiei si a comunicatiilor digitale (reprezentarea
numerelor in calculator, implementarea operatiilor cu ele, codurile corectoare de erori,
criptografia, securitatea datelor, ...), omniprezente in viata de astdzi, folosesc in mod intens

inelele si corpurile finite, intre care inelele de tip Z, sint cele mai la indemina.

Prezentam mai Intli, pe scurt, etapele constructiei inelului de clase de resturi modulo n, Z,,.
Apoi vom da constructia generala a inelului factor al unui inel R in raport cu un ideal / al sau.
Inelele factor intervin in multe alte constructii importante In matematica: corpurile R si C,
corpurile finite; o constructie asemanatoare celei a lui R (construit pornind de la Q si valoarea
absolutd uzuala pe Q) permite obtinerea corpurilor de numere p-adice (pornind de la @, un

numar prim p si valoarea absoluta p-adica pe Q).

Fie n un numar intreg, fixat (numit modul).

4.1 Definitie. Spunem ca numerele intregi a si b sint congruente modulo n daca n divide

a — b. Scriem aceasta sub forma a = b (mod n).

4.2 Propozitie. Relatia ,, = (mod n)” de congruenta modulo n este o relatie de echivalenta
pe 7. O

¥ Vezi, de exemplu, sintagma "numir pur imaginar”. ..
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Pentru orice a € Z, se noteaza cu a clasa lui a in raport cu relatia de congruentd modulo 7.
Avem deci a = {beZ|a=b (modn)}. Observam ca notatia este ambigud, in sensul cd nu
precizeazd modulul (numarul »); este deci necesard atentie i notatii adecvate pentru evitarea
confuziilor ce pot aparea in cazul folosirii mai multor relatii de congruenta. Multimea factor
Z/= (mod n) (adica {2 | a € Z}) se noteaza cu Z, si se numeste multimea claselor de resturi

modulo n.

4.3 Exercitiu. a) Ce devine relatia de congruentd modulo » $1 multimea 7Z, daca n = 0 sau
n=1?
b) Doud numere intregi a si b sint congruente modulo » daca si numai daca ,,dau acelasi

rest la impartirea cu n”.

Pe Z, se pot defini doud operatii (numite adunarea, respectiv inmultirea modulo n), in
raport cu care Z, devine inel comutativ si unitar. Pentru orice a, b € Z, definim:
N N —_—
a+b:=a+b
N N —_—
a-b:=a-b
Demonstrarea corectitudinii definitiilor de mai sus (adicd independenta de alegerea

reprezentantilor) si a axiomelor inelului este propusa cititorului.

Vom aplica ideea constructiei de mai sus intr-o situatic mai generald. In acest scop,
observam ca putem defini relatia de congruenta modulo 7 pe Z si in felul urmator:
Notdm nZ = {nk | k € Z}. Avem atunci, Va, b € 7Z:
a=b (modn)<a-b e nZ.
Mai mult, se vede imediat ca a= {a +nk| k € Z}, motiv pentru care a se mai noteazi cu
a + nZ. Deci, 0= nZz., 1=14+nZ etc.
Multimea nZ este ideal in 7, in sensul ca este parte stabila la adunare si, Vx € Z, Va € nZ,

rezultd cd xa € nZ (nZ este parte stabila la inmultirea cu orice element din Z).

Mai general, daca R este inel (presupus pentru simplitate comutativ si unitar), o
submultime nevida / a sa se numeste ideal in R (fapt notat / < R) daca satisface conditiile:

-Va, belrezultaa+b €I

-Va el Vre R, rezultira € I.

Se observa imediat ca orice ideal / al lui R este subgrup al grupului aditiv

(R, +) (demonstrati!) si deci O € /. Idealul / se numeste propriu daca I # R.

Propozitia urmatoare arata ca ideea de constructie a lui Z, pornind de la Z si un ideal al sdu

(de forma nZ) se generalizeaza cuvint cu cuvint la cazul unui inel R si al unui ideal 7 al sau.*

30 Afirmatiile rimin valabile pentru un inel nu neapirat comutativ R si un ideal bilateral I al lui R.
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Demonstratia constd 1n verificarea directd a proprietatilor enuntate si o lasdm cititorului (si

poate fi gasita in orice carte introductiva de algebra ,,moderna”).

4.4 Propozitie. Fie R un inel comutativ unitar §i I un ideal al sau.
a) Relatia (de congruentda modulo /), definita de:
a=b(modl)<a-bel

este o relatie de echivalenta pe 1. Notind cu a= {beR|a=b (modl)} (numita clasa lui a
modulo /), are loc a= {a+x|xel} (2 se mai noteaza a + I din acest motiv).

b) Relatia de congruenta modulo I este compatibila cu adunarea si inmultirea din R, in
sensul ca, Va, a', b, b' € R, au loc implicatiile:

a=a'(modl) si b=b'(modl) = a+b=a'"+b"(mod]) siab=a"b" (mod]).
c¢) Operatiile pe multimea factor R/I := {2 | a € R}, date de:
a+b=a+bsiab=ab,Va beR,

sint corect definite si inzestreaza pe R/I cu o structura de inel comutativ unitar (numit inelul
factor al lui R 1n raport cu /).

d) Aplicatia 7: R — R/I, n(r) = r=r+l Vre R, este un morfism surjectiv de inele (numit

surjectia canonica a inelului factor R/1). O

In termeni mai putin rigurosi, trecerea de la inelul R la inelul factor R/I ,duce toate
elementele din / in zero” sau ,,anuleaza elementele lui /. Multe afirmatii referitoare la idealul
Iin R se traduc prin afirmatii referitoare la idealul 0 in R/I (un exemplu este 4.8), idee aplicata

adesea in rationamente.

4.5 Observatie. Are loc o afirmatie reciprocd celei de la b): dacd p este o relatie de
echivalenta pe inelul R care este compatibila cu operatiile de pe R (Va, a’, b, b’ € R cu apa’ si
bpb' = (a + b)p(a’'+ b') si (a-b)p(a”b")), atunci clasa de echivalenta a lui 0 in raport cu p (adica
1,:={a € R | ap0}) este ideal in R si p coincide cu relatia de congruentd modulo /,.. Pe de alta
parte, o relatie de echivalentd pe R, cu proprietatea cd multimea factor poate fi inzestrata cu
doud operatii dupa regula de la ¢) din propozitia de mai sus, trebuie sa fie o relatie
compatibild cu structura de inel (pentru a asigura corectitudinea definitiilor!). Apare in acest

fel legatura strinsa dintre notiunea de idea/ intr-un inel si cea de inel factor.

Este de asteptat ca un rol esential in ce priveste proprietatile inelului factor R/I sa il aiba

idealul /. In acest sens, sint importante urmatoarele notiuni:

4.6 Definitie. Fie R un inel comutativ. Un ideal P al lui R se numeste ideal prim daca
P #R st oricare ar fi x, y € P, din xy € P rezultd x € P sau y € P. Un ideal M al lui R se
numeste ideal maximal dacd M # R si nu exista ideale proprii ale lui R care includ strict pe M:
pentru orice J < R, din M < Jrezultd M = JsauJ=R.
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4.7 Exemple. a) Daca p este un numar intreg prim (Va, b € Z, daca p divide produsul ab,
atunci p|a sau p|b), atunci idealul generat de p in Z, notat pZ, este ideal prim in Z. Reciproc,
daca pZ este ideal prim, atunci p este numar prim.

b) Un ideal [ este maximal in inelul R dacd este element maximal al multimii ordonate (cu
incluziunea) a idealelor proprii ale lui R. In inelul Z, orice ideal este de forma nZ, cu n € Z.
De aici rezulti ca idealul nZ este maximal daci si numai daca n este numar prim. Intr-adevar,
fie nZ ideal maximal. Atunci, Vm € Z, din nZ < mZ rezulta nZ = mZ sau mZ = 7Z.; cu alte
cuvinte, din m|n rezultd m = +n sau m = £1. Aceasta inseamna ca n este ireductibil (nu are alti
divizori decit cei triviali, tn 1 1), deci prim. Reciproca se obtine in acelasi mod.

¢) Inelul R este integru daca si numai daca (0) este ideal prim.

d) Daca K este corp, (0) este singurul sau ideal propriu, deci (0) este si ideal maximal si

ideal prim.

4.8 Teorema. Fie R un inel comutativ i I un ideal propriu in R.

a) I este ideal prim daca si numai daca inelul factor R/I este integru (adica 0 este ideal
prim in R/I).

b) I este ideal maximal daca si numai daca inelul factor R/I este corp (adica 0 este ideal
maximal in R/I).

Demonstratie. a) Fie / un ideal prim. Fie a=a+1, f=b+1 (cu a, b € R) elemente din
R/I. Daca af3=0, atunci (@ +I)(b+1)=0+ 1, adicad ab € I. Cum [ este prim, obtinem a € [
sau b eI, adicdi a+I=a=0+1sau b+1==0+1 Asadar, R/I este integru. Reciproc,
presupunem cd R/I este integru si fie a, be R cu ab el Aceasta inseamnd ca
(a+hb+1)=0+1decia+I=0+1saub+1=0+1 Astfel,a € Isaub € I.

b) Presupunem ca [ este ideal maximal in R. Vrem sa aratam ca orice element nenul al
inelului R/I este inversabil. Fie deci a=a + I, cu a# 0 + I, deci a ¢ I. Atunci idealul generat
de 7 st a, adica I+ Ra, include strict pe /; din maximalitatea lui / obtinem /+ Ra = R. In
particular, 1€ R se scrie sub forma i+ra, cu iel si reR Avem deci
l+I=(ra+i)+I=ra+1=(r+I)(a+1), ceea ce aratd ca a + [ este inversabil. Fie acum R/I
corp si J un ideal care include strict pe /. Existd asadar x € J, x ¢ I. Aceasta Tnseamna ca
x+1+#0+1,decix + I este inversabil in R/I. Putem scrie atunci 1 + /= (r + I)(x + I), cu r € R,

adica existd i € [ astfel incit 1 = rx + i. De aici rezulta ca 1 € J, adici J=R. O

Propozitia de mai sus da un procedeu simplu si valoros, des utilizat, de a construi corpuri
ca inele factor in raport cu ideale maximale. Aceastd metoda apare, intre altele, la
constructiile corpurilor finite, a ui R si C. De exemplu, Z, = Z/pZ, inelul claselor de resturi

modulo p (unde p este un numar prim) este un corp finit.

4.9 Observatie. a) Idealul / este maximal in R daca si numai daca Vx € R cux ¢ /, rezulta

cadi e Isir € Rastfel inciti + rx = 1 (vezi demonstratia precedentd).
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b) Dacd ¢: R — S este un morfism surjectiv de inele, atunci existd o corespondenta
bijectiva, care pastreaza incluziunile, intre idealele lui R care includ Kerg si idealele lui S.
Corespondenta asociazd idealului J in R idealul ¢(J) (imaginea lui J prin ¢), care este ideal in
S. Aplicind aceasta afirmatie situatiei in care / este ideal maximal Tn R §i surjectiei canonice
7:R— R/I (cu Kerzr=1), rezultd cd R/I nu are ideale proprii in afard de 0 si R/I (caci
singurele ideale in R care sa includa pe / sint / si R). Dar un inel comutativ care nu are alte

ideale in afara de O si inelul Insusi este corp (demonstrati!).

4.10 Corolar. Orice ideal maximal este prim. O

Reciproca este falsa: idealul (X) al inelului Z[X] este prim si nu este maximal, dupa cum se
vede considerind inelul factor: Z[X]/(X) = Z, care e integru dar nu e corp. Propunem

cititorului sa demonstreze aceste fapte cu ajutorul definitiilor.

Tot 1n legatura cu idealele maximale, are loc urmatorul rezultat, care foloseste In mod

esential Lema lui Zorn:

4.11 Teoremi. (Lema lui Krull®') Fie R un inel unitar comutativ. Atunci orice ideal
propriu al lui R este inclus intr-un ideal maximal. In particular, R are ideale maximale.

Demonstratie. Fie /<R, I # R. Notam cu P multimea idealelor proprii ale lui R, care
includ pe /. P este o multime ordonatd cu incluziunea; elementele ei maximale (dacd exista!)
sint exact idealele maximale ale lui R, care includ pe /. Vom folosi lema lui Zorn pentru a
demonstra existenta elementelor maximale in P. Fie deci un lant (E));cs, cu E; € P, Vi e J.
Acest lant de ideale are un majorant in P, anume Ujc/E; =: E. Tntr-adevér, E este ideal®?: daca
x, y € E, atunci existd i, j € J cu x € Ej, y € Ej; cum (E));c; este lant, rezultd cd E; C E; sau
E;cE;. Dect x—y € E; (cici E;<gR) sau x—y € E,. In orice caz, x—y € E. La fel se
demonstreaza ca Vr € R, Vx € E, rezultd rx € E. Deci E este ideal, care include evident pe /.

Trebuie sa demonstram si ca £ # R. Daca, prin absurd, £ = R, atunci | € E = U, Ej, deci
existaj e Jcul € E;. Insa atunci E; =R, contradictie cu E; € P (E] este ideal propriu!).

Din lema lui Zorn, existd un element maximal al lui P.

Luind / = 0, rezulta existenta unui ideal maximal in R. O

Aplicatii la criterii de divizibilitate. Utilizarea congruentelor (a inelelor de resturi)
modulo #) conduce la demonstrarea rapida (si chiar fabricarea) de criterii de divizibilitate

pentru numere scrise intr-o anumita baza (de obicei baza 10). Iatd un exemplu binecunoscut:

3! Wolfgang Adolf Ludwig Helmuth Krull (1899-1971), matematician german cu importante contributii in
algebra.
32 In general, reuniunea unei familii oarecare de ideale nu este ideal.
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4.12 Propozitie. (Criteriul de divizibilitate cu 3) Un numar scris in baza 10 este divizibil
cu 3 daca §i numai daca suma cifrelor sale este divizibila cu 3.
Demonstratie. Fie a= m un numar in baza 10, cu ¢; € {0, ..., 9}. Vom
demonstra, mai general, ¢d a = 2.¢; (mod 3). Dar (toate congruentele sint modulo3):
a=2c10'=Ycl = pye
caci 10=1 (mod 3). O

Ideea care sta la baza tuturor criteriilor de divizibilitate cu d pentru numere scrise in baza b
este aceeasi cu cea de mai sus: fiind dat a= m in baza b, se calculeaza
a=iso c,-bi (mod d). Pentru aceasta, se calculeaza b modulo d,pentrui=0, 1, ... . Se poate
demonstra ca acest sir este periodic (cu posibila exceptie a unui numar finit de termeni), adica
existd k, t € N, ¢ > 0, astfel incit b = b (mod d), Vi > k.

4.13 Exerecitii. a) (Criteriul de divizibilitate cu 9) Un numar scris in baza 10 este divizibil
cu 9 daca si numai daca suma cifrelor sale este divizibila cu 9.

b) (Criteriul de divizibilitate cu 2, respectiv 5, respectiv 10) Un numar scris in baza 10 este
divizibil cu 2 (respectiv 5, respectiv 10) dacad si numai daca ultima sa cifra (cy) este divizibila
cu 2 (respectiv 5, respectiv 10).

c¢) Generalizati a) si b) pentru o baza oarecare b.

d) (Criteriul de divizibilitate cu 7)** Restul impartirii la 7 a unui numar Cn—1...C1C0 Scris in

baza 10 este acelasi cu restul impartirii la 7 a lui ¢o + 3¢; + 2¢2 — ¢3 + 4ca + Scs+ ¢ + 3¢+ ...

4.14 Teorema. (Lema chineza a resturilor) Fie R inel comutativ, n > 2 si Iy, ..., I, ideale ale
lui R.

a) Daca I;+1;=R pentru i+ i3 atunci produsul® Iy-..-1, este egal cu intersectia
IiN...N I, §i exista un izomorfism natural de inele (si de R-module):

R R R R
= x—x.x—,r+LN..N,> (r+1,....,r+1,),VreR.
11""‘1}1 Ilﬂ"'ﬂln Il I

n

R R
b) Reciproc, daca morfismul ¢: R —>]—><...><—, or)=r+1, ..., r+1,), Vr € R este
1 n
T . . R R R . .. .
surjectiv (inducind un izomorfism —————=—x...x—, ca mai sus), atunci idealele I; si
LN..01, " 1, I,

1; sint comaximale pentru i # j.
Demonstratie. a) Aplicam o inductie dupa » pentru a demonstra ca /,-...-I, = I; (... I, si

ca are loc izomorfismul cerut. Pentru n =2, din /; + L, =R deducem cd existda x e [,, y € I,

33 Utilitatea practica acestui criteriu este discutabila. ..
3 Idealele I; si I; se numesc n acest caz comaximale. De exemplu, idealele Za si Zb ale lui Z sint

comaximale daca si numai daca « si b sint prime intre ele.
35 Reamintim ci produsul IJ a doud ideale I si J este idealul generat de multimea produselor ij, cui € I, j € J.
Se arata usor ca produsul de ideale este asociativ si cd intotdeauna IJ < 1) J.
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astfel incit x+y=1. Fie ze (L. Atunci z=z1=zx+2zy, cu zx, zy € I, adica
LNL c L. Astfel, I; NL = L.

Fie ¢: R —>£x£, o(r)=(r+1;, r+ 1), Vr € R. E usor de vazut ca ¢ este morfism de
1 1o

inele si de R-module (este produsul direct al surjectiilor canonice R — R/I;). Avem
Kerp={reR| r+5, r+L)=(0+1;, 0+ L)} =1, L; teorema de izomorfism asigurda ca

R/IINL= Imge. E suficient asadar si demonstram surjectivitatea lui ¢. Fie (r+ 1,

R R .
ry+ 1) € —x—. Trebuie sa gasimr € R cur—r, € I, r —r, € I,. Un astfel de element este
1 12

r=riy+nx. intr-adevér,
r—ri=ry+rx—rx—ry=@—-r)xel.
Analog se aratd car —r;, € I,.
Presupunem ca pentru orice k < n si orice ideale 1y,..., I;, comaximale doud cite doud, are
loc Iy-...:Iy = [iN...N I} si are loc izomorfismul cerut. Fie n ideale Iy,..., I, ca in enunt. Din
L+1,=R, 1 <j<n-1,rezultd ci existd a; € I, b; € I, astfel incit a; + b; = 1. Inmultind aceste

n — 1 egalitati membru cu membru obtinem

n—1
H(aj +bj) =ay....an1+b=1,unde b € I, ar....an-1 € I1*...-I,_1.

J=1
Deci [;-...:1,-1 + I, = R. Aplicind cazul n = 2 idealelor comaximale /;-...-I,,-; si I, rezulta ca
LDy L= (Lo Do) L= (LN...N L) N I, (am folosit si ipoteza de inductie [;-...-[,- =

LN...N1,-1). Mai rezulta ca:
R =~ R ><£ prinr+ 1.l (r+ 1.0, r+1,), Vr € R.
(L« D, )1, LD, I

n—1 n

Folosind ipoteza de inductie, avem izomorfismul:

L;Ex...xiprinrvtll-...-ln_] @+, ...r+1,.1), Vr € R.
Loy n—1
Combinind aceste izomorfisme, obtinem rezultatul din enunt.
b) Vom demonstra ca /; si [, sint comaximale. Fie (1 +/1,,0+ /5, ..., 0+1,) € Iﬁx...xli.
1 n
Existd y € R astfel incit (y+1;, y+ 0L, ..., y+1L)=(1+1,0+ 1D, ..., 0+1,), adicd y € I, si
y—1=xel.Decil=—x+y el +DL,adical; + ,=R. O

4.15 Exemplu. in Z, idealele aZ si bZ sint comaximale < (a, b) = 1. Avem in acest caz,
conform lemei chineze a resturilor, Z/abZ = 7./aZ x 7/bZ (cu notatiile clasice pentru inelele
de clase de resturi Z., = Z, x Zp, izomorfismul fiind dat de x + abZ +— (x + aZ, x + bZ). In
particular, pentru orice pereche de numere naturale (¢, d) cu 0 <c<a, 0<d < b, existd un

unic x, 0 < x < ab, astfel incit x = ¢ (mod a) si x =d (mod b).
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IL.5. Corpul numerelor reale

Necesitatea introducerii numerelor intregi si a celor rationale este aproape evidentd din
experienta imediatd. Nu acesta este cazul numerelor reale, care au aparut din ratiuni mai
profunde. Descoperirea de catre matematicienii Greciei antice ca diagonala patratului de
lungime 1 nu poate fi exprimati ca un raport de numere intregi (in termeni moderni, +/2 & Q)
a condus la o adevarata criza a stiintei si filozofiei in acea vreme.

Imaginea intuitiva cea mai simpla despre R, care reflectd cel mai bine structura de ordine,
este cea a punctelor de pe o dreapta (alt concept abstract, dar mai accesibil gindirii), unde s-a
fixat un punct O (originea, corespunzind lui 0) si un alt punct U, diferit de primul
(corespunzator lui 1 si avind rolul de a fixa unitatea de masura pe acea dreaptd). Orice numar
real corespunde in mod unic unui punct de pe dreapta: numarul real corespunzator punctului P
este distanta de la O la P (dacd P este de aceeasi parte ca si U fatd de O), respectiv distanta de
la O la P luata cu semnul minus daca O este intre U si P. Se contureaza astfel ideea intuitiva
ca numerele reale ,,pot masura orice distantd”. Este semnificativ acest punct de vedere daca se
observa rolul esential pe care il are R in definitia generald a spatiilor metrice (spatii in care

este definita o notiune de distanta).

In multe cirti (intre care si manualele de Analizi de liceu) structura numerelor reale este
data ,,axiomatic”’: se numeste corp al numerelor reale un corp comutativ (R, +, - ) Inzestrat cu
o relatie de ordine totala " <", satisfacind proprietatile:

R1. R este corp ordonat, adica Va, b, ¢ € R au loc:
a<b=a+c<b+c
a<bsic>0=ac<bc.
R2. Orice submultime nevida majoratd a lui R are margine superioara.
Evident, aceasta definitie ridica doud probleme: existenfa unei structuri cu proprietatile de

mai sus si unicitatea sa. Unicitatea este transata de urmatorul rezultat:

5.1 Teorema. Pentru orice doua corpuri comutative ordonate (K, +,-, <) si (L,+,°, <)
care satisfac proprietatea R2 exista un unic izomorfism de corpuri ¢ : K — L, care este si

izomorfism de ordine: Vx,y € K, x <y = ¢(x) < p(y). O

Problema existentei se rezolva printr-o constructie efectiva a lui R, presupunind dat Q.
Cele mai cunoscute procedee sint constructia zecimald, constructia prin taieturi in Q si
constructia cu ajutorul sirurilor Cauchy (siruri fundamentale). Constructia folosind sirurile
Cauchy prezintd avantajele elegantei si rapiditdtii si se foloseste si la alte constructii
importante: completatul unui corp normat oarecare, completatul unui spatiu metric,
completatul unui spatiu vectorial normat.

Pentru edificarea cititorului, vom schita constructia zecimald si apoi prezentdm constructia

cu sirurile Cauchy. Constructia prin taieturi, apartinind lui Dedekind, este descrisa la exercitii.
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Constructia zecimala a lui R (datorata lui Weierstrass®®) identificd un numdr real cu o
»fractie zecimald infinitd”. De exemplu,

1,4142135623730950488016887242097..., 3,1415926535897932384626433832795...
sint numerele reale ~/2 , respectiv 7 (de fapt, e vorba de ,.trunchieri” ale lor; nu am scris foate
zecimalele, din motive evidente de spatiu...;). Formal, se considerd multimea :

R = {bo,b1b3...b,... | by € Z,b; € {0, 1, ...,9}, Vi e N*}

Interpretarea intuitiva este: ,,bo,b1bs...b,... este suma seriei by + Zn>]bl--10_i ” (dar,

evident, nu putem defini astfel un numar real. De ce?).

Alegerea lui 10 ca baza este mai degraba legata de traditie, in locul sau putind fi ales orice
numar natural b > 2 (evident, avem atunci b; € {0, 1, ..., b — 1}, adica b; sint cifre in baza b).

Apar 1nsa probleme : 0,9999... , scris si ca 0,(9) (,,cu perioada 9”) este de fapt 1 (formal
1,000...), dupa cum se vede facind suma seriei corespunzatoare; cum nu dorim ca un acelasi
numar real sa aibd doud reprezentari zecimale distincte, trebuie facutd urmatoarea
»ldentificare”: orice sir de forma b = by,b1b;...b,... , cu proprietatea cda Ik > 0 astfel incit
bi=9, Vi>k si by <9, este identificat cu sirul bo,b1b;...(bx+ 1)000... (dacd k> 1), respectiv
cu (bo + 1),000... (daca k = 0). Pentru rigurozitate, se defineste o relatie de echivalentd ~ pe ‘R,
ca mai sus, iar multimea factor R/~ va fi prin definitie R. Alte dificultati apar la definirea
adundrii $i inmultirii a doud fractii zecimale infinite (de fapt a unor clase de echivalenta din
R/~), fiind necesara apelarea la operatiile pe ,,trunchierile rationale™ ale sirurilor respective si
la definirea unei notiuni de limitd in R/~. Invitdm cititorul sd incerce sd dea singur aceste
definitii s1 sa demonstreze pe baza lor proprietatile uzuale ale operatiilor cu numere reale,
pentru a masura dificultatile constructiei. Avantajele acestei abordari (in masura detalierii
efective de catre cititor!) constau in apropierea de imaginea intuitivd a conceptului de numar
real si la definirea relatiei de ordine, care coincide cu cea lexicografica’’: se defineste
bo,b1\b;...b,... < co,cica...ch... < Tk € N astfel incit by < ¢ s, Vi < k, are loc b; = c;.

Constructia lui R cu ajutorul sirurilor Cauchy (G. Cantor)

Q este un corp normat. Mai precis, aplicatia valoare absoluta (sau modul) | - | : Q — Q,
| x dacaxz0
|x|_{—x daca x <0
are proprietdtile (binecunoscute) urmatoare:
N1. Vx € Q are loc |x| > 0.
N2.Vx e Qareloc |x| =0 < x=0.
N3. Vx,y € Q are loc |x + y| < |x| + |y| (inegalitatea triunghiulara).
N4. Vx,y € Q are loc |xy| = |x|]y].

36 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), matematician german, considerat "parintele analizei
moderne".
37 Lexicon = dictionar. Puteti spune de ce se numeste asa ordinea definita?
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Altfel spus, valoarea absolutd este 0 normd>". Cu ajutorul normei definim o distantd (o
metricd)®’, adica o aplicatie d : Q x Q — Q, d(x, ) := |[x — y|, V(x, ¥) € Q, cu proprietitile:

DI1. Vx, y € Qare loc d(x, y) =d(y, x) 2 0.

D2.Vx,y e Qarelocd(x, y)=0<=x=0.

D3. Vx, y, z € Q are loc d(x, y) < d(x, z) + d(z, y) (inegalitatea triunghiulara).

Ca o consecintd, se obtine |x — y| > ||x| — V||, Vx, y € Q.

Metrica determini o fopologie® pe Q. Proprietatile metrice si topologice ale lui Q nu sint
prea bune, tocmai din cauzele amintite la Inceput: nu orice sir de numere rationale ,,care ar
trebui sa fie convergent la ceva” este convergent la un numar rational (de exemplu, sirul
aproximdrilor zecimale ale lui v/2).

Constructia lui R cu siruri Cauchy porneste de la ideea ca un numar real este o ,,limita a

unui gir de numere rationale”. In loc sa ne indreptdm atentia asupra unui tip particular de siruri
de numere rationale, ca la constructia zecimald (sirurile cu termen general de forma by

n
Z -107"), se considera foate sirurile de numere rationale (x,),>1 ,care au o limitd, nu
i=1

neaparat in Q”.

Bineinteles, nu orice sir de numere rationale ,,are o limitd” in sens intuitiv (de exemplu
sirul ((—~1)"),>1). Pe de altd parte, nu putem defini ,.existenta limitei” sirului (x,) direct (37
astfel incit x, — /), cdci / este in general un numar real, concept pe care tocmai il construim!
Din fericire, stim de la Analiza cd sirurile care au limita in R sint exact sirurile Cauchy

(notiune 1n care nu apare explicit limita sirului).

5.1 Definitie. Sirul de numere rationale (x,),>1 se numeste sir Cauchy (sau sir
fundamental) daca satisface conditia:
Vee Q, e>0= 3N e N astfel incit Vm, n > N sd aiba loc |x,, — x,| < &
Fie € == {(x)n>1|x € Q, Vi > 1, (x,)n>1 sir Cauchy}.

Putem aplica acum ideea intuitiva expusa la inceput si sa definim doua siruri (x,), (v,) € €
. . 4] - TR . - o . - .
ca fiind echivalente™ daca ,,au aceeasi limita”. Si aceastd idee se poate exprima fara a invoca

explicit valoarea limitei:
Xn)n~ Vn)n & Ve e Q, e>0= 3N e N astfel incit Vn > Nsa aiba loc |x, —y,| < & (R)

In sfirsit, definim un numar real ca o clasa de echivalenta de siruri din €; mai precis,

multimea factor €/~ o notdm cu R si 0 numim multimea numerelor reale. Se observa ca orice

¥ In general, 0 norma ia valori in R, pe care nu l-am construit inca. .. , deci titulatura este putin fortati.
3% Aceeasi observatie ca mai sus: o distantd ia in general valori reale.

0 Nu mai definim topologia, vezi orice manual de Analizi elementara.

1 Adica "definesc" acelasi numar real.
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numdr rational a poate fi identificat cu clasa in €/~ a sirului constant (a, a,...) € € (adicd am
obtinut intr-adevar o extindere a lui Q).

Ramin sarcinile: de a defini operatiile, de a demonstra corectitudinea definitiilor si de a
verifica axiomele de corp comutativ pentru R. Apoi trebuie definita relatia de ordine si aratat
ca: R este total ordonat, relatia de ordine este compatibila cu structura de corp si orice

submultime nevida majorata are margine superioarad.

Aceste sarcini se pot usura considerabil daca folosim instrumente algebrice elementare:
ideale si inele factor. Observam ca € este inel comutativ unitar $i cd (Xp),~ Vn)n <
(x, — ¥n) — 0 (unde scriem (z,) — 0 dacad Ve € Q, £>0 = 3N € N astfel incit Vr > N sa aiba
loc |z,| < &). Daca notam

Z:={(Znn=1€ €| (zs) =0},

n.n
~

se demonstreaza ca Z este ideal maximal in € (si relatia coincide cu relatia de congruenta
modulo Z). Rezulta imediat atunci ca R = G/Z este corp comutativ si cu aceasta se incheie
partea ,,algebrica” a constructiei Iui R. Notdm cu [(x,)] imaginea in €/Z a sirului (x,) € C.

Sumarizam constructia in urmatoarea:

5.2 Teorema. a) Multimea C a sirurilor Cauchy de numere rationale este un inel

comutativ unitar™ in raport cu operatiile de adunare si inmultire definite ,, punctual ”:
Xn)n + Vn)n := (Xn + Vn)ns
Xn)n Wn)n = (XnYn)ns

Y (xa), (7n) € C.

b) Multimea Z = {(zy)n>1 € C | (z,) = 0 } a sirurilor din € care au limita 0 este un ideal
maximal in C, deci inelul factor C/Z =: R este corp comutativ.

¢) Pentru orice a € Q, consideram ,,sirul constant” (a,), € C, a,=a, Vn € N, Aplicatia
care asociazad lui a € Q clasa in C/Z =R a sirului constant (ay), este un morfism de corpuri.
Clasa [(a,)] € R a sirului constant (a,) va fi numita prin abuz ,,numarul rational a”.

d) Definim pe C/Z relatia binara " <" :

[(x)] < [(vn)] & Te€ Q, e>0si IN € Nastfel incit x, + < y,, Vn > N.

Atunci " < " este bine definita (nu depinde de reprezentanti) si este o relatie de ordine stricta
pe C/Z (ireflexiva i tranzitivd). Relatia de ordine nestrictda asociatd, notata "<", este o
relatie de ordine totala pe R; mai mult, R devine corp ordonat in raport cu aceasta ordine.

e) (Valoarea absoluta pe R) Fie || : R — R,|[(x,)]| =[(xa])], V(xx) € €. Definitia este
corecta si au loc proprietdtile normei N1-N4 de mai sus (bineinteles, Q este inlocuit cu R).

f) Orice sir Cauchy (ry),>1 de numere reale este convergent la un numar real *

g) Orice submultime nevida majorata a lui R are margine superioara.

2 Este si integru?
# L asam cititorului sarcina de a defini notiunile de sir Cauchy si de limitd in R.
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h) Q este dens in R (orice numar real este limita unui sir de numere rationale).

Demonstratie. @) Demonstrarea faptului ca suma si produsul a doua siruri Cauchy este tot
sir Cauchy este un exercitiu elementar de Analiza (cf. demonstratia la ,,suma, resp. produsul, a
doua siruri convergente este un sir convergent”). Este utila demonstrarea in prealabil a
faptului ca orice sir Cauchy (x,) este marginit (M € Q astfel incit |x,| <M, Vn € N*). Care
este elementul nul, respectiv unitate, in C?

b) Z este ideal: argument standard de Analiza, ca la punctul precedent (se adapteaza
demonstratia proprietatilor lim(x, + y,) = lim x,, + lim y,, lim(x,'y,) = lim x,;-1im y,).

Z este maximal: daca (x,) € €\ 2, atunci existd N € N si 0> 0 astfel incit |x,| > o, Vn > N.
Intr-adevir, cum (x,,) nu tinde la 0, 3&> 0 astfel incit Vn € N, 3k, > n astfel incit g, | > & Insa
(x,) este Cauchy, deci, pentru &/2, existd N € N astfel incit Vm, n >N, |x, — x,| < g/2. Fie
m = ky dat de proprietatea precedenta. Atunci, Vn > N,

1l = X + X0 — Xou| = | = X0 — x| > €= &/2 = /2.

Rationamentul, ca si multe altele de acelasi gen, se vede mai bine (si poate fi intuit!)
reprezentind numerele pe axa.

Revenind la (x,), rezulta ca 3N € N astfel incit x, # 0 daca n > N. Definim atunci sirul (y,)
prin: y,=0 dacd n<N si y,=1/x, daca n>N. Sirul (y,) este Cauchy (demonstrati!) si
XpVn = 1 + z,, unde z, este 0 pentru n > N, deci (z,) € Z.

e) Trebuie aratat mai intli ca ([x,|) este sir Cauchy si ca definitia nu depinde de
reprezentanti. Demonstratia proprietatilor normei se face apelind la proprietatile corespunza-
toare pentru norma in Q.

f) Argumentul este tipic de Analiza, dar il includem, fiind mai delicat. Fie (r,),>1 un sir
Cauchy de numere reale. Fie 7, =[(ru)r>1], unde (ru)r>1 este un sir Cauchy de numere
rationale (pentru orice n fixat). Notam r,x =: r(n, k), Vn, k> 1. Vom arata ca (r,), > are limita
in R, anume [(#(in, j1)n> 1], unde iy, j, sint niste siruri strict crescatoare de numere naturale pe
care le definim inductiv, astfel:

Cum (r,),>1 este sir Cauchy in R, pentru £=1/4, 3i; € N astfel incit Vs, ¢>i; avem
lrs—r| < 1/4.

Cum (r;x)x>1 € sir Cauchy in Q, 3j; € N astfel incit (i1, u) — r(i1, v)| < 1/4, Yu, v 2.

Fie n e N, n>2 si presupunem cd am definit i1 <ir<...<i,—1 §1 j1<j2<...<Ju-1,

numere naturale astfel incit, Vk € {1, ...,n—1}:

|re — 1| < 1/2k+1 Vs, t > iy (inegalitate in R) (1)
M 1) = rlias V)| < 1/2°7, Y, v 2 iy 2)
(i, 1) — P(ig—1, u)| < 1/2*, Vu > i (3)

Conditia (3) este vida pentru k = 1.

Sa gasim i, §i j, incit (1), (2) si (3) sa fie satisfacute pentru k = n.

Sirul (#,),> 1 este Cauchy in R; luind ¢=1/2" i l, exista i, € N astfel incit i, > i, si
ry— 1 < 1/2" 7', Vs, t > i, (inegalitate in R).
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Cum (7(ip, k))x>1 € sir Cauchy in Q, 3p, € N astfel incit
iy 1) — iy V)| < 1/2" 7, Y, v = p,
Pe de altd parte, din (1) aplicat pentru k=n—1 si s =1i,, t=i,_1, avem |r;, —r;, | < 1/2"
(inegalitate In R), deci (din definitia relatiei de ordine in R) 3¢, astfel Tncit
P(iny 1) — Fin—1, )| < 1/2", Yu > q,.
Luind j, = max(j, -1 + 1, pu, gn), rezultad ca (2) si (3) sint satisfacute, cu k=n si cd j, > j, 1.
Am construit inductiv sirurile strict crescatoare i,, j,, satisfacind (1), (2), (3), pentru orice k > 1.
Notam x,, := r(ip, j), Vi > 1. S& aratam ca (x,), > e sir Cauchy in Q. Pentru orice n, m € N

cun < m,avem:

m = Xu| = P (ims Jm) = Fins Ju)| < [F(Ems jm) = 7(ins jm)| + [F(Ens Jm) = ¥(ins Jin) 4)
Dar, folosind (3), avem
. 11 |
|r(lm,]m - lna]m | = 2|r(1k=]m) r(lk lﬂjm)| z 2k 2n : (4)
k=n+1 k=n+1

Pe de alta parte, |#(in, jm) — 7(in, ju)| < 1/2" pentru ci j,, > j. si se aplicd (2).
Inlocuind in (4), avem:
D — X < |Flims jim) — Flims ju)| < 1/2" +1/2" = 1/2" ",
ceea ce arata ca (x,) este sir Cauchy.
Sa aratam ca r, are limita x := [(#(iy, ju))n>1]. Fie £€> 0 si k € N astfel incit 1/2* < &/3. Din
(1) avem:

Iy — | < 125"

, Vs, t 2> (5)
Daca n > iy, aratam ca |r, — x| < & (ceea ce va termina demonstratia). Aceasta revine la a
proba existenta unui N (depinzind posibil de ») astfel incit V¢ > N sa avem
|Fue = Xd| = |r(n, 1) = r(is jo)| < &
Fixam g € Ncui; 2 n. Din (5), [r, — ry | < 1/2k+ !, deci existd un N astfel incit, V¢ > No:

r(n, 1) — iy, 1)< &/3 (6)
Cum r, e Cauchy, exista N, astfel incit, Vs, t > Ny,
[r(n, t) — r(n, s)|< &3 (7)
Fie N := max(Ny, Vi, i;). Daca t > N, avem:
\r(n, ) = rli, jol < [r(n, 1) = r(n, jo| + |r(n, ji) = r(ig, jol + |r(ig, jo) = r(is, Ji)] (8)

Primul termen din dreapta inegalitatii (8) ¢ mai mic decit /3 din (7). Al doilea termen ¢
mai mic decit /3 din (6) (clar, j, > ¢ > N). Al treilea termen e mai mic decit 1/27 din (4").

g) Cititorii care au parcurs teoria elementard a convergentei in R se vor fi intrebat de ce am
dat o demonstratie separatd pentru f), desi rezultd din g) (vezi Exercitii). Pentru raspuns, vezi

constructia de mai jos a completatului unui corp normat.
h) Exercitiu. O

Metoda completarii prin siruri Cauchy este folosita si la completatul unui spatiu metric

oarecare, constructie fundamentald in Analiza si topologie:
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5.3 Definitie. Fie X o multime nevidd. O functie d: X x X — R se numeste distanta
(metrica) pe X daca satisface axiomele: 1) Vx, y € X are loc d(x, y) =d(y, x) 2 0.; i))Vx, y € X
are loc: d(x, y)=0 < x=0; i11) Vx, y, z € X are loc d(x, y) <d(x, z) + d(z, y) (inegalitatea
triunghiulard). Un cuplu (X, d), unde d este o distantd pe X, se numeste spatiu metric;
elementele lui X se mai numesc si puncte ale lui X.

Pentru orice x € X, sfera (bila) deschisa de raza r cu centrul in x este multimea

S, ry:={yeX|dx y) <r}.

Distanta d defineste o topologie pe X, in care un sistem fundamental de vecinatati al unui
punct x € Xeste {S(x, )| r € R, > 0} (multimea sferelor deschise centrate in x). Altfel spus,
o submultime D a lui X este declarata deschisa daca Vx € D, dr > 0 astfel incit S(x, ) < D.
Un sir (x,), > este convergent la x € X daca si numai daca V&> 0, AN € N astfel incit Vn > N
are loc d(x,, x) < & Spatiul metric (X, d) se numeste complet daca orice sir Cauchy de

elemente din X este convergent la un element din X.

Am vazut ca QQ este spatiu metric, cu distanta d(x, y) = |x — )|, dar nu este complet. Din
punct de vedere topologic, constructia lui R prezentatd mai sus este un caz particular al
completarii unui spatiu metric, care, plecind de la un spatiu metric (X, d), construieste un
spatiu metric complet ()?, d ) s1 o aplicatie injectiva ¢ : X — )A(, astfel incit ¢(X) este densa in X
si @ pastreaza distantele. Constructia este asemdnatoare cu cea de mai sus, cu deosebirea ca nu
putem face apel la ideale, nefiind definita nici o structura algebrica pe X. Se foloseste direct o
relatie de echivalenta "~" definitd pe multimea € a sirurilor Cauchy de elemente din .X;

multimea €/~ se inzestreaza cu o metrica (cum?) si este spatiul metric complet cautat.

Mai importantad pentru Algebra si Teoria numerelor este completarea unui corp normat.

5.4 Definitie. Fie K un corp comutativ. O functie N: K — R se numeste norma daca
satisface conditiile:

N1. Vx € K are loc N(x) > 0.

N2.Vx € Kareloc Nx)=0<x=0.

N3. Vx,y € K are loc N(x +y) < N(x) + N(y) (inegalitatea triunghiulara).

N4. Vx, y € K are loc N(x-y) = N(x)-N(y).

Un cuplu (K, N), unde K este corp si N o norma pe K se numeste corp normat. Exemple
uzuale sint (Q, | |), (R, | ]).

Norma pe K defineste o metrica d : K x K — R prin relatia d(x, y) := N(x —y) (verificati!).
Daca spatiul metric (K, d) nu este complet, se poate construi ca mai sus completatul sau I?,
care e spatiu metric; 1n plus, se pot defini operatii pe K fatd de care acesta devine corp normat.
O abordare mai rapida reia ideea de a folosi idealul Z al sirurilor cu limita 0 in inelul € al

sirurilor Cauchy de elemente din K si construieste K= C/Z.
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5.5 Exemplu. (Corpul numerelor p-adice) Fie p € Z un numar prim. Dacd n € Z si
a e N, scriem p®||n daca p“|n si p®* 't n. Pentru orice n € Z, e e N astfel incit p*||n.
Definim v,(n), valuarea p-adicd a lui n, ca fiind unicul numarul natural « astfel incit p“||n.
Daci r=m/n € Q, cum, n € Z, definim** v,(m/n) := v,(m) — v,(n). Norma p-adicd a lui r este
|,,|p =p ()

Se demonstreaza ca norma p-adica este o norma pe QQ si indeplineste o proprietate mai tare
decit axioma N3 (inegalitatea triunghiulard), anume:

NA: Vx,y € Q are loc |x + y|, < max(|x|,, [v|p)-

Un corp normat (K, | |) care satisface proprietatea NA se numeste non-arhimedian (sau
ultrametric), deoarece nu satisface proprietatea lui Arhimede™®: ¥x, y € K cux#0, 3n € N’
astfel incit |nx| > |y|.

Completatul lui Q in raport cu norma p-adica se noteazd cu Q, si se numeste corpul

numerelor p-adice. Aceste corpuri joaca un rol important in teoria numerelor.

Aceeasi idee, a sirurilor Cauchy, apare si la constructia completatului unui spatiu liniar
normat. Nu mai intram in detalii (vezi de ex. MARINESCU [1983]).

Exerecitii

1.a) Fie a, b € N, (a, b) = 1. Folosind algoritmul extins al lui Euclid (vezi Index), aratati ca
existd a € aZ, f € bZ astfel incit 1 = o + f. Descrieti un procedeu efectiv de determinare a
lui asi g

b) Scrieti efectiv izomorfismul canonic ¢ : Z, x Zy — Zg» dat de lema chineza a resturilor
(Ind. Aplicati metoda din demonstratia lemei.)

¢) Determinati n € N astfel incit n =7 (mod 13) si n = 10 (mod 18).
2. a) Fie p numdr natural prim. Aratati cd, in inelul de polinoame Z,[X, Y],
X+ Y)Y =X+ Y"(Ind. Are loc binomul lui Newton, cu coeficientii binomiali calculati mod
D)
3. (Mica teoremd a lui Fermat) Fie p numir natural prim si @ € N. Aritati ci a” = a (mod p).
(Ind. Se poate folosi exercitiul precedent si o inductie dupd a. Sau, folositi teorema lui
Lagrange in grupul (Zp*, 3)

4. a) Demonstrati ca Z; x Zs3; = Zsa1 $1 scrieti efectiv acest izomorfism.

* Verificati corectitudinea definitiei!
* Q si R sint corpuri arhimediene, cici satisfac aceastd proprietate.
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b) Calculati 2341(m0d 11)si 2341(mod 31).

c¢) Demonstrati ca 2?M=2 (mod 341).

d) Este adevirat ci, dacd 2" = 2 (mod ), atunci n este prim?

5. Demonstrati ca in R (construit cu siruri Cauchy) orice submultime nevida majoratd are

margine superioara.

6. Fie K un corp comutativ total ordonat in care orice submultime nevidd majorata are

margine superioard. Demonstrati ca orice sir Cauchy in K este convergent.

7. (Constructia lui Dedekind a Iui R prin taieturi in Q) Se numeste tdietura in Q o pereche
(4, B) de submultimi ale Iui Q cu proprietatile: i) 4 # &, B = J; ii) AUB =Q; iii) Va € 4,
Vb € B are loc a < b; iv) A nu are cel mai mare element.

Fie T(Q) := {(4, B) | (4, B) taietura in Q}. Demonstrati ca:

a) Dacd (4, B) este taieturd in Q, atunci AB = si B=Q \ 4.

b) Definind relatia " <" pe T(Q) prin (4, B) < (C, D) < 4 < C (< D < B), se obtine o
relatie de ordine totala pe 7(Q).

¢) Aplicatia ¢: Q — T(Q), @x) = (Ly, Ry), cu Ly={y € Q|y<x} si Re={y € Q|y2x},
este injectiva si crescatoare (deci x poate fi identificat cu g(x) € T(Q), iar Q cu ¢@(Q)).

d) Orice submultime (4; B))ic; a lui T(Q) care este majoratd in 7(QQ) are margine
superioard, anume (U; < 14;, i < 1B:) € T(Q).

e) Definind: (4, B) + (C, D) .= (A + C, B+ D), V(4, B), (C, D) € T(Q),
(unde A+ C={a+cla e A ceC}), se obtine o lege de compozitie pe 7(Q); (T(Q), +) este
grup abelian, iar ¢ : Q — 7(Q) definit mai sus este morfism de grupuri.

f) Fie a= (4, B), = (C, D) € T(Q). Definim "-": T(Q)xT(Q) — T(Q) prin:

(AC,BD) dacia,f3>0
a- =18 daca o, 5 <0
—l|-|B|  incelelalte cazuri

(unde 4-C = {ac|a € 4, c € C} si|| este functia modul pe K). Atunci (7(Q), +, -, <) este corp
ordonat si @ : Q — T(Q) este morfism de corpuri.

8. Verificati afirmatiile nedemonstrate de la exemplul 11.5.5.
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Conceptul de polinom (cu coeficienti intr-un inel dat, adesea Z, Q, R, C) joaca un rol
central in matematica si este legat de notiunea de functie polinomialda, cu care este de altfel
confundat adesea. Aceasta confuzie este inofensiva in cazul inelelor integre infinite, dar nu si
in cazul inelelor care nu sint integre sau infinite; mai mult, conceperea polinoamelor intr-o
maniera structurald (ca elemente ale unui nou inel construit plecind de la un inel dat) are
avantajul de a conduce la constructii importante si nebanale. In plus, se poate generaliza
constructia riguroasa a inelului clasic de polinoame la inele monoidale, grupale...

Intuitiv, un polinom (cu coeficienti intr-un inel dat, sa zicem corpul numerelor reale R)
este o ,,expresie” de forma

f=a0+a1X+...+anX” (1)
in care apare o ,variabila” sau ,nedeterminatd” X, iar ao, ai, ..., a, sint ,coeficientii
polinomului”: niste elemente fixate ale inelului dat (in cazul nostru numere reale fixate).

Cea mai la Indemind interpretare riguroasa a acestui obiect matematic este cea a functiei
]N’: R —> R, ]N’ xX)=ao+arx+...+ a,x", Vx € R. Sa considerdm insa inelul Zs al claselor de
resturi modulo 3 si polinoamele =X ’ s1 g =X cu coeficienti in Z3. Se observa cd functiile
]N’: Zs— L3 si g: 73 — Zs date de f (x) = X si g (x) =x sint egale! Polinoamele f'si g nu sint
totusi identice.

O solutie ar fi sa definim un polinom cu coeficienti intr-un inel dat R ca o ,,suma formala”
de tipul (1), in care ao, ai, ..., a, € R sint ,,coeficientii polinomului”, iar X are un rol special,
de ,,nedeterminatd”, putind fi Inlocuita cu orice element al lui R. Aceste ,,sume formale” se
adund si inmultesc dupa regulile binecunoscute. Multimea acestor ,,sume formale de tipul
(1)” cu coeficienti in R devine atunci un ine/, notat R[.X].

Dar, in aplicatii, nedeterminata X este adesea inlocuitd cu un element dintr-un inel S diferit
de inelul initial R. De exemplu, in cazul polinoamelor cu coeficienti in R, X poate fi inlocuita
cu un numdr complex sau cu o matrice patratica cu elemente numere reale. Mai general, se
pot da nedeterminatei valori alese intr-o R-algebra (notiune detaliatd mai jos). Procedeul de
»inlocuire a nedeterminatei” sau de ,,evaluare a unui polinom intr-un punct”, asociaza la
fiecare polinom f'si fiecdrui a € 4 (unde A4 este o R-algebrd) un element fla) € A si trebuie sa

satisfaca regulile:

(f+g)a) =fla) + gla); (fg)(a) = fia)g(a), pentru orice polinoame /i g € R[X]

68
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Este util sa fixam a € 4 si sd consideram ,,evaluarea in a” ca o functie v, : R[X] — 4,
va(f') = fla). Proprietatile de mai sus revin atunci la a spune ca v, este morfism de inele.

Aceste idei intuitive despre polinoame se exprima riguros si formal in sectiunea urmatoare,
unde, pornind de la un inel R si un monoid G, se construieste R-algebra monoidald R[G]. In
cazurile particulare G = (N, +) si G = (N", +) se regisesc algebrele clasice de polinoame R[.X],
respectiv R[X1,..., X,].

Cititorii care sint familiarizati cu notiunea de R-algebra si inelele clasice de polinoame si

nu sint interesati de algebre monoidale pot trece direct la I11.2, constructia lui C.

II1.1 Algebre. Algebre monoidale si algebre polinomiale

Fie (R, +, *) un inel comutativ unitar, cu elementul unitate notat cu 1, fixat pe tot cuprinsul

acestui paragraf. Incepem cu unele definitii referitoare la R-algebre.

1.1 Definitie. Se numeste R-algebra un inel (4, +, ©) (nu neapdrat asociativ sau unitar),
inzestrat cu o operatie externa """ :Rx A — A, (r, a) > ra, care ii conferd o structurd de

R-modul*®

, astfel incit sa aiba loc conditiile:
r(ab) = (ra)b = a(rb), Vr € R, Va, b € A.
R-algebra A se numeste asociativa (respectiv unitard, comutativa) dacd inelul A are
proprietatea corespunzatoare. Notam cu Cen(4) := {a € A | ab=ba, Vb € A} centrul lui A4,

adica subinelul format din elementele care comuta cu orice element al lui 4.

Pentru R-algebrele asociative si unitare exista urmatoarea caracterizare (care poate fi luata

drept definitie a notiunii de R-algebra):

1.2 Propozitie. a) Fie A o R-algebra asociativa §i unitara §i e elementul sau unitate.
Atunci aplicatia o : R — A definita de o(r) :=re, Vr € R, este un morfism unitar de inele cu
proprietatea ca a(r)a =aa(r), Vr € R, Va € A (adica a(R) < Cen(A)).

b) Reciproc, daca A este un inel asociativ si unitar, iar a: R — A este un morfism unitar
de inele cu a(R) < Cen(A), atunci A devine o R-algebra definind operatia de R-modul prin

ra = a(r)a, Vr € R, Va € A.

Demonstratie. @) Daca r, s € R, atunci, folosind definitia R-algebrei, avem:

ar+s)=F+se=re+se=a(r)+ als)

ar)a(s) = (re)(se) = r(e(se)) = r(se) = (rs)e = a(rs).

# Reamintim cd axiomele din definitia unui R-modul M sint exact cele ale unui K-spatiu liniar M (inlocuind
peste tot corpul K cu inelul R).
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Avem a(1)=1le=e (caci A este R-modul). Astfel, « este morfism unitar de inele. Daca

reR,ae A, ara=(reJa=r(ea) =ra=r(ae) =a(re) = ac(r). O

Morfismul a: R — A4 dat de teorema de mai sus se numeste morfismul structural al
R-algebrei asociative si unitare 4. Evident, un inel 4 poate avea mai multe structuri de

R-algebra (depinzind de morfismul structural, respectiv de operatia externd "-" : R x 4 — A).

1.3 Exemple. a) Inelul de matrice patratice M,(R) este o R-algebra asociativa si unitara
(necomutativa daca n > 2). Morfismul structural asociaza lui » € R matricea cu r pe diagonala
principala si 0 in rest.

b) Inelul de polinoame R[.X] este o R-algebra comutativa. Daca K < L este o extindere de
corpuri, L este o K-algebra. Care sint morfismele structurale (echivalent, care este structura de

modul) pentru aceste exemple?

1.4 Definitie. Fie 4 si B doua R-algebre. Un morfism de inele ¢: 4 — B care este si
morfism de R-module se numeste morfism de R-algebre. Mai precis, ¢ este morfism de
R-algebre daca si numai daca, Vr € R, Va, b € 4, au loc:

ola + b) = pla) + pb); plab) = pa)p(b) (@ este morfism de inele);
p(ra) = re(a) (@ este si morfism de R-module).

Daca A4 si B sint asociative $1 unitare, iar o, respectiv £ sint morfismele structurale, un
morfism unitar de inele ¢ : A — B este morfism de R-algebre daca si numai daca peca=f
(Verificati!).

In continuare, prin R-algebra vom intelege o R-algebra unitara si asociativa.

1.5 Definitie. O submultime C a R-algebrei 4 se numeste R-subalgebra a lui A daca C este
subinel in 4 s1 Vr € R, Va € C, rezulta ra € C (adica C este si R-submodul in 4).

Intersectia unei familii de subalgebre ale lui A este tot o subalgebra a lui A (demonstrati!).
Astfel, pentru o submultime oarecare S a lui 4, se poate defini subalgebra generata de S este

intersectia tuturor subalgebrelor lui A care includ S.

1.6 Exercitiu. a) Fie 4 o R-algebra unitard si x € 4. Atunci subalgebra generata de {x}
(notata cu R[x]) este multimea ,,expresiilor polinomiale in x cu coeficienti in R”, adica:
R[x]={ao+ax+ ... +a,x" |neN, aga,...,a, € R}.
b) Fie 4 o R-algebra unitara si S < Cen(4). Atunci subalgebra generata de S (notatd cu

R[S]) este multimea ,,expresiilor polinomiale in elementele lui S, cu coeficienti in R”, adica:

_ i
R[S] = Z:a,-]mins1 cSla ; ER,sy,.s, €S,
(if e iy )N

unde sumele sint finite (doar un numar finit dintre a; , sint nenuli). Acest rezultat da forma

..l

subalgebrei generate de orice submultime S a unei R-algebre comutative si unitare.
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Pentru R-algebre si morfisme de R-algebre au loc proprietatile uzuale de la inele si
morfisme de inele. Astfel, au loc urmatoarele proprietati si constructii, intru totul analoage

celor de la inele (demonstrati!):
a) Daca ¢ : A — B este morfism de R-algebre, atunci ¢p(A) este o subalgebra a lui B.

b) Un ideal bilateral / al inelului 4 se mai numeste ideal al R-algebrei A. Daca I este ideal
bilateral al R-algebrei A de morfism structural a, atunci inelul factor A/I este o R-algebra, de
morfism structural mwea, unde 7m:A— AJl este proiectia canonicd. Aceastd algebra se

numeste algebra factor a lui A relativ la idealul 1.

¢) Daca ¢: A — B este un morfism de R-algebre, atunci Kerp= {a € A| ¢(a) =0} este

ideal al lui A si are loc teorema fundamentala de izomorfism:

= Ime (izomorfism de R-algebre).
Kergp
Constructia clasica a inelului de polinoame R[X] cu coeficienti in inelul comutativ R (in
care un polinom este definit ca un sir de elemente din R, sir in care un numar finit de termeni
sint nenuli) este predata in liceu si o presupunem cunoscuta. Vom prezenta o generalizare a
acestei constructii, care permite intre altele obtinerea directd a inelului de polinoame de mai

multe nedeterminate si scoate In evidenta rolul esential al morfismului de evaluare.

Fiind dat un monoid (G, -) si un inel comutativ R, vom construi algebra monoidala R[G]
peste inelul R. Se obtin drept cazuri particulare inelele de polinoame de una, doud, sau o

multime oarecare de nedeterminate.

Ideea ce std la baza constructiei este urmatoarea: fiind date inelul comutativ R si monoidul
(G, *), pe R & (R-modulul liber peste multimea G) se defineste o operatie de inmultire
asociativa §i distributiva fata de adunarea din R 9 care pentru elementele lui G sa coincida
cu inmultirea din G. Orice element din R 9 e scrie in mod unic ca o suma finita de forma

2.4,8,(cuag € R, Vg € G).
2eG

Altfel spus, elementele lui G sint vazute ca elementele unei baze in R-modulul liber
R'Y. Produsul dintre g h e G (vazute ca elemente in baza lui R<G>) este gh (vazut tot ca
element in baza lui R (G)); acest produs se extinde la orice element al lui R 9 de forma de mai
sus, astfel incit sa fie respectatd distributivitatea Tnmultirii fatd de adunare. Detalierea acestei

idei este facuta in continuare.

2

Fie deci (G, °) un monoid (adica G este o multime nevida inzestratd cu o operatie ,,”,
asociativa si cu element neutru e). Construim mai intli multimea suport pe care o vom

structura cu operatii.

Definim suportul unei aplicatii ¢ : G — R ca fiind multimea supp(¢) == {g € G| ¢(g) # 0}.
Notam R[G] = {¢: G — R | supp(¢) este finit}.
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O functie din R[G] se numeste functie de suport finit}” Pe R[G] definim adunarea si
inmultirea: ¥ @, v € R[G], Vg € G, punem

(P+Y)(Q) = pg) +¥ (g
(@ W= Y ewy().

(u,v)eGxG
uv=g

Prima egalitate defineste cu claritate ¢ +y ca functie de la G la R. Trebuie aratat ca si py
este corect definitd, adica suma din definitia lui ¢ -y are un numar finit de termeni nenuli.
Intr-adevar, multimea perechilor (#,v) € GxG cu proprietatea cd @(u)y(v) # 0 este inclusa in

supp(@)xsupp(y), care este finita.

1.7 Observatie. Definitia adunarii ¢ + este naturald. Sa explicdm de ce s-a definit ca mai
sus inmulfirea @ -y. In cazul clasic, in care (G, ) este (N, +), fie @=(ao, ai,..., an, ...),
w=(by, by,..., by, ...), adica ¢(i) = a; ...etc. Atunci ¢ -y este definit ca (cy, ci,..., Cy, ...), unde:

cr=aobr + a1bi_1 + ... + arbo = Zaubv = Zgo(u)l//(v)

(u,v)eNxN (u,v)eNxN
u+v=k u+v=k

Trebuie sd aratam ca ¢ +y s1 @y sint functii de suport finit. Se observa ca supp(@ +y) <
supp(@) U supp(w), care e finita. Pentru ¢y, daci g € G\ {uv |u € supp(p) si v € supp(y)},
atunci (py)(g) este 0, caci toti termenii din suma din definitie sint nuli. Deci supp(@y) este
inclus in {uv | u € supp(¢) si v € supp(y)}, care este finita.

Asadar, ,,+” si,, - sint corect definite si sint legi de compozitie interna pe R[G]. Se poate
defini si 0 operatie externa ,,”” : R x R[G] — R[G], prin

(ro)(g) :=rpg), Vr e R,V e R[G], Vg € G.
In raport cu aceastd operatie, R[G] devine R-modul, care este (izomorf cu) R-modulul liber

de baza G (daca se face abstractie de operatia de inmultire in R[G]).

1.8 Propozitie. (R[G], +, *) este inel asociativ unitar.

Demonstratie. Probam asociativitatea inmultirii. Fie ¢, y, n € R[G]sig € G.

(pw)n)e)= 2(ew)wn(v) = 3. | 2ol (@) p)= 2 ey @n).

(u,v)eG? (uv)eG? | (s,t)eG? (s.t,v)eG?
uv=g uv=g st=u Stv=g

Calculind (@(yn))(g), se obtine acelasi lucru, deci (py)n = p(wn).
Existenta elementelor neutre pentru adunare si inmultire este demonstratd mai jos.

Verificarea celorlalte axiome este propusa ca exercitiu. O

*7 A se observa analogia cu cazul clasic, in care (G, -) este (N, +). Un ,sir de elemente din R cu un numir
finit de termeni nenuli” este de fapt o functie ¢ : N — R, de suport finit.
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1.9 Observatie. Din constructie, rezultd ca R[G] este izomorf cu R-modulul liber de baza
G. Putem scrie elementele lui R[G] ca sume ,,formale” finite de forma deGagg, CU (Ag)geG O
familie de suport finit de elemente din R, indexatd dupa elementele lui G. Se ,,identifica”
a € R cu ,,suma” cu un termen a-e; la fel, identificdim g € G cu 1-g. Aceste identificari revin
de fapt la a defini doud morfisme injective i : R — R[G] sij : G — R[G] (vezi propozitia de
mai jos). Adunarea se face dupa regula 2., _;aog + 2 ;b = 2o (g + be)g, iar inmultirea
satisface distributivitatea la stinga si la dreapta fatd de adunare si regula (1-g)-(1-h) = 1-(gh).
Avem :

( Zagg}[ Zbgg] =2 ( Z(aubv)]g
2eG 2eG geG \uv=g

Astfel, R[G] satisface conditiile de la inceputul acestui paragraf. Orice element al lui R[G]

se scrie in mod unic sub forma deGagg, subintelegindu-se ci este vorba de sume finite. in

particular, deGagg =0<4a,=0,Vg e G.

Sa facem legdtura cu inelele de polinoame clasice si sa ardtdm cd aceastd constructie

satisface cerintele de la inceputul paragrafului. Considerdm urmatoarele elemente din R[G]:

) ) O,dacah=g

Vg € G, definim 7, : G — R prin 1, (h) = y ,Vh e G,
l,dacih=g
. ) O,dacih ze

Vr € R, definim w, : G — R prin y,(h) = ) ,VheG.
r,dacih=e

Este evident ca 7g, ¥ € R[G], V g € G,Vr € R. Au loc urmatoarele proprietati:

1.10 Propozitie. a) Aplicatia i : R — R[G], data prin i(r) = y,, Vr € R, este un morfism
injectiv de inele. In plus, Im i c R[G] (adici R[G] este o R-algebri de morfism structural i).
De aceea, vom scrie r in loc de vy, (identificind pe r € R cu imaginea sa v, € R[G]).

b) Aplicatia j : G — (R[G], *), j(g) = ne, Vg € G, este un morfism injectiv de monoizi. Vom
scrie g in loc de g (identificind pe g € G cu imaginea sa 1, € R[G])).

) ] O,dacah#g
¢) Pentru orice g, h € G sir € R, avem (y,' 15)(h) = . .
r,dacah=g
d) Fie ¢ € R[G]. Notam @(g) cu ag, Vg € G. Atunci ¢ se scrie sub forma unei sume finite:
0= 2.4,
gesupp(p)
unde am identificat pe 1, cu g si pe W, ci ag = pg), Vg e G.
Scrierea lui ¢ este unica: daca Zagg = Zbgg, pentru doua aplicatii de suport finit
geCG geG
g agsigr> bgdela GlaR, atunci ag=be, Vg € G.

e) Elementul neutru pentru adunare este y (scris ca suma de tipul Zag g sub forma sumei

geCG

cu un termen Oe). Elementul neutru la inmultire este n, = le.



74 11I. Polinoame, corpul complex §i extinderi de corpuri

Demonstratie. a) Evident, v, .= v+ ¥, Vr, s € R. Calculind w;-ys, obtinem ;- y4(g)

= > w,(u)y,(v). Daca g # e, atunci, pentru orice cuplu (1, v) cu proprietatea cd uv = g, avem

uv=g
cdu# esauv # e, deci v, (u)y,(v)=0. Asadar, dacd g # e, atunci - ys(g) =0. La fel se
observa cd (¥ ys)(e) = wi(e) ws(e) =rs. in concluzie, avem ;- = ¥, Injectivitatea este
clara.

b) Aratam cd 7gny=ng, Vg he G Pentru Vx e G, x#gh, avem (7g7)(x)
= > 1, (u)y,(v) =0, caci din uv=x#gh rezulta ci u#g sau v#h.Pe de altd parte,

uv=x

(1¢1m)(gh) = 1 (verificare usoara).
d) Avem, Vh € G,

( Zagg](m: AR OE

gesuppy gesupp(p)

0, daca i ¢ supp(p)

_ =o(h).
@(h), dacd h € supp(p)

O,dacih =g

, dupa punctul ¢).
p(g) dacah=g " T /

Am folosit in ultima egalitate faptul ca (1//(0( 2g )(h) = {

Unicitatea rezultd din ( D.a, gj(h) =a,,VheG.

geG

e) Demonstram ca 7. este unitatea inelului R[G]. Pentru orice g € G, avem 75,77, =1]ge =
g =M1, (am aplicat c¢)). Cazul general rezulta folosind d) si distributivitatea. O

Daca G este monoid comutativ, atunci si R[G] este inel comutativ. Dacd G nu este

comutativ, atunci nici R[G] nu este comutativ (vezi b) de mai sus).

Algebrele polinomiale clasice

1. Pentru (G, ') = (N, +) se obtine constructia uzuald a R-algebrei de polinoame intr-o
nedeterminatd ** cu coeficienti in R. Intr-adevar, R[N] este format din functiile ¢ : N — R de
suport finit (adica siruri finite de elemente din R). Notind ¢(i) =: a;, Vi € N, forma generala a

unui element f'din R[N] este f= > a,7; . Tinind cont ca #;77; = 7; ;, pentru orice i, j € N, avem
ieN

ca = (771)i, Vi e N. Notind 7, cu X, se obtine scrierea uzuala f = >, _ya: X i(sumé finita).

R[N] se noteaza de obicei cu R[.X].

2. Considerind monoidul comutativ (N” +) (pentru n N" fixat), unde adunarea este
definiti pe componente, se obtine constructia R-algebrei R[N"], numiti R-algebra de
polinoame in n nedeterminate. Un element din R[N"] se numeste polinom (in n
nedeterminate). Pentru a face legdtura cu scrierea clasicdi a polinoamelor, fie e;:=
,...,1,...,0) € N" (1 pe locul i, 0 in rest), pentru fiecare i € {1, ..., n}. Se vede usor ci orice

element din N" se scrie in mod unic — pind la o ordine a termenilor — ca o suma de e; (cu alte

* Se mai foloseste terminologia ,,necunoscuta” sau ,,variabila” in loc de ,,nedeterminata”.
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cuvinte, e; genereaza monoidul N”). Notim elementul 7, cu X; si il numim nedeterminata.
1

Un produs de nedeterminate (de forma Xj'...X") se numeste term. Orice polinom g din

n A . . .
R[N "] se scrie Tn mod unic sub forma unei sume finite:

g= > a XX

ij..Q, cn o

(i) i)y JEN"

unde (ail---in )( este o familie de suport finit de elemente din R. Deci g este o

. . n
if iy )EN

combinatie liniara cu coeficienti in R de termi. Orice termen al sumei din membrul drept (de

formaa; , X{'...X;',cua;, ; € R,nenul) se numeste monom al lui g.
ttn n

Invitdim cititorul si verifice afirmatiile nedemonstrate de mai sus. R[N"] se noteazi de
obicei cu R[X1,..., X,].

3. Inelul de polinoame de S nedeterminate, unde S este o multime nevida oarecare. Se
considera multimea N® a functiilor de suport finit definite pe S cu valori in N. Interpretam
elementele lui N ca ,,multiindici” si le notdm cu i, j,... . Inzestrim N ¥ cu o operatie notata
aditiv: daca i, j € N(S), punem (i + j)(s) =i(s) + j(s), Vs € S. Se vede imediat ca se obtine o
structura de monoid comutativ. Inelul R[N(S)] se numeste inelul de polinoame de S
nedeterminate cu coeficienti in R. Pentru orice s € S, consideram functia e; € N ¥ data prin

0,dacas=t . . ) . . g S
e (t)= {1, dacis s’ Vt € S si notam cu X, elementul 7, € R[N"]. Orice element i din N

se scrie In mod unic sub forma i :stes , unde (my);cs este o familie de suport finit de
seS

numere naturale’’ indexati dupa S. Asadar, m= J]XxX". In consecintd, un polinom
sesupp(i)

oarecare f din R[N(S>] se scrie sub forma /=) a;7; , cu F o submultime finita a lui Nm; daca
ieF

notam Uscrsupp(i) cu {s1, ..., s,} (este o submultime finita a lui S), atunci avem o scriere
— m my,
f_ Z aml...mnXsl "')(S,1 4
(my,....m, )eN"

unde suma este finitd, adica familia (a este de suport finit.

my...my )(ml oot JEN"
Se observa ca orice polinom de S nedeterminate este polinom de un numar finit de
nedeterminate din S. Inelul R[N(S)] se noteaza cu R[(X;)ses] sau R[X;]ses sau R[X; S].

Teorema care urmeaza este de prima importanta si generalizeazd intr-un cadru abstract
procedura de ,,inlocuire a nedeterminatei (nedeterminatelor) cu o valoare (valori )dintr-o

R-algebrd”.

¥ Evident, inmultirea dintre m € N'sii e R[N(S)] este datd de (mi)(s) .= m-i(s), Vs € S.
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1.11 Teorema. (Proprietatea de universalitate a algebrei monoidale) Fie R un inel
comutativ, (G, *) un monoid si i : R — R[G], ] : G — R[G] aplicatiile canonice definite la 1.10.
Tripletul format din algebra monoidala R[G]| impreuna cu aplicatiile i si j are urmatoarea
proprietate de universalitate: pentru orice R-algebra T de morfism structural o: R — T si
orice morfism de monoizi [ : G — (T, -), exista un unic morfism de R-algebre ¢ : R[G] > T

astfel incit p°i = a §i p°j = f:

Demonstratie. Presupunem ca ¢ este un morfism cu proprietatile din enunt. Asadar,
o(r)= ar), Vr € R si p(g) = plg), Vg € G. Daca decagg este un element oarecare din R[G],

atunci (p[ Zaggj = Z(p(ag Jo(g) = Za(ag ),b’(g) , ceea ce arata ca ¢ este unic determinat de

geG geG geG
a st f. Un calcul direct arata cd ¢ dat de egalitatea de mai sus este morfism de inele si

satisface conditiile cerute. O

1.12 Observatie. Proprietatea de universalitate a algebrei monoidale determina aceasta
algebra pina la un (unic) izomorfism: daca tripletul (4, 5, ) (cu A o R-algebra de morfism
structural y: R — A sicu 0: G — (4, -) un morfism de monoizi) satisface aceeasi proprietate
de universalitate ca tripletul (R[G], i, j), atunci existd un unic izomorfism de R-algebre

@ : R[G] — A astfel incit ¢i = ysi ¢j = 6. Demonstrati!

In cazul algebrelor polinomiale clasice se obtine urmatoarea teorema importantd, care
formalizeaza si da un sens precis expresiei ,,se dau valorile a, ..., a, nedeterminatelor X,
LX)

1.13 Teorema. Fie R un inel comutativ §i A o R-algebra.

a) (Proprietatea de universalitate a algebrei de polinoame R[X]) Pentru orice a € A exista
un unic morfism de R-algebre v, : R[X] — A cu proprietatea ca v,X) = a.

b) (Proprietatea de universalitate a algebrei de polinoame R[X],..., X,]) Fie n € N " fixat.
Pentru orice n-uplu a=(ay,...a,) € A" existda un unic morfism de R-algebre
Va: R[X),..., Xu] — 4 astfel incit va(Xi) = a;, Vi € {1,..., n}.

¢) (Proprietatea de universalitate a inelului de polinoame R[X; S]) Fie S o multime nevida.
Pentru orice aplicatie y: S — A exista un unic morfism de R-algebre v,: R[X; S| — A astfel
incit vAX;) = 1s), Vs € S.

Demonstratie. Propunem cititorului sa demonstreze direct a) si b). Punctul a) este un caz
particular al lui b), care se obtine la rindul sdu din ¢) punind S= {1, ..., n}. Pentru a

demonstra c¢), observam ca y induce un morfism de monoizi
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B:NY =4, Biy= []r(s)",vieN?

sesupp(i)

Aplicind proprietatea de universalitate a algebrei monoidale R[N(S)] =R[X; S], rezulta
existenta unui morfism de R-algebre v,:R[X; S]— A astfel incit v,°j =/, unde
J: N9 R[X; S] este aplicatia canonicd; in cazul nostru j(e,)=X,, Vs e S. Deci
vy (Xy) = fles) = ns).

Unicitatea lui v, rezulta astfel: daca v: R[N(S)] — A este un morfism de R-algebre cu

v(X;) = #s), atunci voj = £, unde [ este morfismul definit mai sus. Din partea de unicitate a
proprietdtii de universalitate a algebrei monoidale rezulta ca v = v, O

Morfismul v, (respectiv v,) care apare la punctele a) si b) se numeste morfismul de
evaluare; daci a= (ay, ...,a,) € A" si f € R[X, ..., X,], atunci v,( f) se noteazi prin traditie
fai, ..., ay) si se numeste valoarea polinomului fin (a,, ..., a,). Asadar:

V=Y bhX eR[X],Vaed avemv,(f)=f(a)= Y ba';

i=0 i=0
Vf= Y b, X{.. X} €R[X,.. X)) Va=(a, .., a,) A" avem

0.
(i iy JEN"

Va(f):f(alv“"an): z bil...inafl"'ailn :
(i iy JEN"
Este important de observat ca procedura de ,,a da valori nedeterminatei”, formalizata in
teorema de mai sus, determind algebra polinomiald pina la un izomorfism (cf. Obs. 1.12).

Cum formulati aceasta proprietate pentru R[X], respectiv R[Xj,..., X;]?

O proprietate utila a R-algebrelor R[.X},..., X,] (uneori folositd pentru a le defini recursiv

dupa n) este:

1.14 Teorema. Fie n > 1. Atunci exista un izomorfism canonic de R-algebre:
R[X1,..., X, ) = R[X,,..., XulI[X0] -

Demonstratie. Folosim 1.13.5): 3! ¢: R[X),..., X,] — R[X1,..., X,a1][Xu], @ morfism de
R-algebre, cu p(X;) = X;, 1 <i<n.Fie 4 :=R[X),..., X,_1].

Invers, din 1.13.5) aplicat lui R[X},..., X,-1], 3! a: R[X),..., Xu-1] — R[X),..., X,], & mor-
fism de R-algebre, cu (X)) =X;, 1 <i<n-1. Astfel, R[X,..., X,] devine o A-algebrda de
morfism structural «. Proprietatea de universalitate a 4A-algebrei de polinoame A[X,] arata ca
existd un unic f: A[X,] — R[Xi,..., Xu], f morfism de A-algebre si f.X,) = X,. Evident, S este
si morfism de R-algebre.

Aratam ca pe=id. po :R[Xi,..., X,] = R[X1,..., X,] este morfism de R-algebre cu
PoX)=X;, 1 <i<n, iar id : R[X),..., X,] — R[X1,..., X,] are aceleasi proprietati. Partea de
unicitate de la 1.13.5) arata cd fo = id. La fel, pf = id, deci ¢ este izomorfism. O

In continuare, facem citeva consideratii asupra notiunii de grad al unui polinom.
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Dacid aX" este un monom in R[X] (cu a#0), n se numeste gradul lui aX”. Punem
grad 0 = —co.

Daci g € R[X], g=ao+ a1 X+ ... +a,X", cu a,# 0, numirul natural n se numeste gradul
lui g, notat grad g (sau deg g) *°. Deci gradul lui g este cel mai mare grad al monoamelor lui g.
Elementele ay, ..., a, € R se numesc coeficientii polinomului g, iar a, se numeste coeficientul
dominant al lui g.

Daca aXf1 ...X,i,” este un monom in R[X},..., X,] (cua #0), si 1 <k <n, definim gradul in
Xi: grad(aX f‘ X ,’;” , X k):: ir (exponentul lui X; in monom). Pentru un polinom
g € R[Xy,..., X,], grad (g, X)) este cel mai mare grad in X; al monoamelor lui g. Daca R este
inel integru, atunci gradul este aditiv: Vg, h € R[Xi,..., X,],

grad (gh, X;) = grad (g, Xi) + grad (h, X;).

Avem si:

grad (g + h, X;) < max(grad (g, Xi), grad (h, Xz)).

Este utild si notiunea de grad total: gradul total al monomului aX f‘ X f,” este i + ... + iy
gradul total al unui polinom g este cel mai mare grad total al monoamelor sale. In general,
cind se vorbeste fara alte precizari de ,,gradul” unui polinom in mai multe nedeterminate, este
vorba de gradul sdu total. Un polinom care are toate monoamele de acelasi grad se numeste

polinom omogen sau forma. Si gradul total este aditiv, daca R este integru.

II1.2 Corpul numerelor complexe construit ca inel factor

Unul din motoarele dezvoltarii matematicii, a algebrei in special, a fost, pina la mijlocul
secolului XIX, rezolvarea ecuatiilor polinomiale cu coeficienti reali (remarcam totusi ca o
teorie riguroasd a corpului numerelor reale apare abia in a doua jumdtate a sec. XIX). Insa
ecuatii polinomiale foarte simple, de exemplu X ‘1= 0, nu au solutii reale: formal,
»solutia” acestei ecuatii este ,,raddcina patrata din — 17 care, evident, nu este un numar real.
fnca din sec. XVI s-au folosit ,,cantitati” de tipul i = ¥—1 in exprimarea solutiilor ecuatiilor
si s-a observat ca se poate opera in mod coerent cu ,,numere” de forma a + bi, cu a si b
numere reale: ele se adund si se inmultesc conform regulilor ,,uzuale” (adicd se respecta
proprietdtile de comutativitate, distributivitate, ..., care se regdsesc in axiomele corpului), cu
mentiunea (oarecum socantd) ca i’ =—1. Numerele de forma bi au fost numite numere pur
imaginare, pentru a sublinia ca nu este vorba de numere reale. Cum se poate face insa pe baze

riguroase constructia ,,numerelor complexe”?

> De la englezescul degree (sau francezul degré).
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In general, constructia care se da corpului C al numerelor complexe este urmitoarea: se
defineste C=RxR = {(a, b)| a, b € R } si se inzestreazd C cu doua operatii, adunarea si
inmultirea, astfel:

(a, b+ (c,d):==(a+c, b+d); (a, b)(c, d):=(ac—bd, ad+ bc),V(a, b), (c, d) € C

Daca definitia adunarii este naturala si este clar ca (C, +) este grup abelian, nu este clar de
ce se defineste astfel inmultirea; in plus, nu este deloc evident ca avem de a face cu o operatie
asociativa, distributiva fatd de adunare, care are element neutru si cd orice element nenul
(diferit de (0, 0)) are invers. Aceste fapte sint consecinta unor verificari directe care aduc prea

putind lumind in motivarea definitiei inmultirii.

Existd o abordare naturald a constructiei lui C, folosind notiuni elementare de algebra:

inele factor, teorema de izomorfism $i teorema impartirii cu rest in inele de polinoame.

Incepem cu aceastd ultimd teorema, de o importantd ce nu poate fi indeajuns subliniata.

2.1 Teorema (teorema impadrtirii cu rest in inele de polinoame) Fie K un corp comutativ si
f, g € K[X], cu g#0. Atunci exista doua polinoame q, r € K[X] astfel incit f= gq + r, unde
r =0 sau grad r < grad g.

In plus, q, r sint unic determinate cu proprietdtile de mai sus.

Demonstratie. Demonstratia este inspiratd din algoritmul de impartire a polinoamelor
predat in scoald. Fie f=ag+... +a, X" si g=bo+ ... + b, X" polinoame din K[X], cu g#0
(adicd b, # 0). Facem o inductie dupa n = grad f. Daca n < m, punem g =0, » = f. Daca n > m,
polinomul % :=f —bm_lanX "Mg are gradul strict mai mic decit n (termenii de grad n se
reduc, de aceea am si ales coeficientii astfel) si, din ipoteza de inductie, putem scrie & = ggq +

r, cu grad r < m. Astfel, f= g(q +b o, X" )+ r. Unicitatea e propusa ca exercitiu. O

Problema constructiei lui C poate fi reformulata in termeni mai precisi astfel:

Consideram 1n R[X] polinomul f=X g 1, care este ireductibil iIn R[X] (caci nu are
radacini in R si este de grad 2). Cautam o extindere a lui R (adica un corp C, in care R sa fie
subcorp) in care polinomul f'sa aibd o radacind. Acesta este un caz particular al unei probleme

fundamentale in teoria ecuatiilor polinomiale:

2.1 Problema. Fie K un corp si f € K[X]| un polinom ireductibil, grad f > 2 (deci f nu are
radacini in K). Exista un corp L, extindere a lui K, in care f sa aiba o radacina? Se poate

construi efectiv?

Presupunem problema rezolvata. Fie L un corp care include K, astfel incit f are o rddacina
o in L. Afirmatia ,,polinomul f € K[X] are radacina « in L” se interpreteaza riguros astfel:
morfismul de evaluare in a, v, : K[X] — L, f > fla), are proprietatea ca v,(f) = 0. (L fiind o
K-algebra, v, este bine definit, vezi I11.1.13)

Consideram morfismul de evaluare in «,
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K[X] — L, vdg) = g(a), Vg € K[X].
Atunci v,(f) =0. In consecinta, Ker v, (= {g € K[X] | va(g) = 0) este nenul, caci f € Ker v,.
Teorema fundamentala de izomorfism spune ca
K[X]/Ker v, = Imy,
g+ Kervy, = vy(g) M

Imv, este un subinel al lui L, care contine « (de ce?), deci Imv, (sau mai degraba
K[X]/Ker v,, cu care e izomorf!) ar fi un bun candidat la solutia problemei (daci ar fi corp!).
Sa vedem cine e Ker v,. Cum f este ireductibil, idealul generat de f, notat (f'), este maximal.
Cum (f) < Ker v, si (f) este maximal, (f) = Ker v, (Ker v, # K[X], caci polinomul constant
1 & Ker vy)).”" Astfel, K[X]/Ker v, = K[X]/(f) este chiar corp, conform teoremei I1.4.8.

Am gasit solutia problemei: punem L = K[X]/(f). Putem insa sa consideram corpul K
drept un subcorp al lui K[X]/(f)? Existi aplicatia canonicd ¢ : K — K[X]/(f), ¢(a) = a (clasa
lui @ modulo (f'), notatd si a+ (f)), Va € K, care este morfism de corpuri (de ce?). Cum ¢
este injectiva™’, se poate identifica a € K cu imaginea sa ¢(a) € L, deci K este izomorf cu

subcorpul ¢(K) al lui L. Aceasta situatie apare des 1n teoria corpurilor:

2.2 Definitie. Fie K un corp. Daca o : K — L este un morfism de corpuri, atunci tripletul
(K, L, o) se numeste o extindere a lui K. In acest caz, pentru orice element ¢ € K, obisnuim si
identificdm o(a) € L cua € K. Astfel, dacd a € K si x € L, vom scrie a-x in loc de ofa)-x etc.
Prin aceasta identificare, K este subcorp al lui L si scriem, prin abuz, ,,extinderea K < L” 1n
loc de ,,extinderea (K, L, 0)”. Observam ca L este o extindere a lui K daca si numai daca L

este un corp care are o structura de K-algebra.

Putem acum formula solutia la problema 2.1 de mai sus:

2.3 Teorema. Fie K un corp si f € K[X] un polinom ireductibil. Atunci exista un corp L,
extindere a lui K, in care f are o raddacina. Mai precis, inelul factor L := K[X]/(f) este corp si
K-algebra prin intermediul aplicatiei naturale a — a+ (f)=a (clasa lui a modulo idealul
(f)), iar elementul a=X+ (f) = X este raddcind a lui fin L.

Demonstratie. Faptul ca L =K[X]/(f) este corp a fost justificat mai sus; diam si o

2

demonstratie ,,clementard”, care furnizeaza si un mijloc efectiv de a gasi inverse in K[X]/(f).
Fie g # 0 un element nenul din L, unde g € K[X]. Cum g ¢ (f'), rezulta f1g; ireductibilitatea
lui f aratd ca (f, g) g =1. Deci ex1sta u, v € K[X] astfel 1n01t 1 =uf+vg™. Trecind la clase
modulo f; obtinem 1= m vg. Deci g are invers, anume vel.

Radacina lui f'in L este X (lucru care poate fi intuit daca privim la izomorfismul (1) si

ciutim contraimaginea lui o). Intr-adevir, fie f=a¢ + a1 X + ... + a,X; atunci:

>! Cititorul "pierdut" de aceasta demonstratie poate gisi una elementari citind toata pagina.
32 Orice morfism de corpuri este injectiv!
33 Polinoamele u si v se pot gasi efectiv cu algoritmul extins al lui Euclid.
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N AN AN AN

;% I —
f(X)=a01+a1X+...+a,,X =qy+a X+ ...+a,X =f=0. ]

Constructia lui C. Revenind la K=R si f= X+ 1, rezulta ca R[X]/(X2+ 1) este un corp
incarei:= X (clasa lui X modulo idealul (X g 1)) este radacind a polinomului X Y

+ X710

Pai=F

Sa aratam ca putem scrie elementele din R[X]/(X g 1) sub forma familiara a + bi, cu a,
b € R. Un element oarecare din R[X]/(X2+ 1) este de forma g=g+ (X2+ 1), cu g € R[X].
Aplicind teorema Impartirii cu rest polinoamelor g si X 4 1, existd g, r € R[X] astfel incit:

g= (X2+ l)g +r, cugradr<?2.

Decir=a+ bX, cua, b € R. Trecem la clase modulo (X g 1) in egalitatea de mai sus:

§=X’+l)g+r=r=a+bX=a+bX

Daci tinem cont ci identificim elementele a din R cu imaginile lor @ =a + (X g 1)) din
R[X])/(X*+ 1), iar X =1, egalitatea de mai sus se scrie

g=a+bi

Scrierea aceasta este unica: daca a + bi=c+di, cu a, b, ¢, d € R, atunci (X g 1) divide
a+ bX — (c+dX) sirezultd imediat cda =b sic =d.

Ceea ce am facut nu este altceva decit determinarea unui sistem de reprezentanti pentru
clasele din R[X]/(X2+ 1); acesta este {a/+b\X| a, be R} ={a+bi|a be R}, clasele tuturor
resturilor posibile la Tmpartirea cu X 1.

Sa verificam si regula uzuald de inmultire a doud elemente scrise sub forma a + bi. Pentru
aceasta, tinind cont de distributivitate si ca i 2= -1, avem

(a + bi)(c + di) = ac + bdi" + adi + bci = ac — bd + (ad + bc)i.

Avantajele introducerii lui C ca R[X]/(X g 1) sint urmatoarele:

- se foloseste o constructie (inelul claselor de resturi modulo (X g 1)) care are aceeasi idee
de baza ca si constructia inelului de clase de resturi modulo n, Z,;

- constructia este naturald, are legaturd directa cu polinomul X 41 si ilustreaza importanta
teoremei impartirii cu rest in R[X] si a notiunii de ireductibilitate;

- nu mai este necesar calculul de verificare a indeplinirii axiomelor corpului (asociativitate,
existenta elementului neutru la adunare si inmultire etc.);

- posibilitatea generalizarii imediate la constructii de extinderi de corpuri oarecare, pornind

de la polinoame ireductibile.
Vom trece in revistad citeva dezvoltari ale acestor idei la extinderi oarecare de corpuri.

Teorema 2.3 are drept consecinta:

2.4 Teorema. Fie K un corp si f € K[X], grad f > 1. Atunci exista o extindere L a lui K,

astfel incit f se descompune in factori de gradul 1 in L[ X] (f,, are toate radacinile in L”).
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Demonstratie. Inductie dupd grad f. Mai precis, consideram afirmatia P(n): ,,pentru orice
corp K si pentru orice polinom f € K[X], grad /= n, exista o extindere L a lui K astfel incit f'se
descompune in factori de grad 1 in L[X]”. Daca n = 1, atunci extinderea cautata este chiar K.
Presupunem afirmatia adevératd pentru orice t<n si o demonstrdm pentru n. Fie deci
fe K[X], gradf=n si g € K[X] un factor ireductibil al lui f (f se scrie ca un produs de
polinoame ireductibile, vezi IV.2.5). Teorema 2.3 asigura ca existd o extindere £ a lui K in
care g are o radicind a. In E[X], f=(X— a)h, cu h € E[X]. Cum grad h=n— 1, ii putem
aplica ipoteza de inductie si deci existd o extindere L a lui £ in care & (deci si f) se

descompune in produs de factori de grad 1. O

2.5 Definitie. Fie K < L o extindere de corpuri. Atunci L are o structurd canonica de
K-spatiu vectorial™*: inmultirea unui ,,scalar” din K cu un ,,vector” din L este inmultirea din L.
Dimensiunea lui L vdzut ca spatiu vectorial peste K se numeste gradul extinderii K < L si se
noteaza [L : K].

2.6 Definitie. Fie K — L o extindere six € L. Spunem ca x este algebric peste K daca exista
un polinom nenul ' € K[X] astfel incit /' (x) = 0. Spunem ca x este transcendent peste K daca

nu este algebric peste K.

In extinderea R — C, elementul i € C este algebric peste R, deoarece este radicina
polinomului X ‘yle R[X]. Gradul extinderii este [C : R] =2, deoarece {1, i} este o baza a
R-spatiului liniar C.

Daca K c L este o extindere si x € L este algebric peste K, atunci exista un polinom nenul
de grad minim in K[X] care are radacina x. Acest polinom este unic determinat daca cerem sa
fie unitar (cu coeficientul dominant egal cu 1) si se numeste polinomul minimal al lui x peste

K , notat Irr(x, K). Are loc urmatoarea caracterizare a polinomului minimal:

2.7 Teorema. Fie K — L o extindere de corpuri si x € L, algebric peste K si v, : K[X] — L,
v(g) = g(x), Vg € K[X] (morfismul de evaluare in x). Fie f un polinom unitar cu coeficienti in
K. Urmatoarele afirmatii sint echivalente:

a) f(x) =0 si grad f=min{grad g | g € K[X], g(x) =0, g = 0}.

b) f(x) = 0 si f este ireductibil.

c) f este un generator al idealului Ker v, = {g € K[X] | g(x) = 0}.

d) f(x) =0 i, oricare ar fi g € K[X] cu g(x) =0, rezulta ca f|g. O

2.8 Exemple. a) Irr(+/2, Q) =X *DciciX’-2e Q[.X], este unitar, se anuleazd in V2 si
este ireductibil in Q[X].
b) Irr(v2 , R) = X —v/2 . In general, pentru orice corp K si a € K, Irr(a, K) =X — a.

> Aceastd interpretare este fundamentali in toata teoria extinderilor de corpuri.
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Fie extinderea K — L si x € L. Sint de prima importanta urmatoarele notiuni:
- subinelul lui L generat™ de K si {x}, notat K[x]. Are loc (demonstrati):
Kx]={ao+aix+...+ax"|neN aeK 0<i<n}=Imv,. (S)

- subcorpul lui L generat de K si {x}, notat K(x). Are loc:
Kw) = {ap™" | @ B e KIx], B0}
De exemplu, subcorpul lui C generat de Q si v2 este Q(v2)=Q[v2]={a+b2 |a

b € Q} (demonstrati!). Se observa ca nu este nevoie sa luam zoate expresiile polinomiale (de
orice grad) in +/2, cu coeficienti in Q, ca in caracterizarea (S), ci doar cele de grad mai mic
decit 2 = grad Irr(~v2 , Q). De asemenea, are loc si Q(~2 ) =Q[+2 ]. Lucrul acesta nu este

intimplator si este caracteristic elementelor algebrice:

2.9 Teorema (de caracterizare a elementelor algebrice). Fie K < L o extindere de corpuri
si x € L. Urmatoarele afirmatii sint echivalente:

a) x este algebric peste K.

b) K[x] este corp.

c) K[x] = K(x).

d) Extinderea K  K(x) este finita.

Daci x este algebric peste K si f=TIrr(x, K), gradf=n, atunci K[X]/(f)=Kx). In
particular, [K(x) : K] = n §i o bazd a K-spatiului liniar K(x) este {1, x, ..., x" 1}.

Demonstratie. a)=b) Fie = Irr(x,K) € K[X] s1 v, : K[X] — L morfismul de evaluare in x.
Avem Ker v, = f. Din teorema de izomorfism pentru inele, K[X]/(f) = Im v, = K[x]. Cum f
este ireductibil in K[X], idealul (f') este maximal si K[X]/(f) este corp. Atunci K[x], izomorf
cu K[X]/(f), este si el corp.

b)<=c) Evident.

¢)=a) Presupunem ca x =0 si fie X'=ap+t ax + ... + ax"e K[x] inversul lui x.

+1 . o - 1% - . .
— 1 =0, adica x este raddcina unui polinom

inmul‘gind cu x, obtinem agx + a 1x2 + .o+ ax”
nenul cu coeficienti in K.

d)=>a) Familia infinita {xi | i € N} de elemente ale K-spatiului vectorial finit dimensional
K(x) este liniar dependenta. Deci, existd o relatie de dependenta liniara de forma ao'1 + a1x +
.o.+ax"=0,cun e Nsiay,ai, ..., a, € K, nu toti nuli, adici x este algebric peste K.

a)=>d) Avem K-izomorfismul de corpuri K[X]/(f) = K(x). Acesta este si un izomorfism de
K-spatii vectoriale. Fie n = grad £ Demonstrim ci in K-spatiul vectorial K[X]/(f), clasele
elementelor 1, X, ..., X "~! sint elementele unei baze. Daci ao/l\ + al)? + ...t a,_1 Xt = 6,
cuao, ap, ....,ap-1 € K,atuncig=ap+a X+ ... + an,l)(n_1 € (f), adicd f'|g. Cum grad f'=n,

rezultd ca g =0, adica ao, ay, ..., a,— sint nule. Pe de altd parte, folosind teorema impartirii

> Subinelul lui L generat de o submultime S a lui L este definit ca intersectia tuturor subinelelor lui L care
includ S. La fel se defineste subcorpul generat de S.
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cu rest, orice clasa modulo f a unui polinom 4 € K[X] are un reprezentant de grad mai mic
decit 7. Aceasta inseamna ci / este combinatie liniard cu coeficienti in K de ?, X s e X
Izomorfismul K[X]/(f)=K(x) duce X+ (f) in x, deci baza {1, X, .., X" '} este dusi in

baza {1,x,..,x" "} in K[x]. O

2.10 Definitie. Fie K un corp si x un element algebric peste K. Gradul extinderii K < K[x]

(egal cu grad Irr(x, K)) se numeste gradul elementului x peste K.

Fie K un corp. Teorema II1.2.4 arata ca, pentru f € K[X] dat, existd o extindere K < L in
care f are toate radacinile. Ar fi de dorit sa putem gasi un corp Q, extindere a lui K, incit orice
polinom f € K[X] de grad > 1 are toate radicinile in Q. In acest sens, este esential conceptul

urmator:

2.11 Definitie. Un corp 2 se numeste corp algebric inchis daca orice polinom de grad > 1

din Q[X] are cel putin o radacind in Q.

2.12 Teorema (Caracterizarea corpurilor algebric inchise). Fie Q un corp. Urmdatoarele
afirmatii sint echivalente:

a) Q este corp algebric inchis.

b) Orice polinom cu coeficienti in €, de grad n>1 se descompune in factori liniari in
Q[X] (are n radacini in Q).

¢) Nu exista extinderi finite proprii ale lui Q.

d) Singurele polinoame ireductibile din Q[ X] sint cele de grad 1.

Demonstratie. a)=b) Presupunem prin reducere la absurd ca exista f € QQ[X], grad f > 1,
astfel incit f nu se scrie ca un produs de factori liniari in Q[X]. Alegem f de grad minim cu
aceasta proprietate. Din ipoteza, f are o radacind a € Q, deci f=(X—-a)g, cu g € Q[X]. Dar
grad g < grad f, deci g se descompune in factori liniari. Egalitatea /= (X — a)g arata ca si f se
descompune in factori liniari, contradictie.

b)=c) Daca Q c L este o extindere finita, iar & € L\ Q, atunci « este algebric peste Q; fie
g=1Irr(a, Q). Cum g € Q[X], g are o radacina in €, deci grad g = 1 (g este ireductibil!). Deci
a € Q, contradictie.

Restul implicatiilor sint lasate cititorului. O
Are loc urmatorul rezultat fundamental:
2.13 Teorema. Orice corp K are o extindere care este corp algebric inchis. O

Demonstratia este neconstructiva si foloseste Axioma Alegerii (mai precis Lema lui Zorn).
Vezi, de exemplu, ION si RADU [1981] sau TOFAN si VOLF [2001].

Un exemplu clasic important de corp algebric inchis este C. Nu includem o demonstratie,

fiind mai mult tehnica. Asadar, are loc:
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2.14 Teoremi.’® Corpul C al numerelor complexe este algebric inchis. O

II1.3 Corpuri finite si criptografie

Corpurile finite au depasit de mult stadiul de curiozitate matematica. Corpurile finite sint
esentiale in tehnologiile legate de transmisia, stocarea, secretizarea si prelucrarea informatiei
digitale. Codurile liniare corectoare de erori se bazeaza pe corpuri finite, iar unele din cele

mai puternice scheme criptografice moderne au la baza logaritmul discret intr-un corp finit.

Clasificarea corpurilor finite este simpla: pentru orice numar q, putere a unui prim, exista
un unic (pina la izomorfism) corp finit cu q elemente, notat IF,. Acestea sint toate corpurile
finite (pind la izomorfism). in plus, grupul (F q*, *) este ciclic. Vom demonstra in continuare
aceste fapte.

In acest paragraf, ,,corp” inseamna ,,corp comutativ”.

3.1 Teorema. Fie F un corp finit cu q elemente. Au loc urmdtoarele afirmatii:

a) Exista un numar primp sin € N astfel incit |F| =p".

b) Pentru orice numar primp sin € N *, existd un corp finit cup” elemente.

Demonstratie. a) Fie e elementul unitate al lui . Atunci multimea multiplilor lui e,
P:={ne|ne N*}, este o submultime a lui F si este finitd. Deci existd p € N’ astfel incit
pe=0. Alegem p sd fie minim cu aceasta proprietate (p = car F, vezi exercitiul I111.3.1). Daca
p nu ar fi prim, atunci p=ab, cu 1 <a, b<p. Cum p-e= (ab)-e=(ae)(be)=0, rezulta ca
a-e =0 sau b-e = 0, contradictie cu minimalitatea lui p.

Ramine ca existd un unic p prim astfel incit p-e =0. Deci P= {0, e, 2e, ..., (p — 1)e}.
Observam ca existd o bijectie intre P 1 Z, = {6, T, . p/—\l} (inelul claselor de resturi
modulo p), data de i-e > i. Bste chiar un izomorfism, dupa cum se verifica imediat. Deci P
este corp (fiind izomorf cu corpul Z,), iar F' este o extindere a sa.

Interpretam F' ca un spatiu liniar peste P. Atunci dimensiunea lui F peste P este finita, fie

dim pF = n. Deci F = P" (izomorfism de spatii liniare), adici |F] = p".

% Aceastd teoremd e cunoscuti sub numele de teorema fundamentald a algebrei sau teorema
d’Alembert-Gauss. Jean le Rond d’Alembert propune o demonstratie (incompletd) in 1746. C.F. Gauss da patru
demonstratii corecte acestei teoreme, prima oara in 1797. Alte demonstratii au mai fost date de Jean Argand
(1814), Augustin Louis Cauchy (1820). Teorema lui Liouville (datorata de fapt lui Cauchy, 1844) —, orice functie
olomorfa marginita pe C este constantd”— demonstreaza teorema intr-un rind. Remarcam ca toate demonstratiile
fac apel si la rezultate de analizd matematica, datoritad faptului ca proprietati fundamentale (topologice) ale
corpului R nu admit descrieri pur algebrice. Rolul esential il joaca mai degraba proprietatile de ordine ale Iui R.
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b) Presupunem problema rezolvati: daci F este corp finit cu ¢ :=p" elemente, grupul
(F *, ‘) are g — 1 elemente. Aplicind teorema lui Lagrange, obtinem ca x?7' = 1, deci x? =x,
Vx € F. Pe de altad parte, din punctul a), F' contine un subcorp izomorf cu Z,. Deci F este o
extindere a lui Z,, iar X? — X € Z,[X] se descompune in factori liniari in F[X] (ca in teorema
2.4). Argumentdm acum astfel existenta unui corp cu g=p" elemente: fie corpul Z, si
f=X?-Xe Z,[X]. Din 2.4, existd o extindere E a lui Z, incit f se descompune in factori
liniari in E[X]. Considerdim multimea F := {x € E|x?=x}. Si demonstrim ci F este subcorp
al lui E (va fi corpul cu g elemente ciutat). Fie x, y € F. Atunci (xy)? =x)? =xy, deci xy € F.
Avem si (x+y)'=x"+)? (vezi lema urmitoare), deci x+y e F. Daci x=0, atunci
=) =x", deci x' e F. Elementele lui F sint exact ridicinile polinomului £, iar
acestea sint in numdr de exact ¢. Intr-adevar, un polinom de grad ¢ are cel mult ¢ radacini
(IV.3.13); pe de alta parte, f nu are radacini multiple, dupa cum se vede folosind criteriul cu

derivata formald IV.3.16: f'=gX’ "' = 1 =— 1, deci (£ f) = 1. O

3.2 Lema. Fie F un corp de caracteristica p > 0. Atunci aplicatia ¢ : F — F, ¢(x) =
Vx e F, este un morfism de corpuri (numit endomorfismul lui Frobenius®’ al lui F). Dacd F
este finit, atunci ¢ este bijectiv (este un automorfismal lui F). Notind q=p", atunci
@" = @e...op (de n ori) este morfism, iar ¢"(x)=x", Vx € F.

Demonstratie. Fie x, y € F. Este clar cd ¢(xy) = ¢(x)p(y). Corpul F fiind comutativ, are loc
formula binomului lui Newton:

Px+y) = (x+y ZC’xp’ P=x? +y ,

0<[<p

ultima egalitate avind loc pentru ca p divide coeficientii binomiali C ; dacd 1 <i<p (dece?).

Morfismul de corpuri @ : F — F este injectiv, deci bijectiv daca F este finit.
Avem (¢ °)(x) = p(X') = (p(x))’ = = X" si, prin inductie, " (x) = x?" VxeF,vneN 0O

Grupul multiplicativ al unui corp finit este ciclic, proprietate care are multe aplicatii:

3.3 Teorema. Fie F un corp finit cu q elemente. Atunci grupul (F . ") este ciclic: existd
aeF astfel incit F "= {ai |1 <i<q—1}. Un astfel de element se numeste element primitiv""
al lui F.

Demonstratie. Fie m exponentul lui (F . *) (vezi exercitiul I11.3.2). Tot din exercitiu rezulta
cd existi @€ F cu ord a=m. Rimine si aritim cd m= q—1. Dacd m<gqg—1, atunci

polinomul X” — 1 ar avea ¢ — 1 ridicini (toate elementele lui F *), contradictie. O

>7 Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), matematician german.

58 fn cazul extinderilor oarecare, dacd pentru extinderea K < L existd a € L astfel incit L = K(a), atunci a se
numeste element primitiv al extinderii. Un element primitiv al unui corp finit F este i un element primitiv al
oricarei extinderi K C F.
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3.4 Teorema. Orice doud corpuri finite care au acelasi cardinal sint izomorfe.

Demonstratie. Fie F, E corpuri finite cu ¢ =p" elemente (cu p prim) si « € F un element
primitiv. Atunci /=X’ — X € Z,[X] are ridicina « in F. Pe de altd parte, f este produs de
polinoame ireductibile in Z,[X]; deci existd un (unic) factor ireductibil g al lui f astfel incit
gla)=0. Din 111.2.9, grad g = [Z,(x) : Z,) = [F : Z,]) = n. Fie S o radacind a lui g in E (g are
toate radacinile in E), atunci [Z,[f)] : Z,] = grad g=n = [E : Z,], deci Z,[f] = E. Avem acum
izomorfismele (cf. I11.2.9): F = Z,[a] = Z,[X]/(g) = Z,[a] = E. O

Corpul finit cu p” elemente (unic pind la izomorfism) se noteazd cu GF(p") (Galois

Field = corp Galois)™ sau F,.

Din existenta unui corp finit F cu p" elemente rezultd ci existd polinoame ireductibile de

grad n cu coeficienti in Z,: de exemplu, polinomul minimal al unui element primitiv al lui F.

e 0 . * . ~ ~ . . . . A
3.5 Propozitie. Pentru orice n € N, exista mdcar un polinom ireductibil de grad n in

F,[X]; pentru orice astfel de polinom f, F,[X]/(f) este un corp cu p" elemente. O

. . . . n - .
Problema constructiei efective a unui corp cu p elemente se reduce la cautarea unui

polinom ireductibil g de grad n in Z,[X]. Corpul cautat va fi inelul factor Z,[X]/(g).

Am determinat corpurile finite in ipoteza cd sint comutative. Este remarcabil faptul ca

ipoteza aceasta este superflud: orice corp finit este comutativ (Teorema lui Wedderburn®). Nu

includem o demonstratie.

Aplicatie. Logaritmul discret intr-un corp finit. Criptografie. Semnaturi digitale

Fie p un numdr prim fixat si ¢ =p', cu > 1. Fie F = F,, corpul cu g elemente. Fie b un
element primitiv al lui F, adicd b genereaza grupul multiplicativ F ", Atunci oricea € F poate
fi scris in mod unic sub forma

a=">b,
unde » € N 51 0 <r < g — 2. Numarul » se numeste logaritmul discret al lui a in baza b si se

noteaza logy(a) sau ind,a.

Date b si a ca mai sus, determinarea algoritmica a lui logy(a) este cunoscuta ca problema
logaritmului discret (Discrete Logarithm Problem, DLP). Pe baza unui mare numar de fapte
teoretice si practice, DLP este presupusa ca fiind dificila (pentru ¢ mare, ales judicios), mai
precis spus intratabila computational, in sensul c¢a un calcul efectiv al lui logs(a) ar lua sute de

ani cu algoritmii si mijloacele cunoscute de calcul, pentru valori curent folosite ale lui g si b.

%% Structura corpurilor finite a fost determinati de Galois in 1830.
% Joseph Henry MacLagen Wedderburn (1882-1948), matematician scotian.
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Fie w=[logor] + 1 (numarul de biti din reprezentarea lui » in baza 2). Algoritmul de
ridicare la putere dat de exercitiul 111.3.8 calculeazi b” (b si r fiind date) si cere cel mult 2w
inmultiri, adicad are un timp de rulare de ordinul O(w). Astfel, verificarea faptului ca
r = logp(a) poate fi facuta foarte rapid.

Algoritmul evident (si total ineficient) de gasire a lui logs(a) prin cautare exhaustiva (se
calculeaza toate puterile lui b pina se gaseste a) cere in cel mai rau caz g — 1 ridicari la putere
(sau inmultiri) si teste de egalitate, fiind prohibitiv din acest punct de vedere. De exemplu,
daca ¢ are 512 cifre binare (se folosesc astfel de ¢ in scheme criptografice actuale), iar o
ridicare la putere in I, dureaza 10_125, 1000 de calculatoare calculind in paralel au nevoie cam
de 25121071

secunde. Virsta Universului este estimata la 14 miliarde de ani, aproximativ 510" secunde.

- . . . g T 4. N 140
secunde de gasire a lui logy(a) prin aceastda metoda, adica aproximativ 10

intrebare. Vi se par plauzibile aceste estimiri? De ce? Dar daci ¢ are 128 de cifre binare?

Criptosistemul ElGamal

Se fixeaza urmatorii parametri: g (o putere a unui numar prim) si un element primitiv g al
lui I, si se fac publice catre toti utilizatorii. Utilizatorul A are o cheie privata a,2<a<q -2
(a este cunoscutd doar de A) si publici y=g" e F q*. Daca un utilizator B vrea sa trimita un
mesaj secret m (presupunem ca m € Fq*) lui A, atunci B alege la intimplare k£, 2 <k<qg—2si
calculeaza in Fq*

n=g"siy=m.
Cuplul (y1, »2) (,,mesajul cifrat”) este trimis de B lui A. Deoarece
m=(mg™)g " =yag™)" =101 )",

A poate descifra mesajul m calculind m = y,(y; _l)a.

Daca o persoana neautorizata C intercepteaza (vi, y») (si, evident, cunoaste y, cheia publica
a lui A), C nu poate descoperi mesajul m decit calculind £ sau a (ambele implicind calcularea
logaritmului discret in baza g: k= log, y1, a =log, y). Un ipotetic algoritm rapid de gasire a
DLP ar permite deci descifrarea rapidd a mesajului secret m. Nu s-a gasit un mijloc de a

sparge aceasta metoda de cifrare fara calculul logaritmului discret.

Algoritmul de semnatura digitala ElGamal

Semnarea digitala a unui mesaj m este o modalitate de a asigura un utilizator B ca un
anumit mesaj m (despre care B crede ca provine de la un utilizator A) este intr-adevar trimis
de A si nu de cineva care doreste s se dea drept A.°' Pentru aceasta, se anexeazi mesajului m
0 ,,semndturd digitald” (un sir de simboluri®®). Tatd un mod de a face aceasta:

Utilizatorul A, care vrea sd semneze electronic mesaje, face publice: ¢ (o putere a unui

numdr prim), g (un element primitiv g al lui F,) siy, | <y<g—2,undey=g" (1 <a<q-2,

5! Puteti da exemplu de o astfel de situatie in practici?
62 Semnitura electronica trebuie si depinda de A (evident), dar si de m! De ce?
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a este tinut secret de citre A). In general, ¢ si g sint aceleasi pentru toti utilizatorii sistemului,
doar y fiind specific lui A (nici un alt utilizator nu publicad acest y). Pentru a semna mesajul
m e Fq*, A anexeaza mesajului m o pereche de numere intregi (r, 5), 1 <r, s < g — 2, astfel
incit
m r.s
g =yr
Intregii  si s sint generati astfel: A alege aleator unkcu 1 <k<g—-2si(k g—1)=1si

< k Ce e, )
calculeazir=g". Cumy =g", s trebuie si satisfaci ecuatia

m ar+ ks

g =8 )
echivalentd cu m = ar + ks (mod g — 1). Deoarece (k, ¢ — 1) = 1, ecuatia are o unica solutie s
modulo g — 1, anume s = (m — ar)'k_1 (mod g — 1), usor de gasit de catre A.
Un utilizator B care primeste mesajul m, semnat digital de catre A (adica tripletul (m, r, s))
testeazd autenticitatea prin verificarea egalititii g =y 7.

Se observa ca acest algoritm de semnare tripleaza lungimea mesajelor.

Institutul National de Standarde si Tehnologii al S.U.A. (National Institute of Standards
and Technology, NIST) a stabilit Standardul de Semnatura Digitala (Digital Signature
Standard, DSS), care este bazat pe o varianta a algoritmului de semnatura ElGamal de mai
sus. DSS este standardul de autentificare digitald al guvernului Statelor Unite. Descriem pe
scurt principiile DSS. Algoritmul are urmatorii parametri:

- un numdr prim p a carui scriere in baza 2 are 512 biti, Incit determinarea logaritmului
discret in Fp* este intratabila si p — 1 are un divizor prim ¢ care are 160 biti;

- un element g de ordin ¢ 1n Fp*.

Utilizatorul A isi alege o cheie secretd a € F p* si publicd g“°=b € Fp*. Pentru a semna un
mesaj m € Fp*, A alege aleator k € Z, si calculeazd (y, 6) € ZyxZy, unde:

y=g"(modg), &=(m+ay)k ' (modg)

Cum g are ordin ¢g in Fp* siglp—1), gk este bine definit si in F p* (nu depinde decit de clasa

lui £ modulo g). Perechea (y, ©) este anexata mesajului m. Receptorul mesajului certifica

autenticitatea lui m prin verificarea egalitatii:

y=(g" -by)y1 (mod g)

Propunem cititorului demonstrarea faptului cad algoritmul functioneaza asa cum e descris.
Se observa ca acest algoritm transformd un mesaj m de 512 biti in mesajul (m, 3, 6) de
512 + 2-160 = 842 biti, fiind mai eficient din acest punct de vedere decit algoritmul original
ElGamal.
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Exercitii

1. (Caracteristica unui inel) Fie K un inel si e elementul sau unitate. Daca exista & N’ astfel
incit ke = 0, atunci definim car K = min{k € N’ | ke = 0}. In caz contrar, punem car K = 0.

a) Demonstrati cd, daca K este integru, atunci car K = 0 sau un numar prim.

b) Daca K este corp de caracteristica p > 0, atunci K are un unic subcorp izomorf cu Z,.

¢) Daca K este corp de caracteristica 0, atunci K are un unic subcorp izomorf cu Q.

2. Fie (G,:) un grup finit. Definim exponentul lui G, exp(G):=cmmmc{ord a |
a e G} =min{n|x"=1, Vx € G}.* Si se arate ci:

a) Daca a, b € G, ab = ba si (ord a, ord b) = 1, atunci ord ab = (ord a)-(ord b).

b) Pentru orice @, b € G cu ab = ba, exista ¢ € G cu ordc = [ord a, ord b].

c) Dacd G este abelian, existd un element al lui G care are ordinul egal cu exp(G).

3. Daca R este inel comutativ integru, iar G este un subgrup finit al lui (U(R), *), atunci G este
ciclic.

4. Daci F este un corp cu p elemente, iar K este un subcorp al siu, atunci existd m|n astfel
incit |[K|=p". Reciproc, pentru orice divizor m al lui n existd un unic subcorp al lui F cu
p" =: relemente, anume K = {x € F| x" =x}.

5. Fie F un corp finit si m € N Demonstrati ca existd un polinom ireductibil de grad m in
F1X].

6. Construiti corpuri finite cu 4, 8, 16, 25, 9 si 27 elemente. Pentru fiecare din ele gasiti cite

un element primitiv.

7. (Numarul polinoamelor ireductibile de grad m cu coeficienti Intr-un corp finit) Fie F < L o
extindere de grad m de corpuri finite, unde F are g elemente. Pentru orice d € N*, notam
P, 4= {f € F[X]| grad f=d, fireductibil si unitar}.

a) Demonstrati ca X" —x = Had (X —a)= Hd\mequd /-

b) Notam cu Rr={ae L|fla)=0}, Vfe F[X]. Aratati ca U{R/|f€ Pya dm}=L
(reuniune disjuncta).

¢) Demonstrati ci ¢" = 2 gm [Py, d-d.

d) Calculati Py, $1 P3.m, 1 <m <6.
8. Scrieti un algoritm eficient de calcul al lui ", unde b este un element dintr-un inel sau
monoid pentru care se cunoaste un algoritm de inmultire a doud elemente oarecare, iar r este
un numdr natural. (Ind. Folositi ridicari la patrat repetate si pe inmultiri cu b, cind e cazul.
Exemplu: pentru a calcula a = b22, scriem mai intii 22, In baza 2, 22 = 10110, si calculam

succesiv a = b, b= a*a, b = (a*a)*b, p' = a*a, p* = (a*a)*b. Vezi tabel:

5 Din teorema lui Lagrange, exp(G) divide cardinalul lui G.
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Pasul 0 1 2 3 4
Cifrabinaraaluir | 1 0 1 1 0

Valoarea lui a bl =a*a | b = (a*a)*b p'' = (a*a)*b b = a*a

I11.4 Polinoame simetrice

Fie R un inel comutativ unitar, fixat. Fie n € N si oe S, (grupul permutirilor de
obiecte). Existd un unic morfism de R-algebre ¢, : R[X,..., X,] = R[Xi,..., X,] astfel incit
0ol Xi) = Xoi, Vi=1,...,n (am folosit 1.13 — proprietatea de universalitate a R-algebrei de
polinoame R[Xj,..., X,]). Dacd g € R[Xj,..., X,], atunci

%(g) = g(XO'(1)>"" XOVI))'

4.1 Definitie. Fie R un inel comutativ unitar si g € R[Xj,..., X,]. Spunem ca g este polinom

simetric in R[X1,..., X,] dacd, Vo € §,, are loc p,g) = g.

Daca R este integru, de corp de fractii K, consideram K(Xj,..., X,) (corpul de fractii al
inelului integru R[X1,..., X,], numit corpul fractiilor rationale in nedeterminatele X,..., X, cu
coeficienti in K). Se defineste notiunea de fractie rationala simetrica, astfel: ¢, se prelungeste
la un unic morfism de corpuri (notat tot cu ¢,) ¢s: K(Xi,..., Xy) = K(Xi,..., X,); are loc, Vg,
h € R[X1,..., Xu], h 2 0: ¢s(g/h) = p2)/ @s(h). Fractia rationala g/h € K(X,..., X,) se numeste
simetrica daca, Vo € S,, are loc @s{(g/h) = g/h.

4.2 Exemple. in R[X1, X2, X;], polinoamele urmatoare sint simetrice: X;+ Xa + Xj,
Xi X0 X, XPX, + XPX,+ X5X, + X5X, + X7X, + X7X, . Polinomul X; + X, nu este simetric
in R[ X}, Xa, X3] (dar este simetric In R[X}, X3]).

4.3 Observatii. a) Multimea polinoamelor simetrice este o subalgebra a lui R[Xj,..., X,]:
dacd g, h € S, atunci @4(g + h) = psg) + polh) =g+ h, Vo € S,. Analog se verifica celelalte
conditii.

Aratati ca, daca K este corp, atunci fractiile rationale simetrice din K(Xj,..., X,,) formeaza
un subcorp.

b) Daca aXlil...Xfl” apare ca monom Iin polinomul simetric g € R[X},..., X,], atunci,

Voes,, an(l) . ..Xf;(n) apare ca monom in g.

4.4 Definitie. Fie n € N si 0<k<n. Se numeste polinom simetric fundamental (sau

elementar) de grad k in R[X},..., X,] polinomul
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si= 2L Xl T {1, .o}, 1) =k}

sy este asadar suma tuturor produselor de £ nedeterminate distincte alese din {Xj,..., X,,}; sk
are asadar C,',‘ monoame. Prin conventie, se pune s, = 0 pentru k> n si so = 1. Polinomul s;
este omogen de grad k (toate monoamele sale au gradul k). Intrucit s; depinde de numdrul
nedeterminatelor, uneori vom nota si(X,..., X,) pentru a evita confuziile. De exemplu, pentru
n=4:

so=1
s1= X1+ X+ X5+ X,
H=XIXo+ Xi Xz + X1 X4+ KOG+ XX+ XX,
$3=Xi X0 X5+ X1 o Xy + X1 G Xy + Xo X5 Xy
S4=X1 X2 X3 X4
Polinoamele simetrice fundamentale apar in relatiile dintre coeficientii si radacinile unui

polinom.

4.5 Teorema. a) Fien € N*§i Sk =SX1, ..., Xn). In R[X,,..., X,][X] are loc relatia:
X=X (X=X) = X" =51 X" + X" 7 = o+ (=1)'s,.

b) Dacid R este subinel al inelului integru S si g=ao+a X+ ... +a,X" € R[X] are
radacinile x,, ..., x, € S, atunci a,sKxi, ..., X,) = (—l)kan_k.

Demonstratie. @) Inductie dupa » (exercitiu).

b) Exista un unic morfism de R-algebre ¢ : R[Xj,..., X,,][X] — S[X] astfel incit p(X)) = x; si
o(X) = X. Avem, din a):

PanX = X))o X = X)) = anX = x1)e e (X =xn) = anX =51 X 52 X" — o+ (=1)sn).

Pe de alta parte, a,(X —x1)...(X — x,) = g (in corpul de fractii K al lui S, au aceleasi radacini

st acelasi coeficient dominant). Se identificd acum coeficientii. O

4.6 Lema. a) Fie (A, <) §i (B, <) doua multimi bine ordonate. Atunci AxB este o multime
bine ordonata de ordinea lexicografica data de:

(a, b) < (a', b') daca §i numai daca a < a' sau (a =a'si b <b').

b) Intr-o multime bine ordonatd (A, <) nu existd siruri infinite strict descrescdtoare.

c)Vn € N, multimea T, a termilor din R[X,...,X,]| este bine ordonata de ordinea
lexicografica (deci nu exista un sir infinit strict descrescator de termi).

Demonstratie. ) Reamintim cd multimea ordonata (4, <) se numeste bine ordonata daca
orice submultime nevida a lui A are un prim element. Fie Sc AxB, nevidd. Cum
S1:={a € A 3b € B cu (a, b) € S} #J, iar A este bine ordonata, existd primul sau element
ae S (deci V(a, b) € S, a<a). Fie S; .= {b € B| (o, b) € S}. Exista primul element £ al lui
S,. Atunci (¢, p) este primul element al lui S: V(a, b) € S, avem sau a < a (deci (&, f) < (a, b))

sau @ =a, cazincare b € S, deci < b.
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b) Fie (a,),>1 un sir descrescator de elemente din 4. Atunci multimea {a, | n > 1} are un
prim element, fie acesta a;. Pentru n > k, avem deci a; < a,; cum a, < a; (sirul este descres-
cator), rezultd a, = a; si sirul nu este strict descrescator.

¢) Inductie dupd n. Daci n=1, T) = {X" | n € N} este izomorfi ca multime ordonati cu
(N, <), care este bine ordonatd. Daca n> 1, T, cu ordinea lexicografica este izomorfa cu
T,-1x T cu ordinea definita ca la punctul a). Din ipoteza de inductie, 7, este bine ordonata

si din @) rezulta T,_; x T} bine ordonata.

4.7 Teorema. (Teorema fundamentald a polinoamelor simetrice) Fie R un inel comutativ
unitar si g un polinom simetric din R[Xi,..., X,]. Atunci exista un wunic polinom
h € R[X1,..., X,] astfel incit g = h(sy, ..., Sy).

Cu alte cuvinte, notind cu S subalgebra polinoamelor simetrice din R[X,,..., X,], unicul
morfism de R-algebre v : R[Xi,..., X,] = S cu proprietatea ca w(X;)=s; (pentru 1 <i<n)
este un izomorfism.

Demonstratie. Notam cu 7= {X nLX
R[Xi,..., X,]. Definim o relatie de ordine pe T (ordinea lexicografica): ordondm total
{X1,..., X,} (de exemplu X; > X; >... > X,) si definim X]'... X" <X .. X" < I, 1<r<n,

astfel incit i, = k;, V¢ <r sii. < k.. Se obtine o relatie de ordine stricta (ireflexiva si tranzitiva)

(ifse.riy) € N”} multimea termilor  din

pe T. De exemplu, avem 1< X < X, X; < X, <X, X3. Ca de obicei, notim cu < relatia de
ordine (nestrictd) asociatd. Aceasta relatie de ordine este totald® si compatibil cu inmultirea,
adica, VA, i, ve T, din < vrezulta Au < Av. Relatia astfel definita este chiar singura ordine
pe 7, compatibila cu inmultirea, care satisface X; > X5 >... > X,).

Ordinea lexicograficd induce o relatie de preordine®, notatd tot ,,<”, pe multimea
{adl|A €T, aeR a#0} a monoamelor din R[X),...,X,], prin al<lbu < A<
Demonstrarea afirmatiilor precedente este un exercitiu de rutind. Daca p € R[X,..., X,],
existd un unic monom care este cel mai mare monom al lui p (fatd de preordinea
lexicografica), numit monom dominant al lui p. 1l notim cu Am(p). Are loc urmitoarea
proprietate:

Daca p, q € R[Xy,..., X,], astfel incit hm(p) = aA, hm(q) = bu, unde A, ue T, a, b € R si
ab # 0, atunci hm(pq) = hm(p)hm(q) = abAu.

Intr-adevir, orice monom al lui pg este 0 suma de monoame de forma ra -sf3, unde ra este
monom al lui p, sf este monom al lui ¢g. Dar < A s1 f< u, deci af < AL < Au. Astfel,
abAu = hm(pq).

Fie deci g un polinom simetric si fie hm(g) :a)(li1 Xﬁ, Atunci i), 2 i, > ...2 i, (daca Jk

astfel incit ix < i1, atunci aXj' ... X' X}, ... X" este monom in g, strict mai mare decit

5 Mai mult, T este o multime bine ordonati de ordinea lexicografica (orice submultime nevida a lui T are un
prim element). Se pot face deci demonstratii prin inductie dupa aceasta ordine (cum este demonstratia de fatd).
5 Adici o relatie reflexiva si tranzitiva, dar nu neaparat antisimetrica.
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hm(g)). Cautam un polinom p de forma as{1 s,{ astfel incit hm(p) sa fie hm(g). Din
proprietatea de mai sus, hm(as{1 ...5) ):alel (X, X,)*...(X,...X,)". Acest monom este
egal cu hm(g) daca si numai daca j, + ... +j, =101, jo+ ... +ju=12, ..., jn=1,. Rezultd j, =i,
Jk=1Ir— ix+1 pentru 1 <k < n. Polinomul
g1:=9- as{1 ...s-,{"

este simetric si are hm(g;) < hm(g). Daca hm(g;) =0, avem g; =0 si am terminat. Daca
hm(g;) # 0, aplicdm acelasi procedeu pentru g;. Algoritmul se termina dupa un numar finit de
pasi deoarece nu poate exista un sir infinit strict descrescator de termi, conform lemei 4.6.
Aceasta incheie demonstratia partii de existenta.

Aratam unicitatea (cu alte cuvinte, Kery = 0). Presupunem ca existd un polinom nenul
p € R[Xi,..., X,] astfel incit y(p) = p(sy, ..., sy) = 0. Afirmam ca existd un unic monom nenul A4
al lui p astfel incit hm(y(p)) = hm(A(sy, ..., s»)). Daca 05:)(1"1 ...X,i”, ﬂ:lel X,{ eT, cu
a# [, atunci:

hm(a(sy, ..., $p)) = X Xz XM X = hm(B(s1, ..., Sn)).
Deci 3! 4 # 0 monom al lui p astfel incit him(A(sy, ..., s,)) = max {hm(a(sy, ..., S,))|@ monom al
lui p}. Cum p(sy, ..., s») = 2{as1, ..., S»)| @ monom al lui p}, rezultd ci
hm(p(si, ..., Sn)) = hm(A(s1, ..., s»)) # 0, contradictie cu p(sy, ..., s») = 0. O

Teorema 4.7 se extinde usor si la fractii rationale simetrice:

4.8 Corolar. (Teorema fundamentala a fractiilor rationale simetrice) Fie R un inel integru
si K corpul sau de fractii. Daca p, q € R[X1,..., X,], ¢ # 0, astfel incit p/q este o fractie ratio-
nala simetrica, atunci exista polinoamele f, g € R[X,..., X,] astfel incit P _ M Cu

q  g(s-.n5,)
alte cuvinte, subcorpul fractiilor rationale simetrice din corpul K(X,..., X,) este K(s1,..., Su).

Demonstratie. Daca g este polinom simetric, atunci p este simetric (ca produs in subcorpul
fractiilor rationale simetrice dintre g si p/q). Din 4.7 rezulta ca p, g € R[s1,..., s,]. Dacd ¢ nu
este simetric, fie s = [ [ es,P0(q). Atunci s este simetric si

P _ Pllowia?6()
q s
si am revenit la primul caz. O

Sa exprimam polinomul simetric ¢, :=X{" +...+ X" € R[X},..., X,] (m € N) In functie de
polinoamele simetrice sy, ..., s,. Identitdtile urmatoare permit un calcul recursiv al lui ¢, ca

polinom de sy, ..., Sy.

4.9 Propozitie. (Identititile lui Newton) In R[Xj,..., X,] are loc relatia:
l‘m=Sll‘m,1—S2lm,2+...-I-(—l) -1

m_zsm,ltl + (=" mspy.

Demonstratie. Daca m > n, atunci conventia s; = 0 pentru £ > n trunchiaza formula de mai

sus (sint numai n terment).
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Fie »<n si (aj,...,a,) un r-uplu de numere naturale cu a;>a,>... >a,. Notam cu
s(ai, ..., a;) unicul polinom simetric din R[X,..., X,] cu monomul dominant X" X5>... X .
De exemplu, s(m,0,...,0)=X{"+..+X"=t,, s(1,1,0,..,0)=X1 X0+ X1 X3+ ... =5,.

Pentru a simplifica notatia, punem 1;:=(1, ..., 1) (1 apare de i ori) si (a, 1;) :=(a, 1, ..., 1) (1

apare de i ori); de asemenea, vom omite sda scriem un sir de 0: s(m, O, ..., 0) =s(m),

s(1, 1,0, ...,0)=s(1, 1) =52, 5(1; 0, ..., 0) = s(1;) = 5. Relatiile urmatoare se verifica usor:
Sitpm-1=tmw+sm—1,1)
Sotm—o=sm—=1,1)+sm—-2,1,1)
S3tm-3=sm—=2,1,1)+sm-3,1,1,1)

Mai general, pentru orice i < min{m — 1, n},

Sitm—i=sm—i+ 1,1;) +s(m—1,1)).
Dacam <nsii=m— 1, atunci

Sm—1t1=8(2,1,5—2) + msy,.
Daca m > n =i, atunci

Sptm—n=8m—n+1,1,_1).

Identitatile lui Newton rezulta folosind relatiile de mai sus in suma X< jc  (~1 )Hsi tmei. O



IV. Aritmetica in inele si aplicatii

Consideram indispensabild o bund cunoastere de catre profesorii de matematica a teoriei
divizibilitatii (,,aritmetica”) in Z si in inele de forma K[X], cu K corp, aceasta teorie aparind
sub diverse forme pe tot parcursul algebrei studiate in gimnaziu si liceu. Conceptele si
rezultatele privind divizibilitatea Tn Z prezinta multe analogii cu cele din K[X], fenomen care
nu este intimplator, ci este consecinta faptului ca ambele sint inele euclidiene.

O clasd larga de inele 1n care se poate dezvolta o teorie a divizibilitatii care sd o urmeze pe
cea din Z este clasa inelelor integre. O astfel de generalizare, pe linga un interes intrinsec,
aduce de multe ori clarificari si rezultate noi privind chiar divizibilitatea in Z.

Se vor trece 1n revistd proprietatile generale mai importante ale relatiei de divizibilitate
intr-un inel integru. Clase importante de inele (euclidiene, principale, factoriale) apar prin
abstractizarea unor proprietdti aritmetice ale lui Z. Notiunile si rezultatele expuse sint
fundamentale pentru toatd algebra, in special pentru teoria algebrica a numerelor si teoria

extinderilor de corpuri.

IV.1 Divizibilitate

Definitia divizibilitdtii in Z se transpune cuvint cu cuvint pentru un inel oarecare R.

1.1 Definitie. Dacad a, b € R, spunem ci a divide b in R (notatie: a|b sau b : a) daca exista
¢ € R astfel incit b = ac. Exprimari echivalente: a este divizor (uneori se spune si factor) al lui
b; b este multiplu al lui a; b este divizibil cu a.

Faptul ca a|b in R depinde in mod esential de inelul R. De exemplu, 2|3 in Q, dar nu si in

Z! Notam a 1 b daca a nu il divide pe b.

O teorie relevanta a divizibilitatii se poate dezvolta in inele cu proprietati care le apropie
cumva de Z. Un set minimal de astfel de proprietati este: inelul sa fie unitar, comutativ si fara
divizori ai lui zero (adica Va, b € R, din ab =0 rezultd a =0 sau b =0). Un astfel de inel
(notat in continuare cu R) se numeste inel integru sau domeniu de integritate, denumire care

provine chiar din faptul c@ proprietatile sale sint oarecum apropiate de cele din inelul Z al

96
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intregilor. In aceasta sectiune, toate inelele vor fi integre, toate corpurile ce intervin vor fi
presupuse comutative, iar subinelele care apar vor contine elementul unitate al inelului

(subinele unitare). Vom nota cu R multimea R\ {0}.

1.2 Exemple. Orice corp este inel integru. Teoria divizibilitatii intr-un corp K este triviala:
Va, b € K, are loc a|b (cu exceptia cazului cind a =0 si b #0). Orice subinel al unui inel
integru este la rindul sau integru. In particular, orice subinel al unui corp este integru. Daca R

este inel integru, atunci inelul de polinoame cu coeficienti in R, R[X], este integru.

In inele integre se pot simplifica factorii nenuli:

1.3 Propozitie. Fie R un inel integru si a, b, c € R, cu ¢ # 0. Daca ac = bc, atunci a = b.
Demonstratie. Avem ac = bc < ac — bc =0 < (a — b)c = 0. Nu putem avea a — b # 0, caci
atunci (a — b)c # 0 din integritatea lui R. Decia — b = 0. O

Proprietatile generale ale relatiei de divizibilitate sint binecunoscute (demonstrati-le!):

1.4 Propozitie. Fie R un inel integru. Atunci:

a) Pentru orice a € R are loc ala.

b) Pentru orice a, b, ¢ € R astfel incit a|b si b|c, rezulta a|c.
¢) Pentru orice a € R, are loc a|0 si 1]a.

d) Oricare ar fix, y € R si a, b, c € R astfel incit a|b si a|c, rezultda a|(bx + cy). O

Relatia de divizibilitate este asadar o relatie reflexiva si tranzitiva, adica o relatie de
preordine pe R. Relatia de echivalentd asociata acestei preordini se numeste relatia de

asociere In divizibilitate:

1.5 Definitie. Spunem cd elementele a si b din R sint asociate in divizibilitate (pe scurt,
asociate) dacd a|b si b|a. Notatie: a ~ b. Daca d, a € R, spunem ca d este divizor propriu al lui

a (sau divide propriu pe a) daca d|a si d nu este nici inversabil, nici asociat cu a.

Relatia "~" definitd mai sus este o relatie de echivalenta pe inelul R si este deosebit de
importantd in studiul aritmeticii lui R: doua elemente asociate in divizibilitate au aceleasi
proprietati din punct de vedere al divizibilitatii (au aceiasi divizori §i aceiasi multipli).
Multimea elementelor asociate cu 1, adica

UR)=1{x € R|Jy e Rastfel incitxy =yx =1},
are un statut special: se numeste grupul unitatilor lui R, deoarece este grup fatd de inmultirea
inelului (chiar daca R nu este comutativ).

1.6 Propozitie. Fie R un inel integru. Atunci:
a) Pentru oriceu € R, avem: u € UR) < u~1<ula, Vae R< uR=R.

b) Pentru orice a, b € R, avem: a ~ b <> exista u € R astfel incit a = bu. O
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Se justificd denumirea de ,,unitati” data elementelor inversabile: unitatile se comporta ca §i
1 (unitatea inelului) fata de divizibilitate. De aceea, determinarea grupului unitatilor este

importanta 1n studiul divizibilittii in R.

1.7 Exemple. a) U(Z) = {1, 1}.
b) Daca K este un corp, UK[X]) = { f € K[X] | grad f=0} = K.

Pe multimea claselor de echivalentd in raport cu relatia ,,~” de asociere in divizibilitate,
relatia de divizibilitate ,, | ” defineste in mod natural o relatie de ordine. Traducind notiunile
de margine inferioard (respectiv superioard) a unei submultimi intr-o multime ordonata, se

ajunge la notiunile clasice de cel mai mare divizor comun $i cel mai mic multiplu comun:

1.8 Definitie. Fie R un inel integru, n € N siay, ..., a, € R. Spunem ca elementul d din R
este un cel mai mare divizor comun (pe scurt, cmmdc) al elementelor aj, ..., a, daca:

1) d|ay, ..., d|ay.

11) Pentru orice e € R astfel incit e|ay, ..., e|a,, rezulta e|d.

Spunem ca elementul m din R este un cel mai mic multiplu comun (pe scurt, cmmmec) al
elementelor ay, ..., a, daca satisface conditiile:

1) ai|lm, ..., a,|m.

i1') Pentru orice e € R astfel incit ayle, ..., a,|e, rezulta m|e.

1.9 Observatie. Pentru ay, ..., a, € R, daca exista un cmmdc al lor d € R, atunci d este
unic determinat pina la o asociere in divizibilitate: daca si e este un cmmdc al ay, ..., a,
atunci e ~ d. Aceeasi observatie se aplicd cmmmc.

In continuare vom nota cu (ay, ..., ay) sau cu cmmdc{ay, ..., @,} un cmmdc al ay, ..., a,, in
cazul cind acesta existd. Scrierea d = (a;, ..., a,) semnificad faptul ca d este asociat cu un
cmmdc al ay, ..., a,. De exemplu, in Z, putem scrie 1 = (1, 2) si (1, 2) = —1, dar aceasta nu
inseamna ca 1 =—1 (ci 1 ~—1). Spunem ca aj, ..., a, sint relativ prime (prime intre ele) daca si
numai daca (ay, ..., a,) = 1 < orice divizor comun al lor este o unitate in R.

Notam cu [ay, ..., ;] sau cu cmmmc{ay, ..., a,} un cmmmc al ay, ..., a,, daca exista.

1.10 Observatie. Va € R, 3 (a, 0)=a s13 [a, 0] =0.

Pentru un inel integru oarecare R si x, y € R, nu este garantata existenta unui cmmdc al
lor. Un inel integru R cu proprietatea cd, pentru orice doud elemente x, y € R, existd un
cmmdc al lor, se numeste GCD-inel (Greatest Common Divisor inseamna cel mai mare
divizor comun).

Iata citeva proprietati elementare generale ale cmmdc $i cmmmc:
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1.11 Propozitie. Fie R un domeniu de integritate §i ay, ..., a,, v € R\{0}.

a) Dacad existd d = (ay, ..., ay), atunci a1/d, ..., a,/d au cmmde, egal cu 1.%°

b) Daca exista (ay, ..., a,) =: d §i exista (ray, ..., ra,) =: e, atunci e = rd, adica:

(ray, ..., ray) = r(ai, ..., a).
¢) Daca exista [ay, ..., ay| = m §i exista [ray, ..., va,| =: i, atunci g =rm, adica:
[ray, ..., ra,]) =7lay, ..., a,).

Demonstratie. a) Fie x; € R astfel incit a; = dx;, pentru 1 <i < n . Evident, 1 este un divizor
comun al elementelor x1, ..., x,. Daca e € R este un alt divizor comun al lor, atunci de este un
divizor comun al aj, ..., a,, deci de|d. De aici rezulta ca e|1.

b) Din rd|ra;, pentru Vi, rezultd ca rd|e. Fie u € R cu e = rdu. Aratam ca u|l. Fie x;, y; € R
astfel incit a; = dx; si ra; = ey;, pentru 1 <i < n. Avem, pentru orice i: ra; = rdx; = rduy;. De aici

rezulta ca u este divizor comun al elementelor x;, care au cmmdc 1, conform punctului ¢). O

Rezultatul urmator este fundamental in argumentele legate de divizibilitate.

1.12 Corolar. Fie R un inel integru in care orice doua elemente au cmmdc (GCD-inel) si
a, b, ¢ € R cu proprietatea ca a|bc §i a este prim cu b. Atunci alc.
Demonstratie. Din (@, b)=1si din propozitia precedentd, punctul b), rezultd ca

(ac, bc) = c. Cum alac si a|bc, din definitia cmmdc obtinem a|(ac, bc) = c. O

1.13 Propozitie. Fie R un inel integru astfel incit orice douda elemente din R au un cmmdec.
Atunci, Ya, b € R, exista si cmmmc al lor [a, b] §i avem ab = (a, b)[a, b]. Mai mult, pentru
oricen € N*, orice n elemente ay, ..., a, din R au cmmdc §i cmmmec.

Demonstratie. Fie a, b € Rcua, b#0 si fied = (a, b). Existdx, ye Rcua=dx, b=dy.
Elementul m = dxy este un multiplu comun al elementelor a si b. Fie 4 un alt multiplu comun
al elementelor a si b. Exista z, ¢ € R astfel incit u = az = dxz s1 u = bt = dyt. Deci m divide
elementele uy = dxyz si ux = dxyt. Stim ca exista (ux, uy), deci m divide si pe (ux, wy) = u(x, y)
= u. Aceasta aratd ca m este un cmmmc al elementelor a i b si ca ab = dm.

Partea a doua se demonstreaza prin inductie dupd »n. (Exercitiu!). O
Pentru scurtarea exprimarii, daca R este inel integru, notam
R°:= {x € R | x este nenul si nu este inversabil} = R\ U(R).
Un rol important in divizibilitatea in Z il au numerele prime. Definitia elementara uzuala
care se da notiunii de numar natural prim este ,,numdrul p > 1 este prim dacd singurii sai

divizori naturali sint 1 si p”. Aceasta este de fapt notiunea de element ireductibil (se va vedea

legdtura cu notiunea de element prim definita mai jos).

% Daca d # 0 i d|a, am notat cu a/d unicul element x din R cu proprietatea ci a = dx.
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1.14 Definitie. Fie R un inel integru si p € R.

a) Spunem ca p este ireductibil (in R) daca p € R° si p nu are divizori proprii: Vd € R,
d|p=>d~1saud~p.

b) Spunem ca p este prim (in R) daca p € R° si oricare ar fi a, b € R astfel incit p|ab,
rezultd p|a sau p|b.

Subliniem ca un element prim sau ireductibil este prin definitie nenul si neinversabil. Se
demonstreaza imediat ca daca p este prim §i p divide un produs de m elemente din R, atunci p

divide unul din factori.

1.15 Propozitie. Fie R un inel integru. Atunci orice element prim este ireductibil. O

Notiunile de element prim si element ireductibil (care sint echivalente pentru Z, dupa cum

se va vedea) nu coincid in general, dar coincid pentru GCD-inele:

1.16 Propozitie. Fie R un GCD-inel. Atunci orice element ireductibil in R este prim in R.
Demonstratie. Fie p € R, ireductibil si x, y € R astfel incit p|xy. Dacd p 1 x, atunci 3
(p, x) = 1. Intr-adevir, daci d|x si d|p, atunci este imposibil ca d ~ p (ar rezulta p|x), deci d ~ 1.

Astfel, p|xy si p este prim cu x. Corolarul 1.12 asigura ca p|y. O

Notiunea de divizibilitate poate fi exprimata in termeni de ideale:

1.17 Propozitie. Fie R un inel integru, n € N sia, b, xy, ..., x, € R. Atunci:

a) alb dacd si numai dacd Ra > Rb. ©’

b) a ~ b daca si numai daca Ra = Rb.

¢) a este inversabil daca si numai daca Ra = R.

d) a este prim in R daca si numai daca Ra este ideal prim.

e) a este ireductibil in R daca si numai daca Ra este ideal maximal printre idealele
principale proprii ale lui R (mai precis: ¥V x € R astfel incit Ra < Rx, rezultd Ra = Rx sau
Rx =R).

f) a este divizor comun al x,, ..., x, daca si numai daca Rx; +...+ Rx, C Ra.

g) Daca Rx| +... + Rx,, = Ra, atunci a = (xy, ..., xn).68

h) a este multiplu comun al x,, ..., x, daca si numai daca Rx, (... (1 Rx, > Ra.

i) a =[xy, ..., x,] daca si numai daca Rx, () ...l Rx, = Ra.

Demonstratie. a) a|b < existic € Rcub=ca < b € Ra< Rb c Ra.

e) Presupunem ca a este ireductibil. Daca Rx este un ideal principal propriu al lui R astfel
incit Ra < Rx, rezulta ca x|a. Cum a nu are divizori proprii, x este asociat cu a sau x este o

unitate. Dar x nu poate fi o unitate, caci Rx nu coincide cu inelul R. Astfel x ~a, adica Rx =

7 Am notat cu Ra idealul generat de a: Ra = {ra | r € R} = aR. O alti notatie pentru Ra este ().
6% Reciproca este falsd in general. Pentru un contraexemplu, a se vedea sectiunea ,,Inele principale”.
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Ra. Reciproc, daca Rx e maximal printre idealele principale proprii, iar d € R este un divizor
al lui a, atunci Ra < Rd, deci Rd = Ra sau Rd = R. Aceasta Inseamna ci d ~a sau d ~ 1.

g) Din f) rezulta ca a este divizor comun al xy, ..., x,. Fie d € R un alt divizor comun al lor.
Cuma e Rxy+...+Rx,, 3 c1, ...,cn € Rcua=cix; + ...+ cxy. Din d|xy, ..., d|x, rezulta ca
dla. O

IV.2 Algoritmul lui Euclid, teorema fundamentala a aritmeticii

Un rol esential in aritmetica lui Z 1l are teorema impartirii cu rest:

- Pentru orice a, b € Z, cu b # 0, exista q, r € Z, astfel incit a = bq + r §i |r| < |b| sau r = 0.

Aceasta teorema are drept consecintd inca doud teoreme fundamentale in Z:

- Orice ideal al lui 7 este principal (adica de forma nZ, cu n € 7).

- Orice numar intreg nenul §i neinversabil se poate scrie in mod unic ca un produs finit de
numere intregi prime (unicitatea fiind inteleasa pina la ordinea factorilor si la o asociere a
lor in divizibilitate). (,,Teorema fundamentald a aritmeticii” sau ,,Teorema de descompunere
unica 1n factori primi”)

Prin abstractizare, se obtin notiunile generale de inel euclidian (inel in care are loc o
teorema de impartire cu rest), inel principal (in care orice ideal e principal) si, respectiv, de

inel factorial (in care este valabild o teorema de descompunere unica in factori primi).

2.1 Definitie. Un inel integru R se numeste inel euclidian daca exista o functie ¢ : R >N
astfel Incit: pentru orice a, b € R cu b # 0, exista g, » € R cu propriettile:
a=>bq+rsi(r=0sau ¢gr) < @b)).
Vom spune in acest caz ca R este inel euclidian fata de functia .

Proprietatea din definitie este cunoscuta sub numele de ,,teorema impartirii cu rest in R”; g
este numit cit, iar r rest al impartirii lui a prin b. Definitia de mai sus e inspiratd din teoremele
corespunzatoare din inelul Z (unde rolul functiei ¢ este jucat de valoarea absolutd pe Z),
respectiv din inelele K[X] cu K corp, unde ¢ este functia grad. Aceste inele constituie si cele

mai importante exemple de inele euclidiene.

2.2 Teorema (Algoritmul lui Euclid). Fie R un inel euclidian si a, b € R, cu b # 0. Atunci
existd un cmmdc d al elementelor a si b. In plus, existd (si se pot determina algoritmic) u,
v € R astfel incit d = au + bv.

Demonstratie. Fie urmatorul sir de impartiri cu rest in R ("Algoritmul lui Euclid"):

(1) a=bgq+nr cur; =0sau ¢r) < pb);
(2) b=riqgx+nr cur, =0 sau ¢r;) < @(r);
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3) ri=nrg;+r cury=0sau g(r3) < g(r);

n—=2) rp_a=rn_3qn-2+r,—2 cur,_2=0sau @r,-2) < Qr,-2);
m—=1) rp_s=rn_aqu-1+r,-1 cur,_1=0sau @r,_1) < @r,-2);
(n) Fno2=VFn_1qn+7n cur,=0.

Existenta elementelor g;, 7; € R cu proprietatile specificate este asiguratd la fiecare pas de
definitia inelului euclidian. Intrucit sirul de numere naturale @(b), @(r1), @(r2), ... este strict
descrescator, exista n € N cu r, = 0 (algoritmul se termind dupa un numar finit de pasi).
Afirmam ca r, — | (,,ultimul rest nenul”) este cmmdc al lui a si b.

Din relatia (n) avem r, _ 1|r, - 2. Relatia (n — 1) arata ca r, _ 4| r, - 3. Folosind 1n continuare
egalitatile (n — 2), ..., (3), (2), (1), obtinem (prin induc;ie@) car,_1|bsir,_i|a. Fieacume € R
un divizor comun al elementelor a si b; atunci e va divide si pe r; = a — bq;. Din relatia (2),
obtinem ca e|r; = b — r1g». Procedind inductiv, rezulta ca e|r; pentru orice i < n, deci e|r, _ 1.

Pentru a obtine scrierea lui d = r,, —; sub forma au + bv, observam ca | = a — bg,; inlocuind
r1 in (2), obtinem scrierea lui », sub forma au’'+ bv' s.a.m.d. Urmdtorul algoritm (numit
algoritmul extins al lui Euclid) realizeaza acest lucru (la fiecare pas variabilele u si v sint
astfel incit ultimul rest gasit este au + bv):

Sedau:a b e R Seobtin:d=(a b) € Rsiu,veR astfel incit d=au + bv.

incepe

Daca b =0, atuncid :=a, u := 1, v := 0; Stop.

Altfel ul :=1;v1 =0, u:=0;v:=1;

Pas 1. Gaseste g, r € Rcua=bg+rsir=0sau ¢r) < @b),
Daca r = 0, atunci pune d := b; Stop.

Alttel a .= b, b :=r; ul :=ul —qu; vl :=vl —qv;

t=u;u:=ul;ul =t ,,aici se schimba intre ele cuplurile (u, v) si
ti=v;vi=vl;vl =t (ul,vi)”
Mergi la Pas 1.

Sfirsit O

2.3 Exemple. a) Z este inel euclidian fatd de functia ,,valoarea absolutda”. Citul si restul
unei impartiri cu rest nu sint unic determinate: de exemplu, 3 =2-1+1=2-2 + (-1).
b) Fie K un corp. Inelul K[X] este euclidian fata de functia grad : K[X] \ {0} — N, conform

teoremei II1.2.1. Z si K[ X] sint cele mai importante exemple de inele euclidiene.

2.4 Definitie. Un inel integru R se numeste inel principal daca orice ideal al inelului R este

principal. Cu alte cuvinte, oricare ar fi idealul / al lui R, existd a € R astfel incit / = Ra.

% Detaliati rationamentul prin inductie!
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Orice corp K este inel principal (singurele sale ideale sint 0 si K). Exemple importante de

inele principale sint furnizate de urmatoarea propozitie.

2.5 Teorema. Orice inel euclidian este inel principal.

Demonstratie. Fie R un inel euclidian fatd de functia ¢ si / un ideal nenul al lui R. Fie
{o(x) | x € I, x # 0}, submultime nevida a lui N. Aceasta submultime are cel mai mic element,
fie acesta @(a), cu a € I, a# 0 (a poate sa nu fie unic determinat). Demonstram ca / = Ra.
Evident, Ra — I. Pentru incluziunea inversa, presupunem ca existd un element b € /\ Ra. Din
teorema impdrtirii cu rest, existd g, » € R cu proprietatea cd b =aq + r, r #0 (cdci b ¢ Ra) si

o(r) < @la). Cum a, b € I, rezulti ca r € I Insd ¢(r) < @(a) contrazice alegerea lui a. O

Astfel, dacd K este corp, inelul K[X] este principal; dat un ideal 7 # 0 in K[.X], un generator
al lui / este un polinom g € [ de grad minim printre gradele polinoamelor nenule din /.

Existd inele principale care nu sint euclidiene, dar nu sint usor de construit. Un astfel de

inel este Z[@} (vezi ALBU si ION [1984]).

Inelele principale sint GCD-inele; oricare ar fi @, b € R, exista un cmmdc al lor, anume

orice generator al idealului aR + bR:

2.6 Propozitie. Fie R un inel principal i a, b € R. Atunci:

a) Elementul d € R este un cmmdc al a si b dacd si numai dacd dR = aR + bR. In
particular, exista un cmmdc d al lui a §i b §i exista u, v € R astfel incit d = au + bv.

b) Elementul d € R este un cmmmc al a si b daca si numai daca dR = aR M bR.

Demonstratie. a) R fiind inel principal, exista un generator d al idealului aR + bR = {ax +
by | x, y € R}. Atunci a, b € dR, deci d|a, d|b. Daca e € R astfel incit e|a, e|b, atunci e|ax +
by, Vx, y € R. In particular, e|d. Astfel, d este un cmmdc al a si b. Reciproc, daci d este un
cmmdc al a si b, rezulta ca d|a si d|b, deci dR 2 aR si dR 2 bR, adica dR o aR + bR. Fie e un
generator al idealului aR + bR. Cum e|q, e|b, rezulta ca e|d, adicd d € eR = aR + bR. O

Propozitia de mai sus justifica notatia (a, b), folosita atit pentru cmmdc al elementelor a si

b, cit si pentru idealul generat de a si b, aR + bR.

2.7 Exemplu. Fie R un inel integru care nu e corp si » € R, nenul, neinversabil. Atunci
idealul (r, X) al inelului R[X] nu este principal, deci inelul R[X] nu este principal. Intr-adevar,
presupunem cd existd f € R[X] cu (’f) = (r, X). Atunci rezulta ca f'|r. Trecind la grade, obtinem
ca grad /=0, adica f € R. Din f'|X, adica 3g € R[X] cu X = fg, avem ca f este inversabil in R.
Deci cmmdec al lui 7 si X este 1. Dar idealul generat de » si X nu contine pe 1, caci altfel ar
exista &, g € R[X] astfel incit 1 = Ar + gX. Punind X = 0 in aceastd egalitate de polinoame,
rezultd 1 = A(0)-r, adica r este inversabil, contradictie.

In particular, inelele Z[X], K[X, Y] cu K corp nu sint principale. Deci, proprietatea ,.daci a,

b € R si exista d = (a, b), atunci Ju, v € R astfel incit d = au + bv” este falsd in inele care nu
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sint principale. De exemplu, in K[X, Y], avem (X, Y) = 1, dar 1 nu se poate scrie ca X-u + Y-,
cuu, v e K[X, Y].

Din Propozitia 1.16 si din faptul ca inelele principale sint GCD-inele, rezulta:

2.8 Propozitie. [ntr-un inel principal, notiunile de element ireductibil si element prim

coincid. O

2.9 Corolar. Intr-un inel principal R, idealele prime nenule sint ideale maximale. Orice
ideal maximal este de forma pR, unde p este ireductibil in R. Un element p € R este
ireductibil daca si numai daca pR este ideal maximal.

Demonstratie. Este suficient sd observam ca orice ideal prim nenul este principal, generat
cu necesitate de un element prim p (Propozitia 1.17.d)). Elementul p este ireductibil, deci
(Propozitia 1.17.e)) idealul pR este maximal. Celelalte afirmatii sint evidente, tinind cont de

propozitia citatd si de faptul ca R este principal. O

Cazul particular R = Z al Propozitiei urmatoare este cunoscut sub numele de ,,Teorema

fundamentala a aritmeticii”. Reamintim ca R° = {x € R | x este nenul si nu este inversabil }.

2.10 Teorema. Fie R un inel principal. Atunci orice element nenul §i neinversabil din R se
poate scrie ca un produs finit de elemente prime.

Demonstratie. Presupunem ca existd ryp € R° astfel incit » nu se poate scrie ca un produs
finit de elemente prime (sau, echivalent, ireductibile, cici R este principal). In particular, 7o nu
este ireductibil, deci o = r1s1, cu 1, 51 € R°, neasociate cu ry. Daca r; si s; sint produse finite
de ireductibile, atunci ry este produs de ireductibile, fals. Deci macar unul dintre ele (fie acesta
71) nu se scrie ca produs de elemente ireductibile. Inlocuind in rationamentul de mai sus pe o
cu ry, rezultd ca existd r, € R°, r|ri, r2 ~ r1. Procedind recursiv, rezultd existenta unui sir
(rw)n>0 de elemente din R, astfel incit pentru orice n € N, 7, ;| este un divizor propriu al lui 7,.
Altfel spus, am obtinut un sir infinit strict crescator de ideale )R c R c ... cr,R c .... Dar

acest lucru este imposibil intr-un inel principal, dupa cum arata lema urmatoare.

2.11 Lema. Fie R un inel principal si (r,),>0 un sir de elemente din R astfel incit
R < ry 1R, pentru orice n € N. Atunci exista m € N astfel incit r,R =r, R, pentru orice
i € N. (Orice sir ascendent de ideale este stationar).

Demonstratie. Fie / reuniunea idealelor », R, n € N. Se arata imediat ca / este ideal in R.
Cum R este principal, existd a € R astfel incit / = aR. Intrucit @ € I, existi m € N astfel incit
aecry,R, adicaaR=r,R.Decir,R=aR=1=r,,;R,ViecN. O
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2.12 Definitie. Un inel integru R cu proprietatea ca orice element nenul si neinversabil se
scric ca un produs finit”’ de elemente prime se numeste inel factorial sau inel cu
descompunere unicd in factori (primi). In literatura anglo-saxona, astfel de inele sint numite
Unique Factorization Domains (UFD).

Din teorema 2.10 rezulta ca inelele principale (deci si cele euclidiene) sint factoriale. Orice

corp este inel factorial, caci nu are elemente nenule si neinversabile.

2.13 Propozitie. Intr-un inel factorial R orice element ireductibil este prim.

Demonstratie. Fie p ireductibil. Cum p € R°, p este un produs de elemente prime. Acest
produs nu poate avea decit un factor, altfel elementul p ar admite divizori proprii. Cu alte
cuvinte, p este el nsusi prim. O

Propozitia urmatoare justifica si precizeaza denumirea de inele cu descompunere unica in

factori primi, care se mai da inelelor factoriale.

2.14 Propozitie. Fie R un inel integru si r € R°. Daca r admite o descompunere in factori
primi, atunci aceasta descompunere este unic determinata pinda la o ordine a factorilor §i
pina la o asociere a acestora in divizibilitate. Mai precis, dacda v = py...pn = q1...qnm Sint doud
scrieri ale lui r ca produse de elemente prime, atunci m = n §i exista o permutare o a multimii
{1, ..., n} astfel incit p; sa fie asociat in divizibilitate cu q;, Vi € {1, ..., n}.

Demonstratie. Demonstrdm afirmatia propozitiei prin inductie dupa ».

Daca n = 1, atunci » = p; = q; ... gm, CU p1, q1, ..., @u prime. Deci r este prim si divide
q1... gm; rezultd ca r divide unul din factori, fie acesta (dupa o eventuald renumerotare) ¢;.
Intrucit q1 este ireductibil, rezulta ca r ~ ¢, adica r = qu, cu u inversabil. Daca m > 2, din
egalitatea qiu = q1q2 ... gm, Obtinem q> ... ¢, = 1, adica ¢, ..., g, sint inversabile, contradictie.
Decim = 1.

Fie n>1 si presupunem ca afirmatia este adevarata pentru orice x € R° care admite o
descompunere in factori primi cu mai putin de » factori. Fier e Rcur=p;...p,=q1 ... qm,
Cupi, ..., Pn, q1, ---» gm prime. Din faptul ca p, este prim, rezulta ca exista i € {1, ..., n} astfel
incit p,lg;.. Cum ¢; este ireductibil, rezultd ca p,~¢q; adicd vp,=g¢g; cu v inversabil.
Simplificind prin p,, obtinem p; ... p,-1 = vqi ... gi-1qi+1 --. gm. Putem acum aplica ipoteza de
inductie pentru produsul p; ... p,-; sise obtinecdn—1=m—1sipy, ..., p,—1 sint asociate cu

q1s--sGi—1,Gi+1, ---» gm, €ventual in alta ordine. O

2.15 Teorema. Fie R un inel integru. Urmatoarele afirmatii sint echivalente:

a) R este inel factorial.

7 Un astfel de produs se mai numeste descompunere in factori a elementului respectiv. Produsele pot avea si
un singur factor (adica elementul insusi este prim).
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b) Orice element din R° este un produs de elemente ireductibile si orice element ireductibil
este prim.

¢) Orice element din R° are o descompunere in factori ireductibili, unica pina la ordinea
factorilor si pina la o asociere in divizibilitate a acestora.

d) Orice element din R° are o descompunere in factori ireductibili si orice doua elemente
au un cmmdec.

Demonstratie. a)=b) Evident, din Propozitia 2.13.

b)=c) Rezulta din Propozitia 2.14.

c¢)=d) Fie a, b € R° (daca a, b sint nule sau inversabile, exista evident un cmmdc al lor).
Pentru a gasi un cmmdc al elementelor a si b, se foloseste procedeul de determinare a cmmdc
invdtat In gimnaziu : ,,se iau factorii primi comuni la puterea cea mai micd”. Trebuie insa
putind atentie la asocierea in divizibilitate. Fie P un sistem de reprezentanti ai claselor de
echivalenta ale elementelor ireductibile din R (in raport cu relatia de asociere in divizibilitate).
Aceasta inseamna ca orice element ireductibil din R este asociat cu exact un element din P.
Atunci exista si sint unic determinate py, ..., p, € P, distincte, sy, ..., Sy, t1, ..., tn € N, u, v €
UR) astfel incit a=p'...pi"u si b=p{'...p"v. Faptul ci aceste elemente sint unic
determinate rezulta imediat din unicitatea descompunerilor in R. Fie »; = min(s;, ;) si definim
d=p]' ...p; . Se observa ca d|a, d|b. Daci e|a, e|b, atunci orice factor ireductibil ¢ € P care il
divide pe e divide pe a si pe b. Aceasta implica ¢ € {py, ..., ps}, caci altfel a (sau b) ar avea
doud descompuneri in factori ireductibili, dintre care una il contine pe c, iar cealaltd nu, ceea
ce contrazice unicitatea descompunerilor. Deci e este de forma p," ...p,)"q, cu wi, ..., w, €
N, g € U(R). Din e|a rezulta ca w; < s;, iar din e|b rezulta ca w; < ¢, i = I,_n Deci w; <r;sield.

d)=a) Prop. 1.16 asigura ca orice element ireductibil este prim, caci R este GCD-inel.

Implicatia e acum evidenta. O

Intr-un inel factorial R orice doud elemente a si b au un cmmmc, produsul ,,factorilor primi
comuni $1 necomuni la puterea cea mai mare”. Cu notatiile din demonstratie, se defineste ¢; =

max(s;, £;), iar elementul m = p{' ... p/" este un cmmmc al lui @ si . Demonstrati!

Proprietatea urmatoare apare adesea in rationamentele privind divizibilitatea:

2.16 Propozitie. Fie R un inel factorial, n € N si a, by, ..., by € R. Daca a este prim cu
orice b;, 1 <i < n, atunci a este prim cu produsul b;...b,.

Demonstratie. Vom arata ca nu existad nici un element prim p care sa divida atit pe a cit si
produsul b;...b,. Daca p este un astfel de element, atunci existd j, 1 <j < n astfel Incit p|b;.

Cum p|a, rezulta ca p|(a, bj) = 1. Deci p este inversabil, contradictie. O

Vom demonstra urmatorul rezultat important privitor la inelele de polinoame:

2.17 Teorema. Daca R este inel factorial, atunci inelul de polinoame R[X] este inel

factorial.
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Pentru demonstratie sint necesare citeva notiuni si rezultate, care au si un interes de sine

statator.

2.18 Definitie. Fie R un inel factorial si f' = ap + a1X + ... + a,X" € R[X]. Cmmdc al
coeficientilor ao, ai, ..., a, este numit continutul polinomului f, notat ¢(f). Un polinom cu
continutul asociat cu 1 se numeste polinom primitiv.

Polinomul f este primitiv dacd si numai daca nu exista p prim in R astfel incit p sa divida
toti coeficientii lui f. Orice polinom f € R[X] se poate scrie sub forma f'= c(f):f", unde f’ este

polinom primitiv. Reciproc, daci f= a'f’, cu a € R si f” primitiv, atunci a = c(f).

2.19 Propozitie. a) Fie R un inel integru. Daca p este un element prim in R, atunci p este
prim si in R[X].

b) (Lema lui Gauss) Fie R un inel factorial §i f, g € R[X] doua polinoame primitive. Atunci
si produsul fg este polinom primitiv.

c) Fie R un inel factorial si . g € R[X]. Atunci c(fg) = c(f)-c(g).

Demonstratie. ¢) Remarcdm mai intii ca p divide un polinom in R[X] daca si numai dacd p
divide toti coeficientii polinomului. Fie f=ao + X+ ... + a,X", g=bo+ b X+ ... + b, X" €
R[X] astfel incit p 1 f'si pt g. Sa demonstram ca p 1 fg. Din p { f rezultd ca exista i, 0 <i < n,
astfel incit p { a;. Alegem i minim cu aceasta proprietate. La fel, fie j minim astfel incit p 1 b;.

Atunci coeficientul lui X' */ in produsul fg este

Zakbl

k=it

In aceasta suma, a;b; nu este divizibil cu p, iar ceilalti termeni sint divizibili cu p, fiind
produse de doi factori dintre care macar unul este divizibil cu p. Deci coeficientul lui X "/ nu
este divizibil cu p si nici polinomul fg nu este.

b) Dacad fg nu ar fi polinom primitiv, atunci ar exista p € R, prim, astfel incit p| fg. Din
punctul precedent obtinem ca p| f'sau p|g, contradictie.

c) Fie f=c(f)f", g =c(g)-g', unde f'si g’ sint polinoame primitive. Atunci

fe=clf)eg)f"g',

cu f'g’ polinom primitiv din ). Este clar acum ci c( fg) = c(f)c(g). O

2.20 Propozitie. Fie R un inel factorial, K corpul sau de fractii si f € R[X], gradf > 1.
Atunci f este ireductibil in R[X| daca si numai daca f este primitiv si este ireductibil in K[X].

Demonstratie. Fie fireductibil in R[X]. Atunci e clar cd f este primitiv. Sd aratdm ca f este
ireductibil in K[X]. Daca f = gh, cu g, h € K[X], atunci, Inmultind cu cmmmc al numitorilor
coeficientilor polinoamelor g si 4, obtinem o relatie de forma af = g4, cu g1, h € R[X],
a € R. Trecind la continutul polinoamelor, avem a = c(g1)c(hy), cici c(f) = 1. Fie g1 = c(g1) g,
hy = c(h)-hy, unde g», hy sint polinoame primitive. Deci, af = c(gi1)-c(h1) g2 hy; simplificind
prin a, obtinem f=gyh,. Ireductibilitatea lui f implica grad go=0 (de exemplu). Cum
grad g = grad g = grad g», rezulta grad g = 0.
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Reciproc, daca f e R[X] este ireductibil in K[X], nu are divizori proprii (de grad > 1) in
K[X]; cu atit mai mult nu are divizori de grad > 1 in R[X]. Daca f este si primitiv, nu are nici

factori de grad 0 neinversabili, deci este ireductibil in R[.X]. O

.....

la ireductibilitatea in R[X], in principiu mai abordabila.

Demonstratia teoremei 2.17. Aratdm mai intii cd in R[X] orice ireductibil este prim: fie
f € R[X], ireductibil. Daca f|gh, cu g, h € R[X], din faptul ca f este ireductibil in K[.X] (deci si
prim 1n K[X]) rezultd ca f|g sau f|h In K[X]. Presupunem ca f'|g in K[.X]; exista deci a € R,
g € R[X] astfel incit ag = fg. Trecind la continutul polinoamelor, avem a-c(g) = c(g). Scriind
caqg=c(q)q, g =-c(g) g, cuq’, g'primitive in R[X], obtinem ac(g)-g' = f-c(q)-q"; simplificind
prin ¢(q) = ac(g), rezultd g’ = fq', adica f'|g in R[X].

Ramine de aratat ca orice f nenul si neinversabil din R[X] este un produs de ireductibile.
Vom demonstra aceasta prin inductie dupd grad f. Daca grad f= 0, atunci f € R° si deci are o
descompunere in factori ireductibili in R, care ramin ireductibili in R[X]. Daca grad /> 0, fie
f=cCf)f", cu f' primitiv; este suficient si gisim o descompunere pentru f’. Daci f' este
ireductibil, am terminat; daca nu, /' are un divizor propriu in R[X], care este un polinom de
grad strict mai mic decit grad f (f’ nu are divizori proprii in R, cici este primitiv). In
concluzie, f'= gh, cu g, h € R[X], de grade strict mai mici decit grad f. Aplicind ipoteza de

inductie pentru g si 4, rezulta ca /' este un produs de factori ireductibili in R[X]. O

Deci inelele 7| X], Z[ X, ..., Xul, K[ X1, ..., Xu] cu K corp sint inele factoriale.

IV.3 Ireductibilitate in inele polinomiale

.....

in inelul de polinoame R[X] nebanala si adesea deosebit de importantd. De aici rezulta
utilitatea cunoasterii unui arsenal cit mai bogat de criterii de ireductibilitate. Mai intii

determinam toate polinoamele inversabile in R[X].

3.1 Propozitie. Fie R un inel integru. Atunci UR[X]) = U(R). In particular, pentru K corp,
UK[X]) =K. O

3.2 Observatie. Daca R este inel integru si f € R[X] este un polinom unitar reductibil,
atunci existd o descompunere a lui /' de forma f=gh, cu g, h € R[X] unitare, de grade > 1.

(demonstrati!). Aceasta observatie simpla este utild in investigarea ireductibilitatii

polinoamelor.
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Daca R este inel care nu e corp, inelul R[X] nu este principal, deci cu atit mai mult nu este
euclidian (nu are loc teorema Tmpartirii cu rest in R[.X]). Totusi, dacd f, g € R[X], iar g are

coeficientul dominant inversabil in R, se poate face ,,impartirea cu rest” a lui fla g:

3.3 Propozitie. (teorema impartirii intregi) Fie R un inel §i f, g € R[X]. Daca coeficientul
dominant al lui g este inversabil in R, atunci exista q, v € R[X] astfel incit f=gq+r, cur=0
sau grad r < grad f.

Demonstratie. Se aplica exact aceeasi idee ca la demonstratia teorremei impartirii cu rest
in K[X], cu K corp. O

3.4 Corolar (teorema lui Bézout). Fie R un inel integru, f € R[X] si a € R. Atunci a este
radacina a lui f daca §i numai daca polinomul X — a il divide pe fin R[X].

Demonstratie. Existd g, » € R[X] astfel incit f=(X—a)g + r, unde grad =0 sau r=0.
Observam ca (X —a)|f daca si numai daca » =0. Din egalitatea f(a) = (@ — a)g(a) + r(a) =r,
deducem ca f(a) = 0 echivaleaza cu r = 0. O

Deci, daca gradf>2 si f are o radacina a € R, atunci f este reductibil in R[X] (fiind
divizibil cu X — a). Reciproca este falsa: polinomul (X g 1)2 nu are radacini in Q, dar este

evident reductibil in Q[X]. Are loc o reciproca ,,partiala”:

3.5 Propozitie. Fie K un corp. Atunci un polinom f de grad 2 sau 3 din K[X] este
ireductibil daca si numai daca nu are radacini in K. In particular, daca R este inel factorial,
un polinom primitiv de grad 2 sau 3 din R[X] este ireductibil in R[X]| daca si numai daca nu
are radacini in K.

Demonstratie. Fie f € K[.X], reductibil si de grad 2 sau 3. Din examinarea gradelor intr-o
descompunere a lui f, rezultd ca are un factor de grad 1, care are o radacina in K. Restul
rezultd din echivalenta ,, f este ireductibil In R[X] daca si numai daca f este primitiv si
ireductibil in K[X]”. O

.....

polinoamelor cu coeficienti intr-un ine/ integru (mai ales daca nu e factorial):

3.6 Exemple. a) Polinomul /= 2X + 1)2 este evident reductibil in Z[X], dar nu are radacini
in Z. Insa fare radicini in corpul de fractii al lui Z, Q.

b) Fie R={a+2bi| a, b € Z}. Se verifica imediat ca R este subinel integru al lui Z[i].
Polinomul X~ + 1 este ireductibil in R[X] (demonstrati!), dar are radacinile i, —i in corpul de
fractii al lui R, Q[7]. Aceasta aratd ca existenta radacinilor unui polinom de grad 2 sau 3 din

R[X] in corpul de fractii al lui R nu implicd in general reductibilitatea polinomului in R[X].

In cazul corpurilor C si R, ideile simple de mai sus, cuplate cu Teorema fundamentali a

algebrei, furnizeaza lista futuror polinoamelelor ireductibile peste aceste corpuri:
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3.7 Propozitie. a) Polinomul f € C[X] este ireductibil daca si numai daca este polinom de
grad I.

b) Polinomul f € R[X] este ireductibil daca si numai daca: sau este polinom de grad I, sau
este de grad Il (de forma aX v bX+c cua# 0) si discriminantul sau b* — dac este negativ.

Demonstratie. a) Evident, orice polinom de grad I este ireductibil. Reciproc, daca
fe C[X] si gradf> 1, atunci f are o radacind z € C (conform teoremei fundamentale a
algebrei), deci f nu poate fi ireductibil.

b) Exercitiu. O

Pentru gasirea radacinilor unui polinom este util urmatorul criteriu (vezi si Exerc. 13).

3.8 Propotzitie. Fie R un inel factorial, K corpul sdu de fractii §i f=ao+ ... + a,X" € R[X].
Daca p/q € K este o raddacind a lui f, cup, g € R, (p, q) = 1, atunci p|ao si g|a.
Demonstratie. Scriind ci p/q este ridicini a lui f'si inmultind cu ¢, avem
—aoq" = a1 pq o a.p’,
deci plaog”. Cum (p, q)=1, avem si (p, ¢")=1 (R este factorial) si deci p|ao, Analog se

demonstreaza ca g|a,. O

3.9 Exemplu. Fie f= X -X+2e Z[X]. Dacid p/q € Q este radacind a lui £, (p, q) =1,
atunci p|2 si g|1. Radacinile rationale ale lui /' (daca existd) se gasesc asadar printre elementele
multimii {1, -1, 2, =2}. Prin testare directd, obtinem ca nici unul din aceste elemente nu este

raddcina. Deci f nu are raddcini rationale. Cum f este de grad 3, rezultd ca este ireductibil in
Q[X] (si In Z[X], fiind primitiv).

Fie R un inel. Teorema lui Bézout afirma ca polinomul f € R[X] are radacina a € R daca si

numai dacd X — a divide fin R[X]. Este asadar naturala considerarea urmatoarei definitii:

3.10 Definitie. Fie R un inel integru, f € R[X] un polinom nenul, a € R o radacind a lui f's1
n e N. Spunem ci a este raddcindg multipli de ordin n a lui f daca (X —a)"| fsi (X—a)" "'t f.
Numarul natural n se numeste ordinul de multiplicitate al radacinii a. Daca n=1, a se
numeste raddacina simpla, daca n =2, 3, ..., a se numeste radacina dubla, tripla... . Atunci
cind se numara radacinile unui polinom, se numara fiecare radacina de atitea ori cit este

ordinul sau de multiplicitate.

3.11 Propozitie. Fie R un inel factorial si f € R[X]| un polinom nenul. Daca a,, ..., a, € R
sint radacini distincte ale lui f, de ordine de multiplicitate m,, ..., m,, atunci f se divide cu
(X-a)"...(X —a,)” in R[X].

Demonstratie. Prin inductie dupd n. Dacd n =1, afirmatia rezultd din definitie. Presu-

punem afirmatia adevaratd pentru n—1 si fie f ca in enunt. Din ipoteza de inductie,
f=(X-a)"...(X-a,,)"" g, cu geR[X]. Polinoamele X-a, cu 1<i<n, sint
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ireductibile si neasociate doua cite doua; deci (X —-a, )m‘ y e (X -a, )m sint doua cite doua
relativ. prime. Din Prop. IV.2.16 rezulta cd (X-a,)" este prim cu produsul
(X-a)"..(X-a,)"". Dar (X-a,)” divide pe (X-q)"...(X—qa,,)"" g, deci
(X —-a, )m” | g. O

3.12 Observatie. In C[X], orice polinom se scrie in mod unic sub forma
b(X,-a)"...(X,—a,)", unde ai, ..., a, € C sint distincte doua cite doud (sint radacinile
polinomului), iar b este coeficientul sdu dominant. Acest lucru rezulta din faptul cd C[X] este
inel factorial (orice polinom se scrie ca un produs de polinoame ireductibile), tinind cont de
lista polinoamelor ireductibile din Z[X]. Care este forma generald a unei descompuneri in

factori ireductibili a unui polinim din R[X]?

3.13 Corolar. Fie R un inel integru si f € R[X], grad = n. Atunci f are cel mult n raddacini
in R.
Demonstratie. Fie K corpul de fractii al lui R. Interpretind f ca polinom in K[.X], afirmatia

decurge din propozitia precedenta. O

Vom da un criteriu pentru a decide dacd un polinom are radacini multiple, folosind

notiunea de derivatad formald a unui polinom.

3.14 Definitie. Fie R un inel comutativ unitar si f=ao+ aiX + ... + a,X" € R[X]. Numim
derivata (formala) a polinomului f polinomul
df:i=a; +2a, X+ ... + na, X
Se mai foloseste notatia df = f'sau df = f o,

n-1

Un calcul direct arata ca derivata formald are proprietdtile uzuale ale derivatei cunoscute
din Analiza:
(f+e)=/"+g" Wf)=af", (fo)=fg+fg, VaeR VfgeRX]
Compunerea morfismului d cu el nsusi de » ori (n € N*) se noteaza d"; d" : R[X] — R[X].
Avem deci d” = ded"™", Vn e N', cu conventia ca d° = id. Mai notim d"f= £, Vf e R[X].

3.15 Propozitie. Fie R un inel integru, f € R[X]| un polinom de grad n > 0 si a € R.
a) Existd si sint unice elementele by, ..., b, € R astfel incit f =Y b(X -a).

0<i<n
b) Daca « este radacina multipla de ordin m (m € N*) a polinomului f, atunci f (i)(a) =0,
pentruoricei € {0, ...,m—1}.
¢) Daca f(a) =f"(a) = 0, atunci « este raddacina multipla a lui f (de multiplicitate cel putin
2).
Demonstratie. a) Prin inductie dupa grad f. Dacd f=ao+ a1 X, atunci f=apt+ a1 +

ai(X—a). Daca gradf=n>1, aplicind teorema Impartirii intregi (IV.3.3), obtinem
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f=X-ag+by,cubye Rsige R[X], grad g=n— 1. Scriind pe g sub forma data de ipoteza
de inductie si inlocuind 1n relatia precedenta, se obtine rezultatul.

Unicitatea scrierii este echivalentd cu R-liniara independentd a multimii de polinoame
{(X - ai | i € N} in R[X], usor de demonstrat.

b) Din relatia dedusa la punctul a), rezulta ca (X — @) | fdaca si numai daca by, by,..., by-1
sint nuli. Pe de alta parte, se demonstreaza usor ca f a)=1ilb, Vie {0, ..., n}. De aici
rezulta céf(i)(a) =0,Vie{0,....,m—1}.

¢) Din cele demonstrate pind acum, obtinem cd f(a)=by=0 si f'(a)=b1=0. Deci
X -’ |f. O

In cazul polinoamelor cu coeficienti intr-un corp K, un element ¢ dintr-o extindere E a lui
K este radacind multipla a polinomului f/ daca si numai daca este simultan radacind a
polinomului si a derivatei sale, adica (X — )| f'si (X — )| f'. Aceasta implica faptul ca cmmdc
al lui fsi f"in E[X] este de grad > 1. [nsd cmmdc a doud polinoame se obtine cu algoritmul lui
Euclid §i nu depinde de corpul considerat:. daca K c L este o extindere de corpuri, iar f,

g € K[X], atunci (f, 2k = (f, g)rx. In concluzie:

3.16 Propozitie. Fie K un corp si f € K[X]. Atunci f are radacini multiple daca §i numai

daca f si ' nu sint prime intre ele. O
Astfel, se poate decide daca un polinom are radacini multiple fara a cunoaste radacinile.

Iata o aplicatie importanta a teoremei impartirii cu rest in inele de polinoame: teorema de
descompunere a unei functii rationale in suma de functii rationale simple, instrument esential

pentru gasirea primitivei unei functii rationale.

3.17 Teorema (Descompunerea unei functii rationale in suma de functii rationale simple).
Fie P, O € R[X], cu Q # 0. Fie descompunerea lui Q in factori ireductibili in R[.X]:

O=(X-a)"..(X—a)* (X +pX+q) .. (X2 +b,Xx+c)
unde: ke N, a, ... ap sint reale, distincte doua cite doua si a1, ..., o€ N; re N,

X'+ b X+ c; 1 <i<r, sint polinoame ireductibile (b,~2 —4aic; < 0) si distincte doua cite doua,
iar By, ..., B e N.

Atunci functia rationala P/Q se scrie in mod unic sub forma:
- z( d; g, JJFZV: e X+ [ - ej,ﬁjX*'fj,ﬁ]
1 5 -
(X - a) (X—al_)a, =Sl (P +px+c)) (X 4bx+e,)
unde: L e R[X], di; e R, (1<i<k 1<t<) e fiseR (1<j<r 1<s<p).
Demonstratie. Vezi exercitiile. O

Propozitia urmatoare da citeva criterii generale de ireductibilitate.
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3.18 Propozitie. Fie R un inel integru, K corpul sdu de fractii i f=ao+ a\ X+ ... + a,X"
un polinom nenul cu coeficienti in R (n > 2).

a) Fie ¢, d € R, cu c inversabil in R. Atunci f este ireductibil daca si numai daca f (cX + d)
este ireductibil.

b) Presupunem ca ay # 0. Atunci f este ireductibil daca si numai daca polinomul

r(f)za,,+a,,_1X+ o+ aoX
numit ,, polinomul reciproc al lui f” este ireductibil.

¢) Presupunem ca f nu are divizori neinversabili de grad 0. Daca S este un inel comutativ
si @: R — S este un morfism de inele astfel incit ¢(a,) # 0 si polinomul ¢play) + pa;)) X+ ... +
ola) X" este ireductibil in S[X], atunci f este ireductibil in R[X).

d) (Criteriul lui Eisenstein) Fie R un inel factorial. Daca exista un element prim p € R
astfel incit pla;, ¥ i<n, ptay, pzj(ao, atunci f este ireductibil in K[X] (deci f ireductibil si in
R[X] daca este primitiv).

Demonstratie. a) Fie ¢: R[X] — R[X] unicul morfism de R-algebre cu proprietatea ca
o(X) = cX +d. Altfel spus, ¢{f) se obtine inlocuind nedeterminata X in polinomul f'cu cX + d.
Elementul ¢ este inversabil daca si numai daca ¢ este izomorfism de R-algebre (morfismul de
R-algebre y: R[X] — R[X] care duce X in ¢'X—c7'd este inversul lui ¢). Avem asadar
f=gh< o f)=p@)eh), Vg, h € R[X]. Observind ci ¢ pistreazi gradele si ci ¢ |z = idg, se
obtine imediat ci feste ireductibil daca si numai daci ¢ f') este ireductibil.

b) Daca g si h sint polinoame din R[X], cu termenul liber nenul, atunci r(gh) = r(g)r(h).

. < N 1 ) . . s
Intr-adevar, observam ca r(f)=X"f (}) (pentru rigurozitatea argumentului se considera

egalitatile In K(X), corpul de fractii al lui K[X]). Deci, daca grad g = m, grad & = p, avem

1 1 1
r(gh)=X""(gh) — |=X"g| — |X?h| — | =r(g)r(h).
() =" () 5 | = X"e{ 5 ]2 5 | = (i)
Concluzia rezulta observind ca r pastreaza gradele si cd, pentru orice d € R, avem d | f <

d|r(f).

¢) Fie w: R[X] — S[X] unicul morfism de R-algebre (adicd i este morfism de inele si
Yr = @) astfel incit y(X) = X. Avem de demonstrat ci y(f) ireductibil implici f ireductibil.
Presupunem ci f'=gh, cu g, h € R[X]. Atunci y(f) = w(g)wih) ; conditia g(a,) # 0 asigurd ci
grady(g) + grady(h) = grady{f) =n. Cum grady(q) <gradq, Vg € R[X], obtinem ci
grady(g) = grad g si grady(h) = grad h. Din ireductibilitatea lui y{ /) deducem ci y(g) (pentru
a face o alegere) este inversabil, deci are grad 0. Astfel, 0 = grady(g) = grad g. Cum f nu are
divizori neinversabili de grad 0, g € U(R).

d) Scriind f=c(f)f", cu f primitiv, avem ca f si f’ sint asociate in K[X]. Inlocuind
polinomul f'cu /', putem presupune ca f este primitiv. Este suficient acum sa demonstrdm ca f
este ireductibil in R[X]. Daca far fi reductibil, atunci:

f=ap+aX+ .. +aX" =(bo+ b X+ ... +b,X") (co+ X+ ... + X7,
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unde m >0, p >0, bo, by, ..., bm, co, C1, ..., ¢p € R, b, # 0, ¢, # 0. Avem boco = ay, deci p | boco
si p2 1 bocy ; de aici rezulta ca p divide exact unul din elementele by si ¢o. Presupunem ca p | by
si p1co. Intrucit p f ay, p nu divide toti coeficientii b;; existd asadar un i minim, 1 <i<m,

astfel incit p { b; (si decip | b;, Vj <i). Atunci p 1 bico si deci elementul
i-1
a;=bicy + ijcl._j
J=1

nu se divide cu p, contradictie cu ipoteza. O

din Q[X]), un asemenea algoritm (datorat lui Kronecker) fiind descris in exercitiul 19. O
aplicare repetatd a unui astfel de algoritm conduce la un algoritm de factorizare (de
descompunere in factori ireductibili) a oricarui polinom din Q[X]. Programele moderne de
calcul simbolic (Maple, Mathematica, Macaulay, Axiom, etc.) au implementate rutine
pentru polinoame cu coeficienti in extinderi algebrice ale lui Q sau intr-un corp finit. Se poate
demonstra cd, daca existd un algoritm de factorizare pentru K[X], cu K un corp, atunci exista
unul si pentru L[X], oricare ar fi L o extindere finit generatd a lui K. In particular, exista
algoritm de factorizare pentru K[X,..., X,]. Pentru detalii si dezvoltari recente, vezi de ex.
ALBU si ION [1997], SPINDLER [1994], GEDDES, CZAPOR, LABAHN [1992], WINKLER [1996].

3.19 Exemple. a) Polinomul 6X ? + 13X7 + 26 este ireductibil in Q[X] (si in Z[X], caci este
primitiv), conform criteriului lui Eisenstein aplicat cu p = 13.

b) Pentru orice numar prim p si orice n € N, X" - p este ireductibil in Q[X] si in Z[X] (tot
cu criteriul lui Eisenstein).

c¢) Fie p un numar prim si f= X e X4 4 X+le Z[X]. Criteriul lui Eisenstein nu
este aplicabil direct lui /. Considerind insa polinomul

X+DP -1 _& i
g:f(X+1):m:[§CpX ,

observam ca lui g i se poate aplica criteriul lui Eisenstein, caci p divide toti coeficientii

binomiali C, cu 1 <i<p. Deci g este ireductibil si astfel, conform punctului @) al propozitiei

de mai sus, feste ireductibil.

d) Polinomul f=Y *+ XY = 3X7Y + 2X este ireductibil in Z[X, Y]. Pentru demonstratie,
consideram f'ca polinom in Y cu coeficienti in inelul factorial Z[X]. Aplicam acum criteriul lui
Eisenstein cu p =X (X este element ireductibil in Z[X]). Remarcadm ca inelul Z putea fi
inlocuit cu orice inel factorial de caracteristicd diferita de 2.

e) Consideram polinomul /=X "+ X' +1e Z[X]. Polinomul f nu are radacini in Z,, deci
divizorii proprii ai lui fnu pot fi de grad 1 (sint de grad 2 sau 3). O descompunere a lui f poate

fi doar de forma:
X+ X+ 1= +aX +bX+ )X +cX+ 1),
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cu a, b, c € Z,. Identificind coeficientii, se obtine un sistem de ecuatii in a, b, ¢, despre care
se vede imediat cd nu are solutii in Z,. Asadar, f este ireductibil in Z[.X].

f) O aplicare tipica a criteriului 3.18.c) la un polinom f cu coeficienti intregi consta in a
»reduce coeficientii modulo »”. Mai precis, pentru un n € N convenabil ales, se considera
unicul morfism de inele ¢: Z — 7Z, si se cerceteaza ireductibilitatea polinomului ,, / redus
modulo »n” (notat cu w(f) 1in demonstratie). Fie, de exemplu, polinomul
F=7X"+4X =X+ 6 X+9 € Z[X]. Redusul modulo 2 al lui feste X° +X°+1 € Zs[X],
despre care am vazut ca este ireductibil. Conditiile de la 3.18.¢) sint indeplinite, deci f este
ireductibil in Z[X] (deci si in Q[.X], fiind primitiv).

g) Polinomul 10X 7+5X%+2 este ireductibil in Z[X], caci reciprocul sdau este

2X7 45X + 10, caruia i se poate aplica criteriul lui Eisenstein cu p = 5.

Exercitii

In exercitii, R este un inel integru si K este corpul sau de fractii (daca nu se specifica altfel).
1. Orice inel integru finit este corp.
2.Fie R un inel unitar infinit. Demonstrati ca multimea R° a elementelor nenule si
neinversabile este infinitd. (Ind. Dacd R° este finitd, atunci U(R) este infinitd. Fie
S(R°) multimea bijectiilor de la R° la R°. Aplicatia ¢: UR) — S(R°) x> ¢, ¢a)=xa,
Va € R°, este injectiva, contradictie.)
3. Fie R un inel integru in care orice doud elemente au cmmdc. Atunci orice element din K se
poate scrie sub forma a/b, (b #0), cu a, b € R, prime intre ele (,.fractia a/b este ireductibild”).
Ce se poate spune despre unicitatea unei astfel de scrieri?

4. Aratati ca un inel comutativ R este integru daca si numai dacd R[X] este integru.

5. Fie p € R°. Demonstrati ca idealul generat de p in R[X], pR[X], este prim dacd si numai
dacd p este element prim in R. (Ind.: Aratati ca R[X]/(pR[X]) = (R/pR)[X]). Deduceti o noua

demonstratie pentru 2.19.a).

6. Fied € Z, liber de patrate (adicd d nu se divide cu patratul nici unui intreg > 1), si
Z[Nd ] :={a+bJd |a, b e Z}. Definim ,norma” N : Z[Jd | — Z, N(a+bJd )= a* —db*,
YV a, b € Z. Atunci:

a) N(@N(B) =N(@N(B), Ve, f e Z[Jd ].

b) UZ[Vd |) = {ae Z[Nd | |IN(@)=*1} = {a+bJd |a,beZ a" —db’ =+1}.
Determinati efectiv U(Z[~/d ]) daci d < 0.
7. Elementele 6 si 2 ++/—5 nu au cmmdc (si deci nici cmmmc) in inelul Z[~/=5 ].

8. Un numar prim p € Z este prim si 1n inelul Z[i] daca si numai daca 4 |p — 1.
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9. Fie R un inel euclidian fata de functia ¢. Atunci existd u € R nenul §i neinversabil cu
proprietatea: Vx € R, g € R astfel incit x — gu este inversabil sau 0. Citpoate fi ales u pentru
R=7,K[X]? (Ind. min {@(v) | v € R°} = @(u) pentruun u € R°.)

10. Fie d un intreg liber de pitrate, d = 1 (mod 4). Atunci inelul Z[~/d ] nu este GCD-inel.

(Ind. 2 este ireductibil si nu este prim.)
11. Sa se arate ca 1n Z exista o infinitate de elemente prime neasociate in divizibilitate.

12. Fie R un inel principal, n € N*, ai, ..., a, € R si d un cmmdc al lor. Demonstrati ca exista

uy, ..., U, € Rastfel incit d = aju; + ... + a,u,.

13. Fie R un inel factorial si f=ao+ a1 X+ ... + a, X" € R[X].

a) Dacd p/q € K este o radacina a lui £, unde p, g € R si (p, q) = 1, atunci plao, gla, si
(p —qr)|f(r), Vr € R. Ce devin relatiile pentru a, = 1?

b) Fie g=a""ay+a"*a, X +...+a, X"+ X". Atunci a""'f(X)=g(a,X). Descrieti
legatura dintre radacinile lui g si cele ale lui £

c¢) Gasiti radacinile din Q ale polinoamelor 2.X P+ 5X7+9X-15 si4X P _IX - 7X +15.
14. Fie K un corp. Demonstrati cd orice polinom nenul /'€ K[X] are cel mult grad fradacini in

K (fiecare fiind numarata cu multiplicitatea sa).

15. Fie R un inel. Demonstrati echivalenta urmatoarelor afirmatii:

a) Orice polinom nenul '€ R[X] are cel mult grad f radacini in R (fiecare fiind numarata cu
multiplicitatea sa).

b) Orice polinom de grad 1 are cel mult o radacina in R.

¢) R este inel integru.

(Ind. Considerati corpul de fractii al lui R si folositi problema precedenta).

16. Fie K un corp. Vrem sa demonstram, intr-un caz mai general, teorema de descompunere a
unei functii rationale Tn suma de functii rationale simple.
a) Fie O € K[X], ireductibil. Atunci, pentru orice k € N si P € K[X], existd o scriere de
forma:
£:L+A+...+L§€,
0 0 0
unde L, fi, ..., fr € K[X] si grad f; < grad Q. (Ind. Cazul k=1 se reduce la teorema impartirii
curest a lui P la Q. In continuare se aplici o inductie dupa k.)
b) Fie Q € K[X], 0= ¢, ...q,“*, cu g; ireductibile in K[X], prime intre ele doua cite doua.
Atunci, pentru orice P € K[.X], exista o scriere de forma:
£:L+i(&+...+ﬁ+j’j,
0 i=1\ 4i q:
unde L, f;, € K[X] si grad f;; < grad g;, pentru orice i §i .
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(Ind. Fie u,-:% e K[X]. Avem (uy, ..., u,) =1, deci exista vy, ..., v, € K[X] astfel incit

i

v+ ... +upyy,=1 = P=Pujvi + ... + Puyy, = L P‘;l + P‘;" . Se aplicd acum a)
a a "
pentru fiecare termen.)
f f gl 1
¢) (unicitatea scrierii) Daca L+ Z =M + z — ,unde L, M,
ql Ql Qi l

fir &ir € K[X] s1 grad f;;, grad g;; < grad ¢;, pentru orice i $i ¢, atunci L =R s1 fi; = gis, Vi, L.
(Ind. Tnmultind cu Q, se obtine o relatie de forma LQ + R, = MQ + R,, unde grad R, si grad R,

sint < grad Q. Din unicitatea Tmpartirii cu rest la Q rezultd ca L =M si R; = R,. Ramine de
[f Q ﬁ 0,9
q; ;"

i fixat, se observa ca g; apare ca factor pentru toti termenii din membrul sting, cu exceptia lui

Jia Q . Cum g; este prim cu — Q2 , rezulta ca g, ‘ Ji.a, > dect f; , =0 din motive de grade. Se
q, Qi

imparte acum relatia la g; si se repetd rationamentul, obtinindu-se f; , ; =0 etc.)

demonstrat ca, daca Z

J 0 si grad f;, < grad g, atunci f;; = 0, Vi, j. Pentru
i=1

d) Demonstrati teorema [V.3.17, punind K = R.

17. Fie R un inel. Daca f € R[X], 1 se asociazd functia polinomiala ]7: R — R unde, Vx € R,
]N” (x) =f(x) (valoarea polinomului f'in x). Demonstrati cd, dacd R este integru infinit, atunci
functia ¢ : R[LX] — R®, ¢(f) = F, Vf e R[X], este injectivd. Ramine valabild concluzia daci se
renuntd la ipoteza R infinit?

18. (Polinomul de interpolare Lagrange) Fie K un corp, n > 1, xo, ..., x, € K, (n + 1 elemente
distincte) si yo, ..., y» € K. Demonstrati cd exista un unic polinom L € K[X] de grad cel mult n
astfel incit L(x;) =y;, 0 <i <.

19. (Algoritmul de factorizare al lui Kronecker in Z[.X]) Fie p € Z[.X], primitiv, grad p = n.
Notam cu m cel mai mare intreg < n/2.

a) Aratati ca p reductibil in Z[X] < p are un factor neconstant de grad < m.

b) Fie (xo, ..., xm) € Z™ " 1, cu x; distincte douad cite doua. Aratati cd urmatorul algoritm se
termina intr-un numar finit de pasi si furnizeaza un factor neconstant al lui p de grad < m sau
demonstreaza ireductibilitatea lui p:

1. Daca 3i cu p(x;) = 0, atunci X — x; este un factor al lui p si am terminat. Daca nu, treci
la 2.

2. FieD={d=(d, ....,dn) € z"+! | dil p(x;), Vi}. D este o multime finita.
Pentru orice d € D, fie L; € Q[X] polinomul (de interpolare Lagrange) cu proprietatile
La(x;)=d;, Vi, s1 grad Ly < m. Daca existd d € D cu L; € Z[X] si Ly| p, atunci L, este

un factor al lui p si am terminat. Daca nu, atunci p este ireductibil.
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d) Presupunem ca m = 2. Ce alegere pentru (xo, ..., X,) propuneti?

e) Presupunem ca in inelul factorial R exista un algoritm de factorizare (de descompunere a
oricarui element din R° in factori primi). Ce proprietati trebuie sd aiba R pentru a putea
generaliza la R[X] algoritmul de mai sus?

f) Presupunem ca R este factorial si cd in R[X] existd un algoritm de factorizare. Atunci

existd un algoritm de factorizare in K[X].

20. Decideti ireductibilitatea polinomului X ‘4 X°+2X-1 din Z[X] cu algoritmul

Kronecker.

21. Fie R un inel integru.

a) Fie f € R[X], grad f'= m. Daca f are cel putin m + 1 rddacini in R, atunci f = 0.

b) Fie g € R[X1,..., X,], cu R infinit. Daci g(ay, ..., a,) =0, V(ai, ..., a,) € R", atunci g este
polinomul nul. (/nd. Inductie dupa »n.) Deduceti ca doua polinoame din R[Xj,..., X,] sint egale
dacd si numai daca functiile polinomiale asociate sint egale.

c¢) Dati exemplu de corp finit K si de polinoame distincte din K[.X] care au aceeasi functie
polinomiala asociata.

22. Fie K un corp de caracteristica diferitd de 2 (adica 1 + 1 # 0 In K) si p un polinom omogen
de grad 2 in K[X, Y], adica p=aX2+bXY+ ch, cu a, b, c € K. Demonstrati cd p este
reductibil in K[X, Y] < b* — dac este un patrat in K < b* — dac = 0 sau existi a, fek, (a,
P #(0,0),cupla, p)=0.

23. Sa se descompuna in factori ireductibili polinomul X13 +X23 € K[Xi, Xz]. Discutie dupa
caracteristica lui K.

24. Fie K un corp de caracteristica diferita de 3 si f= X13 + ... +Xn3 e K[X,,..., X,]. Aratati ca
f este ireductibil dacd si numai daca n > 3. Generalizare. (Ind. Pentru n =3, folositi criteriul
Eisenstein pentru /' € K[X;, X2][X3]. Se face apoi o inductie dupa 7.)

25. Fie n” nedeterminate Xij, 1 <i,j<n si matricea 4= (Xjj)1<i j<n € MuZ[Xj;1 <1, j < n)).
Atunci polinomul det 4 = Z{X 1of1y--- Xno) | 0 € Sy} este ireductibil in Z[Xj;;1 < i, j < n].

26. Fie x, y € R. Daca existd un cmmmc al lor [x, y] € R, atunci exista si un cmmdc al lor (x,
y) siavemxy ~[x, y](x, y).

27. Fie R un subinel unitar al unui inel comutativ S. Un element al lui S se numeste intreg
peste R daca este rddacind a unui polinom unitar nenul din R[X]. Demonstrati cd, daca R este
GCD-inel s1 x € K este intreg peste R, atunci x € R.

28. Fie R un inel principal si S un sistem multiplicativ inchis in R. Atunci inelul de fractii
S™'R este principal.

29. Fie R un inel factorial si S un sistem multiplicativ inchis in R. Atunci inelul de fractii SR
este factorial.

30. Proprietatea unui inel R de a fi euclidian (respectiv principal, factorial) se transmite si la

subinelele unitare ale lui R?
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31. Fie R un inel factorial care nu este corp, astfel incit grupul unitétilor U(R) este finit. Atunci
in R exista o infinitate de elemente prime neasociate in divizibilitate. (/nd. Daca py, ..., p, sint

toate elementele prime pini la asociere, atunci existd m > 1 astfel incit 1 + (p1...p,)" € R°.)

32.Fie R un inel factorial si p € R un element prim. Folosind morfismul canonic
7. R — R/pR si prelungirea sa la un morfism  : R[X] — (R/pR)[X], dati o noud demonstratie
criteriului lui Eisenstein. (Ind. Daci f'=ao+a, X + ... + a, X" satisface ipotezele criteriului si
f=gh, atunci v (f) = ra)X" = wig)wih). Daci grad g, grad h > 1, atunci termenii liberi ai lui
g si h sint multipli de p.)



V. Spatii liniare, matrice si aplicatii

V.1 Algebre de matrice

Scopul acestei sectiuni este de a da demonstratii scurte si relativ elementare teoremelor

Cayley-Hamilton si Frobenius folosind polinoamele matriciale.

1.1 Definitie. O matrice mxn cu elemente polinoame din K[X] se numeste polinom

matricial peste corpul K. Putem scrie un polinom matricial P € M(m, n, K[X]) sub forma:

P11 -+ Pin
P=] : , cup; € K[X], (1)
p}’ll i pnn
sau (grupind dupa puterile lui X) sub forma:
P=Py+XP +..+X'P, (2)

unde Py, Py, ..., P, € M(m, n, K).

De exemplu, avem:
542X 3x°3 [50 20 2[00 5[0 3
[ ) 2_2X+X2}[1 2}”{0 —2}”( [o 1}”( [o o}

1.2 Definitie. Fie P € M(n, K[X]) un polinom matricial de forma (2), cu P; matrice
patratice (€ M(n, K)), iar A € M(n, K). Definim P(A4), valoarea lui P in A:
PA):=Py+ AP+ ...+ AP, € M(n, K).

1.3 Observatie. Daca P, Q € M(n, K[X]) sint polinoame matriciale, atunci avem definite
P+ Q, PQ (operatiile uzuale in M(n, K[X])). Pentru VA4 € M(n, K), au sens (P+ Q)(4) si
(PQ)(A), definite ca mai sus. Are loc (P + Q)(4) = P(4) + Q(4) (demonstratie usoard), insa in
general (PQ)(4) # P(A)Q(A4). De exemplu, daca P si Q sint "de grad 1", P=XP; si O = X0\,
cu P1, 01 € M(n, K), atunci PO =X"P101. Avem P(A)Q(A) = AP,AQ,, (PQ)(A) = A PO, si
AP1AQ, # A 2P1Q1 in general. Totusi, are loc:

120
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1.4 Propozitie. Daca P=Py+ X P, + ... +X'P.si APi=P;A, 1<i<r (A comuta cu P;,
Vi), atunci (PQ)(A) = P(A)Q(A), VO = Qo+ X 01 + ... +Xde € M(n, K[X]).
Demonstratie. PO se obtine prin regula uzuala (atentie la ordinea factorilor!):
PQ = PoQo + X(PoQ1 + P1Q) + ... + X "'P.Qu,
iar P(A)Q(A) = (Po+ AP1 + ... + A'P)(Qo + AQ1 + ... + A de).
Un termen oarecare al produsului P(4)Q(A) este de forma A ‘P A Q=4 ‘A’ PQi=4 P PQ;
(caci P; comuta cu A’ ).Grupind termenii ce contin A (0<k<r+d)),rezulta ca
P(A)Q(A) = PoQo + A(PoQ1 + P1Qo) + ... + AHdP,Qd = (PQ)(A).
1.5 Teoremi.(Teorema Cayley-Hamilton’') Fie K un corp, A € M(n, K) si f; = det(XI — A)
polinomul sau caracteristic. Atunci f4(A) = 0.
Demonstratie. Se stie ca, daca B = (b;) € M(n, R) este o matrice cu coeficienti intr-un inel
comutativ R, are loc: B-ad(B) = det(B) 1, unde este ad(B) matricea reciproca (adjuncta) a lui B
(pe locul (i, /) al lui ad(B) este complementul algebric al lui b; in B). Aplicind aceasta

observatie matricei X/ — 4 € M(n, K[X]), are loc

det( X7 — A) 0
(XTI — A)-ad(XI - A4) = = P,
0 det(X7 - 4)
Din lema urmatoare rezulta P(4) = 0, iar P(4) = f4(A), deci f4(4) = 0. O

1.6 Lema. Fie P € M(n, K[X]) un polinom matricial si A € M(n, K). Atunci P(A) =0 <
exista Q € M(n, K[X)]) astfel incit P = (XI — A)-Q.

Demonstratie. Fie P=Py+ X Py + ... + X'P,. Avem:

P—PA)=Py+XPi+..+XP,—(Po+AP +...+A'P,)=

XI— APy + (X I—A")Pr+ ...+ (X' I-A")P,.

fnsa X' 1-4"= (XI—A)(in T4 X A4 1), Vk. Inlocuind in relatia de mai sus,
avem P — P(A) = (XI — A)Q, cu Q € M(n, K[X]). Daca P(4) =0, rezultd P = (XI — A)Q.

Reciproc, fie P = (XI — A)Q. Cum coeficientii lui X/ — 4 sint I si A € M(n, K) (care comuta
cu 4), din observatia 1.4 rezulta ca P(A4) = (A1 — A)Q(4) = 0. O

Pentru o matrice datda 4 € M(n, K), polinomul caracteristic f4 nu este neapdrat de grad

minim printre polinoamele p € K[X] cu p(4) = 0.

1.7 Propozitie. Fie A € M(n, K). Exista un unic polinom unitar uy € K[X] cu proprietitile:
a) () = 0;

b) Vp € K[X] cu p(4) = 0 rezulta ca u | p.

In plus, 14 este polinomul unitar de grad minim printre polinoamele p € K[X] cu p(4) = 0.

"' Arthur Cayley (1821-1895) si Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), matematicieni britanici. Cazul
general al teoremei a fost demonstrat insa de Frobenius.
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Demonstratie. Fie M = {p € K[X] |p #0, p(4) =0}. M este nevida ( f4 € M). Multimea de
numere naturale {grad p |p € M} are un cel mai mic element, deci exista 4 € M (il putem
alege unitar) astfel incit graduy < grad p, Vp € M. Fie p € M. Atunci exista g, r € K[X] astfel
incit p = uyq + r, cu grad r < grady. Avem 0 = p(A) = py(A)q(A) + r(A) = r(4), deci r = 0 (daca
r#0, ar rezulta r € M si grad r < graduy, contradictie cu alegerea lui z4). Astfel, g4 | p. Daca
q € K[X] este unitar si satisface conditiile a) si b), atunci sy | g $1 q |¢.. Cum g4 este unitar,

rezultd 1y = q. O

1.8 Definitie. Fie 4 € M(n, K). Polinomul unitar g4 € K[X] din propozitia precedenta se

numeste polinomul minimal al lui A.

1.9 Teorema. Fie A € M(n, K). Atunci:
a) Polinomul minimal 4 divide polinomul caracteristic f.
b) (Frobenius’®) Polinomul minimal uy si polinomul caracteristic f; au aceleasi raddcini’
(posibil cu multiplicitati diferite).

Demonstratie. @) Clar, din definitia lui 2.

b) Daca f4(4) = 0, atunci A este valoare proprie a lui 4, deci Ax = Ax pentru un x € E, nenul.
Rezultd cid A'x = A'x, Vr € N si, mai general, p(4)x = p(A)x, Vp € K[X]. Deci 0 = py(4)-x =

14(A)x, de unde w4(A) = 0. Invers, orice radacina a lui x4 este radacina a lui f4, caci g | fr. O

V.2 Coduri liniare corectoare de erori

Algebra liniara isi gaseste un domeniu fertil si neasteptat de aplicabilitate in teoria
codurilor corectoare de erori, teorie nascuta in anii 1940, odata cu era calculatoarelor si a
comunicatiilor digitale. Vom prezenta ideile de baza din aceasta teorie si citeva aplicatii ale

algebrei liniare, relativ elementare, dar cu utilitate practica deosebita.

Prin "informatie digitald" intelegem un sir de simboluri (elemente) dintr-un alfabet finit.
De exemplu, 011110101100 este un sir de simboluri din alfabetul {0,1} (in acest caz,
simbolurile se numesc bifi). Transmiterea unei informatii digitale’* intre doud puncte diferite

in spatiu (de exemplu o transmisie de date pe o linie telefonicd) sau in timp (stocarea pe un

7 Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), matematician german.

3 Este vorba de radicinile din K. Enuntul rdimine valabil si pentru radécinile dintr-o extindere L a lui K (un
corp L astfel incit K este subcorp in L).

™ Transmiterea de sunete, imagini, texte etc. ca un sir de 0 si 1 pare azi evidenta, dar 1n anii 1940 a fost o
idee revolutionara si 1i apartine lui Claude Shannon (1916-2001), matematician american, unul din fondatorii
teoriei informatiei (articolul A mathematical theory of communication, 1948).
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suport material cum ar fi un compact disc, pentru o citire ulterioard), este supusa erorilor
cauzate de o varietate de factori: zgomot pe linia telefonica, deteriorarea suportului fizic al
informatiei etc. Presupunem cd o eroare cauzeaza receptarea altui simbol decit cel transmis
(dar nu ,,pierderea” simbolului prin transmisie). Se impune gasirea unui procedeu prin care
mesajul sd poatd ajunge 1n forma corectd la receptor (sau receptorul sd poatd detecta

eventualele erori si sd ceara retransmisia mesajului).

Ideea care sta la baza teoriei codurilor bloc corectoare de erori este urmatoarea: se fixeaza
k ne N*, cu k < n. Se imparte mesajul original (un sir finit de simboluri din 4) in ,,blocuri”
(numite ,,cuvinte”) de & simboluri. Fiecarui cuvint” de lungime & i se asociaza un cuvint mai
lung, de lungime n, dupd o lege prestabilitd; cele n — k simboluri ,,in plus” sint puse pentru
detectarea si eventual corectarea erorilor ce pot aparea in transmisie. Pe canal se transmite
cuvintul de n simboluri, la receptie urmind ca, prin analizarea cuvintului receptionat, sd se

decida daca au aparut erori (sau sa se reconstituie cuvintul transmis).

2.1 Exemplu. Fie 4 = {0, 1} (alfabet binar). O idee simpla si nu prea eficienta de codare
pentru corectarea erorilor este de a transmite fiecare bit de 3 ori, urmind ca decodarea sa se
facd dupa ,,regula majoritatii”. Mai precis, ludm k = 1, n = 3 si stabilim urmatorul procedeu de
codare: 0 este codat ca 000, iar 1 ca 111. Astfel, daca mesajul original este 0101, el va fi codat
ca 000111000111. Sa presupunem ca acest mesaj este afectat de erori pe canal, incit la
receptie se primeste 001111000011. La decodare, fiecare grup de 3 biti este tratat individual:
de exemplu grupul 001 este decodat in 0 (se presupune ca 001 provine din 000 in care unul
din 0 a devenit 1), 011 este decodat in 1 etc. Acest procedeu de corectie a erorilor functionea-

za atit timp cit nu apare mai mult de o eroare la fiecare grup de trei simboluri transmise.

Modelam o situatie de tipul descris, astfel: transmitatorul trimite un mesaj catre receptor
pe un canal de transmisie. Mesajul este un sir finit de simboluri, care sint elemente ale unei
multimi finite 4, numitd alfabet. Orice sir de simboluri poate fi mesaj’°. Posibilitatea de
aparitie de erori pe canal este modelatd de o functie de tranzitie P: Ax A —[0,1], cu
semnificatia ca Vx, y € 4, P(y, x) reprezintd probabilitatea ca la transmiterea simbolulului x, la
receptie sd fie primit simbolul y.

Unul din cele mai raspindite modele pentru un canal de transmisie este canalul g-ar
simetric de probabilitate p: A are g elemente (este un ,,alfabet g-ar”); functia de tranzitie P are

proprietatea ca P(y, x) =p, Vy, x € A cu y #x. Altfel spus, probabilitatea de aparitie a unei

> Prin cuvint de lungime k se intelege un k-uplu de simboluri din 4 (un element din Ak).

7% Desigur, acest lucru e fals daca se transmit numai mesaje din limba roméana, de exemplu. Insi aceastd
presupunere e valabild dacd se efecueazd in prealabil o compresie fara pierderi a mesajului, lucru curent in
practica transmisiei de date (de exemplu compresiile zip, rar, lha etc). Acest procedeu, formalizat de Huffman, se
bazeaza pe o analiza statisticd a mesajului si codarea simbolurilor cele mai probabile in siruri scurte si a celor
mai putin probabile in siruri mai lungi.
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erori (simbolul primit diferd de cel trimis’’) este (q — 1)p, indiferent de simbolul transmis (de
unde si denumirea de canal simetric) si indiferent de locul simbolului in mesaj (canal ,,fara
memorie”). Deci, probabilitatea ca un simbol transmis x sd fie receptionat corect este
Px,x)=1-(q—1)p. Se presupune ca 0<p<1/2(g—1) (altfel este mai probabil si se
receptioneze un simbol eronat decit cel corect!). Dacad g = 2, se vorbeste de un canal binar.

Formalizam ideea de codare bloc de mai sus: se fixeazd k, n € N, cu k < n; se da o functie
injectivd E : A" = 4" care codeazd fiecare a = ay...a; € A intr-un cuvint cod c = ¢1...c, € A"
(Un element oarecare din 4", (xy, ..., x,), (unde x; € 4,Vi) il scriem mai simplu x;...x,,.)

Multimea C = E(Ak) ={E(a...ar) | ay...a; € Ak} a tuturor cuvintelor cod se numeste cod
(in cazul nostru, cod bloc de tip [n, k]). Pentru functionarea codului trebuie data si o functie de
decodare D : A" — C, care asociazi oricirui cuvint x din A" cuvintul cel mai probabil
transmis D(x) € C. Evident, D(c) =¢, Vc € C.

In acest caz, |C| = ¢ * Este utila s1 0 acceptie mai larga a notiunii de cod:

2.2 Definitie. Un cod de lungime n peste alfabetul 4 este o submultime C a lui 4"

Elementele lui C se numesc cuvinte cod. Daca |4| = g, C se numeste cod g-ar.

Un cod bloc de tip [n, k] transforma orice bloc de & simboluri intr-un cuvint cod de
lungime mai mare n, ceea ce va permite (se sperd) detectia sau corectia erorilor. Insi acest
procedeu mareste lungimea mesajelor transmise (ceea ce nu este de dorit). Pentru a masura
eficienta unui cod din acest punct de vedere, se defineste rata de transmisie a unui cod C de
tip [n, k] ca fiind R(C) := k/n. Rata masoard proportia de simboluri care poartd informatie
(restul sint simboluri redundante, care folosesc la detectie sau corectare de erori). Daca C este
ca in def. 2.2, rata e definita ca R(C) := log,|C|/n (de ce?).

Posibilitatea unui cod C de a corecta erori se bazeaza in intregime pe ideea ca, daca un
cuvint cod ¢ € C este afectat pe canalul de transmisie de (un numar mic de) erori, cuvintul
receptat ¢; # ¢ nu este cuvint cod (nu apartine lui C), dar este ,,suficient de apropiat” de ¢ incit
sd putem reconstitui ¢ din ¢, Acest lucru este posibil doar daca ¢, nu este el insusi un alt

cuvint cod sau nu e ,;mai apropiat” de alt cuvint cod ¢"!
Aceste idei se pot formula riguros. Avem nevoie de citeva pregatiri.
2.3 Definitie. Fie A o multime nevida. Distanta Hamming 78 pe A" se defineste astfel:

VX=Xl ey Xn)s V=15 -oes V) dx, ¥) = {0 | 1 i< n,x;i # i}l
Deci, distanta intre doua cuvinte este numarul de locuri in care cuvintele difera.

77 Se presupune ci nu "se pierd" simboluri la transmisie: numarul de simboluri transmise este egal cu
numarul celor receptionate.

" in onoarea lui Richard Hamming (1915-1998), matematician american, fondator, alituri de Shannon, al
teoriei informatiei (articolul Error detecting and error correcting codes, 1950).
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2.4 Propozitie. Distanta Hamming d: A" x A" — R este o distantd (o metricd) pe A",
adica:

a)Vx,ye A" avemd(x, y)>0;

b)Vx,ye A" avem: dx, y) =0 < x =y;

c)Vx, y,ze A", avem: d(x, y) < d(x, z) + d(z, y).

Demonstratie. c) Pentru orice x = (X1, ..., X,), V= V1, ..., ya) € 4", fie C(x, y) := {i |x; = yi}.
Ardtim cd d(x, y) <d(x, z) +d(z, y), Vx, ¥, ze A". Cum d(x, y) =n—|C(x, y)|, inegalitatea
devine: n>|C(x, z)| + |C(z, y)| — |C(x, y)|. Evident, avem C(x, z) U C(z, y) < {1,..., n}, deci
|ICx, z) U C(z, y)| < n, adicd |C(x, z)| +|C(z y)| = |Clx, 2NC(z, y)| < n. Insd C(x, z2)NClz y)
Clx, y), decin 2 |C(x, z)| + |C(z, y)| - |Clx, 2)NCz, p)| 2 |Clx, 2)| + |Cz, p)| - |Clx.p)l. O

Pentru x € A" sir> 0, sfera (bila) de razd r centratd in x este multimea cuvintelor care sint
la distantd cel mult » fata de x:
Sx, r):={yed |dx y) <r}.
Pentru x € A", unde |4| = ¢, existd C’ (¢ —1) cuvinte aflate la distant exact i de x. Deci:

2.5 Propotzitie. Fie |A| = q. Numdrul de elemente al unei sfere de razd r din A" este

See, 1)l =Y. Cr(g-1) . O
i=0

2.6 Definitie. Distanta minimd a unui cod C < 4" este:
d(C):=min {d(x, y) | x,y € C,x #y}.
Capacitatea de corectie a codului C este:
e(C) :=[(d(C) - 1)/2].

Fie C un cod cu d(C)=d si e(C)=e=[(d—1)/2]. Atunci orice doua sfere centrate in
cuvinte cod distincte si de raza e sint disjuncte (demonstrati!). Drept consecintd, daca la
transmiterea unui cuvint cod ¢ € C au aparut cel mult e erori, iar cuvintul receptat este c;,

atunci d(c, ¢;) < e, deci ¢, este mai aproape de c decit de orice alt cuvint cod.

Pentru a gasi c, plecind de la ¢, se poate folosi un algoritm de distanta minima, adica un
. A n - A :
algoritm care, dat un cuvint x € 4", gaseste un cuvint cod w, € C care este cel mai aproape de

x, adica d(x, wy) = min {d(x, y) | y € C}.

2.7 Observatie. Utilizarea unui cod C de lungime n, distantd minima d $i capacitate de
corectie e se poate face Tn doud moduri distincte:
- modul ,,corectare de erori”: se presupune ca orice bloc de n simboluri ¢ este afectat de cel

. - ~ . " : o3 79
mult e erori. Dacd cuvintul receptionat este ¢;, ¢, poate fi decodat In mod univoc in c.

7 De aici si denumirea de capacitate de corectie a lui C ce se di lui e.
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- modul ,,detectare de erori”: se presupune ca la transmiterea oricarui bloc de n simboluri
apar cel mult d — 1 erori. Atunci nici un cuvint cod ¢ nu poate fi transformat pe parcursul
transmiterii in alt cuvint cod c¢'. Astfel, daca receptorul primeste un cuvint ¢, care nu este

cuvint cod, semnaleaza ,,eroare” (si cere eventual retransmiterea cuvintului).

2.8 Exercitiu. a) Demonstrati afirmatiile din observatia de mai sus.
b) Aratati cd existd doud sfere centrate in cuvinte cod distincte si de raza e + 1 care nu sint
disjuncte. In consecintd, existd o situatie in care un cuvint afectat de e+ 1 erori nu este

decodat corect prin algoritmul de distanta minima.

In general, teoria codurilor bloc corectoare de erori se poate dezvolta pentru acele coduri C
care au o anumita structura. O astfel de situatie este cea in care alfabetul este un corp finit F
(cu g elemente™, unde ¢ este o putere a unui numdr prim), iar codul C = F" este subspatiu
liniar in F". Desi aceste conditii limiteazi drastic clasa codurilor pe care le studiem, aceastd
clasa este suficient de larga pentru a furniza coduri importante si eficiente, folosite pe scara
larga in practica. In continuare presupunem ci cititorul este familiarizat cu notiuni si rezultate
elementare de Algebra Liniard: spatiu liniar, dependentd liniara, sistem de generatori, baze,

dimensiune, produsul scalar standard in F-spatiul liniar F".

2.9 Definitie. Fie /" un corp finit cu g elemente. Se numeste cod liniar de lungime n peste
F orice subspatiu liniar C al lui F". Cu alte cuvinte, C este 0 multime de cuvinte de lungime n
in care simbolurile sint elemente din F, inchisi la adunarea (pe componente) din F" si la
inmultirea cu scalari din F.*'

Dimensiunea codului liniar C este dimensiunea lui C ca spatiu liniar peste F. Daca
dim C = £ si distanta minima a lui C este d, spunem ca C este cod liniar de tip [n, k, d], (sau
cod liniar g-ar de tip [n, k, d)); n, k, d se numesc parametrii codului C.

Corpul finit cu g elemente este notat cu [F,.

2.10 Exemplu. Codul ,,de repetitie de 3 ori” din exemplul 2.1 este C = {000, 111}, care
este subspatiu in F,’. Distanta minima a lui C este 3, deci C este un cod liniar binar de tip

[3, 1, 3]2. Astfel, ¢(C) =1, ceea ce a fost deja remarcat.

Pentru un cod C dat, determinarea distantei minime este foarte importanta. A priori, pentru
aceasta ar trebui sd consideram toate distantele d(x,y) cu x, y € C distincte, adica
|Cl-(|C] — 1)/2 distante, ceea ce este practic inabordabil (la codurile Reed-Solomon folosite in
CD-uri, |C] este in mod curent de ordinul 2% sau mai mult). La coduri liniare, avem deja o

sarcina usurata:

% Foarte adesea, F este IF,, corpul cu doud elemente.

8! Conditia ca C si fie parte stabild la inmultirea cu scalari este redundantd pentru cazul corpului cu doud
elemente. De ce? Mai puteti da exemple de corpuri pentru care se intimpla acelasi fenomen?
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2.11 Propotzitie. Fie F un corp finit. Atunci distanta Hamming pe F" este invariantd la
translatii: d(x, y)=d(x+z, y+2z), Vx, y, ze F". In particular, d(x, y)=d(x -y, 0) si deci
distanta minimd a unui cod liniar C < F" este:

d(C)=min{d(x, 0) | x € C,x # 0}. O

Ponderea (Hamming) wt(x) a unui cuvint (vector) x =x;...x, € F" se defineste ca numirul
coordonatelor sale nenule (echivalent, wt(x) = d(x, 0))**. Deci, distanta minima a unui cod

liniar este ponderea minima nenula a cuvintelor cod.

Cum putem preciza In mod concret un cod liniar? Existd doud moduri naturale de a da un

. . . . . . . A n - - . * e
subspatiu liniar C (un cod liniar) de dimensiune & in F": se dd o bazad a lui C (adica se dau &
vectori liniar independenti in C) sau se descrie C ca multimea solutiilor unui sistem omogen

de n —k ecuatii liniar independente:

2.12 Definitie. Fie C < F"un cod liniar de dimensiune k < n peste corpul F. O matrice
generatoare a lui C este o matrice G € M(k, n, F) ale cirei linii (vizute ca vectori in F")

formeaza o baza in C (deci liniile lui G sint liniar independente, adica rang G = k).
O matrice de paritate83 a lui C este o matrice H=(h;) € M(n—k, n, F) astfel incit,
VX =(x1, ..., x,) € F":
xeCshxi+...+hwx,=0,1<i<n-k
Deci, pentru ca H sa fie o matrice de paritate pentru codul C de dimensiune £, trebuie ca
rang H=n —k sisd aibd loc: x € CoHy' =0 e M@n -k 1, F).

2.13 Observatie. Denumirea de matrice de paritate (parity-check matrix) provine din cazul
particular al codului binar urmator: se fixeaza k € N si orice vector xj...x; € sz este codat ca
X1...XXk+1, unde x;. este astfel Incit x;+ ... +xx+x,+1=0 (in ;). Codul este asadar
C={xX1..XiXr+1 € F2k+1 | X1 + ... +xr+ xx+1 = 0}. Orice cuvint cod are un numadr par de biti
egali cu 1 si de aceea bitul x;, ; este numit bit de paritate. Verificarea faptului cd un cuvint x
este cuvint cod revine la a verifica ,,paritatea” cuvintului, adicd un tip particular de sistem

liniar omogen pe care il satisfac coordonatele lui x. Determinati parametrii acestui cod!

Fie (x, YY) = X1V1 + o + XV VX = (X1, ooy Xn), V= (V1, -, Ya) € F" produsul scalar standard
pe F"; dacd ScF", fie S :=={y e F" | (x,y)=0, Vx € S} ortogonalul lui S (doi vectori x,
y e F" se numesc ortogonali sau perpendiculari daci (x,y)=0). Lisim ca exercitiu

demonstrarea proprietatilor urmatoare:

2.14 Teorema. Fie C un cod liniar de tip n, k, d] peste corpul F. Atunci:

%2 Notatia wt vine de la weight (greutate, pondere).
% Se mai folosste terminologia "matrice de control".
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a) C * este un cod liniar de dimensiune n — k (numit codul dual lui C).
b) (CH' =C
¢) Daca G este o matrice generatoare a lui C, atunci G este o matrice de paritate pentru

C™. Dacd H este matrice de paritate pentru C, atunci H este matrice generatoare pentru C 0

Folosind notiunea de ortogonalitate putem spune: H € M(n —k, n, F) este matrice de
paritate pentru codul C<F" < liniile lui H sint liniar independente si C este multimea

vectorilor ortogonali pe liniile lui H (vizute ca vectori in F").

Observim ci un vector nenul in F” poate fi ortogonal pe el insusi (de ex. (1, 1) in Fzz), deci
este posibil ca C si C * sd aiba intersectie nenula®. Daca C=C L, C se numeste autodual.

Distanta minima a unui cod liniar poate fi cititd de pe matricea sa de paritate:

2.15 Teorema. Fie C un cod liniar peste F si H € M(n —k, n, F) o matrice de paritate

pentru C. Atunci distanta minima d a lui C este
d =min{o | existd d coloane in H care sint liniar dependente}.

Demonstratie. Fie H; € F" ¥ coloana i a lui H, 1 <i<n. Avem (x1, ..., x,) € C daci si
numai dacd x;H; + ... + x,H, = 0. Fie d'=min{0| existd o coloane in H, liniar dependente}.

Fie (xi, ..., x,) € C, de pondere minima d. Atunci coloanele H; pentru care x; # 0 (In numar
de d) sint liniar dependente, deci d' < d. Reciproc, fie o multime de d’ coloane {H;}; < j, liniar
dependenta. Atunci existd (xj, ..., X,) € F'cuxHi+...+x,H,=0 si x;20 = i € J. Deci
X= (X1, ...,x,) € Csid<wt(x)<d" O

Observam ca avem si
d=1+max{m € N | orice m coloane 1n H sint liniar independente}.

O clasa importanta de coduri corectoare de erori a fost descoperitda de Hamming.

2.16 Definitie. (Coduri Hamming) Fie F'=F, si r N fixat. Definim codul Hamming
g-ar de redundanta r, H, ,, astfel:

Construim o matrice de paritate H care sa aiba orice 2 coloane liniar independente, dar
exista 3 liniar dependente (deci distanta minimd a codului va fi 3). Alegem cite un vector
nenul din fiecare subspatiu de dimensiune 1 din F'; construim matricea H ce are drept
coloane acesti vectori (intr-o ordine arbitrard). Matricea H este prin definitie matricea de
paritate /1 a codului /, ,.

Un alt mod de a exprima ideea de mai sus este: pe F'\ {0} definim o relatic de
echivalenta: x ~y < Jda e F " astfel incit y = ax. Din fiecare clasd de echivalentd alegem cite

un vector™. Acesti vectori sint coloanele matricei de paritate H.

8 Adica, desi dim C+ dim C* =n, nu are loc iIn general CO®C =F". Ce puteti spune dacd F' este de
caracteristica 0?
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Cite coloane are H ? Se observa ca clasele de echivalenta de mai sus au fiecare cite g — 1
elemente (clasa de echivalentd a lui x € F'\ {0} este {ax| ae F*}). Cum reuniunea lor
(disjunctd) este £\ {0}, avem ¢" — 1 = n(g — 1), unde n este numarul claselor de echivalenta.

Deci Hare n=(q' —1)/(q — 1) coloane si r linii.

Pentru ca H € M(r, n, K) sa fie matrice de paritate, trebuie ca rang H = r. Exista Intr-adevar

r coloane liniar independente in H, de exemplu (multipli scalari de) (1, O, ..., O)T, 0,1, ..., O)T,

(0,0, ..., 1)1

2.17 Observatie. Constructia de mai sus nu determind in mod unic matricea de paritate H.
De exemplu, pentru doud ordonari diferite ale coloanelor se obtin doud matrice de paritate H,
H' distincte si deci coduri Hamming corespunzitoare distincte C, C'. Insa aceste coduri sint
echivalente pina la o permutare, in sensul ca 3o € S, (grupul permutdrilor multimii {1, 2, ...,
n}) astfel incit Vx;...x, € F", avem x;...x, € C <> Xq(1)... Xom € C'.

Daca in matricea de paritate H a codului Hamming C se inlocuieste coloana i (fie aceasta
P)) cu coloana aP;, unde a € F *, atunci se obtine o matrice H', de paritate pentru un cod C’
astfel incit avem x;...x;...x, € C < xy...(a lx,-)...x,, e C.

Aceastd situatie sugereaza definirea unui alt tip de echivalenta: doua coduri C, C' de
lungime n peste corpul F' se numesc diagonal echivalente daca 3 (o, ..., o) € (F *)" astfel
incit V(xi,..., x,) € F", avem (x1,..., x,) € C < (auxy,..., ax,) € C'. Doud coduri C, C' care
sint echivalente (diagonal sau pind la o permutare) au in esenta ,.aceleasi”®® proprietdti: de
exemplu, C este liniar <> C’ este liniar.

Reuniunea celor doua relatii de echivalenta pentru coduri de lungime # peste F' se numeste
echivalenta monomiala. Deci, codul Hamming H,, , este unic determinat pina la o echivalenta

monomiald.

2.18 Exemplu. (codul binar Hamming [7, 4, 3]) Pentru g =2 si » = 3, avem n = 7 si H este:
1 01 01 01

H=|10 1 1 0 0 1 1
0001111

In cazul F=1F,, coloanele lui H sint unic determinate pind la o ordine a lor (fiecare
subspatiu de dimensiune 1 din F" are exact un vector nenul). Ordinea coloanelor adoptati aici
este cea lexicografica (altfel spus, am scris ,,pe verticald” toate numerele nenule de 3 cifre in
baza 2, in ordinea lor naturala). Acest cod are o importantd istorica deosebita:

Studiile superioare ale lui Hamming erau de matematica purd, iar teza sa de doctorat era despre ecuatii

diferentiale. A facut parte din "Manhattan Project", proiectul ultrasecret de fabricare a bombei atomice de la Los
Alamos din timpul celui de al doilea rdzboi mondial. In 1946 a plecat de la Los Alamos la Bell Laboratories :

¥ Se vede o legitura strinsa cu spatiile proiective.
% Enuntati cit mai multe proprietati ale unui cod care se conserva prin echivalentele definite aici. Puteti
defini si alte tipuri de echivalente?



130 V. Spatii liniare, matrice si aplicatii

I was a pure mathematician — I felt somewhat lost at the place. Every once in a while I got terribly
discouraged at the department being mostly electrical engineering.

La Bell Labs aveau un computer Model V, care ocupa 90 metri patrati, cintarea 10 tone si putea rezolva
sisteme liniare de 13 ecuatii in mai putin de 4 ore. Hamming avea acces doar in weekend la computer; cum nu
exista personal de supraveghere in weekenduri, daca computerul descoperea o eroare, abandona pur si simplu
sarcina gi trecea la urmatoarea.

Two weekends in a row I came in and found that all my stuff had been dumped and nothing was done. 1
was really aroused and annoyed because I wanted those answers and two weekends had been lost. And so
I said “Damn it, if the machine can detect an error, why can’t it locate the position of the error and
correct it?”

Codul pe care 1-a descoperit Hamming este chiar codul binar tip [7, 4, 3] de mai sus, care poate corecta o
eroare la 7 simboluri. Nu este totdeauna de dorit sd obtinem coduri care sa corecteze cit mai multe erori,
deoarece rata de transmisie ar putea fi prea mica sau decodarea ar putea consuma prea mult timp. Este necesara
obtinerea de coduri suficient de bune pentru o anumita sarcind. Hamming spunea in legaturd cu aceasta:

The Relay Computer, operating with a self-checking code, stops whenever an error is detected. Under
normal operating conditions this amounts to two or three stops per day. However, if we imagine a
comparable electronic computing machine operating 10° times the speed and with elements 10° times
more reliable than relays, we find two to three hundred stops per day.

Putem spune ca Hamming a prevazut aparitia atit a computerelor rapide de astdzi, cit si a sistemelor de
operare Windows.

Sa descriem o modalitate practicd de codare si de decodare pentru acest cod H, 3. Intrucit
este un cod tip [7, 4], fiecare mesaj de 4 biti este codat pe un cuvint cod de 7 biti.

. N . . T .
Coordonatele unui cuvint cod d =d, ... d; € H, 3 satisfac ecuatia Pd = 0, adica
d1+d3+d5+d7=0
d2+d3+d6+d720 (*)
dy+ds+ds+d=0

Alegem bitii dy, d», ds sa fie ,,de control”, iar bitii mesajului original sint plasati in pozitiile
3, 5,6, 7. Bitii d, d», ds se obtin din ecuatiile de mai sus, adicd d, = ds + ds + d; etc.t’

La receptia unui cuvint de 7 biti ¥ =ry ... 7, se verifica daca r este cuvint cod (adicd daca

. .. - T <
r, ..., r7 satisfac ecuatiile (*)). Altfel spus, se calculeaza (ci, ¢z, c3) = H(ry, ..., 77)". Daca
(c1, €2, c3) = (0, 0, 0), atunci nu au avut loc erori. Daca (ci, ¢z, ¢3) # (0, 0, 0), atunci eroarea
(presupusd a fi singura) e plasatd 1n bitul a cdrui pozitie este datd de numarul binar cscac; (si

deci poate fi corectata!).™

2.19 Proporzitie. Fie F=F, sir e N'. Atunci codul Hamming H,, , este un cod liniar de
lungime n=(q" —1)/(q — 1), dimensiune n — r si distantd minima 3.

Demonstratie. Ramine sd vedem cd distanta minima este 3. Este clar cd putem alege 3
coloane liniar dependente in H, de exemplu (1,0, ..., O)T, 0,1, ..., O)T, (1,1, ..., O)T , (ultima

este suma primelor doud). Orice doua coloane sint liniar independente din constructie. O

2.20 Teorema (inegalitatea Hamming). Fie C un cod q-ar de lungime n cu capacitate de

corectie e. Atunci

%7 De ce s-a ales astfel pozitia bitilor de control?
8 Justificati aceastd procedura de decodare!
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D Cig-1Y <"

i=0
Demonstratie. Sint ¢ " elemente in 4" si |C| cuvinte cod in C. Sferele de razi e centrate in

cuvintele cod sint disjuncte doui cite doud, deci |C||S(x, e)| < ¢". Se aplici propozitia 2.5. O

Pentru orice cod C (nu neaparat liniar) de capacitate de corectie e, sferele centrate in
cuvintele cod de razi e sint disjuncte; dacd reuniunea lor este intreg F", atunci codul se
numeste (e-)perfect. Echivalent, un cod este perfect daca are loc egalitate in inegalitatea

Hamming.

2.21 Exercitiu. Orice cod e-perfect are distantd minima 2e + 1.

Codurile Hamming sint 1-perfecte (verificati!). Altfel spus, orice cuvint din F" se giseste

la distantd <1 de exact un cuvint cod. Acest fenomen are aplicatii oarecum surprinzatoare.

2.22 Aplicatie. Jocul Pronosport constd in ghicirea rezultatelor a 13 partide de fotbal.
Rezultatul unei partide este un element al multimii {x, 1, 2} (x = egalitate; 1 = cistigd gazdele;
2 = cistigd oaspetii). Jucdtorii completeaza variante; numim varianta orice 13-uplu (sy,..., 513),
cus; € {x, 1, 2}. Pentru a cistiga cu siguranta premiul I (13 rezultate exacte), este necesara a
priori completarea a 3" variante. Se pune intrebarea: care este numarul minim de variante ce
trebuie completate pentru a cistiga cu siguranta premiul 11 (12 rezultate exacte)?

Reformuldm problema in termenii teoriei codurilor: Fie F' = IFs, corpul cu 3 elemente. Sa se
gaseasca o submultime (un cod) S < F B (cit mai ,,mica”), astfel incit orice cuvint din F P sa
se gaseasca la distanta cel mult 1 de un cuvint din S. Altfel spus, sa se gaseasca un cod
1-perfect de lungime 13 peste .

Raspunsul este dat de codul Hamming cu g =3 si r=3: avem n = (33 —1)/2 =13, deci este

un cod tip [13, 10, 3]5. Numarul de cuvinte cod (de ,,variante”) este 3'% = 59049.
2.23 Exercitiu. Scrieti o matrice de paritate pentru codul Hamming de mai sus.

2.24 Aplicatie. Problema palariilor. Se da o echipd de 3 persoane care joaca urmatorul
joc: in mod aleator, pe capul fiecarei persoane se pune o palarie rosie sau albastra, fara ca
persoana si stie culoarea paldriei. In schimb, fiecare poate vedea palariile tuturor celorlalti.
Fiecare persoana ghiceste culoarea palariei proprii sau se abtine (spune ,,pas”). Echipa cistiga
daca macar o persoana a ghicit corect. Daca toatd lumea a gresit, echipa pierde; daca toata
lumea s-a abtinut, echipa pierde.

Membrii echipei nu au voie sa comunice Intre ei dupa ce au primit palariile; Tn schimb, pot
stabili o strategie inaintea jocului.

Se pune problema de a determina o strategie optima si probabilitatea de cistig a echipei cu
aceasta strategie. O strategie evidenta, cu 50% sanse de cistig, este de a desemna un membru

al echipei care sa ghiceasca la Intimplare, iar restul sa se abtind. Se poate mai bine?
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Pentru aceasta, sd definim citeva notiuni relativ la acest joc. Consideram cazul mai general
a n persoane, iar multimea culorilor o consideram C = {0, 1} (0 =rosu, 1 = albastru).

Sa numerotdm persoanele de la 1 la n. Fiecare persoand i ghiceste in functie de configuratia
de palarii pe care o vede la ceilalti. Vom defini deci :

- 0 configuratie este un n-uplu de culori, adicd un element (xi, ..., x,) € C".

- 0 strategie este o familie de functii @= (@)1<;<n cu ¢: C" "' — {0, 1, pas}, cu sensul
ca: persoana i declard ¢(xi, ..., )/c\,-,..., Xn), pentru o configuratie data (xi, ..., x,) (am notat cu
X1y ees )/c\,»,. .., X») faptul ca x; este omis din n-uplul (xi, ..., x,)).

- configuratia (xi, ...,x,) € C" este configuratie cistigdtoare pentru strategia (@) <i<n
daca exista i astfel incit ¢i(xy, ..., )/c\,»,. vy Xn) = X

- multimea cistigatoare pentru strategia @= (@)1<i<, este W,= {(x1,....,x,) € C"|
(x1, ..., x,) este configuratie cistigatoare pentru ¢}.

Pentru n = 3, sd consideram urmatoarea strategie: daca persoana i (i € {1, 2, 3}) vede doua
palarii identice, ghiceste culoarea opusd; dacd nu, spune pas *. Configuratiile posibile sint
toate tripletele de forma 000, 001, ..., 111 (in numar de 8). Configuratiile in care se pierde
sint 000 si 111 (de ce?). Orice alta configuratie este cistigdtoare pentru aceasta strategie (de
ce?). Astfel, probabilitatea de cistig este: (numdarul cazurilor favorabile)/(numarul total de
cazuri) =1-2/8 =0,75.

Observam cd multimea configuratiilor pierzitoare este chiar codul Hamming binar H, ,, de
tip [3, 1, 3]. Acest lucru nu este Intimplator.

In cazul general, este esential urmitorul rezultat: Fie W < C”. Atunci existi o strategie ¢
astfel incit W este multime cistigitoare pentru ¢ dacd si numai daci P:=C"\ W are
proprietatea:

Vx ¢ P, dx" e P astfel incit d(x, x') = 1. (P)

Cu d s-a notat distanta Hamming. Proprietatea (P) inseamna ca: Vx = (xy, ..., x,) ¢ P, exista
un i astfel ncit, modificind x; (in 1 — x;), se obtine cuvintul (xy, ..., 1 —x;,..., x,) € P.

Demonstratie. Presupunem W cistigatoare pentru ¢. Fie x = (x, ..., x,) ¢ P. Deci x € W,
adicd di astfel incit ¢@(xi, ...,)/c\i,...,xn) =Xx;. Atunci @ixy, ..., l/—\x,-,...,xn) = @i(x1, ,)?,
e Xp) =X; # 1 —xiydecix’ == (x1, ..., | =x4...,x,) € P,iard(x, x) = 1.

Fie acum P cu proprietatea enuntatd. Definim strategia ¢ = (¢;)1 <; <, astfel:

Pentru (X1, ..., Xi— 1, Xi+ 15--.» Xn) € c"” 1, Oi(X1y oeey Xi 1y Xit 15--., Xpn) = & unde ¢ este definit
astfel:

- daca dx; € {0, 1} astfel incit (xi, ..., X;— 1, Xi, Xi+ 1,..., X») € P, atunci =1 —x;.

- pas, in caz contrar.

% Definiti functiile ¢ pentru acest caz!
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Demonstrim cd W= C"\ P este multime cistigitoare pentru ¢. Fie x = (x1, ..., x,) & P. Din
proprietatea (P), exista un i astfel incit (x, ..., | —x,..., x,) € P. Atunci, conform strategiei de
mai sus, go,-(xl,...,)/c\,-,...,x,,):l—1+x,- =X;. O

Astfel, a da o strategie @ revine la a da o multime P (o putem numi pierzdatoare pentru @)
cu proprietatea (P). Pentru ca stragtegia sd fie optima, trebuie ca multimea cistigatoare
W= C"\ P si fie cit mai mare, deci P si fie cit mai mici. Astfel, a gisi strategii optime revine
la a gdsi multimi P cu proprietatea (P), care sa fie cit mai mici. Proprietatea (P) spune ca
reuniunea sferelor centrate in cuvintele din P, de razd 1, acoperd C". Altfel spus, sd se
gaseasca un cod 1-perfect de lungime n peste C =F,. Se vede analogia cu problema jocului
Pronosport.

Pentru n de forma 2" -1, o solutie este datd de codul Hamming H,_ ,. Acest cod, de tip
[n,n—r, 3] are 2" " cuvinte, deci probabilitatea de cistig este 1 —2"""/2"=1 -2"". De
exemplu, pentru n = 7, probabilitatea este 1 —2 = 7/8.

O alta familie de coduri cu aplicatii practice importante este urmatoarea.

2.25 Definitie (coduri Reed-Solomon). Fie ¢ o putere a unui prim si F'=IF,. Fixdm un
element primitiv o € F*, (deci F\{0} ={1, a, ..., aq_z}, a este de ording — 1 in F*) si k,

1 <k <q—1.Codul Reed-Solomon RS(k, q) este:
RStk q) = {(f(1), ... f(@" %) € F"| fe FIX], deg f< k— 1}

Se observa ca RS(k, g) este cod de lungime n = g — 1 peste F. Notam
Lioi:=f1fe FIX], grf<k-1}

Li_1 este un subspatiu liniar In F[X], de dimensiune k. Atunci RS(k, g) este imaginea
aplicatiei de evaluare ev: Ly | — F?~ 1, ev(f)=(f(1), ...,f(aq_z)), care este evident liniara,
deci RS(k, g) este subspatiu liniar in F7~ ', Avem dim RS(k, q) =k, céci ev este injectiva (orice
feli-icuev(f)=(0, ..., 0) are g— 1> grf radacini si deci este 0). Ponderea (distanta)
minimd a lui RS(k, q) este d=q—k=n—k+1 (exercitiu!), adica are loc egalitate in

inegalitatea de mai jos:

2.26 Teorema. (inegalitatea Singleton ) Fie C un cod de lungime n si distanta minima d

n—d+1

peste un alfabet A cu q simboluri. Atunci |C|<gq . Daca C este liniar, atunci

d<n—-k+1.

Demonstratie. Rezultd din faptul ca, pentru (xi, ...,X,-4+1) € Vit

fixat, exista cel
mult un cuvint cod in C ale carui coordonate de pe primele n—d+1 locuri sint

(X1, ...y Xn—q+1) (Justificati!). O

Codurile liniare pentru care d=n—k+ 1 se numesc coduri MDS (Maximum Distance
Separable) si sint ,,cele mai bune” dintr-un anumit punct de vedere (distanta minima a codului

este maxim posibila daca dimensiunea si lungimea codului sint fixate).



134 V. Spatii liniare, matrice si aplicatii

Codurile Reed-Solomon (RS) sint deci MDS. Vom arata ca ele sint adaptate la transmisia
pe canale afectate de pachete de erori (in engleza burst errors): erorile apar mai probabil
unele dupa altele (in ,,pachete”). Aceastd situatie apare adesea In practica, de pilda la stocarea
datelor pe bandd sau CD (o zgirietura pe CD afecteazd un sir de biti succesivi), comunicatii
radio etc.

Presupunem ca mesajul initial (necodat) este o succesiune de cuvinte de cite k& simboluri
binare. Alegem un ¢ astfel incit ¢ := 2" > k, punem F = corpul cu ¢ elemente si folosim un cod
RS(k, g). Cum |F| = 2', existd o bijectie intre F' si {0, 1}'; putem atunci ca in fiecare cuvint cod
c= (X1, ....x;-1) € RS(k, q) < F 9155 considerdm x; ca un cuvint de ¢ cifre binare. Astfel,
cuvintul cod ¢ = (x1, ..., x,-1) € F 9! este transmis ca un cuvint binar w de lungime t(g — 1).
Un pachet de b erori in cuvintul binar w corespunde unui pachet de b/t erori in ¢, care poate fi
corectat dacd b/t < e, unde e = [(q — k —1)/2] este capacitatea de corectie a codului.

De exemplu, alegind k£ =240,1=8, g = 2% = 256,d =16, e =1, se pot corecta pachete de 56
biti eronati. Prin tehnici de concatenare si intretesere, se ajunge in practica la posibilitatea de

corectie a circa 4000 erori binare (corespunzind unei lungimi pe CD de 2,5 mm).

Teoria codurilor corectoare de erori este mult mai vasta decit am putut schita aici. Este un
domeniu dinamic, in care se regasesc in mod spectaculos si alte ramuri ale matematicii

precum geometria algebrica, combinatorica, teoria grafurilor etc.

Exerecitii

1. Fie F un corp cu g elemente, n € N si m<q". Cite coduri de lungime n peste F cu m
. o e 1 T 9 k s
cuvinte existd? Cite din acestea sint liniare? (/nd. Daca m nu este de forma ¢, nu existd
e qe . ~ o k . o . o .. ..
subspatii liniare cu m elemente in F". Daci m = q", trebuie gisit numirul subspatiilor liniare

de dimensiune & din F".)

2. (Coduri de repetitie) Consideram urmatorul procedeu de codare: pentru a coda cuvinte
oarecare de lungime k (peste alfabetul binar {0, 1} = F) se repeta fiecare bit de r ori; astfel,
orice cuvint xj...x; este codat ca xj...x;x2...x2...x¢...X; (fiecare x; apare de r ori). Se obtine un
cod de lungime k7.

a) Aratati ca acest cod este liniar, de dimensiune 7.

b) Aratati ca distanta sa minima este 7.

¢) Folosim codul de repetitie de tip [3,1]. Daca se primeste mesajul 000101111100, unde
au aparut erori? Corectati-le.

d) Care este rata de transmisie a codului de repetitie tip [k7, 7]?

3. Scrieti toate cuvintele codului Hamming H> ,, Care este rata sa de transmisie?
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4. Scrieti toate cuvintele codului binar Hamming tip [7, 4, 3]. Care este rata sa de transmisie?

5. Calculati numdrul de cuvinte si rata de transmisie ale codului Hamming H,, , (in general) si
pentrug=2,r<5.
6. Fie C un cod liniar de tip [n, k, d] peste F, corp cu g elemente.

a) Ardtati ca: ori toate cuvintele din C incep cu 0, ori exact 1/g din cuvinte incep cu 0. (Ind.

Fie D := {x;...x, € F" | x; = 0}, subspatiu liniar in F". Aplicati formula pentru dim(C + D)).

b) Demonstrati ca suma ponderilor tuturor cuvintelor lui C este cel mult n(g — 1)g =

n(g-1)g"™"

k

T (Ind. Distanta minima este mai micd decit media
q —

¢) Demonstrati cd d <

ponderilor cuvintelor nenule.)

d) (Inegalitatea Plotkin) Demonstrati ca, daca d >4 -1 , atunci |C] <
n q d—

n
q

7. Demonstrati ca dualul unui cod liniar MDS este tot cod MDS.

8. Demonstrati ca un cod binar MDS de lungime n este unul din urmatoarele: un cod de

repetitie, codul de paritate sau tot spatiul ",



VI. Actiuni ale grupurilor

VI.1. Actiuni ale grupurilor pe multimi

Conceptul de grup este strins legat de notiunea de actiune. Cauchy are ideea de a privi
substitutiile (permutarile) unei multimi ca obiecte in sine si observa cd aceste substitutii se pot
compune. Lagrange studiase deja comportarea polinoamelor la permutarea nedeterminatelor;
mai precis, ,,actiunea” unei permutari a nedeterminatelor asupra unui polinom dat. Galois
duce aceasta idee mai departe si o utilizeaza in studiul rezolvabilitatii ecuatiilor polinomiale,
studiind actiunile permutarilor asupra radacinilor ecuatiei. Tot la Galois apare utilizarea

termenului de grup de permutari si folosirea unui singur simbol pentru a nota o permutare.

1.1 Exemplu. Fie polinomul (in 4 nedeterminate) p = X; + X + X3 + X4. Oricum am per-
muta cele 4 nedeterminate, polinomul p rimine acelasi. In schimb, pentru
q = X1X> + X3X4, putem obtine prin permutarea nedeterminatelor polinoamele: X1.X; + XoXa,
X1Xs + X2.X; 51, bineinteles, polinomul initial X;.X5 + X3X4.

Lagrange a demonstrat ca, pentru orice polinom p de n nedeterminate, numarul polinoame-
lor ce se pot obtine din p prin permutarea nedeterminatelor este un divizor al lui n!. Vom ve-
dea cd acest enunt este un caz particular al cunoscutei teoreme (numita chiar ,,Teorema lui

Lagrange”): ordinul oricarui subgrup al unui grup finit divide ordinul grupului.

1.2 Definitie. Fie (G,') un grup, e elementul sau unitate si X o multime. Spunem ca este
data o actiune la stinga a lui G pe X (sau ca grupul G actioneaza la stinga pe X, sau ca X este
o G-multime) daca este definita o functie ¢ : G x X — X, cu urmatoarele proprietati (notam cu
gx elementul p(g, x) € X, Vg € G, Vx € X):

a) (ghx=ghx), Vg he G, Vx e X;

b) ex=x, Vx e X.

Daca se da o functie ¢ : X x G — X (notam cu xg elementul ¢(x, g) € X), astfel incit:

a") x(gh) = (xg)h, Vg h e G, Vx € X;

b') xe=x, Vx € X,

136
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spunem ca grupul G actioneaza la dreapta pe X.

Daca G actioneaza la stinga pe X, iar g € G, fie ¢, : X — X aplicatia datd de @,(x) = gx,
Vx € G. Observam ca ¢, este o bijectie, deoarece avem, Vx € G, x = (gg_l)x:g(g_lx) =
(@2 @g-1)(x), dect @epe1 =1d (la fel, @10, =1d); astfel, g, este inversa lui ¢, Acest fapt
conduce la urméatoarea:

1.3 Observatie. Notdm cu S(X) grupul permutarilor multimii X (numit si grupul simetric pe

X), adica :
SX) = {o: X— X| obijectie}.

Operatia cu care este inzestrat S(X) este compunerea uzuald a functiilor: Vo, e S(X),
(oe7)(x) = o(r(x)), Vx € X.

A da o actiune la stinga a lui G pe X revine la a da un morfism de grupuri 1 : G — S(X).

Intr-adevir, daci G actioneaz la stinga pe X, definim A : G — S(X) prin A(g) = @,, Vg € G.
Am vazut mai sus cd @, € S(X). A spune cd A este morfism este o alta formulare a proprietatii
a) din definitie. Reciproc, daca 1 : G — S(X) este morfism de grupuri, definim gx = A(g)(x),

Vg € G, Vx € X. Se verificd imediat cd se obtine o actiune la stinga a lui G pe X.

1.4 Observatie. A da o actiune la dreapta a lui G pe X revine la a da un morfism de gru-
puri p:G— SX)*, unde S(X)™ = (S(X), +) este grupul ,opus” lui S(X), adici multimea
S(X) inzestratd cu operatia de compunere a functiilor ,scrise la dreapta argumentului”:
(o+7)(x) = (otx)), Vx € X.”

In continuare, vom considera actiuni la stinga, cazul actiunilor la dreapta fiind asemanétor
(cf. exercitiul 1). Introducem urmatoarea terminologie, inspirata din interpretarea ,,dinamica”

a actiunilor grupale:

1.5 Definitie. Fie (G,") un grup, X o multime pe care G actioneaza si x € X. Multimea:
O.={gx|g e G}

este numitd orbita (sau traiectoria) lui x (sub actiunea lui G). Elementul x se numeste fixat de
g € G (sau punct fix al lui g) daca gx = x. Dacd gx =x, Vg € G (echivalent, O, are un singur
element), x este numit punct fix al actiunii lui G. Notdm cu Fixs(X) multimea punctelor fixe
ale actiunii lui G pe X.

Pentru orice x € G, definim stabilizatorul lui x in G (sau grupul de izotropie al lui x in G),
Stabg(x) := {g € G | gx = x} (notat uneori si Gy). Vom omite indicele G dacd nu este pericol de

confuzie, scriind Stab(x).

% Aceastd compunere a functiilor este naturala daca se scrie (x)oin loc de o(x): avem (x)(o «7) = ((x)0) 7.
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1.6 Exemple. a) Fie R un inel comutativ si #» un numar natural, » > 2. Grupul S, al
permutarilor multimii {1, 2, ..., n} actioneaza asupra multimii R[Xj,..., X,] (inelul polinoame-
lor de n nedeterminate cu coeficienti in R), astfel :

VoedS, VpXi,..., X, € RIX1,..., Xul, (op)(Xi,..., Xn) = pXas1)s- s X otn)-

Punctele fixe ale actiunii lui S, sunt polinoamele simetrice. La Exemplul 1, polinoamele
listate reprezinta orbita lui X1.X, + X3X4 sub actiunea lui Ss.

b) Orice grup G actioneaza asupra multimii G prin translatii la stinga: Vg € G, Vx € X,
gx = gx (inmultirea lui g cu x in grupul G). O alta actiune a lui G pe G este prin conjugare:
Vge G, Vxe X, gw = gxg_l. De obicei, actiunea prin conjugare se considera la dreapta
definindu-se x* := g_lxg, Vg e G, Vx € G. Un element x € G are orbita formata dintr-un
singur element (x) < x € C(G) (centrul lui G, elementele care comuta cu toate elementele lui
G).

c)lati un exemplu din teoria ecuatiilor diferentiale. Fie u:R"— R" o functie cu
proprietatea ci, Vp € R”, problema Cauchy

x'(t) = ux(r)), x(0)=p (1)
are o unicd solutie x, : R — R". De pilda, o conditie suficientd ca u sd satisfacd proprietatea
cerutd este ca u si fie lipschitziani pe R" (3 C> 0 astfel incit |Ju(x) — u(y)|| < Cllx — y||, Vx,
y € R"). Pentru detalii, vezi, de exemplu, BARBU [1985].

Definim atunci actiunea "+" a grupului (R, +) pe R” prin: t:p = x,(¢), Vt € R, Vp € R".

Sa verificdim cd am definit o actiune. Avem de ardtat cd (¢ + s)«p = t«(s¥p), Vs, t € R,

Vp € R, adicd x,(t + 5) = Xgup(t) = Xe (s) (t). Pentru s fixat, functia z(¢) := x,(¢ + s) este solutie a

problemei
z'(t) = u(z(1),  2(0) = xp(s).

Dar solutia acestei probleme este unica si am notat-o x, () (¢). Deci avem egalitatea de

x,(s

functii Xe (s) (t) = z(t) = xp(t + 5).

Avem i 0sp =x,(0)=p,V p e R".

O interpretare a acestei actiuni este urmatoarea: problema (1) defineste, pentru orice
p € R", o traiectorie a unui punct material M in R" care, la momentul # = 0, este in punctul p.
Rezultatul actiunii lui # asupra lui p este pozitia punctului M la momentul ¢.

d) Izometrii. Acest exemplu este extrem de sugestiv in ilustrarea faptului ca grupurile sint
0 masurd a simetriei.

Fie (X, d) un spatiu metric. O functie bijectivd 7: X — X care ,,pastreaza distantele”, adica
Vx, y € X, are loc d(T(x), T(x)) = d(x, y), se numeste izometrie.

Conditia de bijectivitate este importantd pentru a putea defini grupul izometriilor lui X,

Izom(X) :={7: X— X | T izometrie}. Mai general, pentru orice submultime Y c X, se
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defineste grupul de simetrie al lui Y, S(Y) := {T: X — X | T'(Y) = Y}.! Exista spatii metrice si
aplicatii care pastreaza distantele, dar nu sint izometrii (vezi Exercitiile). Deci [zom(X) este un
subgrup al grupului tuturor permutarilor lui X (o permutare este o bijectie definitd pe X cu
valori in X).

Luind X= Rz, cu distanta euclidiana, Izom(Rz) este un grup care contine cu siguranta
translatiile de vector oarecare, simetriile fata de o dreapta data si rotatiile in jurul unui punct
dat.

Fie u € R Translatia de vector u este functia 7, : R? - Rz, T.v)=u+v,Vve R?.

Simetria fata de dreapta d duce orice punct P € R in »simetricul sau fata de dreapta d”
(unicul punct S;(P) cu proprietatea ca d este mediatoarea segmentului PS,(P)).

Rotatia de unghi « in jurul punctului C duce un punct oarecare P in punctul P'= R¢ ,(P) cu
proprietatea ca d(C, P) =d(C, P') si unghiul orientat (in sens trigonometric) PCP' are misura
a.

Observam ca izometria identitate este si rotatie (de unghi 0) si translatie (de vector 0). Are
loc urmatoarea teorema importanta:

O izometrie oarecare a planului este o translatie urmata de o rotatie si eventual de o

simetrie fata de o dreapta. (pentru demonstratie, vezi Exercitii)

Pentru teoria grupurilor este important grupul de simetrie al unui poligon regulat cu n

laturi, numit grupul diedral D,,.

1.7 Propozitie. Fie O centrul cercului circumscris unui poligon regulat cu n laturi. Grupul
diedral D, are 2n elemente si este generat de rotatia p de unghi 2 7/n si de simetria o fata de
o axa de simetrie a poligonului (0o axa de simetrie a poligonului este o dreaptd ce uneste
centrul cercului circumscris cu un virf daca n este impar si o mediatoare a unei laturi daca n

este par). Aceste izometrii satisfac relatiile p' = o =id siop=p ‘o O

Pentru detalii,vezi Exercitiile. Iatd heptagonul regulat si octogonul regulat, cu cite o axa de

simetrie:

°! Aratati ca Izom(X) este grup si S(Y) este subgrup al sau.
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Proprietati elementare ale actiunilor grupurilor pe multimi sint colectate in:

1.8 Propozitie. Fie G un grup care actioneaza pe o multime X. Atunci au loc afirmatiile:

a) Definind x ~y < g € G astfel incit y = gx, se obtine o relatie de echivalenta pe X.
Clasa de echivalenta a unui element x este orbita lui x, O..

b) Pentru orice x € X, Stab(x) este un subgrup al lui G. Notind cu G/, Stab(x) multimea
claselor la stinga ale lui G relativ la Stab(x) (adica {g-Stab(x)|g € G}), aplicatia
a: G/ Stab(x) — O, a(g-Stab(x)) =gx (Vg € G) este bine definitd si este o bijectie. In
particular, avem

|O =[G : Stab(x)]
(cardinalul orbitei lui x este indicele stabilizatorului lui x in G).

¢) Fie S un sistem de reprezentanti pentru orbitele lui G in X care au cel putin 2 elemente.

Altfel spus, orice element din X este sau in Fixg(X), sau in orbita unui unic element din S.

Atunci
X =Fixg(X) U Uae O, (reuniune disjuncta)

Trecind la cardinali, rezulta relatia:
X = [Fixg(X)| + Y _[G :Stab(a)]

Demonstratie. Exercitiu. O

Se pune problema calcularii numarului de orbite al unei actiuni.

1.9 Definitie. Pentru orice g € G, notam cu Fix(g) := {x € X| gx=x} multimea acelor
x € X fixati de g. Mai general, dacd 7Tc G, punem Fix(T)={xe X|gx=x, Vge T}.
Observam ca Fix(g) = Fix(< g >), unde < g > este subgrupul generat de g.

1.10 Propozitie. (Lema lui Burnside) Fie G un grup finit care actioneaza pe o multime
finita X. Atunci numarul k al orbitelor in X sub actiunea lui G este ,,numarul mediu de puncte

fixate” :
1

= —
Gl

> |Fix(g)).

geG
Demonstratie. Consideram multimea M = {(g, x) € G x X | gx =x}. Calculam |M]|.
Observam ca (g, x) € M <> g € Stab(x); deci M =U,cx Stab(x) x {x} (reuniune disjuncta).

Astfel,

G| G|
= Dex| Stabx)| = Y = = '
[M] = 2sex| Stab()| );([G:Stab(x)] 4o,

Insa X este reuniunea disjuncta a celor £ orbite in X sub actiunea lui G (fie acestea T77,...,

T); putem scrie in continuare:
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v 5 10 516l
M =2 201~ 2 2ip = 2I01=k(Gl.
i=l1 xeTl|Ox| i=1 xeTl|T;| i=l1

Pe de alta parte, Vg € G, (g x) € M < x € Fix(g), deci M =Uqse {g} x Fix(g) (reuniune

disjuncta), deci:

M| = [Fix(g).
geG
Comparind cele doud expresii pentru |M|, obtinem formula. O

Aplicatii

a) ,,Problema coroanei”. Fie m, n € N. Se considera o coroana cu m virfuri (virfurile
coroanei sint virfurile unui poligon regulat cu m laturi). Se dau perle de » culori, in cantitati
suficiente. Cite modele de coroana distincte se pot crea atasind perle in fiecare virf al
coroanei?
acesta nu e raspunsul corect: doua astfel de configuratii dau coroane identice daca se ob‘gm
una din alta printr-o rotatie a coroanei.

Traducem problema in termeni de actiuni ale grupurilor pe multimi.

Se considera X multimea colordrilor cu n culori a virfurilor unui poligon regulat cu m
laturi, de centru O. Considerdam X = {(cop, ..., cm—1) | ci € {1, 2, ..., n}}; c; este "culoarea
virfului ". Fie R,, grupul rotatiilor planului (in jurul lui O) de unghiuri multiplu de 27z/m. R,
este un grup ciclic cu m elemente, R,, = {ro, r1, ..., rn— 1} unde 7 este rotatia de unghi 2kz/m.

G actioneaza asupra lui X. Cu notatiile de mai sus, avem 7_(Co, ..., Cm—1) = (Cks -+» Cm—1+k)
(indicii se considerd modulo m, adica ¢, = ¢;, V¢ € Z, unde i este restul impartirii lui ¢ la m).

Doua colorari dau aceeasi coroana daca si numai daca sint in aceeasi orbitd a acestei
actiuni. Deci numarul orbitelor lui R, In X este numarul cerut.

Pentru a gasi numarul de orbite, aplicdm lema lui Burnside. Fie rx € R,,; calculam |Fix(ry)|.

Fie d = (k,m); atunci < ry > = < ry > (demonstrati!). Cum Fix(ry) = Fix(< 7, >) = Fix(< ry >) =
Fix(ry), calculam [Fix(r,)|. Daca (co, ..., cm—-1) este o colorare invariatd de ry atunci
Co=Cq=Cr= ... =Cig, Vi € Z; In general, fixarea unei culori a unui virf determina culorile a
m/d virfuri. Astfel, putem alege d virfuri distincte pe care sd le coloram arbitrar (de ex.
co, ..., C4—1), culorile celelalte ﬁind determinate de faptul cad (co, ..., cm—1) €ste o colorare

(k, m [

. s o d (k, m .
invariatd de rg. Sint n =n p0s1b111tat1 de colorare, deci |Fix(ry)| =n"*". Formula lui

Burnside da numarul de orbite:

1 <« m
ZZk:ln(k, :

Propunem cititorului sd trateze direct (fard a folosi formula de mai sus) cazul m =5, n = 3.

b) ,,Problema colierului”. Fie m, n € N. Cite coliere distincte formate din m perle de n
culori se pot fabrica? Se presupune cd exista suficiente perle de fiecare culoare.

Indicatie. Aici actioneaza grupul diedral D, (al simetriilor unui poligon regulat cu m laturi)

asupra multimii X a colordrilor (colierul poate fi si ,,Intors”, spre deosebire de coroand). D,,



142 VI. Actiuni ale grupurilor

are ca subgrup grupul R,, al rotatiilor, dar contine si reflectii fata de drepte care trec prin
centrul O. Se disting cazurile m par si m impar.
¢) In cite moduri se poate scrie 1000 ca un produs de trei numere naturale (la un produs dat

nu conteaza ordinea factorilor)?

Exerecitii

1. Fie (G, ) un grup si (G”, «) grupul opus lui G, adicd multimea G inzestrati cu operatia
x = yx, Vx, y € G. Aritati ¢ (G”, «) este grup si ci a da o actiune la stinga a lui G pe o
multime X este echivalent cu a da o actiune la dreapta a lui G™ pe X.

2. Fie M multimea sirurilor reale marginite. Aratati cd M este un spatiu liniar normat in raport
cu norma ||(x,),>1|| =sup{ |x, | 7= 1}. Dati exemplu de functie ¢ : M — M care pastreaza

norma (deci si distantele), dar care nu este bijectie.

3. Fie T o izometrie a planului. Demonstrati ca:

a) T duce dreapta AB 1n dreapta T(A)T(B).

b) Daca T are trei puncte necoliniare fixe, atunci 7 este identitatea. Deduceti ca o izometrie
este determiunata de imaginile a trei puncte necoliniare.

¢) Daca T are douad puncte fixe 4 si B si T # id, atunci 7T este simetria fatd de dreapta 4B.

d) Daca T are exact un punct fix O, atunci 7 este o rotatie in jurul lui O.

4. Doua figuri plane (submultimi ale planului) X si ¥ se numesc congruente dacd exista o
izometrie T a planului astfel incit Y= 7(X). Aratati ca, dacd X si Y sint congruente, atunci

grupurile lor de simetrie sint izomorfe. Reciproca este adevarata?

5. Fie X un spatiu metric si ¥ < X, |Y] = n. Atunci grupul de simetrie S(Y) este izomorf cu un

subgrup al grupului simetric S, (grupul permutarilor de n obiecte).

6. Fie O centrul cercului circumscris unui poligon regulat cu n laturi A¢4;...4,-1 s1 @ 0
izometrie din grupul sau de simetrie D,. Demonstrati ca:

a) Vi, 0<i<n—1, are loc (O) =0 si ¢(4;) € {Ao, A1,..., An—1}. Deduceti ca D, este un
subgrup in §,,.

b) ¢ este determinat de imaginile a doud virfuri consecutive. In plus, dacd @(4o) = A4;,
atunci ¢(4,) este unul din virfurile adiacente cu A4,.

c¢) Deduceti ca D, are cel mult 2n elemente.

d) Fie p rotatia de unghi 27/n in jurul lui O §i o simetria fatd de o axd de simetrie a
poligonului. Atunci elementele : id, p, p°, ..., p" ', o, po, p°o, ..., p"~ ' o sint distincte.

e) Scrieti tabla operatiei grupului D,,.
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