9. COMPENDIU

Deoarece nu este posibil ca disciplinele prevazute pentru pregatirea si formarea unui
specialist, indiferent de domeniul de specializare , sa se predea in mod secvential , astfel incat
toate notiunile §i cunostintele initiale —necesare predarii unei materii— sa fie deplin Insusite de la
cursurile premergatoare (din ,,amonte”), s-a prevazut —in incheiere— acest compendiu, ce cuprinde
acele elemente fundamentale ,,din afara” Bazelor electrotehnicii, care sunt absolut necesare pentru
insugirea temeinica a teoriei cAmpului electromagnetic, in viziunea sistemica §i de modelare —
simulare pe care ne-am propus-o.

Astfel, cursul asa-numit ,,Matematici speciale” (care cuprinde capitolele de algebra
vectoriald, transformari de functii, ecuatiile fizice-matematice etc.) se preda in paralel sau chiar
dupd ,,Bazele electrotehnicii”. De aceea, s-a ajuns la necesitatea includerii aici a unui compendiu
matematic, cu notiuni strict necesare studierii teoriei macroscopice a campului electromagnetic si
analizei circuitelor electrice.

Mai mult, notiuni de modelare si simulare asitatd de calculator (simulare numerica—discreta)
nu se predau —decét ocazional— la unele discipline de automatica si informatica, dar acestea mult
timp dupa incheierea cursului ,,Bazele electrotehnicii”.

In sfarsit, unele instrumente informatice performante (asa cum sunt MATLAB-ul si ANSIS
EMAG), desi se gasesc implementate (sub licentd) in retele de calculatoare din U.P.G., de unde
sunt simplu de accesat, nu fac obiectul nici unui curs, desi sunt mult solicitate de catre doctoranzi
si de participanti la cursurile postuniversitare sau la directiile de aprofundare.

Consideram cé, reunind in acest capitol, acele notiuni fundamentale de teoria matematica a
campului, modelare-simulare si utilizare de produse informatice, dim posibilitatea cititorului sa
urmareascd mai usor si eficient expunereca Bazelor electrotehnicii si sd realizeze numeroase
aplicatii practice utile consolidarii pregatirii sale.

9.1. Compendiu matematic

Sunt prezentate aici acele notiuni fundamentale referitoare la teoria matematica a campului,
fie pentru reamintirea lor, fie pentru expunerea concisa (dar riguroasd) a unor cunostinte noi.

9.1.1. Notiuni de algebra vectoriala

Produsul scalar a doi vectori. Fie doi vectori oarecare, 4 si B; produsul lor scalar , care

se noteazd cu A-B, este —prin definitie- produsul modulelor celor doi vectori inmultit cu
cosinusul unghiului o dintre directiile acestor doi vectori, adica:

A-B =ABcoso,0<a<m 9.1
rezultatul fiind o marime scalara (de unde si numele acestui produs).

Produsul scalar poate fi nul chiar daca 4#0 si B#0 , si anume atunci cand A LB
deoarece 1n acest caz unghiul dintre directiile vectorilor fiind o =n/2, cosa =n/2=0. Produsul scalar

reprezintd produsul dintre 4 si masura proiectiei lui B pe directia A, sau reciproc (fig.9.1).
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Produsul scalar este comutativ, adica:

P AR A-B=B-4, fiind si distributiv (in
P S T s 5 adunare) adica:
A A F] e _— — —_ — —_ = =
/,/ S A-(B+C)=A4-B+A4-C.
// /,./_';’;“.h—-"' In coordonate carteziene, in care A
& Boosu o

are componentele (scalare ) 4., 4,, 4. si

Fig. 9.1 B componentele B,, B, si B,, produsul

scalar rezulta:

A-B=(A,i+A, j+ A k)(B,i+B, j+B_. k)=A B +A,B, +4_B.
deoarece versorii axelor (; ;, k ), Intre directiile carora unghiurile sunt /2 (si deci cosinusul
Zero) au produsele scalare

i-i=iicos0=i*=1, j- j =jr=1, k-k=k’=1, i- j— 1-1cos m/2 =0, ] k=0 si k-i=0
Produsul vectorial a doi vectori. Acest produs, ce se noteaza cu Ax B are ca rezultat o

marime vectoriald care —prin definitie— are modulul egal cu produsul modulelor celor doi vectori

inmultit cu sinusul unghiului o dintre directiile vectorilor si directia determinata de versorul n al
perpendicularei pe planul format de cei doi vectori, orientat dupa regula sistemului drept (asa—zisa
»reguld a burghiului drept”), adica:

9.2) AxB= (A4AB sma)n < sino > 0.

Regula burghiului drept se formuleaza astfel: se roteste primul vector al produsului
vectorial spre cel de-al doilea, pe ,,drumul” cel mai scurt (sina >0); cu acest sens de rotatie se
determina sensul in care avanseaza un burghiu drept , care este chiar sensul versorului 7.

Produdul vectorial poate fi nul chiar daca 4 si B sunt diferiti de zero, $i anume atunci cand

A si B au aceeasi directie, deoarece in acest caz a=0 si deci sina =sin0 = 0. Modulul produsului
vectorial, adicd ABsina, reprezintd aria determinatd de cei doi vectori — factori ai produsului
(fig.9.2.).

Produsul vectorial nu este comutativ , deoarece :

AxB =—Bx A
asa cum rezulta din definitia (9.2) . Produsul vectorial este d1str1but1v in adunare , adica :
A><(B+C)— AxB+ AxC.
In coordonate carteziene, produsul vectorial se exprima, prin distributivitate, astfel:

AxB=(A i 44, ] +A, k )x(B i +B, j+B . k)=
—(AB—AB)1+(ABAB)J+(AB AB)k
deoarece conform definitiei (9.2) produsele zxz ]x ] si kxk sunt nule, iar : ix ] % ;xz=;,

kxi=j j s (datoritd necomutativitatii) j xi=—k,

%x;= -1 sl ixk= —}. Acest rezultat se poate
obtine si prin determinantul:

ik
A, A, A |=4xB,
B, B, B

care se dezvoltda dupad prima linie (cu minorii
formati din componentele celor doi vectori: pe linia
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a doua componentele vectorului de la stdnga produsului vectorial si pe cea de a doua
componentele vectorului de la dreapta).

impirtirea cu un vector (?). O astfel de operatie nu este posibila (nu are sens !) deoarece
atat produsul scalar cét si cel vectorial nu admit operatia inversa (071 ). De exemplu (vezi fig.
9.3), in cazul produsului scalar, determinarea unui vector X , care inmultit cu un vector 4 sa aiba

ca rezultat un scalar S, are o infinitate de solutii, cici S =4X cosa =4X, cosa, = AX, cosa,= ...

Produsul mixt a trei vectori. Cu orice trei vectori oarecari, 4,B si C, se poate defini

asa-numitul produs mixt ABC, care este o V.
marime scalard egala in valoare absolutd cu Y
volumul paralelipipedului construit pe cei trei X

vectori: Permutand ciclic factorii produsului mixt,
rezultatul raimane neschimbat, adica:

ABC= BCA= CAB,
dar se schimba doi factori intre ei se schimba
semnul rezultatului :

Z% = —EA_C etc.

Yo

Produsul mixt a trei vectori coplanari (care 05 OF KycRe
formaza deci un triedru degenerat) este nul. s AX.©
in  coordonate  carteziene, valoarea G
produsului mixt a trei vectori se poate calcula Fig. 9.3
folosind determinantul :
A, A, A
ABC=| B, B, B, |=A4/(BC.-B.C)+A4,(BC-BC. )+ A(BC,-B,.C,).
c. C, C,

Dublul produs vectorial. Este acel produs intre trei vectori (Z ,E si C ), scris sub forma
Ax(BxC) prin care se obtine ca rezultat un verctor cuprins in planul determinant de cei doi
vectori din interiorul parantezei, conform urmatoarei formule de dezvoltare:

Ax(BxC)=(A-C)B—(A-B)C , 9.4)
din care rezulta ca vectorul dublu produs vectorial este dat prin proiectiile sale pe cei doi vectori
dintre paranteze.

Derivata unui vector. Vectorii pot fi o functie de unul sau mai multi parametrii scalari,
devenind astfel vectori variabili. De exemplu, dacd un vector (notat la modul generic cu V') ia o

infinitate de valori in functie de un parametru scalar ¢, atunci V' este o functie vectoriala de
variabila ¢, ceea ce se scrie sub forma:
V=v(t).
Prin aceleasi proceduri din teoria functiilor scalare, se introduc i in studiul functiilor
vectoriale notiunile de: limitd, continuitate, derivata, diferentiala, derivata partiala, integrala etc.
Astfel, derivata unei functii vectoriald de un singur parametru scalar ¢ este prin definitie:

Vo) = ar _ lim w , 9.5)
dt At—0 At
iar diferentiala unei functii vectoriale de un singur parametru scalar ¢ este :
dr=ridr .
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Dacé vectorul este dat prin proiectiile sale pe un triedru trirectangular (de exemplu:
componentele vectorului reprezentat in coordonate carteziene, cu versorii i pe axa x, j pe axay

si k pe axa z ), adica V= VX; + V); + Vj , derivata lui poate fi pusa sub forma:

v dv,- dV, - dv. -
— =i+ Jj+ k.
e dr dr dr

Considerand doi vectori oarecari , u $i \_/, atunci regulile de derivare sunt:
d{~ -\ du dv
— (u + v)z —t—,
dt dt dt
D)= e
dt dt
d -\ du- dv-

9.7 —\w-v)=—v+—u,

©7 dt ( ) dr dt

(9.6)

9 Chofe)=de.do

“de dt
unde A este un parametru scalar ;[(p(t)] este o functie vectoriald de o functie scalara ¢ de un
parametru scalar ¢ .
Derivatele parfiale ale vectorului V' =V i+V j+V_k sunt:
oV ov.- oV, - oV -
—= i+ j+ k,
ox  Ox Ox X

oV ov.- oV, - v, -
—= i+ j+ k,
@y &y oy
oV ov.- oV, - o -
—= i+ Jj+ k.
oz Oz oz oz
Diferentiala vectorului V (x,z,y) este:
9.9) d?:a—de+6—de+a—de.
ox oy 0z

(9.8)

Observatii cu privire la marimile vectoriale. Asa cum s-a aratat pe larg in subcapitolul
1.2, speciile de marimi fizice care apar in electromagnetism sunt reprezentabile in modele prin
marimi matematice ca : scalari, vectori, tensori.

i) In ceea ce priveste mirimile vectoriale, existi asa-numitii: vectori legati (de exemplu,
vitezele unor corpuri), vectori alunecdatori (de exemplu, fortele ) si vectori liberi (asa cum sunt
tanslatiile). De aceea, cand se efectueaza operatii cu astfel de marimi, trebuie sd se tind seama de
proprietatile marimilor fizice pe care le reprezinta. Astfel, daca este vorba de o adunare —adica de
aplicarea regulii paralelogramului— nu are sens sda se adune vitezele unor puncte diferite sau
fortele care actioneaza asupra unor particule (corpuri) diferite. De asemenea, compunerea a doua
rotatii finite nu se poate face dupa regula paralelogramului, desi rotatiile finite pot fi descrise cu
aceleasi elemente (adica: directie, sens, modul) ca si vectorii.

ii) La schimbarea sistemului de referinta trebuie sa se tina seama de faptul cd mai exista si
alte tipuri de vectori asa cum sunt: vectorii polari (ca de exemplu, vectorii de pozitie) si vectorii
axiali (ca de exemplu, produsul vectorial). Primii sunt invarianti fatd de schimbarea orientarii
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sistemului de referintd, pe cand la trecerea de la un triedru drept la unul stang, componentele
vectorilor axiali (cum este produsul vectorial) isi schimba semnul.

iii) Marimile scalare (prin care se reprezintd in modele marimile fizice ca timp, masa,
sarcind electrica, intensitate a curentului electric de conductie, temperatura etc.) sunt invariante
fata de orice schimbare a triedului de referinta (scalarii propriu-zisi), pe cand produsul mixt a trei
vectori (desi este un scalar) isi schimba semnul la trecerea de la sistemul drept la cel stang (de
aceea se numeste, mai precis, pseudoscalar).

i) Grupul aditiv al translatiilor din plan (vectori liberi) este izomorf cu grupul aditiv al
numerelor complexe (dar numai pentru adunare). De aceea, inmultirea a doud numere complexe
este definitd cu totul altfel decat inmultirea vectorilor (v. paragraful 9.1.3.). Din aceasta cauza,
pentru reprezentarea in planul complex (10j) a dreptelor (de exemplu cele ce unesc originea
axelor 1 si j cu afixul —punctul ce reprezintd numarulcomplex) nu se utilizeazd denumirea de
vectori, desi regula paralelogramului este comuna (fiind aditiva).

9.1.2. Notiuni de teoria cimpului

Camp scalar. Daca intr-un domeniu Q fiecdrui punct P i corespunde o marime scalarad
¢, functia scalard de punct (,,locala”) definitd printr-un anume procedeu se numeste caimp scalar.

Din punctul de vedere al modelarii (v. paragraful 9.2.1.), adica al matematicii, prin cdmp scalar se
intelege si multimea tuturor valorilor functiei scalare de punct:
o(P), VP=PeQ.

Exemple de campuri scalare sunt: campul temperaturilor dintr-un cuptor, campul
presiunilor atmosferice, campul potentialelor electrostatice (v. subcap. 2.1.), cAmpul densitatilor
de sarcina electrica (v. subcap.1.2.) etc.

Suprafete echipotentiale. Locul geometric al punctelor Pe Q in care campul scalar are o
valoare constanta c este o suprafata echipotentiala X :

D
> ={Plo(P)=c.PeQ} =) cQ. (9.10)
Cateva exemple: suprafetele de nivel in campul gravitational sunt suprafete echipotentiale;
volumul si suprafata conductorilor in regim electrostatic sunt echipotentiale (v. subcap. 2.3).
Daca domeniul Q este definit in plan, locul geometric al punctelor definite de modelul
(9.10) este o curba echipotentiala I", adica: I'c= {P |o(P)=c,Pe Q} =>T.cQ.

Prin trasarea curbelor echipotentiale pentru valorile: ¢,, ¢,k ¢, T2k, c,+3k, ... se obtine o
reprezentare geometrica intuitiva (dar si cantitativd) a cAmpului scalar (v. subcap. 2.7). Impreuni
cu asa numitele linii de camp (ce vor fi definite ceva mai incolo), curbele echipotentiale formeaza
ceea ce se numeste spectrul cimpului.

Doua echipotentiale diferite nu se pot intersecta deoarece ¢; = c# . # Cy.

Gradientul cimpului scalar. Fie un punct
P,e Q. In general in jurul punctului P, campul

scalar ¢ va fi diferit de ¢ (P,) si de aceea este dd = ddn

important de stiut cum variazd ¢ (P) in puncte P

imediat vecine lui P, sub forma directiei si
sensului in care variatia lui ¢, ¢ (P)—o¢ (P,), este

cea mai mare; deci maximul acestei variatii,
consideratd din punctul P, Pentru aceasta se
inconjoara punctul P, cu o suprafata inchisda X, ce
cuprinde volumul v (fig.9.4), si se calculeaza
limita (9.11) care prin definitie reprezinta
gradientul campului scalar ¢ din punctul P,, ceea
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ce se noteaza cu (grad ¢ )p, sau grad ¢ (P,) sau —la modul generic grad ¢ :

dA4
9.11) (grad(pp— lim i(p

v—0;Pocy
in care: @ sunt valorile pe care le ia cdmpul scalar pe ﬁecare element de arie d4, d4 sunt vectori
elementari numiti vectori de arie orientatd, iar integrala de suprafata inchisa §(p d4 poarta
z

numele de integrala de invelis, rezultatul ei fiind o marime vectoriala.
Elementul de arie orientat (v. fig. 9.4) este un vector elementar, avind modulul egal cu

suprafata elementara d4, orientarea versorului normalei n la suprafata X in locul elementului d4
( n este versorul normalei locale la suprafata ¥ si sensul ales arbitrar) de obicei se alege sensul
spre exteriorul suprafetei 2 ):
dA=ddn .
Se vede, din definitia (9.11) si figura 9.4, ca dacd ¢ are aceeasi valoare in toate punctele
P e X, adicd ¢ (P)=const. in VP € X, atunci (grad ¢ )=0, deoarece integrala de invelis devine:

§odd=pfdd=0,
caci integrala pe o suprafata inchisa a elementelor de arie orientata —care este o insumare de
elemente vectoriale dupa regula paralelogramului— este nuld, fiecirui element de arie dA4

corespunzandu-i un element de arie diametral, orientat in sens opus (v. fig. 9.4). Daca ¢ creste

mai mult intr-o anumita directie, atunci acea directie va influenta in cea mai mare masura
rezultatul integralei de invelis de la numaratorul definitiei (9.11).

Asa cum rezultd din definitia (9.11), gradientul campului scalar este un vector
perpendicular pe suprafata echipotentiala, fiind orientat in sensul crescitor al campului scalar.

Se observa ca definitia gradientului (9.11) este analoaga cu definitia derivatei unei functii,
fapt care va fi dovedit la punctul ce urmeaza.

Pentru simplificare, gradientul se poate nota si cu simbolul ,,nabla” (V):
(9.12) gradp=Veo ,
un operator liniar cu caracter diferential si vectorial.

In coordonate carteziene, gradientul se scrie sub forma:

grad(pza—(P;vLa(p_ % k
ox oy Oz

iar in scriere simbolica:
0 0- 0+
radp=| —i+—j+—k |p=Vo,
grado ( oy J pe }P ¢
cu ajutorul careia se pot stabili reguli formele de calcul, similare cu cele ale algebrei vectoriale,

operatorul ,,nabla” avand expreswil + o5 Jj+ 9% k=V.

oy oz

Derivata cAmpului scalar dupa o directie. Considerand un punct oarecare P, € Q situat
pe o suprafata echipotentiala X, pentru care ¢(P)=¢(P,)= P,P.¢ZX, si pornind din P,
deplasdndu-ne in VP € X, ¢ (P) ramane constant.

Daca deplasarea se face in afara suprafetei X, campul scalar va avea o variatie ¢ (P)-
¢o(P,) > P¢Z si P,eX, care depinde de punctul initial P, si de punctul final P, P,e Q. Prin
aceasta deplasare, punctul P descrie un arc P,P al curbei I care admite o tangenta determinata in
punctul P,. Fie s versorul acestei tangente, sensul sau aratand sensul pozitiv de parcurgere pe
curba I (fig. 9.5). Notand cu /r.r abscisa curbilinie a punctului P fatd de P,, rezulta ca valoarea
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absoluta | [r.r | este lungimea arcului P,P, iar semnul arata daca deplasarea pe curba I' de la P, la
P se face 1n sensul pozitiv sau in sensul opus. Punctul P, fiind presupus fix, iar P oricare pe curba
I, diferenta @ (P)—¢ (P,) este o functie numai de Ir.r.

Raportul [ ¢ (P)—o (P,)] /Ir.r reprezintd variatia
medie a functiei ¢ (P) pe unitatea de deplasare, in

deplasarea de la P, la P pe curba I'. Atunci, prin
definitie, limita acestui raport pentru /r.» — 0 (in cazul
in care existd) se numeste derivata functiei scalare

¢ (P) dupa directia s —sau derivata campului scalar

LT . 0
¢ sau supa o directie s — si se noteazd —=:
s
D -
Os  Irro0 Ip.p
Daca 8_(p’ % si % existd intr-o vecinatate a Fig. 9.5
Ox Oy oz

punctului P, si sunt continue in P,, limita (9.13) existd si este aceeasi pentru toate curbele
(I,[,I'",...) tangente la s in P,. Intr-adevir, daci x,, Yo, Xo Sunt coordonatele carteziene ale
punctului P, si x, y, X coordonatele lui P, in ipoteza enuntata, diferenta ¢ (P)—¢ (Po)= ¢ (X.y,Z)-
© (X0,Yo0,Zo) S€ mMai scrie:

oP)ro (P0)=a—(P(x - xa)+ 6_(p(y - yo)+ a—(p(z - ZO)-‘F €l (x - x0)+ Sz(y - yo)+ 83(2 - zo),
Ox oy oz
in care & = &-(x, v, z) tind catre zero cdind P — Po, iar derivatele partiale % , % si % sunt
ox Oy Oz

luate in punctul P,=(X,,Yo,Zo). Impirtind in ambele parti ale egalititii precedente cu [rr si
observand ca, in ipoteza In care ' admite o tangenta determinaté in punctul P,, limitele:

X — Z— 2o

Yo, im2Z = =8 si lim

lror—>0 [ Ipor—>0 / ror—0 [ =Y
exista si sunt chiar cosinusurile directoare (o, 3,y ) ale tangentei; deci:
s=ai+ B; + yz .
Atunci, limita (9.13) exista si are expresia:
d—(pzaa—(p+ﬁa—¢+ya—@, 9.14)
ds ox oy oz

derivatele functiei (p(x, y, z) fiind considerate in P,. Cum aceasta limita este aceeasi pentru toate
curbele I' care au versorul tangentei s in P, in particular deplasarea din P, intr-un punct

oarecare din vecinatatea P se poate face chiar pe suportul s .

Utilizandu-se operatorul V =§;+i}+§l_c, expresia (9.14) se mai poate scrie i in
4

x Oy
forma:
d(p - - - 8—, 6—, 8—
—=\wi+Bj+vk)| —i+—j+—k|o,
ds i+ Y)(ﬁxl o’ e j‘P
adica:
a—‘PzEv@. 9.15)
0os
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Expresiile (9.14) si (9.15), care sunt identice reprezintd expresia carteziana a derivatei
functiei scalare ¢ (P) dupa directia s .
Deoarece, conform expresiei (9.12), Vo =grade, derivata campului scalar ¢ dupd o

directie s, se poate scrie si in forma:

(9.16) % _ s(grado),
Os

care se considera in punctul Py, adica %) = E(grad(p) -

In expresiile acestei derivate a campului scalar ¢ dupa E, (9.13), (9.14), (9.15) sau (9.16),
»directia s ” trebuie considerati ca o directie inzestrata cu sensul indicat de s ; schimband sensul
lui s, adicd inlocuind pe s cus (vezi fig. 9.5): s=-s, pentru aceeasi deplasare din P, in P,

lungimile de arc devin: [ r.r =-Ir.r si deci:
o(P)-(P:) _ _o(P)-o(P.)

v >
l PoP Z PoP

iar cand P tinde catre P, se obtine:
dp _ do
ds’ ds
Prin urmare, cele doud derivate —dupa directiile s si s — sunt egale in valoare absolutd si

de semne contrarii, desi, In Intelesul geometriei elementare, s si s au aceeasi directie.

Derivata campului scalar ¢ in punctual P, poate fi calculatd dupa orice directie s (din Py);
un caz posibil este acela al normalei la planul X in punctul Py (= Po€X), caz In care se va

considera vectorul unitar (versorul) normalei nlaZin P, (fig. 9.6). Fie P si N punctele 1n care s

si n intersecteazd o suprafatd echiscalard vecind Xv si /rop,lpov deplasdrile din PoeX in P §i N
(P,NeXv) asa ca in figura 9.6.

Deoarece P si N sunt pe o aceeasi suprafatd
echiscalard, variatia functiei ¢ este aceeasi pentru
\ ambele deplasari:

- o(P)~¢(Po) = o(N) - o(P),
ceea ce Inseamna ca se poate scrie:
17  OP)=elPr)_ oN)=o(No) lny

i
/

Ipop Ipop Y .
Aplicandu-se relatia sinusurilor in triunghiul
PyPN din fig. 9.6 si notand cu & unghiul din N, se

obtine:
lpo in(0 + .
EZM: cosO+sinf-ctgd .
Ipor sind
Fig. 9.6 Deoarece in definitia derivatei lui ¢ dupd o

directie, limita este consideratd independentd de
modul cum /ror tinde cétre zero, se poate presupune cd P si N tind catre P, pastrandu-se mereu pe
aceeasi suprafata de nivel Xv, caz in care secanta PN (v. fig. 9.6) tinde cétre o tangenta in P la
suprafata de nivel Poe X si ca urmare § tinde catre m/2 si ctgd—0. Cum in acest proces 0 riméne

constant:

lim Lrox =cosb

Iror—0 lPoP
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si trecand la limitd Tn ambii membrii ai relattei rezulta:

do _ d—(Pcose sau s-(grade),, = n(grade),, - cos®.
ds ds

De aici rezulta ca derivate lui ¢ dupd o directie normala la suprafata echiscalara, in sensul
crescator al campului scalar ¢ este chiar |grad |, In timp ce dupa o directie tangenta la suprafatd £
derivata este nula.

Prin urmare, gradientul unei functii scalare ¢, intr-un punct oarecare Po € (), este un vector
care aratd dupa ce directie si in ce sens functia scala ¢(P) este maxima, aceasta fiind intotdeauna
normala la suprafata Poe X .

Campul vectorial. Dacd intr-un domeniu €, fiecarui punct P 1i corespunde o marime
vectoriala E (o notatie generica), functia vectoriald de punct, E (P), definita astfel se numeste
camp vectorial. Prin camp vectorial se mai intelege si multimea tuturor vectorilor E din Q,
determinati de E (P):

E={E(P)VPeQ}.

latd numai cateva exemple de campuri vectoriale: campul vitezelor unui corp in miscare,
campul vitezelor unui fluid Tn miscare, campul gradientului unui cadmp scalar, cAmpul densitétii de
suprafatd a curentului de conductie, cAmpul inductiei magnetice etc.

Fluxul unui vector. Este o marime scalara (sa o notam cu V) care —pentru un vector notat

cu E —se defineste, printr-o suprafata X, de:
D o — —
‘I’zLE-dA, (9.18)

in care E este vectorul camp, iar d A este elementul de arie orientatd (v. fig. 9.4) intr-un punct P
de pe suprafata X. Se vede ca fluxul ¥ poate fi pozitiv sau negativ, dupa semnul produsului scalar.
Se mai poate scrie si:

Y= J;E - ndA = LEdA cos(E, Z)

Termenul elementar £ -dA, asupra caruia opereaza integrala de suprafatd din definitia
(9.18), se numeste flux elementar, printr-un element de suprafata d4 oarecare:

dY =F-d4.

Se numeste fub de flux un tub cilindric, la a carui suprafatd laterald vectorul camp este
tangent, in lungul caruia fluxul este constant.

Linii de camp. Intr-o prima definitie calitativa, liniile de cAmp sunt curbele la care vectorul
camp este tangent la curba in fiecare punct (in mod similar se definesc suprafetele de camp, la
care vectorul camp este tangent in fiecare punct al suprafetei).

Mai utila, deoarece intervine si aspectul cantitativ, este definitia prin care linia de camp este
consideratd ca fiind axa fubului de flux unitar. Daca se traseaza axele tuturor tuburilor de flux
unitar dintr-un domeniu €2, se obtine o reprezentare intuitiv-cantitativd a campului vectorial,
campul fiind mai intens acolo unde liniile de cAmp sunt mai dese, numarul liniilor de cdmp dintr-o
sectiune a desenului raportat la aria sectiunii reprezentand valoarea absolutd medie a campului
vectorial.

Divergenta cAmpului vectorial. Intr-un camp vectorial £ din domeniul de existenta Q, se
considera un punct oarecare Po € Q si, In jurul lui, o suprafata inchisa £ < Q ce are un volum vy .

In analiza campului vectorial este interesant de stiut daca fluxul vectorului E prin suprafata X ce

=

inconjoara “indeaproape” punctul P, este conservativ, adica daca, in jurul punctului Py, fluxul prin

suprafata Po € ¥ este nul Qﬁf dA= 0) sau —cu alte cuvinte— fluxul lui E care intrd prin X este

egal cu cel care “iese” din aceasta suprafatd inchisa. Atributul de conservativ al fluxului unui
vector se referd numai la fluxul calculat prin suprafete inchise; dacd fluxul printr-o astfel de
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suprafatd este diferit de zero, inseamna ca in interiorul suprafetei inchise X exista surse de camp

(pozitive sau negative, dupd cum {)E -dA4>0 sau, respectiv, {)E .d4 <0). Aceasta situatie este cu
z P

atat mai precis definitd cu cat suprafata X este mai mica, adica volumul ei vy tinde, la limita, catre
zero, punctul Py raimanand mereu —in timpul acestei treceri vs—0— in interiorul lui £ (Po € Vs )

Facandu-se aceasta limitd, fluxul vectorului £ descrie local, in VP € (), aceasta stare de a fi
conservativ sau nu. In acest fel s-a ajuns la notiunea de divergenta.

Limita raportului dintre fluxul pe suprafata inchisd X si volumul marginit de aceastd
suprafatd (vg), cdnd volumul tinde catre zero (continand tot timpul punctul P,), se numeste
divergenta campului vectorial in acel punct, ceea ce se scrie astfel:

\ » §E-d4 4
(9.19) (@ivE), = 1im 2 —-¢

vi—0,Poevs VE dV

-£E-d2

=V-E.
Po

Divergenta este, deci, 0 marime scalara de punct (un camp scalar) care exprima densitatea
de volum a fluxului, n acest fel fiind un invariant al campului de vectori.

In coordonate carteziene divergenta, ca derivati de volum a fluxului, se scrie sub forma
generica (VP e Q):

b

ivVE=V-E - 0= 07\ (pi. p . p7) OB OB  OE:
divE=V-E= il'ﬁLijJrik '(E*i+E)»j+Ezk)=a +8)+a
ox  Qy 0z ox Oy Oz
in care Ey, Ey si E, sunt proiectiile vectorului E , din VP € Q, pe triedrul ;,;,; .
Scrierea simbolica: divE=VE (adicd divergenta rezultd din produsul scalar dintre

operatorul derivativ — vectorial V si vectorul camp E) permite utilizarea regulilor de calcul
existente 1n algebra vectoriala.

Formula lui Gauss-Ostrogradski. Deoarece divE reprezintd densitatea de volum a
fluxului ¥, conform definitiei (9.19), rezulta:

i — D d — —_ — — —
d1vE=—§E-dA — divE-dv:§E-dA,
dv b} b}
astfel ca:
(9.20) lP;ﬁE-dZ: divE -dv, VZcQ ,

care reprezintd formula lui Gauss — Ostrogradski (unde vs este volumul marginit de suprafata
inchisa ). Rezulta de aici ca fluxul unui vector printr-o suprafata inchisa se poate determina fie

prin integrala de suprafata: j;zf -dA — daci se cunosc vectorii E (P)in VP € X, fie prin integrala

de volum a divergentei cdmpului vectorial: J divE - dv — daci se cunosc (div E )pin VP evs. In

teoria matematicd a cadmpului se spune despre formula (9.20) cd “transformd o integrala de
suprafata (dubld) intr-una de volum (tripld) si invers”.

Formula (9.20) aratd ca un cdmp de divergenta zero are fluxul total printr-o suprafatd
inchisa tot zero (fluxul care “intrd” in suprafata ¥ este egal cu cel ce “iese” din X) si —in

conformitate cu definitia liniilor de cAmp (prezentata anterior)— reiese ca orice camp de divergenta
nuld are liniile de cAmp iInchise (curbe inchise, paralele intre ele). Dacd 3P e Q= (diVE)P #0,
atunci cdmpul vectorial E din domeniul Q are liniile de camp concurente in punctul P (unde
exista, deci, o sursa de cAmp); pentru (divE)P <0, in P este un “put” de camp si liniile de camp

en

converg (se “intalnesc”) in P.
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Derivata unui vector dupi o directie data. Fie un camp vectorial B(P),VPeQ,si §
versorul tangentei la o curbd I',T € Q, intr-un punct al ei P, €T,. Derivata lui B dupa directia
5, descrisd de cosinusurile ei directoare (a,B,y): 5 =0i +Bj + vk , se defineste prin:

dB| » .. B(P)-B(P
ol - lim M, P,P el 9.21)

1pp—0
PyP f’OP

in care /,, este ,deplasarea” pe I'din £, intr-un punct imediat vecin P, in sensul pozitiv al
versorului s .

in coordonatele carteziene, B(P)=B(x,y,z) si B (P) =E(xo, Yo»2,) astfel cd, in conditii
de existenta si continuitate a derivatelor partiale ale lui B in vecinatatea lui (x,,y,,z,) se poate
scrie:

— — = — OB OB OB
B(P)_B(Po):B(xayvz)_B(xoawao): (x_x0)+ (y_y0)+ (Z_Zo)
Ox oy oz

si trecand la limita:
B(x,y,z)—B(xO,yO,zo):('}_Bl. X=X, +a_B i Y =)o +a_BlimZ_Zo
Y ox o0 [, oy w0 1, Oz w0 1,

in care limitele din membrul drept sunt cosinusurile directoare (o,p,y) ale vectorului unitar s

lim

Lpyp—0 /

2

tangentla I' in P, :

. - X . Y-y . z—z
lim C=q, lim>—="=B, lim 0
Ip p—0 lp p—0 lp p—0

PP ZPDP PP l PP lPUP

=7

PP
Cu acesti cosinusi directori (deoarece 5 =ai +B]_'+yl; ), definitia (9.21) a derivatei unui
vector dupa o directie data se scrie:

B B(P, B(P, B(P,
b _BE), BE), BE), 9:22)
ds|, ox Oy oz
sau:
B T x 7 a T a = a IN1D
——| =l +pj+yk)-(-i+—j+_—-k)IB(F),
5 ox Oy 0z
care in scriere simbolica si pentru oricare punct al lui I" devine:
dB _
—=[5-V]B. 9.23
i, [s-V] (9.23)

Relatia (9.22), ca si (9.23), aratd ca derivata unui vector dupa o directie data, tangenta la
linia de cAmp in punctul considerat, are drept componente derivatele componentelor vectorului
dupad acea directie.

Circulatia unui vector. Fie A un camp
vectorial Intr-un domeniu Q si ' o curba in Q
(I' c Q), pe care consideram doud puncte 4 si
B (fig. 9.7). Q

Se numeste integrald curbilinie a
vectorului A , din punctul 4 pana in punctul B,

-
integrala: /
A

H

o [ dl
/2Ky z ,
‘/y _\‘\‘\-“-

dl =.:m'\

jﬁ dl (9.24) . B
A-B
in care: indicele semnului integrald (I': 4 > B) Fig. 9.7
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precizeaza curba I' — Q din cAmp de-a lungul céareia se face integrala si intre ce puncte (cu sensul
pozitiv de la primul punct indicat, 4, la cel de al doilea, B); H este vectorul cAmp considerat in

punctele P eI, intre extremele A si B iar dl este asa-numitul element de curba orientat. Sub
A

semnul integralei, intre vectorii H si dl se face produsul scalar (E -dlcosa, cua = (E,E).

Elementul de curba orientat, d/ (v. fig. 9.7) este un vector elementar, ce se determina pentru
orice punct P € ', tangent la curba in punctul P, cu modulul elementar d/ (un element de curba I'
in jurul punctului P, atat de mic incat de-a lungul lui vectorul H =const.), orientat dupa versorul

t (al tangentei la curba I) si cu sensul acestuia (pozitiv pentru sensul A — B). Deci: dl=dlt.
In coordonate carteziene, integrala curbilinie (9.24) se scrie sub forma:
jﬁ dl = j(HX; +H,j+H_k)-(dxi+dyj +dzk) = I(dex +H ,dy + H_dz).
I:4A->B I:4A—>B IA—>B

Exemple: lucrul mecanic (Lm) se calculeazd prin integrala curbilinie a unei forte

(Lmzjf'a, tensiunea electricd in lungul firului (u) este definitd prin integrala curbilinie

D J— J— —
u,= _[ E. -dl aintensitatii campului electric coulombian (£.) dintr-un conductor etc.
I:4-B
Pe baza celor prezentate anterior, circulatia unui vector se defineste foarte simplu ca fiind
integrala curbilinie a vectorului de-a lungul oricarei curbe inchise din domeniul de existentd al
campului vectorial:

(9.25) §ﬁa, VIcQ .
T

Exemple de circulatie a unui vector: tensiunea electromotoare t.e.m. (e) definitd prin

J— D o— —
circulatia intensitatii capului electric £, adicéeziSE -d/ ; tensiunea magnetomotoare t.m.m. (u,,)
Tr

sau solenatia (0) care se defineste prin circulatia intensitatii campului magnetic H , adica

D 4o —
umzerH.dlze.

Rotorul vectorului cAmp. Existd campuri in care circulatia unor vectori este nuld, ca —de
exemplu— lucrul mecanic al fortei din cAmpul gravitational, tensiunea in camp electrostatic etc.
Dar sunt si situatii in care circulatia vectorului cAmp este diferitd de zero, ca —de exemplu—
circulatia vitezei unui corp pe un contur in jurul axului de rotatie, tensiunea electromotoare de
inductie (adica circulatia intensitatii cdmpului electric solenoidal), solenatia (adicd circulatia
vectorului intensitatii campului magnetic) etc.

Pentru a caracteriza local campul vectorial din acest punct de vedere (in VP € Q, fara
sd mai fie necesara definirea conturului I' < Q) pe care se face circulatia), se introduce notiunea
de rotor al vectorului care —in fapt— printr-o trecere la limitd reduce conturul I' la un contur

infinitezimal in jurul unui punct P € Q. In acest scop, se considera o suprafata deschisa A4 care

se sprijind pe conturul inchis I'cQ (domeniu in care este definit vectorul, fie acestaﬁ) ce
contine punctul P, € A, si in care rotorul, notat cu rot H , se defineste prin expresia:

. fAa
p =t lim £
4

(9.26) rotH
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unde directia versorului u reprezinta orientarea elementului de arie 4. — 0 (in jurul punctului
Py) pentru care valoarea absoluta ‘rotH ‘ este maxima.

Cuvantul ,,rotor” a fost utilizat in scopul de a sugera un fapt fizic (din mecanica fluidelor),
acela al ,liniilor de vartej”. Daca intr-un camp vectorial 3P € Q pentru care rotorul vectorului
este diferit de zero, atunci campul se numeste ,,rotational” (acesta este cazul cAmpului magnetic,
ale carui marimi de stare —intensitatea campului magnetic / , inductia magneticd B— sunt
campuri rotationale: rotH =0sirotB=0).

Se poate arata ca expresia de definire a rotorului (9.26) este echivalenta cu:

i;dA x H
rotH|, = lim *———,

vy =0
Fyevy VZ

in care X este o suprafata inchisa care inconjoard punctul F,, vy este volumul marginit de aceasta

suprafatd, iar d4 este elementul de arie orientat al lui .
In coordonate carteziene rotorul are expresia:

— (oOoH, OH,) (o0H, oOH,\ (OH, OH_ \}-
rotH = - — i+ ~—-—=|j+ ——— |k,

oy oz 0z Ox ox oy

ceea ce permite utilizarea tabelului:

Jj ok
ot =2 2 9] (9.27)
ox oy Oz
H H, H.
care se dezvolta ca un determinant, dupa prima linie.
In scriere simbolica:
wotH =VxH=| Liv OGOk |x(miv k), (9.28)
ox 0Oy~ Oz !

ceea ce permite aplicarea formala a regulilor de calcul din algebra vectoriala.
Teorema lui Stokes. Pe baza definitiei (9.26) se poate enunta urmaitoarea teorema:

ciculatia campului vectorial H este egal cu fluxul rotorului acestui vector prin orice suprafata
(oarecare) A marginitd de curba inchisa I', adica:

§Fﬁ i = L{otﬁ -d4 (9.28)

Ca semnificatie fizica, teorema lui Stokes (9.28) aratda cid 1n cazul campului
rotational (rotﬁ # 0), circulatia vectorului cAmp este diferitd de zero si invers.

Din punctul de vedere al teoriei matematice, se spune cd teorema lui Stokes (9.28)
transforma o integrald simpla intr-una dubla (de suprafata) sau invers.

Operatorul diferential-vectorial. Acest operator se noteazd cu V (,,nabla”) si este un
operator liniar, ce se supune, formal, regulilor algebrei vectoriale si calculului diferential. De
exemplu, dacd V se aplica produsului @-y dintre doud marimi scalare, se va scrie:

V(p-y)=¢Vy+yVe, (9.30)
iar daca se aplica, prin produs scalar, produsului dintre un scalar ¢ si un vector £ va rezulta:
V- (pE)=E-Vo+¢V-E, (9.30%)

ceea ce inseamna:
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(9.30) div(pE) = Egrade + ¢divE,
care, in ambii membrii ai egalitatii, contine marimi scalare.
Alte cazuri, des Intalnite 1n teoria campului electromagnetic, sunt:

©31) {Vx((EE)z(p(V_x E)-ExVg sau
rot(pE) = protE — E x gradp
(9.32) {v.(gxf)zf.(ng)—_ﬁ.(vX;) s
div(u x v) = vrotu — urotv
(9.33) V x (ux v) =u(Vv) = (Vi) + (W) — uV)v;
(9.34) V(uv) =vx(Vxu)+u(V xv)+ (Wu + V)

in care u si Vv sunt niste functii vectoriale, iar parantezele fixeaza priorotatile in executarea
operatiilor 1n cadrul produsului a trei vectori (A, u si ;) .

Prin urmare:

- operatorul V aplicat unui scalar determina vectorul numit gradient Vo = gradp = E

- operatorul V aplicat prin produs scalar uni vector determind scalarul numit divergenta
(V-E=divE =y)

- operatorul V aplicat prin produs vectorial unui vector determind vectorul numit rotor
(Vxﬁzrotﬁzj)

In propozitiile acestea, @ si y sunt cAmpuri scalare (functii scalare de punct dintr-un anumit
domeniu de existentd a campului), iar E,H si J sunt campuri vectoriale (functii vectoriale de

punct).
Operatori diferentiali de ordinul II. In analiza cAmpurilor apar adesea expresii in care
operatorul V se repetd, ca de exemplu:

: . o’p 09 0
divgrad o=V -(Vop)=V?p= + + , 9.35

) grad 9=V -(Vo)=Vip="— P (9.35)

D o’ o o ~
in care operatorul A=V’ = ~+—5+—5 se numeste ,laplacean” si este un operator

ox~ oy- 0Oz

diferential de ordinul doi, liniar, ce a fost dedus prin regulile formale ale operatorului V:

_ _ _ _ _ _ 2 2 2 p
(9.36) V-V= il'-i-ij-i-ik . iz'JrijJrik :8_2+8_2+8_2:A ;

ox 0Oy oz ox Oy 0z ox* oy° 0Oz

i) rot gradp=0 sau Vx(V@)=0 (9.37)

caci:

J
7><E=17$1k_~7= -1
iii) divrotE=V-(VxE)=0 , (9.38)
pentru ca:
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i j ok
V(VxE)= ii+—j+i% KSR —Z+i]+i%
ox )y 0z Oox 0Oy Oz ox Oy 0z
E, E, E

O0E. OE, - (GE OE j—_ OE, OF, -
L —2 i+ o= |+ = |k |=
oy 0z 0z  Ox ox oy

[8E azE‘,] (82EX aZEZJ
— 1+ - 1+

ox0y  OxOz Oy0z  Oyox

2 —2 - - - — —_ - R —
deoarece: i = j =k =1; i-j=i-k=j-i=j-k=

o o0 o’ o’ o’
= , = si = (datorita comutativitatii operatorilor 0, care sunt
Ox0y 0OyOx Ox0z 0z0Ox 0y0z 0z0Oy
liniari);
jv) rot rotA = grad(div4) — A4 , (9.39)

ceea ce rezulta din:
rotrotA=V x (Vx A)=V(VA) - V> A=V(VA) -
unde Vx(VxA4) este un dublu produs vectorial, care —conform formulei de dezvoltare (9.4)-se
scrie:
Vx(VxA)=(V-A)V—(V-V)A=V(VA) -V 4.
Derivata substantiald in raport cu timpul. Si presupunem cd un camp scalar de
punct(P), variaza si in timp (¢), caz deseori Intdlnit In naturd. Atunci, functia scalara se scrie:

Q= (p(P,t), iar daca —intr-un sistem de referinta cartezian— fiecarui punct P {i atagam un vector

de pozitie 7 seva putea scrie:
@ =0(P,t)=@=¢(r,t) unde r=x(t)i+ y(t)] + z()k,
ceea ce inseamna ca insusi punctul P isi modifica locul in timp.
Conform definitiei, derivata lui ¢ 1n raport cu timpul va fi derivata totala:
4, % 09 dx Jdpdy 0o dz

&' o dt oy dr ot

in care derivatele dx/dz, dy/d¢ si dz/d¢ sunt componentele (proiectiile) unei viteze, w dupa triedrul

(9.40)
i,j,k:

viteza cu care se deplaseaza punctul P. Cum punctul P este ,,legat” (asociat) unui suport material
(un corp solid, un fluid, o particula etc.), derivata a capatat numele de ,,substantiala” (de la
materialul sau substanta 1n care se ia punctul P) si i s-a atribuit indicele s (de la substantiald).

Explicitand viteza w relatia (9.40) devine:
d;(p:@ (aq)_-i- 5(P;+6_(pkj (j);_ dx] dka o +V(p w

de ot ox Oy 0z dr dr ot
adica, derivata substantiala in raport cu timpul a cAmpului scalar ¢ este:
do Jp — —
—==—+wWVo+ugrade. 9.41
o ¢+ wgrado (9.41)
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In mod similar se determini si derivata substantiali in raport cu timpul a unui camp
vectorial £ =E(P,t)=E(x,y,z,t)

d E
= a—E + (WV)E
dt ot

Derivata substantiald (materiald) a fluxului in raport cu timpul. Fie BeQ un camp

(9.42)

vectorial in care B este 0 functie de punct si variaza in timp (¢): B= E(p,t) = E(x, y,z,t) , In care

X, ¥, z sunt coordonatele unui punct Pe() intr-un sistem de referinta cartezian, si fie [€Q o curba
inchisa (un contur "material", realizat —de pilda— sub forma unei spire a unei bobine electrice),

care se deplaseazd in cAmp cu o vitezd w=w i+w, j+w_ k, componentele acestei viteze, in

coordonatele carteziene, fiind: w,= dx/d¢, w, = dy/dt si w. = dz/d¢. Fluxul vectorului B prin orice

suprafatd X, marginitd pe conturul I, ¢ =L§ -dA va fi variabil in timp deoarece atat B cat sil

(deci si Xr) se modifica in timp: ¢ =o(f).

In multe situatii este necesar si se calculeze derivata in raport cu timpul a acestui flux,
adica:

4o _d 1547,
dedr =

care se numeste derivata materiala (substantiald) a fluxului In raport cu timpul, ceea ce a impus
indicele s.

Va rezulta:

bo %] oo dd=[ Podie [ (295,54, B gy

de  dr Ox dt Oy dt o0z dt
043 =[ B 4is | G, + ) 98; .98 9B dd-
s ot | ’ ox oy oz

edd+ [ (w-v)B-di- j 9B qs (VB )-dd+ [ Vx(Bxw)da

2r

ceea ce se mai poate scrie si in forma:
do_( 4B 0 0 OB o e e
(9.44) S [ S dd= [ S8 dd e [wdivB dd+ rot(B x w)- d,
in care dB/d, se numeste derivata de flux in raport cu timpul (de unde si indicele f'al derivatei d).
Cum elementul de arie d4 este unul oarecare, din a doua egalitate a expresiei (9.44) rezulta:
d.B B — — o

(9.45) == ad—t +wdivB + rot(Bx w) |

Derivata de integrala de volum in raport cu timpul. Apar cazuri practice in care este
necesar sa se calculeze expresia:

(9.46) j Vdv j V4

in care termenul d,V/d¢ se numeste derlvata de Volum in raport cu timpul a campului scalar
variabil 1n timp, V. Prin urmare, V este o functie scalara de punct Pe v si timp, V=V(P,¢), sistemul
de puncte P v fiind 1n rn1§care prm raport cu sistemul de referintd, cu viteza sistemului de

puncte data de W= w, z-l—w J+w, k= zdx/dt+]dy/dt+kdz/dt Atunci:
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dy d 8V8de8de8de

= ”V( ,y,Zt) +——t+t— -
de dr o ox dt oy dt oz dr
SN Ul L (dx'+d—y}+3%j= (9.47)
ot ox oy 0z drdt dt

o v(rw ):a—V +divlyw)
ot ot
astfel ca derivata de integrald de volum in raport cu timpul (9.46) devine:
< [rav= j—dv + [ divrwh. (9.48)

Aplicandu-se formula (9.20), a lui Gauss-Ostrogradski, potrivit careia integrala de volum a
divergentei unui vector (deci a densitatii de volum a fluxului vectorului) este egald cu integrala
prin suprafatd inchisd a fluxului elementar al vectorului, dacd volumul v este marginit de o
suprafata inchisa X(Z,), atunci ultimul termen al expresiei (9.48) se poate scrie:

[ divlywhiv=§yw-da

si atunci derivata de integrala de volum (9.48) mai are si forma:
d Vdv='[a—Vdv+ va_v-dZ.
de v Ot z,
De exemplu, in mecanica fluidelor functia scalara poate fi densitatea de volum a unui fluid

(v=p), caz in care J;pv_v-dz este debitul masei prin £ (in kg/s), iar daca se elimina p, Lv_v d4

reprezinti debitul volumic al fluidului prin £ (in m’/s).
9.1.3. Reprezentarea in planul complex a marimilor armonice (sinusoidale)

In studiul circuitelor electrice (asa cum s-a vizut in capitolele 7 si 8), marimile electrice de
circuit (t.e.m., curentii electrici din laturile circuitelor, tensiunile la borne, puterile instantanee
etc.) se reprezintd prin marimi matematice (modele) care sunt functii sinusoidale de forma:

x= \/EXsin(a)t + ),
in care: x este valoarea instantanee a marimii electrice de circuit considerate (t.e.m./e,i,u,p etc),
deci o functie reala de variabild reald in timp x(#)=x(t+kT), tecR., keN si T - perioada de repetitie;
X — valoarea eficace (efectivd) a marimii considerate (X ={E,I,U}); o=2nf este pulsatia
(frecventa unghiulard); /' — frecventa de repetitie a lui x (=1/T),; (ot+¢) — argumentul functiei
sinusoidale si ¢ — faza initiala (se presupune @=const. cu t). O functie sinusoidala este determinata

daci se cunosc: amplitudinea, adica x(/2)= V2Xsinm/2=2X | si argumentul of+ @, iar la
pulsatie constanta functia este univoc determinata prin valoarea efectiva X si faza initiala ¢ (ceea
ce, simbolic se scrie x| o)

Avandu-se in vedere acest fapt precum si acela cd operatiile cu functii de timp
trigonometrice sunt greoaie si laborioase (ceea ce s-a vazut in capitolul 8, in analiza circuitelor
electrice de curent alternativ, in care intervin frecvent operatii de adunare, inmultire si impartire),
s-a generalizat utilizarea unor reprezentatii in planul complex a marimilor sinusoidale, ceea ce
simplificd mult calculele. S-a plecat de la observatia ca in planul complex 10j (fig. 9.8a), oricérui
numar complex (a, jb) 1i corespunde un punct M(a,b) — numit afix, iar dreapta OM (ce uneste
originea planului O, cu punctul M) se poate reprezenta prin:

OM =a+ jb=|0M|cosa + jlOM|sina =|OM|€"=ReOM + jImOM ,
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astfel ca orice functie sinusoidald este partea imaginard a dreptei origine — afix din planul
complex: |OM | sina =ImOM.

In ultimele doua expresii s-au folosit notatiile: 1 — unitatea reald; j — unitatea imaginara
(definit prin j* - 1) si € — baza logaritmilor naturali.

Observatie. In acest manual s-a ficut o abatere de la notatiile clasice si anume: unitatea
imaginarad (notatd clasic cu i) s-a inlocuit cu j, iar e — baza logaritmilor naturali, cu €; aceasta
pentru cd in cele mai uzuale aplicatii —analiza circuitelor electrice— se utilizeaza, consacrat,
notatiile i si e pentru valorile instantanee ale curentilor si tensiunilor electromotoare, evitindu-se
astfel posibilele confuzii.

Se mai remarca faptul ca unitatea imaginara j este un operator de rotatie cu unghiul n/2 (fig.

9.8.a), deoarece: j‘1=1|n_/2, j-j=j=-1=1n, -3 =j(—1)=—j=1|37t/2, it=j7 =
=i’ (=D=(=D(=D=1.
In acest fel, se poate face urmitoarea corespondenta biunivoca: dacd x = V2x sin(o? + @),

atunci x=X(w) cu X(o) reprezentat 1In planul complex (fig. 9.8,b) de forma
X ()= Xcos(ot + @)+ jX sin(cot(p): X g/lero)= X|((ot + (p), iar daca X(co) =X ((ot + (p), atunci

/ i

M (&h) o xe forma x=ImX (0)= J2x sin(wz + ¢). Deci, functia de
S b % timp sinusoidale x i s-a asociat un asa numit vector
o =ot+o X(®) 1n planul complex, un vector invartitor care se
-1 0 &y 0 , roteste in sens trigonometric cu viteza ® (vezi fig.
9.8,b) si are modulul X egal cu valoarea efectiva a
functiei sinusoidale (deoarece in regim armonic, in
orice situatie X =\2x , subantelegandu-se, astfel,
cd In planul timpului valoarea maximald a marimii
sinusoidale va fi modulul reprezentarii in planul

X ((D)éx cu x reprezentat in planul timp (tox) de

flmX

complex multiplicat cu V2.
Prin aceastd corespondenta biunivoca, operatiei
! de adunare a functiilor trigonometrice 1i corespunde
operatia de adunare a numerelor complexe. De
exemplu (v. subcap. 8.5), dacd intr-un nod al unei
Fig. 9.8 retele de curent alternativ sinusoidal sunt conectate trei
laturi ce au curentii i,, i, §i i3, se va putea scrie:

c

I +i, =1,
{ﬁ]l sin(mt +o, ) + \/512 sin(mt + (pz)z \/5]3 sin(mt + o, );
i, = Im[1, cos(wt + @, ) + jl, sin(wt + ¢, )] = Im 7, €= Tm1 (=)
i, =Im[I, cos(wt + @, )+ jI, sin(wf + @, )]= Im 1, €)= Im 1, ()
i, = Im[1, cos(wt + ¢, ) + jI,sin(ot + ¢, )| = Im I, €)= Im I, (o)
Im[7, € j(or + o, )]+ 1m[]2 ej(“’”%)]: im[l3 ej(”’+“"3)]:>
=1, el g, gl 1 elered qay [ (o) + 1, (0)=1,(0),

datoritd corespondentei biunivoce:
i] 2 [l GJ(MHPJ; i2 2 [2 GJ(U)H%) $i i3 2 [3 EJ(O’”‘P;).

572



Aceastd dubla corespondenta a elementelor si a operatiilor se numeste izomorfism si ea da
posibilitatea sd se opereze cu numere complexe in calculul circuitelor electrice liniare in regim
armonic permanent, ceea ce acopera un numar foarte mare de aplicatii practice.

Trebuie retinut faptul cd izomorfismul are loc numai pentru operatia de adunare.
Numerele complexe astfel obtinute pot fi reprezentate si ca vectori in planul complex (vezi fig.
9.8,b), deoarece se aduna dupa regula paralelogramului (agsa cum rezultd din modul 1n care sunt
definite operatiile cu numere complexe), insd 1n ceea ce priveste produsele, ele nu pot fi
considerate ca vectori.

Fazori. Vectorul X(w) din figura 9.8,b, care se atageaza unei functii de timp sinusoidale x,
ce rezulta din corespondenta biunivoca x=X(®) prin:

x= \/EXsin(wt +¢)=ImX (o)
X((n) = X i)
se mai poate scrie si in forma:
X((D)Z X o= x el gl x e
in care (fig. 9.8,¢):
X=Xx¢€",
se numeste fazorul lui x si reprezinta acea parte a lui X(®) ce contine numai faza initiald o, care
nu este o functie de timp. Ca urmare fazorul este un numar complex reprezentabil in planul
complex printr-un vector fix, asa ca in fig. 9.8,c, ce are modulul |£ | egal cu valoarea efectiva a
marimii x(t) reprezentatd si unghiul fatd de axa reald data de faza initiald a lui x.

Daca pentru sistemul analizat (de exemplu un circuit electric), pulsatia  este constanta in
timp si nu se fac operatii de integrare sau/si derivare, atunci marimile x € {e, i u} se pot inlocui
numai cu fazorul X care, in functie de operatiile in care este implicat se pot scrie formulele:

X=a+jb cu a=RelX| si b=ImX]| sau |[X|=X=+a’ +b°,
X =Xcosp+ jXsing,

X=X€&" sau X=X

¢, cu @= arctgé.
a

Operatii cu numere complexe. Se definesc urmatoarele operatii:

- adunarea:
(a+jb)+(c+jd)=(a+c)+jlb+d);
- inmultirea:
(a+jb)-(c + jd)=(ac —bd)+ jlad + bc)
sau:
X, cl* X, ej% =X X, e.i((vﬁ%);
- impartirea:
a+ijb (a+jbfc—jd) ac+bd  bc-ad
= = + ,
c+jd c’+d? ¢’ +d’ ¢’ +d?
X, EJ.(PI :ﬁej(%*%).
X, e X, ’

- extragerea radacinii:
2n) .. 2n
X = ”\/X{cos(9 + k—j + Jsm(9 + k—ﬂ, k=0, 1, 2,...,n-1,
n n n n
cele n radacinii fiind agezate in varfurile unui poligon regulat cu » laturi.
Proprietatile operatiilor cu numere complexe si anume:
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Xm
Xn

sunt valabile pentru m si n numere rationale.
Operatorul de rotatie cu 120° in planul complex. Pentru studiul sistemelor trifazate (a se

X" Xr= X" X" s (xm) =xm

revedea subcapitolul 8.6) prezintd interes radacinile: a = 3\/1 ,

adica:
a, =1
P ]
2 > J P
a3:_l+J£
2 2

carora li se da interpretarea unor operatori de rotatic cu 120°, cele trei radacini determinand
varfurile unui triunghi echilateral. De exemplu:

a X=X=X e
azizzefﬂzo“
este un fazor egal in modul cu X, dar rotit in sens invers sensului trigonometric cu 120° (sau in
sens trigonometric cu —120°);
a3£=£e_ﬂ40“
este un vector egal in modul cu X, dar rotit in sens invers sensului trigonometric cu 240° (sau rotit
in sens trigonometric cu —240°).
Derivarea si integrarea. Daca x = 2 x sin(of + @) este originalul si X (0) =X &
este imaginea lui x , x = X (o), corespondenta in cazul derivarii este urméatoarea:

d . .
4 x/EXsm(cotJr Q)= x/EXoocos(cotJr ¢)= V2X o sin( ot +@ +g),
dar: '
Xsin(ot+ @)=Im[X € ]=Im X(0) ,

iar;
T

4 ‘ i
€ =Im[ox Jo0 €],

o Xsin(ot+ @ +§)=Im[co X

-
A = 2 . . . . .. < A . . o .. o -
insd X € “=jX; prin urmare derivatei originalului 1i corespunde derivata imaginii. Se observa ca,

. . . . . T, . .
X (®) prin derivare, isi multiplicd modulul cu ® si se roteste cu 5 in sens trigonometric.

Deci, derivarea unei reprezentari in planul complex, X (o), se efectueaza conform regulilor

din analiza matematica:

i X(CO) = iXej(wt+<p): iXej@. ejmz _ i X ij, _

=jo X =joXd =0 X(0).
Prin integrare rezultd operatia inversa, adica se imparte modulul lui X (®)cu o si se roteste
. oo . T - . . .
invers sensului trigonometric cu 5 (neglijand constanta de integrare). Astfel, integralei
originalului x(¢) ii corespunde integrala imaginii X (o) . Intr-adevar:
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t t
o —cos(wt+ @) |

x(f) dz=J. V2 X sin(ot + @)=

) (@)

[ &
0
=\/5§sin((nz+ ¢ — E)
® 2
si

t t

jX(t) dtI_[ X glerro dt=j Xelo. g dt=j X &dr =
0 0

IS}
o

— 2 - L X (o).
Q) Q)

9.1.4. Notiuni de calcul operational bazat pe transformata Laplace

Se numeste original o functie reald sau complexd de variabila reald ¢ care satisface
urmadtoarele conditii:

-fity=0, pentru t <0;

- f{t) si f(¢) sunt continue pe portiuni, adica admit un numar finit de discontinuitati de prima
speta;

- f{) nu creste mai repede decét o exponentiald, adid existd doud numere M > 0 si a <0 asa
incat sa existe conditia:

(9.49) fiH) <M e”,
in care e reprezinta baza logaritmilor naturali (numarul “e”).

Tensiunile electrice la borne si intensitatea curentului electric de conductie din laturile unui
circuit, precum §i multe alte marimi fizice din teoria campului electromagnetic, satisfac
intotdeauna aceste conditii.

Se numeste imaginea functiei f{f), transformata Laplace notata cu operatorul Z si definita
prin:

F(s) Z I fity e*'dt= <[], (9.50)
0

in care s este variabila complexa:
s=a+t+jo, (9.51)
numita pulsatia (frecventa) complexa.

Planul definit de o si j® se mai numeste si planul complex al frecventelor, in care o are
semnificatia unui factor de amortizare, iar ® semnificatia frecventei unghiulare (pulsatiei).

Se demonstrezd ca intre original f{f) si imagine F(s) se stabileste o corespondentd
biunivoca, adica exista intotdeauna si transformata Laplace inversa < ! adica:

A=< Fs)T.

Aplicand transformata Laplace unei sume de mai multe functii original, se vede —din
definitia (9.50)— ca rezulta suma imaginilor. Pe baza proprietdtilor de liniaritate ale operatorului
< se poate scrie:

daf1()+bfr(0]=a Z[[1()]1+b ZL[H(O]=aFi(s)+bFxs),
unde a si b sunt constante reale sau complexe.

Derivarii originalului 1i corespunde Inmultirea cu s a imaginii, cu conditia ca f{0)=0,
deoarece:

:Z[% fi6)] = s F(s) - f0) . (9.52)

In general, pentru derivata de ordinul 7 se poate scrie:
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= §"F(s) — 5" 0) — 5" £(0) — ... — /D (0),
unde /' =df/ desi f0 =d"' 1 de.

Integrarii originalului 1 corespunde impartirea cu s a imaginii:

. 1 _ 1
(9.53) %[J‘ A df] = S Zfin] = ;F(s) .
0
Derivarea imaginii este echivalenta cu inmultirea originalului cu —¢ :

%F(s) = Z[-tfD)] .

Integrarea imaginii este echivalenta cu irnpz“lrtirea originalului la ¢ :
j F(s)ds = 3[—]‘(0]

Problema aflarii originalului cand este cunoscutd imaginea, asa-zisa problema inversa <!,
se rezolva —in general— cu ajutorul transformarn inverse cu formula Mellin — Fourier :

a+jo
fif)= — J.F(s) e ds=<Z"[F(s)],
a— _]00
in care a este un numar real, astfel ca a > a, aici a fiind numarul real din relatiile (9.49) si (9.51) .
In cazuri particulare, ca de exemplu atunci cand imaginea este o fractie rationala (situatie
des intalnita in analiza circuitelor electrice n regim nestationar), adica atunci cand :

P(s
(9.54) F(s)= (s) ,
0(s)
la care gradul numitorului este mai mare decat gradul numaratorului , iar numitorul are numai
radacini simple s, s1, $2, ... , S, s€ utilizeaza teorema de dezvoltare (Heaviside):

& P(s,) Y
9.55 = F 5
(9.55) fiy= L[ Fs)]= Z 0 ) e

in care s; sunt radacinile ecuatiei Q(s) =0 si Q '(sy) = % O@) ls=sk -

Daca 1n fractia (9.54) polinomul de la numitor admite o radacina sy, = 0, atunci polinomul
0O(s) se scrie in forma Q(s) = s R(s) si teorema de dezvoltare (9.55) capata forma :

9.56) o (L9 PO ST PG
sR() R(O) = 0'(s,)
unde R'=dR /ds sis; (k=1, 2, ..., n) sunt radacinile ecuatiei R(s) =0 .
Asa cum s-a vazut (in subcapitolul 8.4), Insemnatatea aplicarii transformatei Laplace apare
atunci cand trebuie rezolvate ecuatii de tip integro-diferntial (cum este modelul unui dipol R, L, C

N . — . , di 1. .
serie 1n regim electrocinetic nestationar oarecare: Ri + Ld— + E jzdt =u) care —prin transformarea
t

Laplace devin ecuatii algebrice liniare 1n s, foarte simplu de rezolvat (astfel, modelul din exemplul
. 1 . . .
ales, devine (R + s L +—C) 1(s) = U(s), deci o expresie algebrica in s) .
s

Pentru aplicatiile practice curente, trecerea de la original la imaginea Laplace, si invers, se
poate face prin subrutine de calcul care contin fisiere de tip dictionar sau (pentru aplicatiile foarte
simple) utilizand tabelul 9.1 (limitat la 13 functii mai frecvent intalnite).
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Tabelul 9.1
Corespondenta biunivoca f(t) U F(s)

Originalul f{(t) Imaginea F{(s) Observatii
1 . . .
1(%) — Functia treapta a lui Heaviside
s
4(1) 1 Functia impuls (Dirac)
1 . <
T — Functia rampa
s
a . .
A — A = const., real sau imaginar
s
. ® . D1
sin ot —— Functia sinusoidala
ST+
® Lo .
sh ot — Functia hiperbolic
D)
®
cos ot —
ST+
®
chot
sf -0
e —e™ 1
- (s+a)(s+P)
1
te -ot [
(s+a)’
e*'sin ot — L
(s+a) +o’
t s+a
€ coswt o
(s+0) +o

9.1.5. Notiuni de baza din teoria distributiilor

Spatii fundamentale in distributii . Se considera niste functii reale ¢ de o variabila reala ¢,
care au urmatoarele proprietati :

- ¢(¢) are suport compact ,
- () este indefinit derivabila.

Se noteaza spatiul acestor functii cu ¥, astfel incat orice functie cu proprietatile de mai sus
apartine lui 7: @ € 7. Un exemplu de astfel de functie este :
ab
eXp—————
o(t;a,b) = (t—a)(t-b)
0 =>t¢la,b].

=>tela,b]

Se observa ca suportul acestei functii este intervalul marginit si inchis [a , b] , prin urmare
aceasta functie are suport compact . Faptul ca este indefinit derivabila se verifica fara dificultate ;
ordinul de derivare poate fi oricat de mare, dar finit. In plus se mai observi ci orice derivati a lui
¢ are de asemenea suport compact, deci §i @ ke @, unde keN .
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Spatiul @ al functiilor indefinit derivabile si cu suport compact se organizeaza ca spatiu
vectorial, normat si complet, deci este un spatiu Banach'. Existd multe alte spatii fundamentale in
distributii , dar pentru aplicatiile din teoria circuitelor electrice este suficient spatiul 7.

Distributii. Sunt considerate in continuare numai distributiile definite pe spatiul
fundamental &; acestea sunt func‘gionale2 liniare si continue definite pe ¥ si cu valori numere
reale sau complexe. De exemplu, aplicatia care fiecarei functii @ € & face sd 1i corespunda
numarul @ (0) este o functionald liniard si continud pe 7. Aceastd functionald se numeste
distributia lui Dirac si se noteaza cu 0 (t):

(9.57) o) —— ¢ (0).

Un alt exemplu de distributii este clasa distributiilor generate de functii local- integrabile ,
adica de functii care sunt absolut integrabile pe orice interval marginit (a , b) de pe axa reala .
Functia treaptd Heaviside este o functie local-integrabild, deoarece este absolut integrabild pe
orice interval (a, b). Astfel, distributia Heaviside este data de functionala:

(9.58) [ho) oy di= o ar .
R 0

Aceastd functionald are ca valoare intotdeauna un numar finit, deoarece ¢ are suport compact si

—prin urmare— integrala are intotdeauna limite finite, oricare ar fi ¢ €. Asadar, orice functie

local-integrabild f{r) genereazd o distributie prin functionala: J'h(t) O (¢) dt, valoarea acestei
R

integrale este intotdeauna un numar finit. Aceste distributii se numesc distributii de tip functie.

Spre deosebire de distributia Heaviside, distributia Dirac, 0 (¢), nu este o distributie de tip
functie. Intr-adevar, si presupunem ci ar exista o functie local integrabild x(f) care ar genera
distributia lui Dirac; atunci ar fi necesar ca oricare ar fi ¢ € 7/ sa existe:

[xt) 9 () dt=9(0).

R
In particular fie functia:

Un = <, vnen
n

exp(—————~
o= {1 !
0 = |t| >—,
n
pentru care rezulta:
1
(P(O) ="
e
(unde e este baza logaritmilor naturali) precum si:
1
¢ /n? 1

Rezulta, dupa cum se vede, o contradictie: membrul stdng tinde catre zero cand n creste indefinit,
iar membrul drept este mereu o constanta. Asadar, distributia Dirac 0 (7) nu este de tip functie.
Ca notatie pentru distributii se utilizeaza scrierea:

! Spatiul vectorial E normat si complet (prin topologia normei ||x|| ) este denumit spatiu Banach. Un spatiu normat E este si complet
dacd orice sir x fundamental este un sir convergent, adicd elementele-limitd x=1limx, sunt continute in spatiul E, pentru orice sir
x,LE(n=1,2,...).

2 In analiza functionala (si deci si in teoria distributiilor) se numeste functionald orice functie al carei argument este o functie.
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<f,(p> sauflQ),
ceea ce conduce la:

(8(1), @(t) ) = (0),
(h®), o)) =[o.

Cand argumentul integralei este cunoscut §i nu existd ambiguitati, integrala se scrie in
modul cel mai simplu:

[owdi=]o .

Functionalele care definesc distributiile sunt aplicatii; se stie cd multimea aplicatiilor
definite pe ¥ cu valori in R este multimea “duala”. Notdm aceastd multime cu @ (spatiul dual al
lui @); orice distributie f este un element al lui @’. In continuare, distributiile /'si g vor fi notate
prin f, g €.

Egalitatea a doua distributii. Doud distributii sunt egale pe un interval T de pe axa reala
daca pentru V @ € P pe T:

<f > P > = <g > P >
sau, echivalent:
(f-8¢)=0.
Pentru doua distributii f si g de tip functie, egalitatea distributiilor generate de ele nu

inseamna si egalitatea functiilor respective decét in sensul “aproape peste tot”, adica ele pot diferi
pe o multime neglijabild. De exemplu, distributia A(¢) a lui Heaviside este data de:

(ho)=|o.
0
iar functia:
; 0 ==t<0nNnteN
Z:
© l =1t> NntegN

(numita si functia treapta unitate), care ia valoarea zero pentru orice ¢ numadr natural, genereaza
distributia:

(h, @) = Tcp =(h, ¢).

In acest exemplu, cele doua distributii, (4, @) si (iz, ¢), sunt egale, dar functiile ce le-au

generat, 4 i /1, nu sunt egale decat in sensul “aproape peste tot”.
Suma si produsul cu o constanta, in distributii, rezulta imediat, deoarece functionala este
liniara:
<f9 (p>+<gv (P>=<f+g’ (P>
si
(af,9)=(f,a¢9)=al(f,9) =>a(eR)=const.

Translatia distributiilor. Suportul unei distributii f este complementara multimii deschise
pe care distributia f se anuleaza; asadar, suportul unei distributii f este o multime inchisa. De
exemplu, distributia Dirac o (¢) are ca suport punctul ¢ = 0, deoarece & se anuleazd pe toata axa
reald, cu exceptia punctului ¢ = 0, iar distributia Heaviside A(#) are ca suport semiaxa pozitiva R, ,
deoarece / se anuleaza pentru ¢ < 0.

Translatia unei distributii cu un interval T pe axa reala se scrie conventional astfel:

fO-> fit+1).
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Prin definitie, translatia distributiei f{¢) cut este data de:

(47, 9 )= S (1), 0t —1)).

Pentru distributia de tip functie, aplicatia acestei formule duce imediat la:

(fE+7), )= ft+1) o) dr.

Notandu-se ¢ + t=0, de unde ¢t = o — t, rezulta:
[F@+D 00 di=[f(0) olo-1) do.
R R

ceea ce verificd formula data pentru translatie.
In particular, translatia distributiei Dirac este:

(8(t+1), ¢(1)) =(3(2), o(t = 1)) = (-1)) ;
de asemenea:
(3(t=1), (1)) = ¢(1),
ceea ce aratd ca suportul distributiei O(t — 1) este punctul T.
Derivata distributiilor. Prin definitie, derivata unei distributii f'se calculeaza cu formula:

D
<Dfa(P> =<f’_D(p>9
adica se derivd @(t)si i se schimba semnul in functionald. De exemplu, derivata distributiei
Heaviside este:

(Dh, ¢)=(h,~Dg)=—[ Do=0 (0),

dar —pe de alta parte—:
9 (0)=3,¢),
astfel ca:
(Dh,¢)=(8,9),
adica derivata distributiei Heaviside este distributia Dirac. Daca saltul in origine (¢ = 0) este
valoarea F, atunci rezulta:
(DEh, @ )=(EDh, ¢o)=E(Dh,¢)=EJ,

Prin urmare derivata, in sensul distributiilor, contine si valoarea saltului.

Cu titlu de exemplu, se va calcula —in continuare— derivata (in sensul distributiilor) a unei
functii derivabile f(£), cu exceptia unui punct ¢, in care functia fare un salt egal cu ¢ . Va rezulta:

<f,<p>=ff:f<p,
(Df,0)=(f,-Do)=-[""fDo-

- jw /Deo=-f¢

1,+0

~fol+ [Dfe.
Dupa cum se vede, s-a integrat prin parti si s-a tinut seama de fa;tul ca ¢ este continua. Deoarece
¢ are suport compact, la infinit se anuleaza, iar @ (¢, +0)=¢ (¢, —0) si atunci :
~folnt= sl =1t +0 -1, -0]ew) =0 0w,),
unde @ (¢,) reprezintd insa distributia Dirac translatatd in punctul t, , ceea ce se scrie astfel:
(B(t=1,), ¢ (1)) = (1),

asa ca se mai poate scrie:
(Df,9)=(cd(~=1,),0())+(Df,¢),

sau :
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(Df,9)=(Df+03,,0),
adica, prescurtat (subintelegand functionalele):

Df=f"+03, , (9.59)
care se citeste astfel: derivata distributiei de tip functie f este egald cu distributia generatd de
derivata “clasica” (f*) a functiei f, cu exceptia punctului de salt unde apare distributia Dirac cu
suport in acel punct, inmultita cu valoarea saltului.

Pentru aplicatiile practice (v. §8.8.1), ca o concluzie la cele de pand acum, rezultd ca
functiile @ au rolul de “functii test”. Astfel:

- Inmultirea unei distributii cu o constanta este echivalenta cu Inmultirea lui @ cu aceasta
constanta;

- derivata unei distributii este echivalentd cu derivarea lui ¢ si schimbarea semnului;

- translatia unei distributii cu T este echivalenta cu translatia lui ¢ cu—7.

Multiplicatori pe 9. Se considera functiile ¥ indefinit derivabile si cu suport oarecare.
In acest caz, produsul ¥ ¢, unde @ €D, are suport compact si este indefinit derivabil. Asadar se

poate defini produsul dintre o distributie /' €D’ si o functie Y € C” dupa formula:
(vfoe)=(f.v ), VoED.

fn particular, produsul dintre distributia Heaviside si o functie y € C * este definit fiind:
yheD’,
adica o distributie cu suport pozitiv. Rezulta ca multiplicarea unei distributii cu o functie indefinit
derivabila este echivalentd cu multiplicarea lui ¢ cu aceastd functie, astfel incét si in acest caz @
are rolul de functie test.

Distributii cu suport pozitiv — spatiu ‘%,’. Distributiile care au suport marginit la stinga
(In particular cele care au suport pozitiv) formeaza o clasd importantd de distributii cu proprietati
remarcabile. Pentru sistemele fizice, cauzalitatea conduce adesea la reprezentari prin distributii cu
suport pozitiv (cazul transformatelor Laplace a distributiilor, din analiza circuitelor electrice).
Aceste distributii sunt elemente ale spatiului notat cu 7.,

Produsul de convolutie. Pentru doua distributii f si g se defineste asa-numitul produs de
convolutie (notat cu ) :

<f*8& 0>D <fl), <g(v), o(tt7) >>,
care este o functionald compusa. Astfel, se calculeaza mai intai functionala:
<g(0).o(ttt) >=y(1) ,
dupa care se determind functionala:
<f(), y() >, = y(n) €7

adica produsul de convolutie, cu conditia insa ca () sa apartind lui 7, ceea ce se intampla numai
in anumite conditii; deci produsul de convolutie nu existd Intotdeauna.

Conditiile de existentd a produsului de convolutie sunt:

1) f'sau g sd aiba suport compact:

2) f'si g sa aiba suportul marginit de aceeasi parte.

Prin urmare in &, produsul de convolutie existd intotdeauna si —in plus— in ¥, el este
comutativ si asociativ.

Derivata produsului de convolutie se obtine derivind numai unul din factorii produsului,
indiferent care; deci:

D<fx g>=(Df) » g =/ (Dg).
Algebra (D+, +,+ ) Aceasti algebra are proprietatile:
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L (2, 4%) este un grup abelian,
2.(Z+, * ) este un monoid cu element unitate.
Pentru orice x,y,z € ¥/, au loc egalitatile:
xx(y+z) = xxp +txxz,
(xty) #z = xxztys*z,
iar inelul obtinut astfel este un domeniu de integritate deoarece:
1) inelul este comutativ,
i) & # 0 (unitatea diferita de zero), X
iii) inelul nu are divizori ai lui zero. Intr-adevar, in &/, din '+ g = 0 se deduce sau f=0 sau
g =0, ceea ce permite simplificarea: x * f=x * g = f= g (In sensul distributiilor).
Deoarece orice inel integru admite o scufundare intr-un corp, denumit «corpul fractiilor”, se

considerd algebra (7, +,% ) ¢a fiind un corp de fractii in care se introduce si “Impartirea” (in
sensul inversului produsului de convolutie).

Ca exemplu, se arata ca inversul lui &’ este 4 si deci ar trebui ca &’ *h=0. Intr-adevar:

D&#*h=06*Dh=8%06=0.
Aceasta este valabil pentru orice derivata de ordin m a lui d, in produs de convolutie cu primitiva
de ordin m a lui 4; asadar:
My hp*=DMFx hM=5xDMhM=35 % 5=29,
fiind de retinut faptul ca:
tnFl
h
(m-1)!

Transformata Laplace a distributiilor (in 7, ). Transformata Laplace a unei functii )
—v. (9.50.)- si conditiile de existenta ale transformatei — v.(9.49), au fost prezentate in
subcapitolul 9.1.4.

Pentru introducerea transformatei Laplace a distributiilor este recomandabild o definitie
simpla si care nu reduce din generalitate 1n aplicatii. Astfel, se considerd distributiile care
reprezintd derivata de un ordin oarecare m a unor functii care poseda transformata Laplace:

F()=D" fir);
Prin definitie, transformata Laplace a distributiei F(¢) este:
(9-60) (ZF) (s) Ds™ Zf,
in care s este numarul complex dat de expresia (9.51).

Corespondenta dintre operatiile cu original F si imagine <F, in distributii, este: derivarea
originalului corespunde cu inmultirea cu s a imaginii, iar primitiva originalului se obtine prin
impartirea cu s a imaginii. Astfel, pentru distributia Heaviside 4, pentru care:

m —

Dh =39,
Adica distributia Dirac 8, conform definitiei (9.60) rezulta:
- ) 1 )
(9.61) Z(Dh)y=sZh=s —=1=<5
s

(a se vedea tabelul 9.1).
Nu trebuie uitat faptul ca distributia /4(¢) este unicd, pentru clasa de echivalenta a functiilor
h(t) egale aproape peste tot. De exemplu functiile:

0=1<0
0=¢<0 0=17<0 1
h(t)= s ho = s h,=y—=>t=0 etc.,
! 1= 10 2 1=t=20 3 |2

1=1)0
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au aceeasi transformata Laplace a distributiei /(z), adica Zh = 1/s, de unde rezulta intotdeauna
Z6=1. De aceea, “improvizatiile” care se fac pentru Zh, considerand transformata Laplace

jh(t) e dt pentru a rezulta apoi Z6=1, trebuie evitate — in conditiile din distributii (9.61).
-0

Teoremele referitoare la transformata Laplace a functiilor (v. § 9.1.4) se regéasesc si in
distributii. Dintre acestea se va prezenta in continuare situatia teoremei lui Borel (referitoare la
produs) si anume:

Z(fxg)=Zf) . (Z»)
Pentru distributile F(f) = D™ f(¢) si G(¢) = D"'g(f), demonstratia teoremei lui Borel in
distributii este imediatid. Conform definitiei (9.60) rezulta:

LF«G) = [D"f1) ] « [Dg(1) ] = sMT1 L (frg) = M1 ). LQ)~(s" Z0).(s" Zg)~(ZF). AG).
Asadar, produsul de convolutie (intotdeauna in 97’) devine produsul algebric obisnuit.
Pentru retelele electrice al caror model este de forma ecuatiei matriceale:

x=AXx+Bu,
trecand 1n distributii se obtine:
Dx=Ax+Bu+x(d

si aplicand transformata Laplace rezulta:

sZx=AZx + BZu +xq,
care se poate scrie si in forma:

(sI-A) Zx=B Zu+x(,
sau:

Sx=(s1-A) [ BZu + X0l

unde I este matricea unitate.
Revenindu-se la original se obtine:

x=heAt+(Bu+xpd ),
de unde rezulta:

ZIsI-A) 1) heAr, (9.62)
formula utilizatd pentru calculul direct al matricei € Af (unde € reprezintd baza logaritmilor
naturali — numarul e). In Dumitrescu I. s.a., 1983 (v. pag. 126, 127) se prezintd o metoda de calcul
numeric al matricei € At, prin discretizarea lui ¢ (cu pasi #;), deoarece formula (9.62) nu este

recomandabild pentru calcule numerice.

9.2. Simularea cimpurilor potentiale

Dezvoltarea accentuata si continud a tehnicilor automate de calcul (atat a sistemelor de
calculatoare si a sistemelor de programe, cat si a procedeelor informatice) au facut ca azi —in
domeniul electrotehnicii (al electromagnetismului in general)— sa se poata utiliza, in toate fazele
(de instruire/didactica, de cecetare-proiectare/analiza si sintezd a dispozitivelor electromagnetice,
de productie/fabricare si de exploatare-intretinere), programe de simulare eficiente, simulare care
—in prezent— precede constructia oricarui prototip fizic si a oricdrei aplicatii in tehnica a
fenomenelor electromagnetice.

Proiectarea asistatd de calculator CAD (Computer Aided Design) si ingineria asistatd de
calculator CAE (Computer Aided Engineering) sunt instrumente informatice care au evoluat
odatd cu dezvoltarile tehnologiilor microelectronicii, tehnologiilor de tip program (“software”),
dar si a perfectionarii algoritmilor de simulare si al modelarii sistemelor. Astazi sunt disponibile
produse “software” destinate noilor arhitecturi de calculatoare (ca SIMD: “Single-Instruction
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Multiple-Data” si MIMD — calculatoare “Multiple-Instruction Multiple-Data”), iar algoritmii
sistolici, algoritmii “pipeline”, algoritmii paraleli, algoritmii euristici etc. sunt frecvent utilizati in
aplicatiile cele mai eficiente ale calculatoarelor si in domeniul simuldrii numerice.

Deoarece procedeele de modelare si simulare au devenit suverane in studiul si practica
sistemelor fizice (si —cu precadere— al sistemelor electromagnetice), consideram necesard o
introducere (la esentd) in practica modelarii si simuldrii si al modelelor de simulare discreta
(numericd) a campului electromagnetic.

9.2.1. Modelarea si simularea

Cam de prin anul 1960 a Inceput sd se contureze o noud tehnica de studiu a sistemelor —
simularea, care isi are radacinile in procedeele de similitudine, de analiza cu ajutorul machetelor
si In calculul analogic, utilizate Incd de multd vreme la proiectarea constructiilor hidrotehnice si
aerospatiale sau la cercetarea fenomenelor din hidrogazodinamica subterana.

In prezent, simularea este un domeniu de investigare de sine statitor (Dumitrescu I., 1983)
aflat la congruenta matematicii, teoriei sistemelor si informaticii, cu o metodologie proprie (bazata
pe identificarea proceselor, modelarea sistemelor si teoria algoritmilor) si cu mijloace specifice
(oferite de echipamentele de calcul automat si de aparatura electronicd de masurat, preluare a
datelor, retele de comunicatii si valorificare a rezultatelor).

Modelarea si simularea 1si au originea in studiul sistemelor. Sistemul, intr-o acceptiune mai
cuprinzitoare, poate fi definit ca o colectie de elemente diferite, In interactiune, cuprinzand
oameni §i masini, integrate pentru indeplinirea unui obiectiv dorit, prin manipularea si controlul
materialelor, informatiei, energiei si activitatii umane. In aceasta definitie este esentiald ideea de
scop, sistem fiind numai acea colectie de elemente capabile de interactiune intr-un astfel de mod
incat sa fie realizat un program dat. Pentru studierea sistemului se pleacd de la starea lui la un
moment dat, se realizeazd o “descriere” a starii sistemului in functie de starea tuturor
componentelor si se stabilesc succesiunile de stdri trecute ale sistemului, adicd “istoricul”
sistemului. Metoda de studiu cea mai indicatd este aceea bazatd pe exeperimentarile efectuate
direct pe sistem (dacid ele sunt posibile). Nu orice sistem poate suporta sau admite incercarile
directe; daca experimentarile de acest fel pot “vatama” ireversibil sistemul (cazul in care nu este
posibild asa-zisa procedura “cut-and-try”, adica “taie si incearca”), i modifica starea reald, sunt de
duratd si nu dau rezultatele in timp util, nu au precizia informationala necesara s.a.m.d., atunci
singura cale mai eficientd de studiu si analizd a sistemului este simularea. In prezent —la nivelul
anului 2002—, simularea este o faza initiala care se utilizeaza intotdeauna pentru oricare sistem,
chiar dacd acesta admite orice fel de experimentare directd, deoarece simularea interactiva,
realizata cu produse informatice specializate (de mare precizie si viteza), permit analiza unui mare
numar de variante si stiri pe care sistemul real —desi le poate avea— nu este capabil sa le
indeplineasca efectiv in timpul experimentului. Alteori, ca in cazul unor activitati de conceptie-
proiectare, sistemul nici nu existd in mod fizic (!). Pentru realizarea unei simulari concludente
trebuie ca in prealabil sa se stabileascd un model al sistemului, ceea ce se poate obtine (eventual !)
prin tehnica identificarii proceselor din sistemul analizat (prin asa-numita modelare). Modelarea
se defineste ca o procedura a analizei de sistem prin idealizarea matematica a Intregului sistem sau
a unor parti din sistem. Rezultatul ei este elaborarea modelului sistemului, sub forma unor
reprezentdri matematice a relatiilor din sistem. Prin urmare —in acceptiunea din teoria sistemelor
(acceptiune ce a fost adoptatd in cadrul acestui manual)— prin model se iIntelege numai
reprezentdrile matematice (care pot descrie, in sens semiotic, starile reale ale unui sistem fizic).

in procesul de modelare si simulare, odata modelul stabilit, acesta reprezinta sistemul, orice
succesiune de stari a modelului fiind interpretata ca o succesiune de stari a sistemului, asa cum se
arata in figura 9.9.
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Adesea, acelasi sistem poate fi reprezentat l STEM }7
prin mai multe modele diferite; de exemplu ]
procesul electrocinetic, al conductiee electrice,
dintr-un conductor masiv poate fi descris printr-
un model format din ecuatii cu derivate partiale [STRFAMOPELULUY
(cazul ecuatiilor lui Helmholtz — a se revedea
subcapitolul 7.2) sau uneori —mai bine (atunci

cand conductorul are forme geometrice
neregulate)— printr-un model discret, format din

STAREA SISTEMULUI

DESCRIEREA STARII
SISTEMULUI

DESCRIEREA STARII
MODELULUI

SUCCESIUNEA DE STARI
A SISTEMULUI

SUCCESIUNEA DE STARI|
A MODELULUL

®

SIMULARE ]

ecuatii cu diferente finite sau ecuatii matriceale —] | L=

(v. subcap. 5.6 si subcap. 7.4). Masura in care |mon§:wa |sw[,']u[,E |S‘,””E*‘.‘<'.‘ |s|],m.1,\RE |

modelul este “c()mplet” $1 “ﬁdel” depinde de SIMULARE | SIMULARE | ANALOGICA | NUMERICA

problemele la care se cauta raspuns, de stadiul _ |

cunoagterii  sistemului i a legaturilor sale % ©r % o

exterioare_ m ?c‘iﬁ‘?ﬁo’;‘l‘“ DE SIMULARLE
Scopul simuldrii constd in determinarea SIMULARE HIBRIDA

starii reale a sistemului analizat prin rezolvarea .

modelului ce-1 reprezintd. Existdnd —in principiu— Fig. 9.9

doua cai distincte de rezolvare a ecuatiilor unui model (prin dispozitive analogice sau prin calcule
analitice-numerice), exista si doud procedee de simulare diferite:

- simularea analogica sau simularea pe sistem care constd In reprezentarea relatiilor din
sistemul studiat printr-un analog sau simil fizic denumit simulator;

- simularea pe model care consta 1n efectuarea calculelor de rezolvare analitica a ecuatiilor
modelului, dupa ce acesta a fost adus (daca este posibil) intr-o forma, numita model de simulare,
care s indeplineasca conditia de solvabilitate.

Simulatorul este si el tot un sistem, care “inlocuieste” in scopul studiului (analizei) sistemul
dat; de aceea se obisnuieste (pentru o mai neta distinctie) ca sistemul dat initial (de studiat) sa fie
numit sistem-obiect sau original. Daca simulatorul este de aceeasi naturda fizica cu originalul,
simularea este de tipul unei similitudini, iar daca sunt de naturi fizice diferite simularea este de tip
analogic.

Un caz particular (desi, in prezent, generalizat) al simuldrii pe model il constituie
simularea numerica, in care un sistem de calcul automat — numeric universal (ca, de exemplu,
calculatoarele asa-zise personale, de tip IBM —PC) este utilizat la prelucrarea datelor originalului
reprezentate intr-o forma simbolica (elemente finite, diferente finite, matrice, calcul variational
etc.), caz asupra caruia vom reveni.

Un alt caz particular al simularii, il constituie simularea hibrida, care combind avantajele
simularii analogice cu acelea ale simularii numerice.

Prin urmare, simularea consta 1n utilizarea analogiilor fizice (cu ajutorul simulatoarelor) sau
de calcul (cu ajutorul modelelor de simulare), ca mijloace de explorare a comportarii unui sistem-
obiect (original), pe baza faptului ca intre elementele simulatorului / modelului de simulare si ale
originalului poate fi stabilitd (existd) o corespondenta biunivoca).

Izomorfismul. Esenta corespondentei biunivoce: original <> simulator o constituie
izomorfismul, prin care de altfel sunt fundamentate modelarea si simularea. Dupéd cum se stie, in
teoria grupurilor din topologie izoformismul se defineste precum urmeaza:

fiind date doua grupuri G si H, se numeste izomorfism al lui G in H o aplicatie f care
asociaza fiecarui element @ € G un element fla) € H, astfel ca pentru V(a,b) € G sa existe:

(i) fla byAa) fib);

(i1)) AAG) = H , asa-numita proprietate de epimorfism;

(iii) fla)=f(b) — a=b, proprietatea de monomorfism, unde ab este un element din G asociat
perechii (a,b) de elemente din G printr-o operatie binara, asociativd, cu element unitate la dreapta
si inversibila la dreapta.
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Pe baza acestei definitii si a teoremelor de izomorfism, reiese ca asociind unul din grupurile
izomorfe sistemului-obiect, celalalt se asociaza simulatorului; in acest fel, originalul si simulatorul
alcatuiesc, pe planul modeldrii, doud grupuri izomorfe, ceea ce constituie de fapt conditia
simuldrii.

Prin utilizarea notiunilor din teoria grupurilor se poate stabili un model, bazat pe
izomorfism, a simularii sistemelor, precum urmeaza.

Fie Cs asa-numita “categorie a sistemelor” care consta:

(j) dintr-o clasé de obiecte, notata ObCs si denumita clasa sistemelor;

(jj) pentru orice pereche ordonatd de obiecte (/, E) este data o multime Cs (I,E)= ={f.g,...}
ale cdrei elemente f, g,... se numesc morfismele cu intrarea [ si iesirea E. Pentru un fe Cs(I,E) se
scrie f: [ — E, care se citeste “‘f este un morfism de intrare (sursa) / si iesire (adresa) £”;

(4jj) pentru doua perechi oarecare distincte (I,E) si (/,E’) se admite cd Cs(/E)
NCs(I',E")=0;

(v) pentru orice tripletd ordonata de obiecte (/,E,X) ale clasei ObCs este definitd o aplicatie
de multimi:

0([,E,X):Cs(I,E)xCs(E,X)—> Cs(1,X),
numitd compunerea morfismelor, care se mai poate scrie si in forma:
0(,E,X)o(f,g)=go°f, VgeCs(E,X) si VgeCs(EE);
compunerea morfismelor este asociativa, adica:
ho(ge f)=(hog)e f;
(vj) pentru V/ € ObCs; multimea Cs(/,/) contine cel putin un element notat 1; care este

denumit morfismul identic al lui 1.

Atunci, notiunea generica de sistem (original) se defineste printr-o categorie care constd din
doua obiecte (/,E) si din multimea morfismelor Cs(/,E).

Cazuri particulare de sisteme sunt:

- sistemul segment care este o categorie formata din doud obiecte (/,E) si trei morfisme

HplESf1f 1= E};
- sistemul cuplu care este format din doud obiecte (LE) si patru morfisme
{plpfglfigd — E}; 7

- sistemul reprezentat printr-o categorie ale cirei obiecte sunt triplete ordonate (I,f,F), adica
categoria morfismelor lui Cs, notati MCs. Daca (If,E), (I'f,E’)e ObMCs, atunci
MCs[(LLE), (L .f ,E™)] este multimea tuturor perechilor de morfisme
{(;B)|a: I > I',B:E—>E", floa=Po f}.

Simularea este, in esentd, o activitate de investigare strict experimentald. In numeroase
cazuri, studiul experimental al comportirii sistemului—obiect, direct pe original, nu este posibil. in
legatura cu aceasta, sa presupunem ca sistemul S format din tripleta de obiecte (/,/,F) nu admite
observari experimentale, in timp ce un alt sistem S~ format din obiectele (/’,f’,E’) permite un
studiu experimental direct.

Avem de-a face in acest caz cu

¥
L ! B r—=—y D H/M simularea pe sistem (simulator), care
&i lﬁ f l / l lg s poate fi conceputd ca studiul
[ ———— E' E' E R k - experimentat al morfismelor f prin

; g 5 2 . intermediul morfismului f°, conform

) diagramei comutative din figura
Fig. 9.10 9.10a, adica studiul compunerii
morfismelor in categoria morfismelor lui Cs. Daca [ este un izomorfism inversibil, atunci

1

f=PB "o floa; dacid numai o este inversibil, atunci f'=B o foa”', iar daci o si B sunt

. . . . . . —1 .. . -
simultan izomorfisme inversabile, atunci asocierea f ~— B foa~ este o bijectie canonica de la
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multimea Cs(I’,E’). In acest fel, diagrama comutativa din figura 9.10a nu este altceva decat o
reprezentare graficd a modelului simularii pe sitem (simulator).
In ceea ce priveste simularea pe model, sa notdm cu [S] clasa sistemelor izomorfe si cu S;

un “reprezentant” al acestei clase. Clasa tuturor sistemelor lui Cs izomorfe cu S se numeste tipul
lui S. Relatia dintre doua sisteme izomorfe este o relatie de echivalenta deoarece daca f:S— S’
este un izomorism §i .S’ —>S” este tot un izomorfism, atunci si fof :S'—> S§" este, de
asemenea, un izomorfism.

Pentru sistemele segemnt izomorfe, S si S’ sunt si ele categorii; deci a considera ca S si S’
sunt izomorfe inseamna a admite un izomorfism functorial /.S — S’, ceea ce revine la faptul ca F
este un functor bijectiv si deplin fidel. Aceasta conduce la concluzia ca o si B sunt izomorfisme.

Pe baza acestor considerente, se poate afirma ca modelul M al unui reprezentat S, al clasei
sistemelor izomorfe [S] este si un model al tipului S. intr-adevar, daci pn:S, > M, atunci
g5, —>S, si rezultd po g':S, > M. In particular, daci M este de forma g:D—R, unde D
reprezintd datele initiale si R rezultatele finale, se poate construi diagrama din figura 9.10b din
care rezulta:

yoa ' :I'>D i §oB:E'>R.

Deci simularea pe model are ca obiect studiul experimental al morfismelor tipului unei
clase de sisteme. Diagrama din figura 9.10b reprezintd atunci un grafic al modelului simularii in
cazul mai general cand S si S’ sunt de tipuri diferite, iar M este model al tipului S.

In concluzie:

- daca Oeste un izomorfism inversibil, atunci simularea pe model constd in studiul

morfismului £ =8"ogory;
- dacd izomorfismul B este ireversibil, atunci simularea pe sistem (simulator) constd in
studiul morfismului f =B~ o f'oq.

Din cele de mai sus rezultd posibilitatea construirii unei categorii a modelelor cu
Me ObCm, precum si existenta unui functor F:Cs — Cm. Prin alegerea unui reprezentant S, al

fiecareui tip [S], se obtine un schelet Cs’ al categoriei Cs. Ca urmare, rezultd si un functor deplin
fidel F:Cs’— Cm, in virtutea faptului ca pentru V(S ,,S;) € ObCs' aplicatia F'(S4,Sp) este o

bijectie. Aspectul sub care ar putea fi studiate categoriile Cs si Cm, din punctul de vedere al
simuldrii, este urmdtorul: morfismul p:S§ — M se studiazd pornind de la un model initial M,

stiindu-se cd p, : S — M, este retractabil. Se construieste sirul M;,M»,M3,... si se admite ca
simularea este un proces convergent daca limita catre care tinde acest sir este si ea un izomorfism
u, S —> M, (i=1,2,3,...). Mai general, convergenta simuldrii poate fi exprimata prin unghiul din
figura 9.10c, in care morfismele m si p devin la limitd izomorfisme.

Simulatoare numerice. Calculatoarele numerice au devenit —si vor ramane— cele mai
performante simulatoare ale sistemelor fizice (obiect), oricat de complicate ar fi acestea. Pentru a
fi un simulator numeric, un sistem de calcul automat (un calculator — ca parte “hardware” si un
sistem de parograme de bazd — ca parte “software”) trebuie integrate intr-o tehnicd specializata
activitatii de simulare. Asa sunt produsele informatice CAD, ale caror performante sunt
determinate atat de factorii “software” cat si de factorii “hardware” (mai ales tipul arhitecturii
sistemului gazda).

In ceea ce priveste arhitectura calculatoarelor pe care pot fi instalate produsele CAD de
simulare, aceasta poate fi oricare din cele patru clase de calculatoare: de la cea mai simpla, asa-
zisa SISD (“Single-Istruction Single-Data”), care sunt cunoscutele calculatoare personale de tip
IBM-PC, la calculatoarele SIMD (“Single —Instruction Multiple — Data*), sau — mai noile clase
MISD si MIMD (care sunt calculatoare de tip paralel), precum si la calculatoarele inter-conectate
(retele de calculatoare), calculatoare multiple si sisteme de calcul distribuite.
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Produsele CAD de simulare a problemelor de camp (printre care si campul electro-
magnetic) sunt programe de tip utilizator sau programe de firma destinate noilor arhitecturi de
calcul, care —toate— se bazeaza pe modele de simulare de tip numeric, asa cum sunt metodele de
calcul variational, metoda retelelor (cu diferente finite) si metoda elementului finit, pe care le vom
prezenta in urmatoarele subcapitole.

9.2.2 Metode variationale

Majoritatea fenomenelor de camp electromagnetic au ca model original o ecuatie sau un
sistem de ecuatii cu derivate partiale (v. subcap. 1.4) de forma:

Lu=f (9.63)
unde u este o marime de stare a cAmpului electromagnetic, feste o functie cunoscuta iar L este un
operator diferential (liniar sau neliniar). Acest model se scrie pe baza datelor concrete ale
sistemului fizic analizat si care se referd la: domeniul Q=Q UX cu X =Fr Q, natura ma-terialului
corpurilor din Q (incluzand si eventualele suprafete de discontinuitate X3 — Q ), regimul in timp
(static, stationar, cvasistationar, nestationar etc.) si cinetic (referitor la vitezele corpurilor din (),
“sursele” si “puturile” de cAmp, conditiile pe frontiere ( X si X4 )-la limita §i conditiile initiale (in
timp), astfel incat —in termenii matematici— modelul (9.63) devine o probleme diferentiald sau cu
derivate partiale cu conditii la limita si initiale de tip:

- problema Dirichlet interioara relativa la Q:

{LuzfinQ

us =c ,

(9.63D i)

unde fsi ¢ sunt functii reale, definite, /& C° (5) sic€ C'(2);
- problema Dirichlet exterioara relativa la Q:

{Lu:fin E"-Q

U, =c

(9.63D ¢)

unde functia u este continui in (E"-Q)UZ, de clasi C* in E"-Q, limu(P)— 0uniform in orice
P—x

punct P, iar ¢ €C’(2);
- problema lui Neumann interioara relativa la domeniul Q:
Lu=f 1n Q
(9.63N ) { u=/f
Du,=c |,

unde D,u s reprezinti derivata partiald a functiei # dupa normala la £, ¢ €C°(Z), functia u fiind de
clasia C' in Q si de clasd C? in Q:

- problema lui Neumann exterioara relativa la Q:
{Lu =fin E"-Q

9.63N e
( ) Du,=c

unde derivata D,u 5 se calculeaza dupa normala exterioard la X, iar ¢ € C'(2), functia u fiind de
clasa C' in (E"-Q)UZ, de clasa C* in E" — Q si satisfacand conditia })im u(P) — 0 uniform;

- problema mixta (Fourier) interioara relativa la Q:
Lu=f 1mn Q
(9.63Fi) { !
u+gD,=c ,

unde f; ¢ si g sunt functii reale, definite, £ C° (Q) si ¢, g € C°(2);
- problema mixta (Fourier) exterioara relativa lui Q:
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Lu=/in E"-Q
{” / n (9.63 F )

u+gbDu,=c ,
unde ¢ , g € C’(2), derivata D, u se calculeazi dupd normala exterioard la ¥, u€ C'[(E"-Q)UZ] si
u€ C*(E™-Q), cu satisfacerea conditiei 113im u(P) — 0 uniform.

Pentru rezolvarea unei probleme de camp, avind modelul original de forma (9.63), prin
tehnici de simulare trebuie sd se determine modelul de simulare sau/si simulatorul corespunzator
problemei original dati de (9.63). In cazul simularii numerice, mode-lul de simulare este un
model discret care aproximeaza prin puncte problemele analitice cu functii continue (9.63), prin
rezolvarea lui cu un sistem de calcul automat obtindndu-se valori numerice u(M) ale functiei de
stare u in diversele puncte M ale modelului discret.

Un model numeric trebuie sa satisfaca cel putin urmatoarele doud conditii:

- sa asigure convergenta solutiei aproximative catre solutia exacta a problemei, utilizdnd un
numar cdt mai mic de puncte (noduri) M, in care se determind valorile functiei necunoscute:
u(M)— u(P), M €Q,, si PEQ, unde €, este un domeniu discret (o retea de noduri) prin care se
inlocuieste domenuil compact Q;

- sa fie adaptabil lucrului pe calculatoare numerice.

In modelarea si simularea numerica a sistemelor de ecuatii cu derivate partiale de tipul
(9.63), modelele numerice de aproximare a solutiei se pot imparti In doua mari clase:

- una este aceea in care se cautd aproximarea operatorilor diferentiali de domeniu si de
frontiera prin operatori mai simpli §i atunci se cautd solutia care sa satisfacd acesti operatori de
aproximare. Din aceastd clasd fac parte metodele cu diferente finite (v. § 9.2.3), prin care
operatorii diferentiali L se aproximeaza prin operatori diferenta finita L, (4 simbolizand, generic,
pasul 4 de discretizare a lui Qc E”, pe cele n directii de referinta);

- 0 a doua clasd de metode pastreaza forma operatorilor diferentiali si aproximeaza campul
necunoscut u prin #° si se cautd algoritmul care si dea cea mai buna aproximare posibila. In
aceasta clasa se afld metodele variationale, iar din metodele variationale, metoda elementului finit
(v. § 9.2.4) reprezinta una din metodele cu cea mai larga utilizare.

Metodele variationale de rezolvare a ecuatiilor cu derivate partiale, de tip (9.63), inplica
gasirea unei functionale al carei extrem este echivalent cu rezolvarea ecuatiei date.

Teoria modelarii numerice prin calcul variational (numit in trecut si calculul varia-tiunilor)
are doua lucrari de referinta: R. GLOWINSKI, J. L. LIONS, R. TREMOLIERES, Application des
methodes d’ optimisation, de defferences et d’ élément finis aux inéquations variationnelles,
Dunod, Paris, 1975 si R. GLOWINSKI, J. L. LIONS, R. TREMOLIERES, Analyse numeérique
des inéquations variationnelles, Dunod, Paris, 1976. Profesorii Lions si Glowinski, de la
universitatea “Paris VI” (de matematica) si colaboratorii lor de la IRIA LABORIA (L’Institut de
Recherche d’Informatique et d’Automatique) din Rocquencourt — Franta au format cea mai
prestigioasd scoala de simulare numerica practica a proceselor de camp, in special de camp
electromagnetic si termic.

Formularea variationala ofera anumite avantaje fatd de modelul diferential dintre ca-re cele
mai importante sunt:

- functionala (al cdrui extrem, maxim sau minim, se determind) poate avea o semnificatie
fizica importantd pentru insasi solutia problemei concrete date. De exemplu, in multe aplicatii
functionala reprezintd energia sistemului iar rezolvarea unei probleme de cdmp electrtic sau
magnetic prin minimizarea energiei, inseamna un volum (o masd) a dispozitivului calculat
(dielectric sau miez magnetic) mai mica;

- integrandul contindnd derivate de ordin mai mic decat operatorul diferential, permite
obtinerea solutiei problemei intr-o clasd mai largd de functii;

- pot exista formulari variationale reciproce pentru aceeasi problema, fiecare functionala
avand semnificatii diferite;
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- permite demonstrarea existentei problemei de camp;

- permite tratarea unor conditii pe frontierd oricat de complicate din punctul de vedere
natural.

Nu dispunem de volumul necesar pentru a putea trata echivalenta modelelor variationale cu
modelele diferentiale corespunzitoare, care —de fapt— in fiecare caz concret trebuie precizata
conform situatiei sistemului original. Totusi —in principiu— daca sistemul dat este reprezentat de
un model de forma (9.63), in care L este un operator pozitiv, adica:

I uludQ>0,

Q
atunci solutia problemei diferentiale cu conditii pe frontird omogene, de forma (9,63 D I), este
unica §i minimizeaza functionala patratica:

i(u)=juLudQ—2jufdQ,
Q Q

unde /= Lu din (9.63).

Cazul conditiilor pe frontierd neomogene se poate reduce la cazul cu conditii omo-gene
printr-o transformare a functionalei I(x), incat s includd operatori diferentiali care actioneazi pe
frontiera domeniului spatial. De exemplu, in cazul unei probleme mixte (9.63 Fi), in E’cu (9.63) o
ecuatie Poisson, intr-un sistem de referita cartezian se scrie:

Au= f(x,y,z) in V(x,z,y) e QcC E’
us =g,(x,y,2)

ou
a-’-auz =g2(x,y,z),

unde f, g1, g, s a sunt functii cunoscute, n este directia normalei la X =FrQ in punctul (x,y,z)
€QCcE’ iar A este operatorul laplacean, functionala echivalenti in calculul variational fiind:

J(u) = j(wf dsz-zjf udQ + j(auz—zgzu)dz ,

(v. paragrafele: 2.6.3,4.1.2 51 5.6.1).

O cale mai generala pentru gasirea modelului variational in cazul unui sistem diferential cu
conditii pe frontiera specificate, de formele (9.63), este folosirea diferentialei Frecht. In cazul
ecuatiilor neliniare descrise de operatori care nu sunt autoadjuncti, s-au cautat formulari
variationale echivalente, care insd nu poseda avantajele variationale clasice. De exenplu, se poate
intampla ca functionala echivalentd ecuatiei date sa nu fie stationara in punctele de extrem.

9.2.3. Modelele de simulare cu diferente finite

Metoda diferentelor finite, cunoscuta si sub numele de metoda retelelor, este o procedura
de aproximare a solutiei problemelor cu conditii la limitda de forma (9.63xx), aratatd in
subcapitolul precedent, prin modele numerice (in esenta ecuatii cu matrice) usor de rezolvat prin
tehnicile de calcul automat (cum ar fi un calculator de tip IBM — PC ce dispune, de exemplu, in
partea sa de “software”, de produsul MATLAB —v.§ 9.3.1.).

Rezolvarea problemelor cu conditii la limitad prin metoda retelelor consta, in esentd, in
inlocuirea (aproximarea) ecuatiilor cu derivate partiale —de forma (9.63), adica Lu(P) = f(P),
VPeQ- prin ecuatii cu diferente finite — de forma L, u(M) = AM), VMeRc Q, unde M sunt
nodurile unei retele R cu pasul 4 — solutia problemei obtinandu-se sub forma unui tabel cu date
numerice u(M), care reprezintd valorile determinate de functia # in nodurile M ale unei retele
(regulatd sau neregulatd, cu pas 4 egal sau neegal) aplicatd domeniului de definitie Q. Aceste
valori numerice se determind prin rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare, care se obtin
prin “discretizarea” ecuatiilor cu derivate partiale in punctele retelei alese. Precizia de rezolvare —
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ordinul de aproximare notat cu O(#)— este determinata de: forma si pasul retelei, tipul expresiei de
discretizare a derivatelor partiale (operatorul discret L,), modul de aproximare a conditiilor pe
frontiera si tehnicile de calcul (procedee si echipamente) utilizate.

Metoda retelelor de discretizare a ecuatiilor cu derivate partiale. Pentru aplicarea
metodei retelelor, se aleg in domeniul Q —de definitie a functiei u— marginit de frontiera X, un
sistem de puncte M, denumite noduri, situate discret in Q = Q U X, care formeaza o multime R
(astfel cd M e R), denumita refea de discretizare (intotdeauna R — Q). Practic nodurile M ale
retelei R se obtin ca puncte de intersectie ale unui sistem de drepte ce se translateaza cu pasii
hyhy,h. dupd directiile paralele cu axele unui sistem de reprezentare a punctelor P € Q E.
Pentru a se da o imagine sugestiva a acestui mod de alegere a nodurilor M € R, se reprezinta in
figura 9.11 cazul unui domeniu plan (Q — E?) si a unui sistem cartezian ortogonal xOy de
reprezentare a punctelor.

Alegandu-se, dupd cele doua directii Ox si Oy, pasii A, si respectiv A, care au valori “mici”
(insd sunt exprimate de numere strict pozitive) si ducandu-se doud familii de drepte (unele
paralele cu axa Ox si distantate intre ele cu #,, iar altele paralele cu axa Oy si distante intre ele cu
pasul 4,), se obtin, la intersectia acestor drepte, o .
multime de puncte; acele dintre aceste puncte care o /
sunt cuprinse in Q= QUX si care se noteazd cu M, . Ny 11
denumindu-se si noduri, formeazi reteaua de | // ]%1\ e
discretizare R. [ 11 1 *\

Deoarece fiecare nod al retelei poate fi
reprezentat prin coordonatele sale fatd de sistemul \ [
de referinta ales (de exemplu, in cazul din figura N\ -
9.11 fiecare nod M are coordonatele (m.h.,myh,), - - %
unde m, i m, sunt numere intregi si pozitive care .
indica numarul de pasi &, si respectiv, A, existente Fig.9.11
de la nodul M pana la axele Ox si Oy, atunci reteaua de discretizare R poate fi exprimata (in cazul
tridimensional) prin multimea de noduri:

R={M | M=(m.h,myh,,m:h.); mym,,m. € N={1,2,....n}; hy,h,h->0}.

Retelele pot fi, dupa modul cum sunt aranjate nodurile in functie de sistemul de coordonate
ales, cu pasi egali sau cu pasi neegali (cazul precedent al lui R). La retele cu pasi egali:
hy=h,=h.=h si ele pot fi exprimate prin multimea:

R = {M| M=(m.h,m,h,m.h); m,m,m. € N; ,h>0},
unde N este multimea numerelor naturale.

Retelele cu pasi neegali, care au “ochiurile” de forma dreptunghiulara, sunt utilizate in
special in cazul domenilor Q a caror frontierd X este “foarte” neregulata (de exemplu in forma de
“deget”), pentru a se putea “acoperi” mai bine portiunile domeniului Q din apropierea frontierei.
Existd, asa cum se va arata mai incolo, si retele cu ochiuri triunghiulare sau cu ochiuri
hexagonale, precum si retele in coordonate cilindrice, in coordonate polare, in coordonate sferice
(in general, in coordonate curbilinii).

Pentru discretizarea derivatelor partiale pe aceste retele R se aleg (aproape in exclusivitatea
cazurilor) numai noduri vecine nodului in care se face discretizarea. In legitura cu acest fapt, se
introduce o noud notiune si anume aceea de structura caracteristica a retelei, care se defineste
in modul urmator: daca M; este un nod “curent”, adica un nod care “maturd” intreaga retea R (deci
i=1,2,...,n, unde n este numarul nodurilor MeR —Q), atunci se numesc noduri vecine multimea
de noduri R,cR definite prin:

R,= {M| M=[(m,+k)h,,(m,+k)h,,(m.+k)h.]; m,m,m. € N ; k=-1,0,1; h,h,,h.>0},
¢ fiind numarul de noduri vecine lui M; care este nodul central (in spatiul E', g=2; in spatiul E*,
g=4 sau 8, iar in E, =6 sau 18 sau 26 noduri vecine).
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Aceastd multime R,C R, de g+1 noduri vecine intre ele pe R (incluzand si nodul central)
este denumita structura caracteristica. Deci, o structurd caracteristica intr-o retea cu ochiuri pétrate
sau dreptunghiulare poate avea 3, 5, 9, 7, 19 sau 27 noduri. Intr-o retea triunghiulard R, are 7
noduri (in £7), iar intr-o retea hexagonali 4 noduri (in £%).

Odata aleasa reteaua R si structura caracteristicd R,, discretizarea ecuatiilor cu derivate
partiale se face aproximandu-se operatorul L al derivatelor partiale (adica Dx, Dy, Dz, D*%, Dzyz’
DZZZ, szy, Dzyz, Dzzx, D4x4, D4y4, D4Z4, D4x2y2, D4y222, D422x2, ...) prin operatorii diferenta finita Ly,

Operatorii — diferentii. In practica prelucrarii numerice a datelor u(M) = u;, pe retele de
discretizare (MeR, ieN) se utilizeaza urmatorii operatori — diferenta (definiti in continuare dupa
una din oricare axi de referinta pentru M in E°):

- diferenta la dreapta A sau diferenta inainte:

Au;=u —u; (i=1,2,...,n);

- diferenta la stanga V (diferenta Tnapoi):

Vui=u;—u;y (i=2,3,...,n);

- translatia E:

Eu; = u;y;
- diferenta simetrica 6:
Ou; = Ui, — Uiy,
- media W:

1
U, = ) (Uivy, + uiy).

Toti operatorii diferentd definiti anterior sunt operatori liniari (asociativi, distributivi si
comutativi) si admit inversul sau (de exemplu: Ay = Ui~ S1 A(A'lui) =Aui—Au; = U0 — Ui—
Ut u; = u;—u; +u; = 1 u;, dect A -A'1=1).

Repetarea unui operator se poate reprezenta prin puteri (exponenti reali, pozitivi sau
negativi). De exemplu: A(Ay;) = Au; si are efectul: Au; = AUy - 1) = At —AU; = Uig — Uiy — Uiy
+ u; = uyn — 2u + u; ete. Diferentele de ordin superior, calculate succesiv, duc la aga-numitele
tabele cu diferenta utilizate la interpolari.

In practica —pe baza proprietitilor acestor operatori-diferenti— relatiile cu operatorii-
diferenta pot fi scrise intr-o forméa prescurtatd, prin renuntarea la scrierea variabilelor u; asa de
exemplu: A - (Au;) = A’u; se poate scrie direct A - A = A>. Ca urmare, utilizindu-se aceasti scriere
abreviati, se poate lucra cu acesti operatori aplicandu-le direct regulile algebrei elementare. In
acest fel, rezulta cd intre operatorii-diferenta exista urmatoarele relatii:

A=E-1=EA,
V=I1-E",
(9.64) §=E*-E”,
§F=A-V,

n= (E*+E),

S e
= — 3 etc.
Hy

Operatori—diferenti finiti. Sunt acei operatori, care utilizand operatorii—diferenta (definiti
la punctul precedent) aplicati functiei u# in nodurile retelei de discretizare R, aproximeaza
operatorii derivate partiale L prin operatori L, cu diferente finite intre valorile u(M), MeR,cR. In
acest fel, functia scalard de punct u: Pe Q — u(P) se aproximeaza prin valorile discrete U(M) din
nodurile MeR=Q ale retelei de discretizare. Astfel, pentru fiecare nod MeRcQ rezultd —prin
discretizare ecuatiei cu derivate partiale— o ecuatie algebrica cu cel putin g+1 termeni U(M),
MeRg si realizindu-se discretizarea ecuatiei Lu = f; cu derivate partiale, in toate cele » noduri ale
retelei R < Q se obtine un sistem de 7 ecuatii algebrice cu n necunoscute U(M). Prin rezolvarea
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acestui sistem —de exemplu prin utilizarea produsului MATLAB (v. § 9.3.1), foarte usor de
aplicat, mai ales cd matricea necunoscutelor U(M) este o matrice rara, in forma de banda— se obtin
cele n valori U(M) care aproximeaza functia u din ecuatia cu derivate partiale.

Operatorii-diferente finite L, se obtin pentru fiecare tip de operator diferential L, in functie
de forma retelei de discretizare R si de spatiul lui Q (practic E* sau E°). De exemplu pentru

ueQcE' (pe o dreaptd, s zicem Ox) operatorul L este Lu = % = Du si reteaua de noduri RcQ

este un sir de noduri i = 0,1,...,n, adicd n+1 noduri, in care functia u ia valorile #; In nodurile x; (i
=0,1,...,n) situate la distante, sa zicem egale, cu pasul & = x;; - x; (i = 0,1,...,n). Atunci:
Luz—=Du,,
dxi
unde D=L este, aici, operatorul de derivare de ordinul 1, care este un operator liniar.
Dupa cum se stie din analiza numerica, daca valorile lui x; sunt situate la intervale egale 4,
o valoare u;; din alt punct al sirului de noduri, poate fi exprimat in functie de valoarea dintr-un

punct imediat vecin u; (prin dezvoltarea in serie Taylor):
2 3

U1 = u; + hDu; + h—Dzu. +h—D3u. e
2! 13 !

Utilizand operatorul translatie E, relatia precedenta se poate scrie sub forma :
2 3
Eu, =(1+hD+%D2 +%D3 + ),

sau prescurtat:

E=¢P
si folosind relatiile (9.64) se mai poate scrie:
= (1+4),
= (1-v)",
§=e"P — """ =2sh (L D), (9.65)
2
w=ch(LliD).
2

Din primele doua formule de mai sus reiese:
hD=InE=In(1+A)= —In(1-V),
care —dezvoltata in serie de puteri— da:

D=—(A——+___+__"'): (966d)
sau

bl YV VvV 9.66

h( M e ) (9.66s)

Din relatiile (9.66) rezultd operatorul-diferenta finitd pentru aproximarea operatorului de
derivare L=D:

Du, = l(Aui —1A2u, +1A3u,. —lA“ui +1A5u,. -, (9.66A)
h 2 3 4 5
cu diferente la dreapta A sau:
Du, = l(Vul. +1V2ui +1V3ui +1V4ui +1V5ui +:0), (9.66V)
h 2 3 4 5

cu diferente la stanga V.

Prin ridicarea la patrat a formulelor (9.66) se obtine operatorul-diferentd finitd pentru
aproximarea operatorului L=D*=d”/dx” al derivatei de ordinul doi pe axa Ox. De exemplu,
utilizindu-se formula (9.66A), cu diferente la dreapta A, rezulta:
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(9.67) D’u, =L2(A2u,. —Nu, +1—1A4u,. —EASM,. +-00).
h 12 6
Mult mai utilizat in practicd decat formulele (9.66) sunt relatiile care folosesc diferenta
simetrica . Astfel, plecand de la expresia (9.65) a lui d rezulta:

hD=2 arg sh %,

din care —prin dezvoltare in serie— se obtine:
3 5
i —apls L A(3) 13 1(8Y
22 32 2 4 5(2

2 2 2
D=5 F 4l
2231 2%.5)

Inmultindu-se aceast ultima egalitate cu 1 sub forma identitatii:

( 82 7%
1l 1+—] =1,
4

care rezultd din relatiile (9.64), se deduce:

2\
2hD=u1+6— . 6—i53+165—m,
4 24 640

de unde —dupa efectuarea operatiilor din membrul drept— rezultd formula cu diferente simetrice
pentru calculul numeric al derivatelor de ordinul 1 §i anume:

(9.68) Du,ziu 5u[—lSSu,+L85u,—L67u,+--- .
2h 6 30 400
Ridicandu-se la puterea k£ (k=2,3,4,...) relatia (9.68) se obtin formulele cu diferenta

simetrica pentru calculul numeric al derivatelor de ordin superior:

sau:

(9.69) Du, :Lz 5u, _i54u[ +L56u[ —Légu[ rol,
h 12 90 560
1 1
DSui = 3 B 63“[ _—SSM,. +L67u[ —e |,
2h 4 120

D4ul_ =L4 54141. _166% +L68ui _,
h 6 240

toate aceste formule ale operatorilor-diferentd finitd aproximand operatorii de derivare cu o
anumiti eroare, ordinul acestei erori —notat cu O(A")— depinzand, evident, de numarul de termeni
omisi in sirul seriei de dezvoltare si de mirimea pasului / al retelei de discretizare R alese pe Q.
Prin acest procedeu se poate determina usor operatorul — diferentd finita pe retele de noduri
pentru orice fel de operator L cu derivate partiale. Astfel, in cazul tridimensional (Q < E*) si o
retea de discretizare R rectangulara cu pasi neegali. Notand nodul central al structurii
caracteristice R, (care este nodul curent prin care se baleiazd intreaga retea R), adica
M=(m_ -h,m, -h,m_-h), intr-o formd care sd simplifice scrierea §i anume M = (i, j,k)

i,j,ke N si utilizdnd numai primul termen al formulelor (9.66A) si (9.67) se obtin urmatorii
operatori — diferenta finita:

D u(M)= hi Au(M)+O(h?) = hi [UG+1,/,k)-UG, j,k)]+ O,

x X

unde O(h}) este ordinul de aproximare al derivatei partiale de ordinul unu du/ox ;
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D,u(M)= hi UG, j+Lk)-UG, j. o]+ 00?); (9.70)

y
D_u(M) =hi (UG, jk + D -UG, 0]+ OGh?)
DLu(M) =L [UG+2,1,0) = 20 G +1,,0) + UG, K]+ 0GR
D*.u(M) =h%-[U(i,j +2,k) = 2U (i, j + Lk) +U(i, j,k)]+ O(h?) ; 9.71)

Dizu(M)zhLz-[U(i,j,k+2)—2U(i,j,k+1)+U(i,j,k)]+ O(h?).

Daca se utilizeaza formulele cu diferente simetrice (9.68) si (9.69), atunci se vor obtine alte
forme de discretizare a operatorului L (cu derivate partiale) —scrise In continuare numai pe directia
Ox— care sunt mai simplu de aplicat tocmai datorita simetriei:

D u(M) =%- [UG+1,/,k)-UG -1, j,k)]+O0(h*), 9.72)
D’ u(M)= hiz [UG+1,j,k)=2U(, j, k) +U(i -1, j,k)]+ O(h?). 9.73)

Derivatele partiale in raport cu y si x se scriu in mod asemanétor, cu singura deosebire cd se
va opera asupra coeficientilor j (pentru y) si k (pentru x).

»Combinand” aceste formule putem determina si operatorii-diferentd finitd pentru

derivatele partiale de forma D”™""; astfel, spre exemplu, in bidimensional (Q c E*):

xPylz

D2 u(M) = [UG+1,j+)-UG+1,j-D)=UG =1,/ + )+ UG =1, j - )]+ OCh . h,) (9.74)

xVy

Pentru operatorul laplacean, in plan, L=A =0 /ox* +0° /0y* = sz +Dj2 , In cazul unei retele
patrate cu pasi egali (4, =h,=h), rezultd prin aplicarea formulei (9.72) pe o structurd
caracteristica cu ¢ =5 noduri (unul central si celelalte 4 noduri vecine luate pe directia axelor:
i—-1,j—1si j+1):

Au(M) = szu(M) + Dizu(M) =

1 (9.75L)
= [UG-1,7)+UG, j—D)+UG+1,/)+ UG, j+1)—4UG, )]+ O(h*).

Dacd, pentru simplificarea scrierii, notdam nodurile structurii cu 5 puncte prin: M = (i, j);O
(nodul central) si (i — l,j);1 , i+ 1,j);2 , (I, — 1);3 , (I, + 1);4 (nodurile vecine imediat lui

M =0 pe cele doud axe), rezulta urmatoarea formula simpld pentru discretizarea laplaceanului (in
plan):
1
Au(M)zh—z-(U,+U2+U3+U4—4U0)+0(h2). (9.75L+)
Deci, pentru rezolvarea numericd a unei probleme cu conditii la limitd in care intervine
ecuatia lui Laplace, in plan, aceasta se Inlocuieste (se aproximeaza) prin ecuatia cu diferente
finite:
Au=0— U, +U,+U,+U,-4U, =0, (9.75La)
iar pentru ecuatia lui Poisson (in plan):
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(9.75P) Au=f—> U +U,+U,+U,-4U,=F,,
care au ordinul de aproximare O(h”) .
Structura caracteristica cu 5 puncte poate fi aleasd si prin utilizarea nodurilor vecine nodului

central M, = (i, j);O situate pe diagonale (la “distanta” V2 ), adica (i—1,j- 1);5 ,

(+1,j-1)=6, (i—1,j+1)=7 si i +1, j +1)=8, rezultand pentru laplacean:

Au(M)=2}ll2 JUG=1,j =D +UG+1,j D)+ UG +Li-D)+ U +Li+1)=4UG, j)]+ O(h*)
sau.
(9.75LX) Au, =#-(U5 +U, +U, +U, —4U,)+O(h*),

care formuld nu diferd de (9.75L+). Singura diferentd consta in aceea cd punctele sunt mai

distantate, pasul fiind egal aici cu diagonala ochiului, adica cu V2h , Insa 1n discretizare precizia
este aceeasi pentru ca, fata de (9.75L+) cu distanta de un pas / intre noduri, in formula (9.75LX)

se imparte cu 24° (in loc de h*).
O precizie mai bund se obtine dacd se combina cele doud formule de discretizare (9.75L+) cu
(9.75LX), luandu-se (in plan) o structurda cu g =9 noduri vecine (toate punctele posibil vecine)

nodului central M =(i, /)=0, adici (i—1/)=1, (i+1j)=2, (,j—-1)=3, (j+1)=4,

(i—l,j—l);S, (i+1,j—1);6, (i—l,j+1);7 si (i+1,j+1);8, caz in care se obtine pentru

lapalcean un model discret ce realizeazi cea mai buni aproximare O(#*) in plan si anume:
(9.75L") Au(M)=Au, =#-(4U1 +4U, +4U, +4U, +U, +U, +U, +U, —20U,) + O(h")

Operatori-sablon. In practici, pentru o reprezentare mai expeditivi si in acelasi timp
intuitiva, se obisnuieste ca formulele cu operatori—diferenta finitd (9.72), (9.73), (9.74) si (9.75) sa
se reprezinte grafic, prin asa-numitii operatori—sablon, care se construiesc in modul urmaétor:

fiecarui nod al retelei caracteristice R , 1seasociazd o ,,casuta (reprezentata grafic printr-un patrat

sau dreptunghi) in interiorul careia se inscrie coeficientul corespunzator al valorii discrete U din

formula de discretizare. Sablonul este simetric fata de punctul central M = (i, j,k) =M, ;0 side
aceea se scrie numai o singurd data, intelegandu-se cd lui i se aplica intreg operatorul sablon.
Casuta nodului central se marcheaza cu un punct, iar intreg sablonul reprezintd direct
operatorul—diferenta finitd L, .

Redam in continuare operatorii—sablon pentru operatorii—diferenta finita aratati la punctul
precedent, folosind aceeasi numerotatie, pentru identificarea lor, urmata de litera s.

L

h 0
-1
. 1
(972 X) s Dxu(l,J,k) :ﬁ " Uo +O(hf)
1
X
Lh
oo |
©.72y)s PutiBy=g, = ilo] 1] v,«om) 0—>
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L,

1
Du(i,jby=—— |0 U,+0) (9.722) s

* ]
|
0
Lh
1
Dlu(is jik) = 5 U, +O0(h}) 9-73%) s
N
Lh
9.73
Diui.Jk) =51 Uy +0th) o
Lh
1
.. 9.73 z
Diu(z,J,k)=2h2 2| U, +0(h}) ( )¢
’ 1
Lh
PR i 9.74
D? u(i, j,k) = 010.10 |U,+0O(h,,h,) ©74)s
' M I O o
Lh
| 1
_ _ 2
Au(M) =5 | 1 14.1 U, + O(h%) (9.7514) s
Lh
1]o]1
Au(M)=—= 0 —4 0 lu, +o?) (9.75 L0) s
110
Lh
E 4 |1
Au(M) = [4 2014 | U, + o) O75LX) s
4 |1

La acestia mai adaugam alti cativa operatori utilizati adesea in studiul pe modele numerice

a campului electromagnetic:
- discretizarea laplaceanului pe o retea pland cu ochiuri triunghiulare si o structurd R =7

noduri vecine:
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\AVAV, |

Au

%(ZG:UX —6U,) +O(h*);

s=1

ozh_z

/o /N /NN

Y

- discretizarea lapalceanului pe o retea pland cu ochiuri hexagonale i o structurd R, =4

noduri vecine:

y . Auozhl—z-g(Ul+U2+U3—3UO)+O(h2);

X

- discretizarea laplaceanului in spatiul tridimensional pe o retea R cubica (cu pas egal
h,=h,=h,=h)siostructurd cu R, =7 noduri vecine (pe axe):

¥
z ‘r
L ] 2 Lh T‘

!

1
3 s AuM)=-5 |1 |-6[1| UG j.k)+O(h);
0 y

P

1 0=M(, j,k)

Aproximarea conditiilor la limita. Probleme cu derivate partiale de tipul (9.63), pentru a
putea fi rezolvate prin simulare numerica, in afara modelului discret al ecuatiilor eliptice pe care
le contin, trebuie sd li se realizeze si aproximarea ecuatiilor la limitd, date pe X=Fr Q, in
conformitate cu problema concretd avutd in vedere. Aproximarea conditiilor la limitd cere cel
putin aceeasi atentie si uneori un efort sporit Tn comparatie cu aproximarea interioard a ecuatiilor
cu derivate partiale. Aceasta deoarece In multe cazuri practice X=Fr Q are o topologie complicata
si 0 aproximare “sumara” ar face inutild acuratetea cu care s-au determinat ecuatiile cu diferente
finite pe nodurile Rc Q (interioare).

Aproximarea conditiilor la limitd impune parcurgerea urmadtoarelor etape: aproximarea
conturului (frontierei) si aproximarea conditiilor la limita.

Aproximarea frontierei constd in determinarea multimii de noduri X, care “reprezinta cel
mai bine” frontiera ¥ original data, stiind ca %= {M | MeRcY, Mg R} (v. fig. 9.12), unde X
este o frontiera poligonala (poliedrica) construitd numai pe laturile retelei de discretizare R, care
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aproximeaza cel mai bine pe Z=Fr Q. Daca X si R au forme regulate, atunci de cele mai multe ori
Y =3; in caz contrar in aceastd fazi, forma neregulatd a frontierei £ determini alegerea retelei R
sau modificarea ei adecvata (de exemplu, “Indesirea” ei) in apropierea lui Z.
Aproximarea conditiilor la limita, date de cea de-a doua ecuatie a sistemului de probleme
original (9.63), se face in functi de tipul problemei, asa cum se arata in continuare.
Apraximarea problemei Dirichlet original (“exactd’) (9.63D) se face prin urmatorul model
cu existente finite:
{LhU(M) =F(M) in VM eRcQ, (9.76)
UM)=CM)InVM e, , (9.76D)

unde M sunt noduri ale retelei de discretizare R, U este aproximatia iIn R a functiei original u
definitd peQ, F si C sunt aproximatii numerice in nodurile lui R si —respectiv— X, ale functiilor f
si ¢ date si L, este operatorul de discretizare (diferenta finitd) al ecuatiilor eliptice, determinat prin
formulele (9.75) pe diverse structuri caracteristice R,CR.

In cazul unei retele de discretizare cu pasi egali, insa foarte “deasd”,  se aproximeaza mai
intai printr-o frontird poligonali (poliedricd) X', formatd din laturile retelei R cele maui apropiate
de X. In acest caz, la scrierea ecuatiilor (9.76D) pentru fiecare mod MeX,cX, apropiat de X,

alegem un punct PeX astfel incat ‘W‘ <h sa fie minim, asa ca in figura 9.12 (unde este dat un

exemplu 1n plan) si atunci consideram:
UMy)=c(P), Mie%y, P, | M,P. | <hsi | M P |=min, ieN,
funtia c fiind data prin problema original (9.63D).

Dacd nu este posibild aproximarea lui ¥ prin X SR, atunci pentru nodurile MeR din
apropierea frontierei original X, care au o parte din nodurile vecine in afara lui Q (modurile M,
M,, Mg din figura 9.13), se scriu relatii de interpolare pe baza nodurilor vecine situate in R si a
punctelor P in care frontiera X intersecteaza laturile retelei de discreditare R, la distante
reprezentand fractiuni subunitare A din pasul h al retelei. Astfel, in cazul QcE? ecuatia (9.76)
scrisa pentru modul central M (fig. 9.13), daca aproximarea laplaceanului se face pe q=5 noduri
dupa modelul (9.75L+) sub forma:

A, +1 1 1 1 1
—U,--U,-=-U, - U, = C,s
4 2 2 1+, A,0+4,)
unde U=U(M;), M\€R; cs=c(P,), P,eX, functia c fiind datd de conditia la limita din probleme
original (9.63Di) sau (9.63De) si A=| M P, |/h (fig. 9.13).

eR,e02

M, M,
P,

P, h U, U, AR
.hil'
M, ~ | M
2 M, M, M,
/ PI L s - . y -

x eR

Fig. 9.12 Fig. 9.13

eR ek A z M, M, M,
\. > P, P z
— 3
: h ] g
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Se poate scrie si un model numeric pe structura R,=9 noduri ( adica nodul central M, si M, ,

M, , ..., My din figura 9.13), insa deoarece nodurile My ,M; si Mg sunt in afara retelei R, ele se

inlocuiesc cu punctele de pe frontiera X, Py, P; si Pg In care —prin interpolare pe nodurile
interioare M € R— se determina valorile c(Py), c(P7) si c(Ps).

Aproximarea problemei Neumann original (“exactd”) (9.63N) se face prin urmatorul

mopdel cu diferente finite:
{L,,U(M) =F(M) in VM eRcQ (9.77)
LUM)=C(M) In VMeX, , (9.77N)

unde M sunt nodurile unei retele de discretizare R, U este aproximatia In R a functiei original u
definita pe Q, F si C sunt aproximatiile numerice in nodurile lui R si, respectiv, X, ale functiilor f
si ¢ date, L, este operatorul de descretizare (diferenta finitd) al ecuatiilor eliptice, determinat prin
formulele (9.75) pe diverse structuri caracteristice R,CR si L, este operatorul-diferentd finitd ce
aproximeaza —prin formulele (9.72)— derivata de ordinul 1 luata dupa directia normalei nlas.

Atunci cand X=Fr Q se aproximeazi prin X, adicd o suprafati poliedrica construiti numai
pe laturile retelei de discretizare R (asa ca in figura 9.13), conditia (9.77N) se detine asa ca in
cazul care urmeazi. Astfel, daci QcE” (in plan) si £, £ si %, au forma din figura 9.14 (caz
frecvent in practica) atunci pentru nodul M, —considerand cazul structurii R;= 5 noduri (M, si cele
patru puncte pe axe)— rezulta:

D, u(M; }=D, u(M; )~c(P), M€%;, PieX (i=0.12),

unde c(P;) reprezinta valuarea functiei ¢, data prin (9.63Ni) sau (9.63Ne) ce aproximeaza derivata
partiald D, prin formula (9.72), dupa care se obtine:

1
Dyu(Mo);E(Uzt _U3)EC(P0):CO’

de unde rezulta:
Uy =2h cy+ Us
si inlocuindu-1 pe U, in modelul de aproximare pe cinci noduri (9.75L+) se deduce in final:
1 1
2U0 —EUI —EUZ —Uv3 ZhC,

care reporezintd (pentru cazul din figura 9.14 si ¢=5 noduri) aproximarea cu diferente finite a
conditiilor la limita (9.63Ni) sau (9.63Ne).
In cazul structurii Ry (M, , M>, ..., Mg vecine nodului M, central), rezulta in mod similar:

D uM)=U,-U,)/2hzc(F,)=c¢,,

Dyu(Ml)E(U7 —Us)/2h=c(R)=c,,

D u(M,)=U,-U,)/2h=zc(P,)=c,,
prin care se obtin valorile functiei discrete U in punctele din “afara” lui R:

U4:2hCO+U3, U7:2hC1+U5 $1 U8:2h02+U6,

care inlocuite in modelul de discretizare pe 9 puncte (9.75L) duc la ecuatia numerica:
1 1

1 1
SUO —U1 —U2 —2U3 —EUS —EUﬁ Zh(ZCO +5C1 +5C2),
de discretizare a conditiilor la limita (9.63Ni) sau (9.63Ne). In alt caz, ce mai poate interveni

adesea si ilustrat In figura 9.15, este acela n care nodul M4eE275 (deci este in afara retelei de
discretizare R). In acest caz, nodul “de afard” M, se inlocuieste cu punctul C4€X, in care frontira £

intersecteaza latura M M, . Notandu-se cu n,,n, si n, versorii distantelor M P, , M P, si,

M , P, care au expresiile:

no =i, + jo,, + ko, ; m=io,, +Jja,, + ko, sin)=io,, +Jo,, + ka,,
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in care ouy,0Ly,0 (i=0,1,2) sunt componentele verasorilor dupd cele trei axe ale sistemului de
referinta si stiind —conform relatiei (9.15)— ca derivata unei functii scalare dupa directia normalei
la ¥ este:
D,u=ioa, D u+ jo,D u+kaD . u,
se poate scrie, prin discretizarea operatorilor D,, D,, si D. cu formulele (9.70), dar aici in plan (cu
z=0):
1

7 w(B) —uMy)] =D, u(F) = a,Du(f)+0,D,uh),

%[u(ﬁ) —u(M)]=D,u(P)=0,Duf)+o,DulPF,),

1

xi[u(a) —u(M,)] =D, u(P,) = a,, D u(P,) + oty D,u(P,),

2
in care A,A; $i A, sunt distantele de la punctul P,€X la nodurile M,,M;,M,eR (fig. 9.15).

eE'-D
N,

e(E-D)er

Fig. 9.14 Fig. 9.15

Deoarece, conform conditiilor la limita (9.63N), P,eX: D,u(Ps)=c(Ps)=c,4, atunci, trecand la
relatia u(M;)=U,, si eliminand pe u(P,) din ecuatiile precedente rezulta:
U—Us=(ho0tor—r101) Dy t(Pa)+(Ao0toy—Ai0L1,)Dyuu(Py),
Ur—Us=(ho0tox—A200,0) Dot (Pa) H(hoOloy—A202,) Dyu(Py),
= Dxu(P4)+OLz Dyu(P4).
Eliminidndu-se derivatele partiale D,u(Ps) si Dyu(Ps) in aceste conditii se opbtine in
definitiv:
[A1(0u 0Ly —0 0t )—As (00— 00, ] Unt[Ao(00tor—0t1 0oy )—Aa (02010t 0,) JUI
H[Ao(0L1 0oy =010l ) A1 (00l 1—0L10L1y) ] Us=AoA 1 (0L1x0Loy—OloyOL1y )T
FAoA2 (OloxOloy— 0l Oloy) T At Aa(OlorOL1y—0L1, 0oy )Ca.
Aceastd solutie aproximeaza conditia la limita original (9.63Ni) sau (9.63Ne) cu o eroare de
ordinul 0(h?), data de modul de aproximare a derivatelor.

9.2.4. Modele de simulare cu elemente finite

Ideea de baza a simularii numerice prin modele cu elemente finite consta in transformarea
problemei variationale initiale (v. § 9.2.2) intr-o problema de extrem pentru functii de mai multe
variabile, rezolvabild prin metodele analizei clasice. Metoda elementului finit este o consecinta a
metodei Rayleigh-Ritz, care se bazeaza pe aproximarea functiei necunoscute u(x,y,zt) printr-o
combinatie liniara a unor anumite functii liniar independente f; —numite functii de coordonate:
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n
uzzzcifi ,
i=1

unde c; reprezinta coeficienti de pondere necunoscuti, ce urmeaza a fi determinati ca parametri
variationali.

Metoda elementului finit constd in urmatoarele etape:

1. partitionarea (discretizarea) domeniului spatial QcE® in subdomenii disjuncte, de
dimensiuni finite (si “mici”’) numite elemente finite;

2. aproximarea functiei necunoscute u, definite pe €2, la nivelul fiecdrui element “e” prin
combinatii de forma:

u =Y N, (x)u, (),

in care N,(x) sunt, de obicei, polinoame de interpolare (de tip Lagrange, Hermite etc.), numite
functii de forma sau de interpolare, iar uft) reprezintd valorile discrete ale cAmpului intr-un
anumit numar de puncte n° numite noduri (puncte nodale). Acest numar n® reprezinta gradul de
libertate al elementului finit;

3. inlocuirea functionalei /(1) asociati cAmpului prin suma “contributiilor” I(x°) ale
fiecarui element finit “e” al partitiei, prin:

(9.78) Iw)=>"I°u");
e=1
4. “stationarizarea” functionalei /, adica:
o1 or
9.79 —=) —=0,
©-79) ou, Z Ou

unde insumarea se efectueaza numai asupra acelor elemente care au varful i comun,in numar de
m<m;

5. rezolvarea sistemului de ecuatii (9.79).

In scopul asiguririi convergentei solutiei aproximative spre solutia reald (“exactd”),
functiile de interpolare trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii:

- la interfetele elementului, variabila u si derivatele ei pana la un ordin mai mic decét
ordinul maxim al derivatelor din functionala I(x) trebuie sd fie continue (conditia de
compatibilitate);

- in interiorul oricarui element, functia u si derivatele sale pana la cel mai mare ordin de
derivare ce apare in /(u) trebuie sa fie contunuie (conditia de completitudine).

Din punctul de vedere al procesari (al prelucrarii cu sisteme de calcul automat), metoda
elementului finit comporta trei etape esentiale:

1° partitionarea domeniului analizat in elemente finite, interconectate in nodurile retelei de
discretizare;

2° aproximarea functiei u la nivelul fiecarui element si obtinerea ecuatiilor elementare;

3° asamblarea ecuatiilor elementare obtinute din conditia (9.79), de stationaritate a
functionalei (9.78), si rezolvarea modelului global rezultat.

Peste tot In aceasta carte, prin element finit se intelege ansamblul format din:

- elemente de discretizare propriu-zis (v. fig. 9.16),

- functia de interpolare locala,

- multimea punctelor si a variabilelor nodale caracteristice fiecarui element (v. tabelul. 9.2).

Discretizarea domeniului. Una din etapele esentiale (si prima) in simularea numerica a
proceselor electromagnetice prin utilizarea metodei elementului finit constd 1n alegerea formei
elementului in care va fi partitionat domeniul spatial Q2 de definitie a functiei necunoscuta u.

In cadrul problemelor unidimensionle, adicd a problemelor in care apare o singura variabila
spatiala x, elementele sunt segmente de linie. Numarul de noduri asignate unui anumit element
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depinde de tipul variabilelor nodale, de tipul functiei de interpolare si de gradul de continuitate
impus.
In problemele de camp bidimensionale, cele mai simple elemente utilizate sunt triunghiul

si dreptunghiul (fig. 9.16). Aceste elemente pot avea si laturi curbilinii, fapt ce le permite o
acoperire mai bund a suprafetelor curbe sau cu contururi curbe. Particularitatea elementelor finite
o constituie prezenta nodurilor interioare sau a celor suplimentare fatd de varfuri (v. tabrlul 9.2).
Discretizarea cu elemente
triunghiulare prezinta o mare i
suplete in  aproximarea
contururilor curbe. In functie
de numarul de noduri ce
caracterizeazd un triunghi
prin numarul gradelor de Fig. 9.16
libertate, existd elemente
triunghiulare liniare (element bidimensional, de ordinul 1, cu 3 noduri), cudrice (cu 6 noduri),
cubice (cu 10 noduri) etc. (v. tabelul 9.2). Nodurile interioare nu parti-cipa la conexiunea
elemente-lor, ci doar la determinarea modelului elementar de aproximare.

Pentru a se distinge (a nu se confunda) nodurile de elemente, numerotarea lor se face astfel:
elementele cu numere intregi (scrise fara nici un “adaus” grafic), iar nodurile cu numere subliniate

I = FnQ)

(cu bara jos): 1,2,...1, iar cele de pe frontiera cu bara sus: 1,2,...,m (v.tabelul 9.3). De preferinta,
nodurile se aleg 1n varfurile elementelor, in puncte de simetrie, pe laturi, in puncte de simetrie, pe
laturi, in centrele de simetrie ale elementelor etc. (vezi tabelul 9.2), numerotarea lor faicandu-se in
acelasi sens (de obicei sensul trigonometric).

In general, intr-o portiune triunghiulara cu / elemente, un element oarecare i de ordin k are
n° noduri date de:

nezé(k+l)(k+2).

Din motive de simetrie cele n° noduri sunt situate astfel: 3 in varfurile triunghiului, (k—1)
noduri pe fiecare latura si (k—1)(k—2)/2 noduri 1n interiorul triunghiului (vezi tabelul 9.2).

In problemele de camp tridimensional se utilizeazi elemente de tip tetraedru, prisma, tor
etc. Si in acest caz, in functie de modelul elementar de aproximare, aceste elemente pot fi liniare
(de ordinul 1), cuadrice, cubice etc. (in functie de numarul de noduri ce caracterizeaza fiecare
element). Un tip special de element tridimensional il constituie cel axisimetric, care poate fi tratat
ca un element de suprafatd datoritd simetriei sale axiale (de tip tor). Astfel problemele
tridimensionale pot fi modelate in spatiu bidimensional folosind modelele numerice dezvoltate
pentru aplicatii pe Q < E?, acesta cu atdit mai mult cu cdt majoritatea dispozitivelor
electromagnetice prezintd simetrii axiale, atdt din punct de vedere geometric cat si fizic (de
exemplu, dupd cum se stie, —v cap. 1- liniile de cdmp magnetic, care este un camp de divergenta
zero, sunt linii inchise).

Functii de interpolare

In metoda elementului finit functiile utilizate pentru reprezentarea comportarii variabilei de
camp, W, in interiorul unui element se numesc functii interpolare sau functii de forma sau —inca—
functii de aproximare. Aceste functii depind de structura modald a elementului si de forma lui.
Desi se pot concepe multe tipuri de functii de interpolare, cel mai frecvent se folosesc functiile
polinomiale datoritd usurintei relative privind executarea operatiilor cu polinoame (derivare,
integrare etc.). In cadrul acestei lucrari s-a optat pentru elementele finite triunghiulare de ordinul
intai din urmatoarele motive:

- numarul minim de noduri caracteristice elementului;
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- structura simpla a functiilor de interpolare;

- obtinerea unei matrice rare, de tip band, prin indexarea (notarea) convenabila globala a
nodurilor.

Pentru o mai usoard apreciere, in tabelul 9.2 sunt prezentate cateva functii uzuale de
interpolare.

Tabel 9.2
Functii de interpolare (aproximare) pentru diverse forme ale elementului finit
si diferite structuri nodale, in planul (E°).
Elementul finit Nr. de noduri

Polinomul de aproximare

3

e _
u‘=a, +a,x+ay

3 .
u(x,y)zui =a, +a,x, +a3yi,ze{1,g,§}
— 2 2
6 u('x’y)_aOO +a10x+a11y+a20x +a22y
0 u(x,y)=a00 +a,x+a,y+ azox2 +a,xy+

2 3 2 2 3
tayy +axt +ayxy +apxy” +ag,y

= i XUW (x, y)U,;,.

=0 i=0

y Uy, =0, ()0, +B, (e U, +7, 0 (v
\

unde :
Py L2 3 (X.y,) g, (x, )= ; X)(y,ﬂ yl
=x Xy
Y, 4
L -jEYi‘ B(/(x’y): h ( _'xi)(yjﬂ_y)’
0y Tt 20650 X Y
X X v, (x,y)= v X, —x\y-y,)

Xy

1
a’i+1,_/‘+l(x y):_h(‘x_xi y_y./)

S

Dupd cum rezultd din tabelul 9.2, problema se reduce (intr-o primd instantd),
determinarea coeficientilor functiei (polinomului) de interpolare.
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Pentru a ilustra acest fapt, se va reveni la tabelul triunghiular de ordin 1 — liniar (linia unu
din tabelul 9.2), cu nodurile 1, 2, 3, la nivelul caruia functiei p se aproximeaza prin:
u‘=a,+a,x+,y,
Care — pentru determinarea coeficientilor aproximarii trebuie sa respecte conditiile :
u,=a, +a,x, +a,y,, i€ {1,2,3},
Din care rezulta:
(xzys _x3y2)ul +(x3y1 _x1y3)u2 + (xlyz _xzyl)u3

1

b

2D°¢
a. = (yl _y2)u1 +(y3 _yl)u2 +(y1 _yz)ua
: 2D¢
— (xs _xz)ul +(x1 _x3)u2 +(x2 _xl)u3
: 2D¢
Introducéand aceste valori in polinomul (9.80) se va obtine:
3
u‘=>» Ny, (9.81)
i=1
Cu functiile de interpolare:
N,' — (ai +bixj+_ciy),
2D¢

In care:
valorile coeficientilor a, b, ¢ sunt :
ay =X, V3 = X3V bl =V, TV G =X X
si —prin permutdri circulare asupra indicilor 1, 2 si 3— se obtin ceilalti coeficienti a,, by, ¢,, a3, bs,
c3; simbolul D° reprezintd aria triunghiului 1 2 3 si are valoarea datd prin dezvoltarea
determinantului:

11 XV
D"=El X, Y,
1 Xy,

Valoarea care este pozitiva daca numerotarea nodurilor se face in sens trigonometric (asa ca
in tabelul 9.2).

Relatia (9.81) se poate scrie sub forma matriceala prin:

u =[N] fuf,
in care [N]° este matricea (vectozul) linie a functiei de interpolare, iar {u}°— matricea (vectorul)
coloand al valorilor nodale ale lui p. Notarea cu paranteze ([ ] pentru linie si { } pentru coloand)
este ,,clasica” in aplicatiile produse informatice CAD.

Apartenenta nodurilor la elemente, se stabileste sub forma de tabel. Astfel pentru o partitie
triunghiulara cu 1 elemente simple (triunghiuri de ordinul 1, cu trei noduri in varfuri)si n noduri,
unul din tabelele cu # linii si doud coloane, ceea ce se noteaza prin (n,2), contine coordonatele in
sistemul yox ale nodurilor (pe fiecare linie sunt indicate coordonate x si y ale nodurilor, in ordinea
numerotarii lor, de obicei nodul central, nodurile de pe contur si apoi nodurile de pe laturile
triunghiurilor — element finit; celalalt tabel are 1 limite si n° (care reprezinta numarul de noduri al
unui singur element finit, in capul triunghiului de ordin 1 fiind n°=3) coloane, ceea ce se noteaza
prin (I,n%), stabileste apartenenta nodurilor la cele / elemente: pe fiecare linie a tabelului, in
ordinea numerotarii lor, sunt indicate numerele nodurilor din varfurile si laturile triunghiului,
scrise in sens trigonometric pozitiv.

De exemplu, pentru un domeniu plan in formd de cerc cu raza egald cu 1 (o unitate),
aproximat prin poligonul regulat cu 8 varfuri, partitionat in 1=8 triunghiuri de ordinul 1 (vezi
tabelul 9.3), identificarea elementelor, nodurilor (in exemplu dat, n=9) si apartenenta acestora la
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elementele face prin introducerea in programul decalcul a urmatoarelor date: 18 numere reale ale
primului tabel (n,2)=(9,2) si 24 numere intregi ale celui de al doilea tabel (1,n)=(8,3).

In cazul partitiei cu element finit — triunghi de ordin superior, numirul datelor creste
simtitor, pozitionarea elementelor fiind din ce in ce mai dificila; de aceea produsele informatice
pentru analiza cu elemente finite contin rutine (subprograme) specializate pentru operatia de
partitionare domeniului analizat si apartenenta nodurilor la elemente. Pentru exemplificare, pe
linia a doua din tabelul 9.3, se prezintd cazul in care domeniul circular cu raza unitate a fost
partitionat tot in / = 8 triunghiuri, insd de data aceasta de ordinul 2 (cu n®= 5 noduri pentru un
triunghi elementar); in acest fel tabelul cu coordonatele nodurilor (n, 2) = (17, 2) are 34 date (nu-

Tabelul 9.3

Apartenenta nodului la elementele finite prin care se face partitionarea domeniului analizat

Partitionarea domeniului in Tabelul cu coordonatele nodurilor Tabelul de aparenta a ngdurllor
. o la un element finit
triunghiuri elementare (n,2) (L n%)
©,2) (8,3)
; _0 0 | - -
1 1 0 L2 3
3
y 3 =TS g W2 12 3 4 1
12 1 4 5
L . ’ 1 5 6 1
a Vw0 N5, 142 -142
14 8 x _1 0 1 6 7
s A 17 7 8 1
A SINGS A . s o
- 0 1 9 2 1
1=8." =5, A2 -142
n=17
(17,2) 8,5)
0 o -
1 0
W2 142
0 1
SN2 12
-1 0 (1 10 2 3 11]
A2 -142 3 412 1 11
> -1 0 1 12 4 5 13
W2 -2 5 6 14 1 13
1/2 0 1 14 6 7 15
i 7 8 16 1 15
g 1242 122
s oo s 1 16 8 917
- 0 1z 9 2 10 117
| 1242 1242 -
1/2 0
1242 <1242
0 -1/2
| 1242 17242 |
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mere reale), iar tabelul de apartenentd a nodurilor la un singur triunghi (£,n)’(8,5) are 40 de date
(numere intregi care reprezintd indexul/notatia modului).

In aplicatia 5. (din § 5.6.1), pentru calculul ciAmpului magnetic in tridimensional din
intrefierul unui alternator, partitionarea s-a facut in tetraedre.

Sisteme de coordonate. In modelarea numerici cu metoda elemetului finit se folosesc dous
sisteme de referinta :

- un sistem global asociat domeniului €2 de analiza (aratat in tabelul 9.3);

- un sistem local asociat fiecérui element finit.

Sistemele locale la care coordonatele unui punct sunt legate de geometria elementului si
variaza intre 0 si 1 , numite si coordonate naturale sunt cele mai avantajoase din punctul de vedere
al calculului integralelor functiilor de interpolare.

Coordonatele locale naturale sunt ,,un fel” de coordonate normalizate. Daca se alege ca
origine pentru coordonatele naturale centrul elementului , atunci domeniul de variatie al acestor
coordonate este [—1,1] (vezi tabelul 9.3, coloana 2); daci se aleg mai multe puncte ca origine (de
pildd nodurile elementului), atunci domeniul de variatie este [0,1]. In primul caz se obtin
coordonate naturale , in cel de-al doilea caz se obtin asa-numitele coordonate L —naturale.

In cazul elementelor finite triunghiulare sau tetraedrale (v. aplicatia 5.) se preferd
coordonatele L —naturale, care sunt prezentate in figura 9.17 (pentru elemente triunghiulare). In
acest caz ele sunt denumite si coordonate de arie datoritd semnificatiei lor geometrice.

Pentru obtinerea acestor coordonate se scrie :

3 3 3
x:g:Lixi > y:;Liyi > ;Li =1

si notand cu A4 aria triunghiului rezulta:

L= p-A2 5
A A A
semnificatiile pentru 47 (i=1,2,3) fiind cele aritate in

figura 9.17.

Existd formule simple de integrare pentru
coordonatele de arie pe un element triunghiular si
anume :

a!p!o!
(a+p+0+2)!
Pentru elementele finite tridimensionale , un sistem de coordonate naturale este legat de

volume . Cele doua sisteme de coordonate , global (x, y, z) silocal (L1, L2, L3, L4 ) sunt legate
prin relatiile :

[r1012"13%da =

x:i Lix,-,y=z41: Liy; , zzi Liz 51241: Li=1.

Din rezolvarea acestor ecuatii rezulta:
1
Li= W(a,- +bx+cy+tdz), i=1234,

Unde V reprezintd volumul tetraedrului in E* , definit de punctele ( x;, y; , z; ), i=1,2,3,4,
iar coeficientii a;, b;, ¢;, d; sunt determinati in functie de coordonatele geometrice ale varfurilor .
Pentru calculul integralelor de volum se utilizeaza formula :

. 1R318! 1!
ILI“LZBL3“L4TdV= uiplolr
ar (a+B+3+1+3)!

Atunci cand variabilele de camp se aproximeaza cu aceleasi functii de interpolare cu cele
prin care se realizeaza transformarea geometrica , elementele finite se numesc izoparametrice.
Elementele la care geometria se defineste prin functii de interpolare de grad inferior celor prin
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care se aproximeaza variabilele de cdmp, se numesc subparametrice; In caz caz contrar se numesc
supraparametrice.

Folosirea elementelor finite implica existenta a doua sisteme de referintd: unul local, in
care se exprima functiile de interpolare N; si altul global in care se defineste elementul finit (asa
cum s-a aratat in tabelul 9.3) si variabilele de camp.

Obtinerea ecuatiilor elementale prin procedeul Galerkin. Pentru obtierea ecuatiilor
elementale existd doud metode : metoda variationald si metoda reziduurilor ponderate ( numita si
metoda Galerkin).

Prima metoda porneste de la modelul variational (v. § 9.2.2.) al problemei de cAmp si se
pune in conditia de stationaritate a functionalei echivalente modelului diferential. Metoda
reziduurilor ponderate este mult mai generald intrucat porneste de la modelul diferential al
metodei de cAmp. Acest procedeu nu are de-a face cu metoda elementului finit, dar oferd o cale
simpd de obtine ecuatii in elemente finite.

Metoda Galerkin implica doua etape:

1. se alege o aproximare pentru variabila de cAmp §i se substituie aceastd aproximare in
ecuatia diferentiald datd , rezultind o eroare (reziduu ) , dupa care se urmareste minimizarea
acestei erori pe intreg domeniul 2 de analizd a campului u;

2. rezolvarea ecuatiilor care rezultd dupa terminarea etapei precedente.

Astfel , pentru o ecuatie de tipul (9.63) , adica Lu = £, se aproximeaza —in prima etapa— u
prin u° , metoda lui Galerkin cerand ca :

[ ow - vde=0,i=123..n.

Integrand prin parti aceste integrale , se pot introduce in mod convenabil conditiile pe frontiera
elementului , nsd in procesul de asamblare rdman numai conditiile pe frontiera £ a domeniului
spatial si nu cele de pe interfetele elementelor , in cazul in care variabila de camp este continua pe
aceste interfete . In cazul unor discontinuitati la interferentele elementelor , acestea pot fi
introduse fara dificultate in modelul numeric global .

Asamblarea elementelor finite. Asamblarea este procesul de reunire a elementelor finite si
de sinteza a domeniului Q2 de analiza considerat . Din punctul de vedere geometric, asamblarea
inseamna refacerea domeniului initial, iar din punctul de vedere functional, obtinerea modelului
numeric global al corpului studiat. Intre discretizarea domeniului spatial si asamblarea
elementelor finite are loc etapa de obtinere a modelului numeric elemental. Asamblarea
elementelor finite se poate face in doud moduri: dupa noduri si dupa elemente.

In prima varianti se iau nodurile globale ale sistemului, unul cate unul, si se asambleazi
elementele finite in jurul fiecirui nod. In cel de-al doilea caz, asamblarea dupi elemente se face
luandu-se element cu element, in ordinea crescanda a numerotdrii acestora si scriindu-se ecuatiile
elementale pentru fiecare element.

Asamblarea dupa noduri se face atunci cand derivarea modelului numeric elemental se face
prin metoda variationald, iar asamblarea dupa elemente se prefera atunci cdnd modelul numeric se
obtine prin procedeul Galerkin.

In asamblarea dupi noduri se precizeazi o matrice de conexiuni prin care se stabilesc,
pentru fiecare nod, care sunt elementele care il contin. Pentru fiecare nod i se va nota cu /;
numirul de elemente vecine care il contin. In acest fel functionala care descrie problema de camp
devine — prin discretizare:

1(u)=215(u6)

in care / este numarul total de elemente 1n care s-a discretizat domeniul Q de analiza . Conditia de
minimum pentru / (u ) In raport cu variabila u; este :

ol Kol

9.82 —=) —
©82) Ou, = Ou,
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intrucat contributii in evaluarea derivatei partiale 0/ / 0 ; aduc numai elemente ce contin nodul i.

Scriind ecuatia (9.82) pentru fiecare nod se obtine modelul numeric global. Identificarea
elementelor /; pentru fiecare nod i se face cu ajutorul matricei de conexiuni (de forma celei din
tabelul 9.4).Componentele acestei matrice sunt elementele care contin nodul de pe linia
specificata.

Tabelul 9.4
Matricea de conexiuni dupa noduri
Nodul . Elementele vecine
1
: € € eee en
i
. e e €ji

Sistemul de ecuatii rezultat in urma asamblarii se rezolva dupa implementarea conditiilor
pe frontiera.

Asamblarea dupa elemente cuprinde, in esentd, doud etape: expandarea si asamblarea
propriu-zisa. Prima etapd (expandarea) constd in raportarea modelului matriceal elemental la
sistemul global de noduri, folosindu-se matricea de conexiuni dupa elemente (care este de forma
celei din tabelul 9.5). Aceastd matrice cuprinde pentru fiecare element numerele nodurilor care 1l
delimiteaza. Coeficientii matriceali nu se modifica, ci se transforma numai pozitia lor prin
trecerea de la un sistem local de numerotare a nodurilor la unul global.

Tabelul 9.5
Matricea de conexiuni dupa elemente
Noduri
Elemente
1 2 n
€
. ny nyy ce Ny el
€
. nj 1) N e

Faza de asamblare propriu-zisa constd in suprapunerea modelelor elementale expandate,
astfel incat coeficientii matriceali din doua elemente vecine si se insumeze in nodurile comune. in
mod similar se aduna vectorii termenilor liberi corespunzatori modelelor numerice elementare.

Includerea conditiilor pe frontieria. Conditiile pe frontierda considerate in modelul
diferential (original) trebuie incluse in modelul numeric obtinut prin discretizare spatiala.
Implementarea acestor conditii se face in functie de tipul conditiei considerate. Introducerea in
modelul numeric se poate face fie dupa obtinerea modelului numeric global, fie pe durata obtinerii
modelului numeric global, adica la nivel de element.

In cazul problemelor de camp electromagnetic (9.63), conditiile de tip Neumann (9.63N)
omogene sunt satisfacute in mod ,,automat” si deci nu necesitd un efort de calcul suplimentar.
Introducerea conditiilor de tip Dirichlet (9.63D) se poate face numai dupa obtinerea modelului
numeric global si singura restrictie in aceastd operatie este aceea cd modificarile in modelul
numeric si fie reduse la minimum. In acest ultim caz, se pot utiliza mai multe metode, unele
pastrand dimensiunea matricei globale a modelului numeric, altele reducand dimensiunea
sistemului de ecuatii rezultat prin eliminarea unui numar de ecuatii egal cu numarul de puncte in
care functia este precizata.
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9.3. Compendiu de informatica

In activitatea de simulare numerica a problemelor de ciAmp electromagnetic prin utilizarea
sistemelor de calcul automat, de tipul CAD/CAM (produse foarte raspandite in prezent), dintre
instrumentele informatice cele mai utile in problemele de camp electric si magnetic si de analiza-
sintezd a retelelor electrice si circuitelor magnetice (pe care le-am si folosit in aplicatiile
prezentate in capitolele 2-8), doud sunt de maxima importanta practica:

- produsul de tip limbaj de programare MATLAB, pentru calculul cu matrice, evaluari de
functii si prelucrari de obiecte grafice;

- pachetul de programe ANSYS pentru utilizarea metodei elementului finit.

In continuare, vor fi prezentate aceste doua produse, la nivel de utilizator, in scopul de a
permite cititorului insusirea rapida a utilizarii acestor instrumente informatice.

9.3.1. Introducere in MATLAB

MATLAB este un produs-program de tip utilizator elaborat de firma americand The
MathWorks, Inc., destinat realizarii de calcule numerice (stiintifice, economice, ingineresti etc.)
de mare performanta, cu facilititi deosebite de vizualizare grafica a rezultatelor.

MATLAB integreaza analiza numerica, statistica matematica, calculul matriceal si
prelucrarea de obiecte grafice intr-un mediu usor accesibil, in care solutiile problemelor se obtin
mai usor decat in cazul utilizarii programarii traditionale.

Prezentarea generalia a produsului-program MATLAB. Denumirea MATLAB provine
din prescurtarea sintagmei MATrix LABoratory (laborator matriceal), deoarece elementul de baza
este o matrice care nu trebuie dimensionata si poate fi, in particular, un vector sau un scalar.

Principalele facilitati oferite de acest produs-program, in versiunea sa cea mai recenta, sunt
urmatoarele:

- realizarea de calcule numerice cu precizie ridicata;

- operatii cu matrice §i vectori precum si cu functii speciale aplicabile acestora;

- prelucrari statistice de date si realizarea de prognoze;

- functii matematice speciale, precum si functii pentru integrarea si derivarea numerica,

- functii de optimizare si pentru aplicarea unor metode numerice;

- realizarea unei game largi de reprezentari grafice in culori, bi- si tridimensionale;

- sinteza de imagini de obiecte si prelucrari de obiecte grafice (rotiri, efecte de umbre si
lumini, animatie etc.);

- functii speciale de tip debugger pentru depanarea programelor (fisierelor de instructiuni
MATLAB);

- operarea cu figiere de date numerice sau grafice si cu fisiere de instructiuni (adevarate
programe de calcul MATLAB);

- posibilitatea interfatarii cu limbajele de programare C sau FORTRAN, in vederea preluarii
unor subprograme.

Produsul MATLAB a cunoscut mai multe versiuni, cite una pentru fiecare sistem de
operare mai raspandit. Astfel, au existat sau existd versiunile PC-MATLAB (pentru sistemul de
operare MS-DOS), MacMATLAB (pentru calculatoarele personale compatibile Macintosh),
PRO-MATLAB (pentru sistemul de operare UNIX), precum si versiunile MATLAB 4.0 si
superioare special concepute pentru WINDOWS. Totusi, principalele instructiuni si functii
MATLAB sunt identice pentru toate versiunile existente.

In incheiere, mentionam ci principala caracteristica a produsului MATLAB este usoara lui
extensibilitate, ce permite oricarui utilizator sa creeze noi functii, care sa se adauge celor elaborate
de realizatorii produsului. Acest fapt a permis evolutia §i dezvoltarea continua a produsului, prin
inglobarea de noi aplicatii, elaborate in diverse medii stiintifice §i universitare.
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Instructiuni fundamentale si de exploatare

Generalititi. In cele ce urmeaza, vor fi prezentate, pe categorii, principalele instructiuni si
functii. MATLAB, necesare intelegerii aplicatiilor, cu demonstrarea lor practicd cu ajutorul
versiunii MATLAB 5.0, pentru WINDOWS 95 sau superior.

Odata intrati in ambientul MATLAB, sunt posibile doud moduri diferite de lucru:

1) interactiv, prin lansarea in executie a cite unei instructiuni sau apelarea a céte unei
functii, prin scrierea acesteia de la tastaturd in dreptul promterului dublu al MATLAB-ului, >> ,
urmata de afisarea imediatd pe ecran a rezultatului. Acest mod de lucru se recomanda in cazul
unor prelucrari mai putin ample de date sau care se efectueaza o singura data;

2) utilizarca MATLAB-ului ca limbaj de programare, prin crearea unor fisiere de
instructiuni (*.m) cu ajutorul unui editor de texte (versiunile pentru WINDOWS —incepand cu
5.0— sunt prevazute cu un editor propriu, combinat cu un debugger ,,M—file editor/debugger”).
Aceste fisiere, care sunt, de fapt, un fel de programe MATLAB, sunt apoi lansate in executie prin
introducerea de la tastaturd a numelui lor (fara extensia m) in dreptul prompterului >>.

Pentru terminarea unei sesiuni de lucru MATLAB, se pot utiliza, pe langa procedura uzuala
de Incheiere a unei aplicatii sub WINDOWS si instructiunile quit sau exit.

Instructiuni de informare. Acestea sunt urmatoarele:

Instructiunea help care pune la dispozitie informatii on-line despre toate instructiunile si
functiile MATLAB disponibile la un moment dat, inclusiv cele nou create de cétre utilizator.
Astfel, folosind-o ca instructiune simpld (neurmatd de argumente), are ca rezultat afisarea pe
ecran a unei liste a tuturor directorilor ce contin fisiere legate de produsul MATLAB, fiecarui
director corespunzandu-i un anumit domeniu de interes. in plus, este descris succint acest
domeniu pentru fiecare director.

Daca se utilizeaza aceeasi instructiune sub forma:

help < nume director >
atunci este afisatd lista tuturor functiilor si insructiunilor MATLAB din directorul respectiv,
fiecare fiind urmata de o caracterizare foarte succinta.

In sfarsit, daci se utilizeaza instructiunea sub forma:

help < nume figier >
atunci este prezentatd o descriere detaliatd a functiei sau instructiunii MATLAB realizate de catre
fisierul respectiv.

Instructiunea helpwin conduce la deschiderea unei ferestre de tip ,,menu” care contine
lista tuturor instructiunilor MATLAB, grupate in domenii. Accasul la informatia despre o anumita
instructiune este posibil prin selectarea acesteia cu ,,mouse”-ul.

Instructiunile whol/whos ne informeazd asupra variabilelor existente in memorie la un
moment dat. Precizdm cd, odatd create si introduse in memorie, variabilele nu pot fi eliminate
decat cu ajutorul instructiunii clear.

Instructiunea who conduce la afisarea pe ecran a listei complete a tuturor variabilelor
rezidente Tn memorie la un moment dat, iar instructiunea whos indicd, in plus, si dimensiunea
fiecdrei variabile, oferind astfel indicatii asupra variabilelor ce ar putea fi eliminate pentru a se
crea un spatiu disponibil iTn memorie pentru introducerea de noi variabile.

Precizam ca, in cazul in care nu mai este spatiu in memorie pentru definirea de noi
variabile, MATLAB-ul afiseaza urmatorul mesaj de eroare:

>> Out of memory

In cazul aparitiei unui astfel de mesaj, se impune eliminarea unora din variabilele
rezidente in memorie, cu ajutorul instructiunii clear, ce va fi prezenta in paragraful urmator.

Instructiuni pentru importare/exportare date. Acestea au structura :

Instructiunea save se foloseste pentru salvarea intr-un fisier de date (de tip *.mat) a unora
din variabilele existente la un moment dat in spatiul de lucru (memorie). Aceastd instructiune
creeaza 1n acelasi timp figiere de date numerice MATLAB.
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Daca se utilizeaza ca instructiune simpla (farad argumente), toate variabilele existente la un
moment dat in memorie sunt salvate si incarcate intr-un fisier de date numit matlab.mat.
Daca insa aceasta instructiune este utilizata sub forma:
save < nume figier >
atunci toate variabilele din memorie sunt incércate intr-un fisier cu numele ales, la care se adauga
extensia mat ce nu trebuie inclusa in numele fisierului.
In sfarsit daci instructiunea este utilizata sub forma:
save [< nume figier >] < lista variabile >
atunci sunt salvate doar acele variabilele care sunt cuprinse n lista explicitd mentionata.

Figierele de date numerice astfel create pot fi utilizate pentru exportarea de date din
MATLAB in alte produse-program sau pot fi tiparite.

Instructiunea load se foloseste pentru incarcarea in memorie (spatiul de lucru) a unor
variabile aflate intr-un fisier de date numerice (cu extensia mat). Acest fisier poate fi creat si cu
ajutorul altor produse-program, fiind astfel posibild importarea de date in ambientul MATLAB.
Aceasta instructiune are o sintaxd practic identica cu instructiunea save si anume:

load [< nume figier >] [< lista variabile >]

Astfel, dacd nu este mentionat numele fisierului (care nu trebuie si contind si extensia),
variabilele sunt preluate din fisierul matlab.mat. De asemenea, daca nu este precizata lista de
variabile, sunt incarcate toate variabilele din fisierul precizat;

Instructiunea clear se utilizeaza pentru eliminarea (stergerea) unor variabile rezidente in
memorie §i prezintd urmitoarea sintaxa:

clear [ <lista de variabile> ]

Efectul instructiunii constd in eliminarea definitivd din spatiul de lucru a variabilelor
cuprinse in listd. Daca lipseste o listd explicitd de variabile, sunt eliminate toate variabilele
existente in memorie la un moment dat. Precizdm ca se recomanda ca, la inceputul unui program
MATLAB (fisier de tip *.m), sa fie prezenta instructiunea clear, pentru a se crea spatiul necesar in
memorie pentru variabilele din program;

Instructiunile dir, delete, type au ca rezultat respectiv listarea numelui tuturor fisierelor din
directorul curent, stergerea unui fisier (al carui nume plus extensie trebuie mentionat dupd delete)
si tiparirea la imprimantd a unui fisier (al cdrui nume trebuie, de asemenea, mentionat). Mai
precizam ca, ne aflam in ambient MATLAB, este posibila lansarea in executie a unui program
extern sau a unei instructiuni MS-DOS, daca se tasteaza, inainte de numele acesteia, simbolul ,,!”.

Structuri fundamentale de program. Produsul MATLAB este prevazut cu toate
instructiunile necesare realizarii oricarei structuri fundamentale de program (secventd, selectie,
iteratie), fiind posibila codificarea, ca in orice limbaj de programare clasic, a oricarui algoritm de
calcul.

Astfel, existd instructiunea for, destinatd unui ciclu (bucld) de instructiuni de un numaér
predeterminat de ori, instructiunea while, pentru repetarea unui ciclu de instructiuni un numar
indefinit de ori, sub controlul unei conditii logice, instructiunea if...elseif...else pentru realizarea
unei selectii pe baza unui numar oricat de mare de conditii logice, si insructiunea break care
realizeaza iesirea automata dintr-un ciclu de instructiuni:

Instructiunea for permite, dupd cum s-a precizat, repetarea unui ciclu de instructiuni de un
numar finit, predeterminat, de ori. Este echivalentul instructiunii similare din PASCAL sau al
instructiunii DO din FORTRAN si are urmatoarea sintaxa:

for v = < expresie >,
< secventa de istructiuni > ;

end,

In aceastd formulare, expresie este, de fapt, o matrice, care, de cele mai multe ori, se
reduce la un vector. Coloanele acestei matrice (sau elementele acestui vector) sunt atribuite pe
rand variabilei v (care poate deci fi un vector coloana sau un scalar), secventa de instructiuni din
interiorul buclei fiind apoi reluatd pentru fiecare valoare atribuitd lui v. Pentru a obtine, in
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particular, repetarea secventei de n ori, expresie trebuie sd fie un vector ce cuprinde numerele
naturale de la 1 la n.
Instructiunea if..elseif..else permite realizarea de selectii conform urmatoarei sintaxe:
if < expresie logica 1 >,
< secventa de instructiuni 1 > ;
[ elseif < expresie logica 2 >, ]
[ < secventé de instructiuni 2 > ; ]
[ else < expresie logica 3 >, ]
[ < secventa de instructiuni 3 > ; ]

end,

In formularea de mai sus, randurile cuprinse intre paranteze drepte pot lipsi, iar efectul
acestei instructiuni consta in executarea acelei secvente de instructiuni (1,2 sau 3) care corespunde
expresiei logice care este adevarata. In plus, se pot include mai mult de trei conditii (alternative),
prin repetarea cuvantului-cheie elseif de un numar oarecare de ori.

Constante MATLAB. Definirea variabilelor. Instructiuni de atribuire

Constante MATLAB. In ambientul MATLAB se pot utiliza urmatoarele tipuri de
constante: reale, complexe si de tip text (sir de caractere ). Primele doua tipuri pot alcatui vectori
si matrice. Pentru scrierea constantelor complexe este definita, in MATLAB, unitatea imaginara i.

In continuare, vom face cateva preciziri referitoare la constantele reale. Acestea pot fi
scrise folosind notatia zecimala conventionald, in care punctul zecimal poate lipsi, deoarece nu se
face nici o distinctie Intre constante reale si intregi. Se poate de asemenea utiliza scrierea
exponentiald in puterile lui zece. Prezentam cateva exemple de scriere corecta:

3 -87 .01 9,2568 1.325e-10 6.235e25 1.235E+8

In ceea ce priveste precizia, MATLAB lucreazi cu numere avand 16 cifre semnificative la
partea zecimali. Numerele reale pot fi cuprinse intre 10°* si 10°**. In plus, in MATLAB existi si
variabile permanente Inf (infinit) si NaN (ce corespunde nedetermindrii 0/0 sau Inf/Inf). Prezenta
acestor variabile permite continuarea calculelor chiar in situatia in care apare o impartire cu zero
sau o nedeterminare, programul avertizand Insa asupra aparitiei unor astfel de situatii;

Instructiunea format este destinatd fixdrii formatului de scriere (afisare pe ecran) a
constantelor si variabilelor reale. Formatul de scriere poate fi schimbat in orice moment in timpul
unei sesiuni de lucru MATLAB. Sintaxa acestei instructiuni este urmatoarea:

format < specificator de format >
Specificatorii de format sunt urmatorii:

short pentru scriere in virgula mobila, cu cinci cifre semnificative. Acesta este
formatul de scriere adoptat automat, fara a fi necesar utilizarea instructiunii format

short e pentru scriere exponentiald cu cinci cifre semnificative, adoptata
automat in cazul in care numarul este prea mare pentru a fi scris in format short

long pentru scriere in virgula mobila, cu 16 cifre semnificative,

long e pentru scriere exponentiala cu 16 cifre semnificative,

hex, pentru scriere in sistemul hexazecimal.

Definirea variabilelor si instructiuni de atribuire. in cele ce urmeazi, vom prezenta
modul de definire a variabilelor reale (scalari, vectori, matrice). Acestea pot fi definite practic in
doud moduri:

- ca listd explicitd, precizdndu-se direct constanta atribuita fiecarei variabile;

- prin intermediul unor instructiuni de atribuire, in care unei variabile i se atribuie o
expresie, care este compusa din constante (scalari, matrice), nume de alte variabile, functii,
operatori si alte caractere speciale.

Precizam ca nu existd declaratii de tip sau dimensiune in MATLAB. Spatiul necesar in
memorie pentru fiecare variabild, indiferent de tipul acesteia, este alocat automat pana la nivelul
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disponibil pentru calculatorul utilizat. Acest fapt simplifici mult programele scrise in limbajul
MATLARB si constituie una din principalele facilitati ale produsului.
Instructiunea de atribuire in MATLAB are urmaitoarea sintaxa:
< nume variabila > = < expresie > [;]

Daca lipseste simbolul final “ ; “ rezultatul evaluarii expresiei (valoarea efectivd a
variabilei) este afisata pe ecran, iar in caz contrar acest rezultat este doar retinut in memorie.

In ceea ce priveste scrierea expliciti a unei matrice sau vector, aceasta se realizeaza prin
ingirarea elementelor sale intre paranteze drepte, cu spatii intre ele. Matricele se scriu linie cu
linie, doua linii succesive fiind delimitate de simbolul “; “ . Prezentdim mai jos un exemplu de
generare a unei matrice cu doua randuri §i trei coloane:

A=[231 .36 58 ; 210 3.69 .236];

De asemenea, o matrice sau un vector pot fi definiti element cu element, fiecaruia

atribuindu-i-se o expresie sau constanta, ca in urméatorul exemplu:
A(i,j) = 2%i +6lj ;

Un caz foarte des intalnit este cel al generarii unui vector ale carui elemente sunt primele n
numere naturale ordonate crescator. Astfel, un vector care are drept elemente numerele dela 1 1a 5
se obtine cu ajutorul urmatoarei instructiuni de atribuire:

X =1:5;

Instructiunea de mai sus este un caz particular, Tnsd des Intalnit, al unei instructiuni a carei

sintaxa este urmatoarea:
< nume vector > = < element initial > : [ < pas > ] : < element final >;

Aceasta instructiune genereaza un vector pentru care se dau primul si ultimul element ( sub
forma unor numere reale), precum si pasul dintre doua elemente succesive. Daca pasul lipseste, el
este considerat ca fiind egal cu unitatea.

Functii speciale de intrare/iesire. Pentru Inceput precizam ca aceste functii, destinate
importarii si exportirii de date au fost preluate, cu mici modificari, din limbajul C. In continuare,
vom prezenta doar doud dintre aceste functii, care vor fi utilizate In cadrul aplicatiilor prezentate
in capitolele 2 +8:

Functia input este folosita pentru introducerea datelor in mod interactiv, in cadrul unui
program MATLAB. Sintaxa acestei functii este urmatoarea:

< nume variabila > = input (‘< sir de caractere >’)

In momentul executiei, sirul de caractere mentionat este afisat pe ecran, dupi care se
asteaptd introducerea unei constante numerice sau de tip sir de caractere, care va fi apoi atribuita
variabilei al carei nume a fost precizat.

Functia fprintf este utilizatd pentru convertirea unor date numerice 1n siruri de caractere si
afisarea lor pe ecran sau introducerea lor intr-un fisier date. In cazul in care se urmiresta afisarea
pe ecran a valorii unei variabile, aceasta functie are urmatoarea sintaxa:

fprintf (‘< format >’ , <nume variabila >)

Formatul de scriere este precizat de un sir de caractere de control ce contine specificatori de
conversie (care controleazd modul de scriere si sunt precedati de simbolul %) si text care se
copiaza direct pe ecran. In text poate fi inclus si specificatorul pentru rand nou: \n . Dintre
specificatorii de conversie, mentiondm %e pentru scriere cu exponenti si %f pentru scriere cu
virgula fixa.

Operatii si operatori MATLAB

Operatii cu matrice si scalari. Operatorii matematici fundamentali utilizati in limbajul
MATLAB sunt urmatorii:
, realizeaza transpunerea unei matrice sau vector (transformarea unui vector linie n vector
coloana sau invers);
+ realizeaza suma a doi scalari, vectori sau matrice;
— realizeaza diferenta intre doi scalari, vectori sau matrice;
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* realizeaza produsul a doi scalari, produsul intre un scalar §i un vector sau matrice sau
produsul matriceal a doud matrice sau vectori (cu respectarea regulilor cunoscute privind
dimensiunile matricelor care se Tnmultesc);

*. realizeaza produsul, element cu element, a doud matrice sau vectori de dimensiuni
1dentice;

/,\ realizeaza impartirea, la stinga sau la dreapta, a doi scalari, vectori sau matrice. Pentru
acestia din urma, aceastd Tmpartire se face in sens matriceal, astfel:
daca X * A =B, vectorul X se poate calcula cu relatia: X = B/A,
dacda A * X =B, vectorul X se poate calcula astfel: X = A/B, cu conditia ca matricea A sa fie
nesigulara (sa aiba o inversa);

./ realizeazd impartirea, element cu element, a doud matrice sau vectori de dimensiuni
identice;

~ realizeaza ridicarea la putere a unui scalar sau a unei matrice patrate (prin inmultirea cu
ea insasi in sens matriceal);

/N realizeazd ridicarea la putere, element cu element, a unui vector sau matrice de
dimensiuni oarecare.

Cu ajutorul acestor operatori, se pot realiza atat operatii de calcul matriceal cat si operatii
de calcul pentru fiecare element al unei matrice. Operatorii / si \ fac posibild rezolvarea rapida a
oricdrui sistem de ecuatii liniare, care poate fi usor transpus sub forma matriceala.

Operatori logici si de relatie. In MATLAB, se folosesc urmitorii operatori logici: &
operator SI, | operator SAU, ~ operator NU (negatie). Cu ajutorul acestor operatori, se pot
construi expresii logice, a caror valoare poate fi 0 (fals) sau 1 (adevarat).

In ceea ce priveste operatorii de relatie, acestia sunt cei clasici: >, >=, < <=, = = (de
egalitate), ~ = (diferit).

De asemenea, in MATLAB existd toate functiile matematice uzuale (exponentiale,
trigonometrice, logaritmice etc.) sau speciale. Aceste functii au si variante aplicabile, element cu
element, unor matrice.

Functii speciale MATLAB. Reprezentarea polinoamelor.

Produsul MATLAB este prevézut cu o serie intreagd de functii speciale. Astfel, amintim
functiile pentru prelucrdri statistice, intre care mentiondm: max (pentru determinarea valorii
maxime), min (determinarea valorii minime), mean (calculul valorii medii), std (calculul
abaterii).

In continuare, vor fi prezentate intai unele functii aplicabile matricelor si vectorilor, iar in
continuare o serie de functii aplicabile polinoamelor, reprezentati prin vectori.

Functii speciale aplicate matricelor. Cele mai importante sunt:

Functia leng care este destinatd determindrii lungimii unui vector. Ca urmare, argumentul
acestei functii terbuie sa fie un vector. Prin aplicarea acestei functii, rezultd un numar natural care
reprezintd numarul de elemente al vectorului (linie sau coloand) considerat. Acest numar poate fi
eventual atribuit unei variabile reale.

Functia size se utilizeaza pentru determinarea dimensiunilor unei matrice si deci trebuie sa
aibd argument o matrice. Prin aplicarea acestei functii, se indicd doud numere naturale, care
reprezintd dimensiunile matricei considerate (numarul de linii §i respectiv de coloane). Cele doud
numere pot fi atribuite unor variabile astfel:

[m,n] = size (X)
unde m este numarul de linii al matricei X, iar n numarul de coloane al aceleiasi matrice.

Functii inv si eig realizeazd respectiv inversarea unei matrice pentru care o astfel de

operatie este posibila si calculul valorilor proprii ale unei matrice. Functia eig permite si calculul

vectorilor proprii, daca se utilizeaza sub forma:
[X, D] = eig (A)
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unde X este matricea vectorilor proprii (agezati pe coloane) ai matricei A, iar D este matricea
diagonala a valorilor proprii.

Reprezentarea polinoamelor prin vectori. Polinoamele sunt reprezentate in MATLAB
prin vectori linie care contin coeficientii In ordinea descrescatoare a puterilor. De exemplu,

polinomul p=3x’+2x*> —x+6 este reprezentat prin vectorul p=[3 2 -1 6]. in continuare, vor
fi descrise o serie de funtii aplicabile polinoamelor reprezentate sub aceasta forma vectoriala:

Functia polyder simuleazia operatia de derivare a unui polinom. Astfel, fiind dat un
polinom reprezentat prin vectorul coeficientilor sdi, aceastd functie genereazid vectorul
coeficientilor polinomului obtinut prin derivarea celui dat;

Functia roots calculeazd radacinile (zerourile) unui polinom reprezentat sub forma
vectorului coeficientilor. Rezultatul este reprezentat sub forma unui vector coloana, in care
radacinile sunt ordonate in ordine strict descrescatoare. Daca se doreste realizarea operatiei
inverse ( calculul vectorului coeficientilor polinomului fiind dat vectorul radacinilor sale), se
aplica functia poly ultimului vector. Dacd insad se aplica functia poly unei matrice patrate, se
obtine vectorul coeficientilor ecuatiei caracteristice a matricei respective;

Functia polyval realizeaza evaluarea unui polinom in unul sau mai multe puncte (unui
punct 1i corespunde practic un numar real). Astfel, daca p este vectorul coeficientilor polinomului,
iar s punctul in care se doreste evaluarea, se utilizeaza instructiunea:

val = polyval (p, s)
unde val este valoarea polinomului 1n punctul s. Daca s este un vector sau o matrice, val este la
randul sau un vector sau o matrice cuprinzand valoarea polinomului p pentru fiecare din punctele
cuprinse in vectorul sau matricea s.

Facilitati de grafica MATLAB

Realizarea de grafice bidimensionale. Graficele se obtin utilizind urmatoarele
instructiuni:

Instructiunea plot realizeaza grafice bidimensionale. Astfel, dacd Z este un vector,
instructiunea plot (Z) construieste o reprezentare graficd in plan a elementelor vectorului
considerat 1n functie de indexul lor (numarul de ordine). Acest grafic va fi vizibil pe ecran intr-o
noua fereastrd (cea ,graficd”), independentd de fereastra sesiunii de lucru MATLAB. De
asemenea, scara graficului este fixatd automat, astfel ca toate datele sa fie vizibile. Exista insa si
posibilitatea alegerii scarii de catre utilizator, folosind instructiunea axis.

Daca X si Y sunt doi vectori avand, in mod obligatoriu, aceeasi lungime, atunci
instructiunea plot (X, Y) realizeazd reprezentarea grafica liniard bidimensionald a dependentei
elementelor vectorului Y de elementele vectorului X. De cele mai multe ori, X reprezinta vectorul
punctelor in care se doreste evaluarea unei functii, iar Y contine valorile functiei considerate
pentru fiecare punct al vectorului X. Daca vectorii X sau Y (sau doar unul dintre acestia) sunt
inlocuiti cu matrice de aceleasi dimensiuni, instructiunea de mai sus realizeaza un grafic cu mai
multe linii, fiecare reprezentdnd dependenta dintre o coloana a lui Y si coloana corespunzitoare a
lui X.

in sfarsit, daca se considerd mai multe perechi de vectori, X1, Y1, ..., Xn, Yn, instructiunea
plot(X1, Y1, X2,Y2, ..., Xn, Yn) realizeaza un grafic cu linii multiple, fiecare linie reprezentand
dependenta dintre vectorii uneia din cele n perechi, vectori care trebuie si aiba aceeasi lungime. In
graficele cu linii multiple, 1n lipsa unor indicatii suplimentare, fiecare linie este reprezentatd cu
alta culoare. Existd posibilitatea, pentru fiecare linie (curbd) a graficului sd se aleagd o anumita
culoare si un anumit tip de linie;

Culori si tipuri de linii. In versiunea MATLAB 5.0, este posibila utilizarea urmitoarelor
culori: galben (cu simbolul y), magenta (simbol m), cyan (c), rosu (r), verde (g), albastru (b), alb
(w), negru (k). In ceea ce priveste tipurile de linii disponibile, acestea sunt urmatoarele: linie
continud (simbol -), linie intrerupta (--), linie-punct (-.), si linie punctata (: ). De asemenea, este
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posibila realizarea unor reprezentari grafice prin puncte (in loc de linii continue), puncte care pot
fi marcate cu unul din urmatoarele simboluri: ., +, *, o, x.

In vederea stabiliri, pentru o anumita curba, a tipului de linie si a culorii dorite, se introduc,
in cadrul instructiunii plot, intre ghilimele simple, simbolurile pentru tipul de linie §i pentru
culoare, ca in exemplul de mai jos:

plot ( X1, Y1, -r’, X1, Y2, ‘--b’, X2, Y2, ‘+c’)

Instructiuni pentru inscriptionarea graficului (xlabel, ylabel, title, grid, text). Odata
realizate, graficele MTLAB pot fi prevazute atat cu o grila (caroiaj), alcatuitd din linii punctate si
obtinuta cu ajutorul instructiuni grid, aplicatd dupa instructiunea plot, cat si cu linii de text. Astfel,
pentru scrierea de explicatii pe cele doud axe ale graficului se folosesc instructiunile xlabel
(pentru axa absciselor ) si ylabel (pentru axa ordonatelor ), iar pentru scrierea unui titlu al
graficului (avand inséd un singur rand) instructiunea title. Aceste trei instructiuni vor fi obligatoriu
urmate de textul (variabila de tip sir de caractere) ce se doreste a fi aplicat pe grafic, introdus Intre
ghilimele simple si apoi intre paranteze rotunde.

Dacé este necesard scrierea unui rand de text in interiorul graficului, pornind din punctul de
coordonate X,y ( exprimate fie prin valoarea lor numerica, fie prin elemente ale vectorilor ce au
fost reprezentati grafic), se utilizeaza instructiunea text sub forma:

text ( < coordonata x >, < coordonata y >, ‘< sir de caractere >’ )

Alte tipuri de grafice bidimensionale. in afara graficelor obisnuite (liniare), se pot realiza si
grafice avand scari logaritmice. Astfel, instructiunea semilogx produce o reprezentare grafica cu
scara logaritmica pe axa absciselor, semilogy realizeaza un grafic cu scara logaritmica pe axa
ordonatelor, iar loglog un grafic avand scari logaritmice pe ambele axe. De asemenea, exista
instructiuni pentru realizarea de grafice in coordonate polare (polar) , a unor grafice de tip cu bara
(bar) sau a unor histograme (hist). In sfarsit, mentionim si instructiunea fill, care realizeaza
,umplerea” (colorarea la interior) a unei arii poligonale oarecari.

Realizarea de grafice tridimensionale. Dintre instructiunile destinate realizérii unor
grafice tridimensionale (in spatiu), vom prezenta succint doar pe cele mai utilizate: plot3 si mesh.

Instructiunea plot3 este echivalentul tridimensional al instructiunii plot. Astfel, fiind dati
trei vectori de aceeasi lungime, X, y, z, instructiunea plot3 (x, y, z) realizeaza o reprezentare
tridimensionala a dependentei dintre cei trei vectori, sub forma unei curbe in soatiu. Graficele
tridimensionale obtinute cu aceasta instructiune pot fi inscriptionate si utilizeaza aceleasi tipuri de
linii si culori ca si cele obtinute prin aplicarea instructiunii plot.

Instructiunea mesh realizeazd o reprezentare tridimensionald (in spatiu, 3D) a unei
suprafete, sub forma unei retele (grile) de curbe. Practic, fiind data o matrice Z, ale carei elemente
reprezintd cotele suprafetei ce se doreste a fi reprezentatd, instructiunea mesh(Z) realizeaza o
perspectiva tridimensionala a elementelor matricei Z.

9.3.2. Produsul informatic ANSYS EMAG

Pe piata ,,software”-ului de aplicatie In domeniul dispozitivelor electromagnetice existd o
mare diversitate de programe de simulare, atat in domeniul frecventelor joase cét si al celor Tnalte
(in radiofrecventd). In ultimii ani, dupa anul 1996, au fost introduse zeci de pachete ,,software”
performante pentru simularea numerici a dispozitivelor electromagnetice. Inainte de aparitia
acestor pachete de programe—produs, simularea campurilor electromagnetice si termice era
apanajul unui numar redus de ingineri care aveau cunostinte atat de analizd numerica si simulare,
cat si de programare a calculatoarelor. Astazi, la inceputul mileniului trei, un inginer electrician
—fara sa cunoasca detalii privind simularea numerica §i programarea calculatoarelor— poate, in
cateva ore, s utilizeze pachete ultrasofisticate. Desigur ca rezultatele bune se pot obtine cand
utilizatorul unui produs CAD are cunostinte de bazd privind metodele de simulare si
performantele relative ale acestora, fiindu-i suficiente numai notiunile prezentate in acest
compendium (!); in plus, astdzi existd un numar mare de pagini WEB pe Internet (unde poate fi
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gasit §i acest manual), care dau descrieri sumare (mai mult sau mai putin cu caracter promotional)
despre tehnicile cele mai utilizate in diversele produse informatice de firma disponibile pe piata
,,Software”.

La alegerea produsului informatic de aplicatie, inginerul proiectant, in afara trasaturilor
generale (cum ar fi resursele ,,hardware” necesare, costul si domeniul de aplicatie) trebuie sa tina
seama §i de trasaturi speciale care au un impact profund intr-o alegere adecvata. Aceste trasaturi
speciale se refera la: modulele principale ale programului si modul in care interactioneazd,
usurinta cu care se construieste modelul de intrare, algoritmii utilizati si libertatea utilizatorului
de a-i manipula, precum si flexibilitatea prezentarii rezultatelor.

Nu este posibil ca —in volumul redus de care poate dispune un compendiu— s se prezinte
diversitatea (mare) a problemelor care apar in practica ingineriei electrice, insa o clasificare dupa
anumite criterii (atdt de necesard) poate fi realizatd si aici. Astfel, dacd se ia numai criteriul
domeniului frecventelor, instrumentele informatice existente pentru simularea numerica prin
metoda elementului finit a problemelor de camp electromagnetic se pot identifica trei clase mari
de aplicatii:

- pentru dispozitivele electromagnetice de joasa frecventd (industriald);

- pentru dispozitivele electronice de banda larga;

- pentru dispozitivele electromagnetice de inalta frecventa.

Prima clasa include dispozitive, aparate, masini etc. care lucreaza in cAmp electromagnetic
alternativ de joasd frecventd asa cum sunt transformatoarele electrice, motoarele asincrone,
electromagnetii etc. Pentru aceasta clasd exista o mare diversitate de pachete de programe —
produs bazate pe metoda elementului finit in spatiul 2D (plan) si 3D (simulare tridimensionald).
Aceste pachete sunt utilizate pentru: calculul campului electric, magnetic si termic, calculul
fortelor (cuplurilor de forte), calculul impedantelor, calculul pierderilor in fier §i transformarea lor
in céldura etc. Firmele producatoare pentru astfel de programe sunt: Ansoft (Pittsburgh, SUA),
Magsoft (New York, SUA), Infolytica (Montreal, Canada), Ansys, Inc. (SUA) s.a.

Clasa pentru dispozitivele electronice de banda larga se referd —in special- la componentele
calculatoarelor electronice. Instrumentele informatice pentru aceastd clasd permit predictia
integritatii semnalului electric, a discutiei incrucisate (asa-zisul ,,cross — talk”) etc. Firmele cele
mai cunoscute, producitoare de pachete de programe pentru simularea numerica in acest domeniu
sunt: Sonnet Software, Bay Technology si Hewlett Packard (California, SUA).

A treia clasd de aplicatii se refera la dispozitivele electromagnetice de radio frecventa si
microunde asa cum sunt: antenele, sistemele radar si ghidurile de unda. Cateva produse CAD
pentru aceastd clasd sunt disponibile la firmele: Ansoft, Vector Fields, Hewlett Packard,
Electromagnetic Applications (Colorado, SUA).

Dezvoltarea modulara a instrumentelor informatice. Programele de simulare a
campurilor electromagnetice si termice prin metoda elementului finit trebuie si realizeze o
echilibrare Intre general si particular, in sensul cd un produs informatic este necesar sa asigure o
simulare numerica pe modele generale (pentru a putea fi utilizat intr-o clasa largd de probleme),
care —Insd— prin anumite specificatii particulare sd permitd utilizarea produsului la aplicatii
concrete — individualizate. Acest deziderat se obtine prin crearea de programe formate din
numeroase module (de caz general) interconectabile intre ele dupa o ,,schema” impusa de o anume
aplicatie particulard, concret formulata.

Astfel, dezvoltarea modulard a produselor ,software” pentru simularea numericd a
sistemelor cu parametri distribuiti, folosind metoda elementului finit, coincide intr-un fel cu
structura generala a algoritmului de rezolvare a unei probleme de camp prin aceastd metoda. Dupa
cum s-a aratat (in § 9.2.4), metoda elementului finit implica trei faze distincte:

1. realizarea modelului geometric al obiectului fizic studiat §i generarea retelei de
discretizare, ceea ce in ,,plan computational” (al produsului CAD) se cheama preprocesare;
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2. rezolvarea (gasirea solutiei) modelului numeric obtinut in faza precedentd printr-o
discretizare spatio-temporald, care se reflectd in produsul informatic prin faza de procesare
(calcul automat) si

3. transformarea rezultatelor (datelor) numerice obtinute in faza precedentd in informatii,
adica in notiuni $i marimi cu semnificatie inginereasca concretd, ceea ce in produsul informatic se
realizeaza prin asa — numita postprocesare.

Modulele ,,software” legate de procesare §i postprocesare sunt specifice aplicatiei concrete
sau unei clase de probleme similare; modulele ,,software” legate de preprocesare au un caracter
mult mai general. Firmele (cele mai multe) care realizeazd produse CAD, ce merg pe linia
dezvoltarii modulare ofera utilizatorului o gama largd de module care pot fi livrate separat, in
functie de aplicatie (magnetism, electrostaticd, electrocinetica, rezistenta materialelor, caldura
etc.). Acesta este si cazul produsului ANSYS, la care ne vom referi in final.

Preprocesarea este faza in care utilizatorul produselor CAD destinate campurilor
electromagnetice si/sau termice specificd toate datele necesare obtinerii modelului in mod
interactiv. Astfel, utilizatorul selecteaza sistemul de coordonate si tipurile de elemente, defineste
geometria sistemului fizic si sursele de camp, structura dispozitivului (corpului) electromagnetic
si proprietitile de material (de exemplu, prin curba de magnetizare a materialului folosit), creeaza
modele si retele de discretizare, modifica reteaua si defineste restrictiile problemei, precum si
ecuatiile de cuplare. Reteaua de discretizare spatiala poate contine elemente de acelasi tip
(triunghi, dreptunghi, tetraedru, prisma, piramida etc.) sau de tipuri diferite. Construirea retelei de
discretizare a domeniului spatial este o problema critica, in sensul ca rezultatele simularii ca si
eficienta calculului depind de numdarul si tipul elementelor. De aceea, preprocesoarele moderne
realizeaza reteaua iIn mod automat sau semiautomat / interactiv (utilizatorul apreciaza fie frontiera
domeniului spatial si interferentele intre elementele structurale ale dispozitivului electromagnetic,
fie utilizatorul genereaza manual o retea initiala grosierd dupa care are loc o rafinare automata).
Multe produse—program folosesc generatoare de retele adaptive; aceste produse ajusteaza
automat marimea elementelor finite si numarul lor, in functie de gradientul cAmpului sau a violarii
anumitor restrictii fizice (de exemplu, discontinuitatea unei variabile de camp). Generarea
adaptiva este un procedeu iterativ, numarul de iteratii fiind impus de un criteriu de eroare dat
apriori.

Tot in faza de preprocesare sunt estimate dimensiunile fisierelor de date si necesarul de
memorie pentru rularea programului in vederea obtinerii solutiei. Datele furnizate de utilizator in
faza de preprocesare devin parte integranta a bazei de date a produsului CAD. Baza de date este
organizata in tablouri ce contin coordonatele nodurilor, topologia retelei, proprietatile de material
si caracteristicile la nivel de element.

Produsele—program actuale opereaza cu anumite concepte care tind spre standardizare.
Astfel, in modelarea corpurilor se utilizeazad notiuni ca: noduri (puncte, varfuri), linii, arii §i
volume. Nodurile sunt utilizate pentru localizarea elementelor in spatiu, iar elementele definesc
conectivitatea modelului (v. § 9.2.4). Modelul de element finit este definit prin specificarea
nodurilor retelei si a atributelor elementelor (marime, forma, conectivitate). Alte entitéti ca: zona,
subretea, rotire, focalizare s.m.a. permit o localizare, o reprezentare grafica pe ,.display” si o
prelucrare eficienta folosindu-se dispozitive de intrare adecvate (ca ,,mouse”, ,trackball” etc.).
Anumite comenzi ale preprocesorului (care este un modul initial de program) permit utilizatorului
sa aranjeze graficul (desenul) pe ,,display” in forma doritd (marime / scard, axe, rotire, vedere
etc.), sa-1 copieze pe un anumit suport, sa scaleze sau sa extinda, prin simetrie, un model numeric
initial.

Procesorul este un al doilea modul al produsului—program care realizeaza solutionarea
modelului (problemei) numeric. Procesarea implicd generarea modelului numeric elementar s§i
global (v. § 9.2.4) pornind de la baza de date creatd de preprocesor si solutionarea acestui model.
Existd o mare diversitate de algoritmi numerici ca: metoda elementelor de frontiera (BEM, de la
,Boundary Element Method”), metoda momentului (MM — ,Moment Method”) etc. Totusi,
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indiferent de metoda folosita, utilizatorul trebuie sé specifice pentru problema analizata: regimul
de lucru (static, stationar, nestationar, dinamic s.a), tipul sistemului (liniar sau neliniar), sistemul
de coordonate utilizat, metoda de solutionare (directd sau iterativa si in acest caz criteriul de
calitate etc.).

Unele procesoare CAD folosesc in faza de solutionare module de rezolvare a modelelor
numerice rezultate in faza de asamblare, module numite ,, solver ’-e, care —in general— se bazeaza
pe calculul matriceal.

Postprocesarea asigurd interpretarea fizicd — inginereascd a solutiei numerice datd de
procesor, ceea ce inseamnd —in general— reprzentarea grafica a solutiei (pe corp), cu indicatii
numerice §i cromatice.

Postprocesoarele actuale afiseaza rezultatul simulérii in spatiul dorit (2D sau 3D), cu
trasarea liniilor de camp (de flux unitar), a liniilor (suprafetelor) echiscalare etc. Simulatoarele
performante (din clasa a treia de frecvente) pot prezenta rezultatele in forma animata (de exemplu
propagarea undelor electromagnetice produse de o antend). Rezultatele pot fi si stocate
(memorate) in diverse fisiere pentru o prelucrare ulterioara ,,off-line”.

Pachetul de programe ANSYS. Este un produs informatic destinat anume analizei
sistemelor prin metoda elementului finit, care s-a remarcat prin performante deosebite (precizie,
versatilitate, usurinta utilizarii) de simulare a proceselor modelate prin ecuatiile fizicii matematice
si in special a proceselor electromagnetice. Dintre toate variantele posibile, am ales pentru o
sumara descriere aici, produsul ANSYS — 386 ED (,,Educational”), atat din motive didactice, cat
si pentru faptul ca se afla implementat in reteaua de calculatoare a catedrei ,,Electrotehnica —
Electronica” din U.P.G. Ploiesti (sub licentd). Pentru invatarea utilizérii programului ANSYS in
mod eficient, cititorul va trebui sa facd apel permanent la comanda help pentru a obtine ,,on —
line” descrierea amanuntitd a tuturor comenzilor programului, pe care le va putea studia direct pe
ecranul monitorului calculatorului, dar si separat pe un ,,out — print” listat in prealabil.

Produsul ANSYS a fost lansat de firma americand Swanson Analysis Sistems, Inc.
(Houston, USA), inca din anul 1970, de catre dr. John Swanson, numele acestui pachet de
programe fiind o abreviere a cuvintelor ,,ANalysis SYStems”. De la lansare si pana acum (ne
referim la anul 2002), produsul a fost permanent imbunatatit pentru a putea face fatd oricéror
aplicatii de simulare prin metoda elementului finit, existind acum numeroase variante
specializate.

Programul ANSYS complet are toate modulele necesare utilizarii generale a metodei
elementului finit, pentru orice structuri liniare si neliniare. Cu el se pot efectua: analize de sistem
in regim static, dinamic, tranzitoriu si de transfer (ca, de exemplu, raspunsul unui etaj electronic la
semnale armonice); studiul proceselor termice, magnetice, fluidice (hidraulice si pneumatice),
termoelectrice si acustice; modelarea numericd si simularea solidelor, precum si optimizarea
proiectarii.

Familia programelor modularizate ANSYS — PC, executabile pe calculatoare personale, are
disponibile urmatoarele module: ANSYS — PC / LINEAR (utilizat in special pentru rezolvarea
problemelor de flambaj al sistemelor liniare), ANSYS — PC / THERMAL, ANSYS — PC / SOLID
(utilizat 1n faza de preprocesor cu un preprocesor general PREP 7 — pentru modelarea numerica a
solidelor in aplicatiile cu PC / LINEAR si PC / THERMAL), ANSYS — PC / OPT (pentru
optimizarea proiectarii cu produsele PC / LINEAR si PC / THERMAL).

Dintre ultimele instrumente ANSY'S sunt de evidentiat: ANSYS / Emag 5.2 (pentru analiza

si proiectare in domeniul electromagnetic), ANSYS / Emag &FLOTRAN (o asociere a modulelor
ANSYS / Emag cu modulele FLOTRAN de procesare prin folosirea ecuatiilor Navier — Stokes in
problemele cu simetrie axiald, cu folosirea a 141 elemente finite) ANSYS / ED™ (produs
educational, pentru mediile universitare, de simulare pe sisteme PC compatibile IBM, sub
Windows sau UNIX), ANSYS / Structural (pentru analiza structurald in mecanica), ANSYS /

Mechanical (un produs CAD / CAE in domeniul ingineriei mecanice, al rezistentei materialelor,
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al plasticitatii etc.), ANSYS / LS — DYN™ (dotat cu un ,,Explicit Dynamic Solver” pentru mai toate
domeniile de activitate de la cel electric la cele biomedicale, componente electronice, plasticitate,
simularea ruperii etc.).

Toate produsele ANSYS realizeazd simularea numerica prin metoda elementului finit cu
parcurgerea celor trei faze ,,clasice”: preprocesarea (care se face cu un preprocesor denumit PREP
7 de tip general automat), procesarea (solutionarea) si postprocesarea (care se face cu modulele
POST 1 si/ sau POST 26, prin care rezultatele sunt redate grafic —in 2D sau 3D— gi/sau prin tabele
cu date, cu listare, redare cu ,digital incremental plotter”, in culori, cu animatie pe ecranul
monitorului etc.).

Produsul ANSYS / Emag ED™. Este varianta ,,Educational” a produsului cu aplicatii
ingineresti — industriale ,,Electromagnetic (field)”, cu absolut toate facilitatile si performantele
acestuia, dar pentru dimensiuni mult reduse (numar maxim de noduri 500), pe care il prezentam
aici datorita calitatilor sale educationale (de instruire — Tnvatare) si de care dispune (prin licenta)
catedra ,,Electrotehnicd — Electronica” din U.P.G. Ploiesti, in laboratorul sau de ,,Tehnologia
predarii”.

Resursele instrumentului informatiei ANSYS / Emag ED™ sunt:

- numarul maxim de domenii (subdiviziuni structurale) in care poate fi divizat cAmpul Q2
este ,,Domain Of Field” DOF =1000;

- noduri 500;

- numarul maxim de elemente (triunghiulare) 250;

- numarul maxim de elemente structurale p=50;

- numarul maxim al elementelor principale DOF,,,,=50;

- numarul maxim al punctelor cheie /=100;

- numarul maxim al liniilor /=100;

- numarul maxim al suprafetelor A=50;

- numarul maxim al volumelor /=100.

Produsul cu performantele dimensionale aratate anterior necesitd o platforma ,hardware”
de tip PC 486 Intel sau Pentium cu resursele: 16 MB RAM (,,Real Memory”), 125 MB pe ,,Disk
Space Full Install”, 42 MB de ,,Disk Space Less Doc. Files”, 120 MB de ,,Disk Space for Swap”,
instrumentele de grafica ale sistemului Windows 95 sau Windows NT cu un monitor / ,,display”
cu o rezolutie minimd de 1024 x 768 picseli si un sistem de operare Windows 95, Windows
NT3.5 sau superior.

Capabilitatile (,,Capabilities”) produsului ANSYS / Emag™ sunt cele legate de aplicarea
performantd, automata, a analizei structurilor electromagnetice prin metoda elementului finit care
—in esenta— constau in:

- caracteristicile produsului: transfer de date prin sistemul IGES, modelarea (numerica) a

corpului solid (discretizarea solidelor), optimizarea proiectarii (de exemplu, proiectarea unui
. e Lo 1 - . .
ventil electromagnetic prin minimizarea energiei LEBH -dQ)), reprezentari grafice in 2D si in

3D, animatia imaginii, colorarea zonelor si a contururilor, modelarea proceselor neliniare,

algoritmi de rezolvare a sistemului de ecuatii modale prin metoda Newton — Raphson (pentru
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ecuatiile liniare) si algoritmi de calcul pe portiuni liniarizate de curba (a ecuatiilor modale
neliniare), calcule magnetice de grafica (cu redarea cantitativd a spectrelor de camp in 2D sau
3D), generator automat adaptiv pentru modelarea cu elemente finite, calcule de transfer termic,
calcule dinamice si multe altele;

- interfete pentru utilizarea produsului: interferenta de grafica IGU (de la ,Intuitive
Graphical User”) de tip intuitiv — interactiv, documentatia ,,on — line” prin help cu ,hypertext
links”, instalator / aranjor de meniuri, blocuri de dialog, harti / tabele functionale pentru comenzi;

- diverse tipuri de analize ale sistemelor electromagnetice, statice, stationare si dinamice,
liniare si neliniare, efectele termice ale cAmpului electromagnetic etc.;

- programe utilitare ca: ,,solver”’-e de mare capacitate si viteza, algoritmi de calcul numeric
(atat pentru sisteme liniare cit si pentru cele neliniare), programe de preprocesare (de exemplu
preprocesorul PREP 7), programe de postprocesare (cum sunt POST 1 si POST 26), programe de
lucru cu fisierele etc.;

- programe de biblioteca: reprezentari in 2D si 3D (de bare, conducte, circuite magnetice,
solide, suprafete de contact, cavitati, invelisuri, Intrefier s.a.), tratarea suprafetelor asimetrice si a
solidelor fara simetrie axiald, tratarea (in 2D sau 3D) a corpurilor solide superelastice, tratarea
corpurilor solide neuniforme (neomogene si / sau anizotrope), prelucrarea matricelor de tip
general, proiectarea servomotoarelor liniare, proiectarea/analiza circuitelor electrice cu
conductoare masive (in 3D), analiza / proiectarea circuitelor magnetice (in 2D si 3D), analiza
campurilor electromagnetice cu frontiera la infinit, studiul corpurilor dielectrice / condensatoare in
camp electrostatic (in 2D si 3D) etc.

Programele ANSYS. Pentru rezolvarea unei probleme prin metoda elementului finit,
programele ANSYS realizate de utilizatori folosesc urmatoarele elemente: descrierea analizei,
comenzile (de utilizare, de preprocesare generali — PREP 7, de procesare, de postprocesare
generala POST 1, de postprocesare ,,Time — History” — POST 26) si de biblioteca.

Comenczile utilitare ANSYS sunt foarte numeroase si se refera la: controlul grafic (procedee
de tip /MENU /SHOW /VIS; imagini, aspect, scald, numere, simboluri, contururi etc.); selectia
logicd (pentru manipularea nodurilor si elementelor in care s-a descompus domeniul, ca de
exemplu: NALL ce adaugd noduri pentru definirea suprafetelor selectate etc.); parametri;
controlul fisierelor si altele.

Comenzile ANSYS de preprocesare generald (pentru PREP 7) sunt cele pentru: ajustare /
”Set Up” (descriere) a analizei (prin specificarea: tipului analizei, optiunile de analiza, definirea
elementelor tip — de exemplu ETLIST este comanda pentru definirea tipului de elemente,
proprietati geometrice si de material); de model; pentru datele de incarcat in fisierul pentru
prelucrare; de asamblare / ,,Wrap Up” s.a.

Comenczi pentru procesare ANSYS (v. fig. 9.18) care sunt: /CHECK prin care se activeaza
controlul rularii (executiei calculului), /INPUT, 27 ce comanda preluarea datelor pentru prelucrare
din fisierul ,,File 27” si FINISH — comandad pentru iesirea normala (prin fisierul ,,File 12”) a
rezultatelor necesare pentru realizarea ultimei faze.
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In figura 9.18 este prezentati schema logica a procesirii datelor in faza de solutionare
(rezolvare a modelului numeric).

S-a considerat, in figura 9.18, cazul analizei statice a comportarii mecanice a stratului
dielectric dintr-un condensator plan, pentru determinarea locald a deformatiilor, eforturilor sau
fortelor de reactie in regim electrostatic (un condensator plan, de exemplu un dielectric din foi de
mici sau strat ceramic, supus fortelor electrostatice care actioneaza prin armaturi). In acest caz,
modelul numeric de rezolvat este: [K]-{u}={F}, unde [K] este matricea coeficientilor de

rigiditate ai dielectricului, {u} este vectorul deformatiilor nodale (necunoscut) si {F} este

vectorul fortelor electrostatice. Se considerd ca dielectricul este liniar si elastic, fard deformatii
initiale, efectele initiale si de histerezis sunt neglijabile, iar fortele se aplica stationar (fara
miscare) si reprezintad conditii la limitd (de pe armaturile condensatorului).

In faza premergitoare (de preprocesare prin PREP7), pe baza datelor privind geometria,
dimensiunile, proprietitile de material si conditiile la limita se genereaza (determind) modelul

numeric al condensatorului [K]-{u} = {F}. Pasii de baza ai preprocesarii sunt:

- ,.Set Up” (de ,asezare” a modelului numeric), prin care se definesc: tipul de analiza,
optiunile analizei, tipurile de elemente si proprietatile geometrice si de material ale corpului (placa
dielectrica a condensatorului);

- ,,Model”, prin care se construieste modelul cu elemente finite (noduri si elemente), prin

generare automata;
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- ,,Load — Data”, prin care se specifica conditiile la limita (restrictii §i sarcini) si se incarca
optiunile de optimizare;

- ,Wrap — Up” (asamblarea), prin care se scriu toate informatiile necesare intr-o forma
corespunzatoare fazei de solutionare (procesare).

In cele de mai sus, prin tipul de element se intelege determinarea gradului de libertate
pentru fiecare nod si a formei caracteristice.

Solutionarea (faza de procesare) se face conform schemei de calcul din figura 9.18 prin
care: la comanda /CHECK incepe rularea prelucrdrii si prin comanda AFWRITE toate datele
(codate) ale modelului numeric sunt inscrise intr-un fisier special (fisierul 27). Apoi (prin
comanda /INPUT, 27) datele din figierul 27 incep sa fie prelucrate (se decodificd in binar toate
datele de calcul din fisierul 27, care sunt introduse in figierul 3, dupa care se construiesc matricele
elementale care se stocheaza in fisierul 2 si se solutioneaza numeric in mod iterativ). Dupa ultima

iteratie —care da rezultatele finale de aproximare numerica a lui {u}, care sunt salvate Intr-un

figier (fisierul 12)— se executd comanda FINISH de reintoarcere la urmatoarea suprafata din panou
si apoi Inceperea fazei de postprocesare (prin apelarea postprocesorului POST 1).

Prin urmare, 1n faza de procesare se lucreaza cu cinci figiere: ,,File 2” — cu datele de model
(geometria) si matricele elementale; ,,File 3” — cu datele modelului numeric in binar; ,,File M” —

cu matricele coeficientilor de material [K] triunghiularizate [VK]; ,,File 12” — cu datele finale

(rezultatele solutionarii) necesare fazei urmatoare de postprocesare si ,,File 277 — cu datele (in
cod) ale modelului numeric realizat in faza precedentd de preprocesare.

Comenczile de postprocesare ANSYS apeleaza posprocesoarele POST 1 (general) sau / si
POST 26 (cu evolutia In timp) prin care se reprezinta pe ,,display” rezultatele simularii.

Biblioteca ANSYS contine subrutine cu privire la trasaturile generale ale elementelor finite

si descrierea elementelor.
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