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Derivata unui determinant !

Alina Maria Tintea

Abstract
In this paper we propose to study some problems with the deriva-
tive of a determinant and we propose some generalization of them.
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In lucrarea [3] este prezentat urmitorul rezultat, util deseori in re-
zolvarea problemelor cu determinanti.

Teorema 1. Fie f;; : R — R functii derivabile pe R, i,j € {1,2,...,n},
tar F: R— R

fu(@) fa(z) ..o fin(2)

Atunci F(x) este o functie derivabild pe R gi

fu(x)  fiz(z) ... fin(2)

(1) F'(z)= Z ww) fio(x) ... fiu(x) |, oricare ar fiz €R

@ farl@) o fnlo)
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Demonstratie. Functia F'(x) este functie derivabila pe R, ea fiind obtinuta
prin operatii elementare din functiile f;;,4,j € {1,2,...,n} care sunt functii
derivabile pe R.

Demonstram acum relatia (1). Avem
2 = > 58(0) o (@) oo (@) - ot (1)
PESH

oricare ar fi x € R. Derivam aceasta relatie si obtinem

Z > sen(0) fre) (@) - fap@) (@) - Fpi) (@) 5

j=1 €S,
adica tocmai relatia (1).
Aplicatii.
1. Sa se demonstreze ca

sin(x + «) sin(z + 3) sin(x + ) sina sinff sinvy
cos(z + ) cos(x+ ) cos(x+7) | =| cosa cosf cosy
a b c a b c

oricare ar fi x € R, unde o, 3,7,a,b,x € R.
Rezolvare. Fie f: R — R.

sin(z 4+ «) sin(z + [) sin(z +7)
f(z) = cos(z + ) cos(xb+ B) cos(x +7)

Evident f este derivabila si conform Teoremei 1 putem scrie:

cos(z + ) cos(z + ) cos(x+ )
f'(x) =|cos(zx+a) cos(z+pB) cos(z+7) |+
a b ¢

sin(x 4 «) sin(z + f3) sin(z + )
+| —sin(x + o) —sin(x+[) —sin(z+7v) |+
a b c

sin(x + «) sin(z + 3) sin(z + )
+ | cos(x +a) cos(x+ ) cos(z+7) |=0.
0 0 0
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Cum f’(z) =0, oricare ar fi = € R, rezulta ca f(z) este constanta pe R i
deci f(x) = f(0), oricare ar fi z € R, adica

sina sinf3 sinvy
f(z)=| cosa cosf cosvy

a b c

Observatie. Pentru aceasta problema propunem urmatoarea generalizare:
Sa se demonstreze ca valoarea determinantulus

sin(x 4+ ay) sin(z +az) ... sin(z+ay,)
cos(x +ay) cos(x+az) ... cos(x+ ay,)
b31 b32 o e b3n
b1 byo e bnn

nu depinde de x (a1, a2, ...,a, ER sib;; €R, i=3,n, j=1,n).

2.5a se demonstreze ca x = 1 este radacina tripla pentru polinomul:

1 x 22 23
1 1 1 1
f@)=| 1 9 3 4
12 92 32 42

Rezolvare. Polinomul f(z) are solutie tripla z = 1 daca f(1) = f/'(1) =
f"(1) =0. Avem

1 1 1 1
1 1 1 1
F1) = 1 2 3 4| 0.
12 22 32 42
Conform Teoremei 1, deoarece f este derivabila putem scrie
0 1 2z 322 1 z 2% 28
, 111 1 0O 0 0 0
F@=11 9 3 4|71 2 3 4|F
12 22 32 42 12 22 32 42
1 z 22 23 1 =z 22 23 0 1 2z 322
n 1 1 1 1 n 111 1| |1 1 1 1
0 0 0 1 2 3 4 1 2 3 4
12 22 32 42 00 0 O 12 22 32 42
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Deci,
0o 1 2 3 1 2 3 4
py—| b1l PEh 1 1 1 0
10 2 3 4 1 2 3 4 7
12 22 32 42 12 22 32 42
avand liniile 1 si 3 egale. Deoarece
0 0 2 6z
" 1 1 1 1
P =1y 5 3 4
12 22 32 42
rezulta ca
0 0 2 6 0 0 1 3
" 1 1 1 1] 1 1 1 1
F) = 1 2 3 4 =2 1 2 3 4
12 22 32 42 12 22 32 42
Scadem coloana 1 din celelalte coloane gi obtinem
00 L3y g
f'(1) =2 11 2 3 =-2/12 3 |=-6|12 1 |=0,
138 15 3 8 15 3 8 15

deoarece coloana a doua este suma celorlalte doua coloane.

Cum f(1) = f/(1) = f”(1) = 0 rezulta ca f(z) este de forma a(zx — 1),
a € R
Observatie. Pentru aceasta problema propunem urmatoarea generalizare:
Sa se demonstreze ca x = 1 este radacing de ordinul n — 1 pentru poli-
nomul

1 T ik
1 1 1
1 2 . n
fn(ﬂl) = 12 22 o n2 )
TP
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unde n este un numar natural, n > 2.

3. Fiez,a, € R, k€ {1,2,...,n}. Sa se arate ca

25

) |

T+ a x x .
Alz) = T rT+ay ... x :al_a2_“_.an.<2ix+1
— ay
x x .o x+ay,
Rezolvare. Derivand de doua ori functia A, avem
1 1 1 r+a; =« T
Al(z) = r x+ay ... T " 1 1 1 n
x x x+an x . .
T+ a x X
n X T+ as X 7
1 1 1
0 0 0 1 1 1
A"(:U)— r T+ as T n 1 1 1 T
T x T + ay r T+ ay,
1 1 1 1 1 1
n r T4+ as T n 1 1 1 n
1 1 1 T a: T+ a,
r+a; x x r+a; x X
+ 0 0 0 +...+ L ! L + ...+
x T :I:—l—an 1 1 1
1 1 1 r+a = x
n r T+ as T " 1 1 1 I
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T+ ap x x
n x T+ as x —0
0 0 0

Deci A”(z) = 0, oricare ar fi = € R. De aici rezulta ca exista Aj, Ay € R
astfel incat A(x) = A; - x + A, oricare ar fi x € R. De asemenea, avem

aq 0 e 0
AQZA(O): 0 @z e 0 =daip-ag ... Qp,
0O 0 ... a,
iar
Ay =A'(0)=aga3...a,+ajaz...an+ ... +ajag...a, 1 =
_ a1a20s . .. Ay i a1a20s . .. ay N a1agas . .. ay _
ai as Qp,
11 1 "1
:alazag...an(—+— +—>:a1a2a3...an2—.
ar a2 Qn iy Ok
Deci,
n 1 n
A(x):alag...anzg—k T+ aas...a,=aas...a, <Za_k x+1>
k=1 k=1
4. Fie polinoamele P, ), R, S de grad < 4. Sa se arate ca polinomul
P(z) Q(z) R(z) S(z)
| P@) QL) R S
- P//(:E Q//(x) R//(x) S//(x

) )
P/// (:C) Q///(x) R/// (‘Z.) S/// (:C)
este de grad cel mult 4 [(2)].

Rezolvare. Deoarece polinoamele P, ), R, S sunt de grad < 4 avem

PR z)=0, QW(x)=0 R¥(x)=0 S¥()=0 (k=5,6,7...).
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Calculand derivatele lui T'(z) avem

Px) Q@) R S

roy | D) Q@) R@) S
P”<.T) Q//<x> Rll(x) S//(x) )
PO@) Q) RO() W)

R
T”(x) _ P<J7> Q<I> R(*T) S(l’)
| P @@ B s

TW(z) =

deci grad T < 4.
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