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Introducere

Aceastd lucrare de teoria grafurilor are drept scop familiarizarea cititorului cu aspecte
mai putin cunoscute ale acesteia care pot fi abordate pe baza unor cunostinte solide dobandite
incepand cu perioada liceului.

Pentru o bund parcurgere a lucrarii sunt presupuse cunoscute principalele notiuni de
teoria grafurilor.

In primul capitol este prezentati notiunea de graf in contextul siu maxim de
generalitate (ce permite existenta buclelor si a multimuchiilor), fiind introdusa cu ajutorul
notiunii de multiset (multime cu multiplicitati). Capitolul trateaza problema clasica a sirului
gradelor unui graf 1n acest cadru general, prezentind in acest sens trei rezultate de
caracterizare, impreuna cu algoritmii corespunzatori.

In Capitolul II este tratatd problema planaritatii unui graf, atat in spatiul 2-dimensional
cit si o generalizare a acesteia. Sectiunea a doua a acestui capitol aratd legatura stransd ce
exista intre planaritate si hamiltoneintate, furnizand criterii de stabilire a uneia dintre
proprietati, atunci cand este presupusa cealalta.

Ultimul dintre capitole prezinta cititorului notiunea de cuplaj, care cumulatd cu cea
binecunoscuta de graf bipartit converg la elaborarea a doi algoritmi importanti (algoritmul
ungar si Kuhn - Munkres) cu o largd aplicabilitate Tn probleme legate de planificarea
activitatilor organizatorice (alcatuire de orare, incadrarea optima a personalului unei companii
in raport cu pregatirea acestuia, etc. ).



I. Grafuri definite prin multiseturi.
Multisetul gradelor unui graf

1. Multiseturi

Conceptul de multiset reprezintd o generalizare a notiunii matematice elementare de
multime. Simplu spus, un multiset reprezintd o mulfime in care fiecare dintre elementele ei se
poate repeta de un numar prestabilit de ori. Dupa cum bine stim, acest lucru nu este permis 1n
cazul notiunii standard de multime. Pentru a da rigoare acestui concept dim urmaétoarea

Definitii:
Fie S o multime finita nevida. Un multiset (multime cu repetitie) peste S este o pereche
R=(S,r) formatd din multimea S si o functie r: SN numitd functia multiplicitate (sau

repetitie) a elementelor din S. Aceasta functie are rolul de a ,,tine minte” de cate ori se repeta
fiecare element din multimea S.

Vom spune cd R=(S,r) este un m-multiset daca numarul total al elementelor acestuia
(tinnd cont de multiplicitati) este m.

Avem nevoie in cele ce urmeaza de urmatoarele

Notatii:
S™={(x1, o, Xp)|x; € S} S* =UmsoS™
Stm): = {X|X este m — multiset peste S}; S = Uppso SI™
s .—(X|XcS, |X|=m}; S = U150 S™

2. Grafuri definite prin multiseturi

In aceasti sectiune vom prezenta binecunoscutele notiuni de graf neorientat, graf
orientat §i izomorfism de grafuri dintr-o perspectivdi mai rar intilnitd, folosindu-ne de
conceptul de multiset introdus in sectiunea precedentd. Aceastd perspectiva are avantajul de a
da posibilitatea unui graf de a avea bucle, precum si un numar oricat de mare de muchii intre
oricare doud noduri ale sale. Vom prezenta de asemenea Tn mod succint — prin prisma acestei
perspective mai putin familiare — cateva notiuni de baza mai rar intdlnite de teoria grafurilor,
precum cea de hipergraf, hipergraf k-uniform si graf suport.



Dam, asadar, In continuare urmatoarele
Definitii:

Un graf neorientat peste V este o pereche G=(V,E), unde E=(V<2), r) este un multiset

peste V{2, Un element e=uv se numeste muchie din E, iar daca u=v, acesta se numeste bucld.
Dacar(e) < p, Ve € E, atunci G se numeste p-graf.

Un graf neorientat simplu peste V este o pereche G=(V,E), unde E S V® . Vom nota
muchiile acestui graf, de asemenea, cu e=uv. Observam ca un graf neorientat simplu este un
1-graf neorientat fara bucle.

Un graf orientat peste V este o pereche G=(V.E), unde E=(V?,7) este un multiset
peste V2 (altfel spus, un multiset de perechi ordonate). Un element e=(u,v) din E se numeste
arc, iar daca u=v, se numeste buclda..

Daca in definitia grafului simplu inlocuim exponentul 2 printr-un numar oarecare
k € N, obtinem definitia unui hipergraf k-uniform G=(V,E), unde E vV, Mai general, daca
E € V®, atunci G=(V,E) se numeste hipergraf.

Prin stergerea buclelor unui graf neorientat G=(V,E) si prin inlocuirea multimuchiilor
e € E prin multimuchii cu multiplicitatea egala cu 1, obtinem graful simplu suport al
acestuia. Prin ignorarea orientarii arcelor unui graf orientat G=(V,E) obtinem graful
neorientat suport al acestuia.

Fie G, = (V1,E;) si G, = (V,, E,) douad grafuri neorientate. Spunem cad G, si G, sunt
izomorfe si vom nota G,~G, daca exista o functie bijectiva f:V; — V, cu proprietatea:

r(uv) = rz(f(u),f(v)), vu,v € Vy.

In acest caz, functia f se numeste izomorfism de grafuri (neorientate). Din punct de vedere
intuitiv, doud grafuri sunt izomorfe daca se pot reprezenta in plan printr-un acelasi desen.

3. Multisetul gradelor. Teoreme de caracterizare

Intrucat conceptul de graf prezentat anterior este mai cuprinzitor decat cel clasic,
permitand existenta buclelor si a mai multor muchii intre aceleasi doud noduri, notiunea de §ir
al gradelor asociat unui graf va trebui generalizatd in mod corespunzitor. Aceasta se
realizeaza prin urmatoarea:

Definitie: Fie G = (V,E) un graf neorientat si V = {x,,...,x,} multimea nodurilor sale
considerate in ordinea crescatoare a gradelor acestora. Numim multisetul gradelor nodurilor
Iui G, sau secvenfa gradelor, sau inca gsirul gradelor nodurilor Iui G multisetul
s(G) ={d;(x;) <dg(x,) <...<d;(x,)}, unde dg(x;) reprezintd gradul nodului x;. Vom
nota in cele ce urmeaza cu §(G) := min; d;(x;) si A(G) = max; d;(x;).



Notiunea de multiset al gradelor asociat unui graf este suficient de interesantd si
elementara in acelasi timp incdt sd ne poatd furniza o serie de teoreme deosebite de
caracterizare a acesteia in diferite contexte cu grad mare de generalitate. In acest sens,
rezultatele prezentate Tn continuare ne dau conditii necesare si suficiente ca un sir de numere
naturale sd poatd fi multisetul gradelor unui graf neorientat oarecare, a unui graf neorientat
fard bucle, respectiv a unuia neorientat simplu. Demonstratiile tuturor acestor teoreme sunt de
natura algoritmica si ele sunt insotite, pentru o mai mare claritate, de algoritmii propriu-zisi de
construire a grafurilor ce indeplinesc conditiile cerute. Ultimul dintre acestea este un rezultat
clasic in domeniu, cunoscut sub numele de teorema Havel — Hakimi. Celelalte, desi mai putin
intalnite, sunt la fel de frumoase ca si acesta.

Teorema 1.1

Un multiset s, = {d;,d,, ...,d,} € N (unde n > 1) este multisetul gradelor unui
graf neorientat G = (V,E) dacd si numai dacd este findeplinitdi conditia

n
Z d; = 0 (mod 2).
i=1

Demonstratie: Implicatia directa este imediata. Se presupune cd s, este multisetul gradelor
grafului neorientat G = (V, E) si atunci Y,j=, d; = 2|E| = 0 (mod 2).

Reciproc, sd presupunem cd avem un sir de numere dq, d,, ...,d,, care indeplineste
conditia din enunt si vrem sa aratam ca acesta poate fi multisetul gradelor unui graf neorientat.
Pentru aceasta vom construi un astfel de graf G = (V,E). Fie V = {x4, ..., x,} nodurile
acestuia.

Din relatia 7, d; = 0 (mod 2) rezulta ca printre cele n grade ale nodurilor grafului trebuie
sd fie un numar par 2k de grade impare. Fard a restringe generalitatea putem presupune ca
acestea sunt dq, d>, ..., d,;. Construim in fiecare nod x; un numar maxim de bucle, astfel Incat
dg(x;) <d;,V1<i<nsiunim cele 2k noduri de grad impar astfel:

G=G;UG,U..UG,Uxx;Ux3zx, U ...UXp,_1X2p,

unde G; = ({x;}, xixi[di/z]) este graful format din varful x; si o bucld x;x; cu
multiplicitatea [d; /2] (vezi Fig. I.1).

Se observa cu usurinta cd multisetul gradelor grafului construit coincide cu s.

X1 X1 X2k—-1 X2k X2k+1

Figura I.1



Pe baza teoremei demonstrate anterior putem da algoritmul de construire a unui graf
neorientat care are multisetul gradelor egal cu un multiset dat ce indeplineste conditiile
teoremei.

Algoritmul I1.1
dacd Y-, d; = 1 (mod 2) STOP - nu e multisetul gradelor unui graf neorientat
altfel
ultimul_impar<-0 [* retinem ultimul nod de grad impar rdmas pentru a fi unit cu altul de grad impar */
_ pentrui€1,n
muchie x;x; de |d; /2] ori
- daca ultimul_impar=0 [* dacé toate nodurile de grad impar de dinainte sunt legate in perechi, 1l
ultimul_impar<i memoram pentru a fi legat cu urméatorul de grad impar, ca si el */
altfel I* legém acest nod cu ultimul de dinaintea sa de grad impar,
muchie Xy eimur_imparXi memorat in ultimul_impar */
. L. ultimul_impar<0

Teorema 1.2

Un multiset sy = {d; < d,
unui graf neorientat fara bucle G
urmatoarele conditii:

< ..<d,} € N™ (unde n > 2) este multisetul gradelor
= (V,E) dacad si numai dacd sunt indeplinite simultan

() z d; = 0 (mod 2);
i=1

n—-1
(iD)d,, < Z d;.
i=1

Demonstratie: incepem cu implicatia directd. Fie G = (V, E) graf neorientat cu s(G) = s,.
Proprietatea (i) este, evident, indeplinita.

Dacé G este graf neorientat fara bucle, insemna ca cel mai mare grad al unui nod din graf d,

n
. . . e . nd;
este mai mic decat numarul de muchii existente in graf, d, < |E| = % de unde d,, <

Z?=_11 di-

Reciproc, fie un multiset s, ce indeplineste conditiile (i), (ii). Construim un graf
G = (V,E) neorientat, fard bucle, cu s(G) = s,. Ideea este aceea de a construi mai intii un



aii

graf G' = (V', E") neorientat cu bucle astfel incat s(G') = s, dupa algoritmul dat de Teorema
I1.1. Transformam apoi buclele grafului G’ in multimuchii astfel:

- > :
Q X © y Figura 1.2
X y

In mod evident, aceasta transformare pastreazd gradele nodurilor, deci, va rezulta astfel un
nou graf notat "' = (V"",E") cus(G"") = s, si care contine cel mult un nod cu bucle. Pentru
o singurd bucla putem aplica urmatoarea transformare:

> 5\.
X z

. . y
z Figura 1.3

Obtinem astfel un nou graf G'"’, cu s(G""") = s,.

Dar, dacd 1n nodul x sunt mai multe bucle decat muchii existente in graf, facand toate
transformdrile de tipurile anterioare raman, totusi, bucle Tn nodul x. Asadar trebuie sa
demonstram cd numarul de bucle din x in G'" este cel mult egal cu numéarul de muchii din

graful G'"" — x. Pentru aceasta notdim cu m numarul de muchii incidente in x care nu sunt
bucle.

[N o N dGm(x)—m

Avem, de aici, ca numarul de bucle in x este de -

iar numarul de muchii din graful G""" — x este

1
E (ZzeG”’—x dG”’ (Z) - m) .

Vrem, deci, sa aratim ca
dgrr-m _

—— <~ Begrr—x g (2) —m)

’

Figura 1.4

ceea ce este echivalent cu 2dgm(x) < Y eqm dgrmi(z). Dar aceasta relatie este indeplinita
de d,, = max; d;, deci e indeplinita si pentru d g (x).

Asadar numarul de bucle din x in G""’ este intr-adevar cel mult egal cu numarul de muchii din
graful G""" — x, ceea ce completeaza demonstratia teoremei.

Aceastd demonstratie ne ajutd sd formulam un algoritm ce primeste ca date de intrare
un sir de n numere naturale, verificad daca el poate reprezenta multisetul gradelor unui graf
neorientat fara bucle si in caz afirmativ il construieste.



Algoritmul 1.2

altfel

— dacd Y™ . d; = 1 (mod 2) sau max;d; > Y1='d; STOP - nu e multisetul gradelor unui graf neorientat fara bucle

ant_deg_impar<-0 I* memoreaza ultimul nod de grad impar pentru a-l uni cu urmatorul tot de grad impar */

ant_cu_bucle<0 [* memoreaza ultimul nod cu bucle ramase pentru a le grupa cu buclele urmatorului,

transformandu-le in muchii */

nr_bucle_c<0 * numatul de bucle ale nodului curent */
nr_bucle_ant<0 * numatul de bucle ramase netransformate ale nodului anterior */
— pentrui€1,n

nr_bucle_c<|d; /2]

—dacé d; = 1(mod 2)

- daca ant_deg_impar+0 [* verificdm daca existdun nod de grad impar anterior numai cu
bucle*/
E<(e = Xant aeg imparXi () = 1) /* imbogatim multimea
muchiilor E */
altfel
ant_deg_imp<i [* retinem nodul pentru a fi unit cu urmétorul de grad
impar */
L.
~daca nr_bucle_c>0
~ daca ant_cu_bucle=0 [* daca nu mai exista bucle inainte, retinem nodul */
ant_cu_bucle<i; nr_bucle_ant<nr_bucle_c
altfel
m<max(nr_bucle_ant, nr_bucle_c) [* transformam numarul maxim posibil de
bucle */
muchie =Xt cy pucieXi;  T(e)€2m
daca nr_bucle_c>nr_bucle_ant
L ant_cu_bucle<i
L. —®nr_bucle_ant<|nr_bucle_ant-nr_bucle_c|

A ramas sa rezolvam cazul in care au mai ramas bucle (din constructie, acestea pot fi
la unul din ultimele noduri ale grafului creat).



- daca nr_bucle_ant=0

~pentru i<~ 1, nr_bucle_ant

repetd
E->(e=x;x)) [* scoatem o muchie din E */
. Pané cand x; # Xant cu bucie $i Xk # Xant cu_bucle [* evitam cazurile cand bucla este
re)< r(e)-1 incidenta cu muchia x;x;, pentru ca nu
daca r(e)=0 putem efectua transformari */
Xk
E-> =Xy X
E< (el = xkxanteriorcubucle!r(el) + 1)
La E< (ez = xkxanteriorcubucle!r(ez) + 1)

Prezentam acum teorema care ne da conditiile necesare si suficiente ca un sir de
numere naturale s poatd fi multisetul gradelor unui graf neorientat simplu (numit, in acest
caz, sir grafic).

Teorema 1.3 (Havel, Hakimi)

Un multiset so={d; >d,>..>2d,} EN™ unde n>2 si d; <n-—1 este
multisetul gradelor unui graf neorientat simplu G = (V, E) daca si numai daca multisetul

so={d;—1,ds—1,...,dg, 41— L,dg,+2,da,+3, -, dn}
este multisetul gradelor unu graf neorientat simplu.

Demonstratie: Reciproca este imediata. Fie s) multisetul gradelor unui graf neorientat simplu
G'=(V',E"). Fie V' = {x,, ..., x,} nodurile grafului G' si fara a restringe generalitatea le
putem considera asezate Tn ordinea descrescétoare a gradelor. Adaugam acestui graf un alt nod
X1 $i unim nodul x; cu primele d; noduri ale lui G'. Obtinem astfel un nou graf

G =G "Uxx; Uxix3 U ..UX1Xgq, 41
cu S(G )=so.

Implicatia directa. Fie G = (V, E) neorientat simplu cu {xy, ..., X, } nodurile asezate in ordinea
descrescatoare a gradelor si s(G) = s,. Vrem sd demonstrim cd noul multiset sy obtinut din
s este multistul gradelor nodurilor unui alt graf G' = (V',E’). 1l construim cu ajutorul
grafului G si ludm discutie doua cazuri posibile.

Cazul I1: Nodul x, este adiacent cu Xy, ..., X4, +1. Eliminand nodul x; si muchiile incidente
acestuia obtinem un graf G’ simplu, cu s(G') = s|.

10
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Cazul 2: Exista printre nodurile X, ..., g, +1 noduri cu care x; nu este
adiacent. Ideea este de a reduce acest caz la cel anterior, fard a
modifica gradele nodurilor grafului G.

Fie i€ {2,..,dy +1} astfel incat x,x; € E. Dar, d;(x;) =d;,
rezultd ca 3 d; + 1 < j < n astfel incat x;x; € E.

Dar d;(x;) = dg (xj), iar dg (xj) = 1 (pentru ca x; este adiacent cu

x1), rezultd ca 3k € {2,..,n},k #1i,j astfel incat x;x, € E si , i N
xjx) € E. Facem atunci urmatoarea transformare: Figura 1.6 "
X2
X3
X1
Xi
)
. ] . xj
ox Figura 1.7 *x,

obtindnd un noug graf
G1 =G —x1% — X% U XX U XX

Repetam transformarea pand cand toate nodurile x5, ..., X4, +1 sunt adiacente lui x;. Notind
graful obtinut in urma tuturor transformarilor G, = (V, E;), putem considera graful G' = G, —
X1, care are S(G') = s.

Enuntul teoremei ne ajutd sd construim un algoritm ce determind dacd un sir de
numere poate fi multisetul gradelor unui graf neorientat simplu, repetand pasul de ,,reducere”
a unui multiset sy cu n elemente la unul cu n-1 elemente s;. Algoritmul se incheie in una din
cele doua situatii: fie despre ultimul multiset obtinut se poate observa usor ca este unul ce
poate fi multisetul gradelor unui graf simplu, fie nu se mai pot efectua reduceri corecte.

In mod evident exista doud multiseturi triviale pentru sirul gradelor unui graf:

(a) multisetul format numai din O
(b) multisetul format numai din 1 (sunt Tn numar par daca initial ¥, d; = 1 (mod 2), pentru
ca la fiecare pas de reducere i, suma gradelor scade cu 2d;)
La fiecare pas i, avem multisetul s§ = { Lo=dl, =2 dil} Acestuia sigur nu fi
mai putem aplica procedeul de reducere dat de teorema daca are loc una din situatiile:
(c) n—i < d!,; (numaiam d,,+1 elemente in multiset)

dd,, at, <0 (ald!,,+] - lea element din multiset si nu fie 0, altfel, aplicind pasul de

reducere multisetului sé, elementul va deveni -1)

11



Algoritmul 1.3
daca ¥, d; = 1 (mod 2) sau max; d; > Y= 'd; saud; > n — 1 STOP - nu e multisetul gradelor unui graf simplu
—pentruk<1,n
dacd d, = 0saud, =1 STOP - e multisetul gradelor unui graf simplu I*(a), (b) */
daca dyq, = 0saun —k <d, STOP -nu e multisetul gradelor unui graf simplu *(c), (d) */
—pentrui<1,d,
Ay €diyi — 1
daca dyyq;, < dicray,, I* dupa o reducere, dyq, poate deveni mai mic decét dy,.q,,,

in cazul in care inaintea reducerii erau egale*/

reordondm multisetul {dy+, ..., d,,}

—-
[* pentru un singur element ramas */

[dacé d, =0 STOP - e multisetul gradelor unui graf simplu

altfel STOP - nu e multisetul gradelor unui graf simplu

Criteriile pentru ca un multiset sa fie sirul gradelor unui graf simplu sunt date si de
urmdtorul rezultat:

Teorema 1.4 (Erdds, Gallai)

Un multiset so={d; >d,>..>d,}€N™ unde n>2 si d;<n-—1 este
multisetul gradelor unui graf neorientat simplu G = (V, E) daca si numai daca

(1) Xit, di = 0 (mod 2);

(”’) Z?Zl di < k(k - 1) + Z?=k+1 mini(dil k) ) Vk € {11 ln}

In tratarea problemei clasice a verificarii daca un multiset este sau nu sir grafic, nsa,
este preferat rezultatul dat de Havel si Hakimi datorita simplitatii algoritmului dedus.
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II. Reprezentarea fara autointersectii a
grafurilor simple

1. Grafuri planare

Definitii:

Spunem ca un graf neorientat simplu G = (V,E) este graf planar dacd admite o
reprezentare grafica in plan astfel incat muchiile sale sd nu se intersecteze 1n alte puncte afara
de nodurile sale. O astfel de reprezentare (notatd M) poartd numele de hartd, iar graful G se
numeste graful suport al hartii M. Spunem in acest caz ca M este o reprezentare plana fara
autointersectii a grafului G.

O hartda M a grafului G va Tmparti planul in parti conexe pe care le numim fefe,
mulfimea muchiilor ce o delimiteaza poarta numele de frontierd, iar numarul acestora este
gradul fetei. In fiecare hartd existd o fata infinita (cea exterioara, nemarginitd), iar o muchie
interioara acestei fete se va numi muchie criticd.

Notatii:

F (M) (sau simplu, F) — multimea fetelor din reprezentarea grafului G prin harta M;
dy (f) — gradul unei fete f € F(M);
Pentru un graf planar se poate defini harta duala a unei harti M, notata M*, astfel:
V(M*) = {f’ | fi este un punct in interiorul fetei f; € F(M)}
EM) ={ffi | i#],ff €VM),ff] intersecteaza o singura datd
frontiera comuna fetelor f,f;'}
Exemplu:

M M

o L

Figura II.1
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Cu notiunile anterioare, putem formula urmatoarele:
Observatii:

- Un graf planar poate avea mai multe harti fiecare corespunzand unei alte reprezentdri plane;
- Yreran) Au (f) = 2|E|

- Daca M este graf conex, atunci (M*)*~M,

- [EM)| = [EMD]; [VIM)] = |FM)I;

- Unei muchii critice din harta M i se asociaza o bucla in M*;

- dy(f) = du-(f);
Pentru grafurile planare are loc urmatorul rezultat clasic:

Teorema II.1 (Formula poliedrala a lui Euler)

Fie G = (V,E) un graf planar conex si M = (V, E, F) o harta a acestuia. Atunci are loc
relatia:

VI—IEl+ |F| =2

Demonstratie: Deoarece M este o hartd conexa este asiguratd existenta unui arbore partial
I = (V,E(I), F(I)) al hartii M, unde F(I) are un singur element, fata infinitd. Cunoastem
urmatoarea proprietate a arborelui IE (J)I=IVI-1, din care rezultd ca

VI [EQ) + [FQ)I=VI - (VI -1 + 1=2.

Ramane sa aratam ca relatia se pastreaza adaugind la 3 cele |E| — |V| + 1 == p elemente din
multimea E — E (S)={el, ...,ep}, muchiile sterse din graful G pentru obtinerea arborelui
partial 3.

La adaugarea in arborele 3 a unei muchii e;, i € {1, ...,p} aceasta imparte fata in care este
introdusa 1n doua fete, deci atat numarul muchiilor, cat si cel al fetelor creste de fiecare data
cu o unitate, iar numarul nodurilor raméane, in mod evident, constant. Adica

V(S Ue)l - EQUe)|+ [FSue) = V= (E@|+ D +IFQ)]+1
= V|- [EQ)| + |FE)| =2

In mod similar, formula lui Euler valabil pentru arborele partial 5 se conservi la introducerea
tuturor muchiilor din multimea E — E(J).

Din Teorema Euler rezultd o serie de corolare, ce pot fi considerate drept criterii de
verificare a non-planaritdtii unor grafuri particulare, facil de implementat. Ddm in continuare
cateva dintre acestea.

Corolarul I1.2
Fie G = (V,E) un graf planar, |V| > 3. Atunci |E| < 3|V| — 6.
Demonstratie: Fie M = (V,E,F) o harta a grafului planar G = (V, E). Din conditia |V| = 3

rezulta sirul de inegalitati
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2
2|E| = Xrerd (f) 2 3|F| => |F| < |E| (1)
Din Teorema Euler si relatia (1) rezulta imediat

2 1 1
VI=El+|F] = 2 < [V = |E| +2|E| = [V| - |E| =2 < [V| = 1 [E| =>|E| < 3]V| - 6.

Observatie: Pentru implementare, acest corolar ne da un criteriu de non-planaritate: in
conditiile teoremei, daca inegalitatea din concluzie nu are loc, atunci graful G nu este planar.

Corolarul 11.3
Fie G = (V,E) un graf conex, planar, simplu. Atunci 6(G) < 5.

Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd cd 6(G) > 5; atunci d;(x) = 6, Vx €V,
de unde 2|E| = 6|V|, deci |E| = 3|V|. Insd din corolarul anterior cunoastem relatia |E| <
3|V| — 6. Contradictie.

Un alt rezultant important 1n teoria grafurilor planare, pe langd Teorema poliedrala a
lui Euler este Teorema Kuratowski, ce reprezintd o caracterizare simpld, remarcabild, a
grafurilor planare. In vederea enuntdrii acestui rezultat, prezentim doud rezultate
premergéatoare si o definitie.

Lema I1.4
Graful complet K5 nu este graf planar.

Demonstratie: Presupunand prin absurd ca graful K5 este planar, din Corolarul 1.2 ar rezulta
|E| =10 < 3|V| -6 =9!

Lema IIL.5
Graful K3 3 nu este graf planar.

Demonstratie: Prin reducere la absurd, presupunem ca graful K3 5 ar fi planar. Cum lungimea
celui mai mic ciclu 1n acest graf este patru, rezulta ca fiecare fatd a oricarei harti are gradul cel
putin patru, de unde inegalitatea 4|F| < Y.rcrd (f) = 2|E| = 18. De aici obtinem: |F| < 4.
Dar din Teorema lui Euler deducem inegalitatea 2 = |[V|—|E|+ |F| <6 -9+ 4 = 1.
Contradictie!

Definitie: Se numeste subdiviziune a unui graf G = (V,E) graful obtinut prin inserarea de
noduri 1n interiorul muchiilor.

Cu aceste pregatiri, putem da acum
Teorema I1.6 (Kuratowski)

Un graf G este este planar dacd si numai daca nu contine subdiviziuni ale grafurilor

Demonstratia acestui rezultat fundamental pentru teoria grafurilor depaseste cadrul si intentia
acestei lucrdri. Cititorul care doreste sa intre in detaliile acesteia poate consulta, spre exemplu,
[1] sau [2].
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2. Planaritate si hamiltoneitate

Este un lucru binecunoscut faptul ca notiunea de hamiltoneitate, desi usor de definit,
nu admite caracterizari elementare. Totusi, in cazul grafurilor planare, aceasta admite o
caracterizare mai simpl. In acest sens, vom prezenta in aceasti sectiune o conditie necesard
pentru ca grafurile planare sd contind un ciclu hamiltonian, cunoscutd sub numele de teorema
lui Grinberg. Acest rezultat deosebit de interesant, a fost folosit 1n literatura de specialitate
pentru a construi exemple de grafuri planare ne-hamiltoniene cu proprietati suplimentare
deosebite. Un astfel de exemplu a fost dat de Tutte ' (1946) pentru a nega o conjecturd
faimoasa a lui Tait (1880), care afirma ca orice graf 3-conex cubic planar are un ciclu
hamiltonian’. Importanta acestei conjecturi 1n teoria grafurilor este centrald, intrucit daca
aceasta s-ar fi dovedit adevaratd, ar fi implicat faimoasa teoremd a celor patru culori.

Privind in sens invers, ne putem intreba in ce conditii un graf despre care stim cd este
hamiltonian poate fi planar. Teorema cu care incheiem aceasta sectiune raspunde la aceasta
intrebare, dand o conditie necesara si suficientd ca un graf hamiltonian sa fie planar.

Prezentdm mai intai un rezultat cu grad sporit de generalitate.
Teorema I1.7

Fie M = (V,E,F) o harta conexa a unui graf planar, C € M un ciclu elementar si
R',R" cele doud regiuni determinate de C in plan. Notdm cu f;,i = 1 si v' numarul i-fetelor
din R’ si respectiv numarul vérfurilor lui M din R’ care nu sunt in C. Analog, notam cu
7,1 = 1 si v"corespunzitor regiunii R"'. Atunci avem

D=2 =) =20 =",

i=1

Demonstratie: Nota cu e’ numarul muchiilor lui M din R’. Teorema poliedrald a lui Euler
aplicatd in cazul hartii induse in M de multimea varfurilor din R’ Tmpreuna cu cele ale lui C
conduce la urmatoarea egalitate:

W +IVOD = +IEOD+| D fi+1]=2

i=1
Sau, tinand cont ca |V (C)| = |[E(C)|, Yis1fi =1—-v' +¢€".
Pe de altd parte Y51 if; = 2e’ + |E(C)|. Eliminand e’ din ultimele doua relatii obtinem

Yi1(i = 2)f = |E(O)| +2v' = 2.

1 . e
Vezi figura 11.2
2 . N . .. . .. . . .
Grafurile k-conexe sunt cele in care trebuie eliminate cel putin k muchii pentru a deveni ne-conex, iar grafurile
cubice sunt cele in care orice nod are gradul trei
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Analog obtinem pentru zona exterioard R': ¥;51(i — 2)f{' = |[E(C)| +2v" — 2.

Scazand ultimele doua relatii obtinem concluzia teoremei.

Teorema IL.8 (Grinberg)

Fie M = (V,E,F) o hartd conexa a unui graf planar, H € M un ciclu hamiltonian si

R',R" cele doud regiuni determinate de H in plan. Notam cu f/, f/’, i = 1 numarul i-fetelor
din R’, respectiv R"'. Atunci avem

Y- -fin=o.

iz1

Demonstratie: Se observa usor cd acest rezultat este o consecintd directd a teoremeli

precedente, deoarece in cazul unui ciclu hamiltonian, cu notatiile anterioare, avem
! n

v =v"=0.

Dupd cum am amintit in paragraful de
prezentare al acestei sectiuni, graful alaturat
este un exemplu de graf 3-conex cubic
planar ne-hamiltonian, exemplu care infirma

4__ in 1946 o conjecturd dificila, cu o vechime
de 75 de ani la acel moment. Faptul cd acest
graf este 3-conex cubic si planar se observa
direct din reprezentarea sa graficd, ne-
hamiltoneitatea fiind o consecintd a teoremei
lui Grinberg.

Figura I1.2 Graful Tutte

Prezentam 1n continuare rezultatul care ne spune in ce conditii un graf hamiltonian este
planar. Pentru aceasta vom introduce cateva notiuni premergatoare.

Definitii:

Fie G = (V,E) un graf hamiltonian si C un ciclu hamiltonian al sdu. Notim cu
Ge = (V,E — E(C)) graful complementar in G al ciclului C. Numim, in acest caz, muchiile
grafului G¢ corzi (in raport cu ciclul C).

Fie M o harta a grafului G. Cu notatiile anterioare construim graful de intersectie al
corzilor lui G 1n raport cu harta M, notat I(G, M), astfel:

- nodurile acestuia vor fi corzile grafului G;
- consideram ca Intre doud corzi avem muchie daca acestea se intersecteaza in harta M.

17



Cu aceste pregatiri ddm acum, fard demonstratie, rezultatul anuntat:
Teorema I1.9

Fie G = (V,E) un graf hamiltonian, M o hartd a sa si C un ciclu hamiltonian al
grafului G. Atunci G este planar daci si numai daci (G, M) este graf bipartit.

3. Reprezentari grafice fara autointersectii ale grafurilor3

Am vizut in prima sectiune a acestei lectii faptul ci nu orice graf este planar. Intr-
adevar, teorema poliedrald a lui Euler reprezintd o constrdngere serioasd 1n acest sens. Cu
ajutorul ei am putut demonstra cateva corolare la capatul carora am vazut ca grafurile K33 si
Ks nu sunt planare. Mai mult, teorema lui Kuratowski ne aratd faptul ca orice graf care contine
in interiorul lui unul din grafurile K33 sau K5 nu este planar (nu admite o reprezentare in plan
fara autointersectii). Totusi, ar fi de dorit ca orice graf sd poata admite, intr-o forma sau alta, o
reprezentare fara autointersectii. Acest fapt Intr-adevar are loc, dar pentru a putea intelege mai
bine in ce fel anume, avem nevoie de cateva notiuni premergatoare.

. ege . . . . 4 . .
Definitie: Numim triangularizare a unei suprafete ™ o acoperire a acelei suprafete cu
triunghiuri pentru care orice doud triunghiuri ale acoperirii sau nu au nimic in comun, sau au
exact un varf in comun sau au exact o latura comuna.

Figura I1.3 aratd un exemplu de triangularizare de suprafatd, pentru cazul sferei.

Este usor de remarcat cd orice triangularizare a unei
suprafete geometrice poate fi privitd ca o reprezentare grafica fara
autointersectii a grafului asociat acestei triangularizari. In acest
moment, ne putem intreba daca nu cumva are loc reciproca acestei
observatii simple; mai exact: este adevdrat ca orice graf poate fi
reprezentat fard autointersectii pe o suprafatd bine aleasa? Pentru a
raspunde la aceastd intrebare mai precis, amintim pe scurt un
rezultat clasic din domeniul topologiei.

Teorema (de caracterizare a suprafetelor compacte si conexe)

. - -« - - <5
Orice suprafatd compacta si conexa este homeomorfa” cu
o sferd sau cu o g-sferd (o sferd la care s-au atasat g manere).

Pentru o mai buna intelegere a acestui rezultat, figura alaturata

exemplifica notiunea de g-sferd pentru cazul unei sfere cu trei Figura IL.4

3 aceastd sectiune are un caracter mai putin formal, intrucat implic@ prezentarea si utilizarea unor notiuni de un
nivel matematic avansat in raport cu nivelul acestei lucrari

4 compacte, conexe

3 altfel spus: echivalentd din punct de vedere topologic
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manere (3-sfere).

Asadar, Intrebarea din paragraful precedent se traduce cu ajutorul teoremei amintite anterior
la urmatorul rezultat:

Teorema IL.9 (de reprezentare fara autointersectii a grafurilor)

Orice graf G poate fi reprezentat fara autointersectii pe o sferd sau pe o g-sferd. Graful
G este planar daca si numai dacd acesta admite o reprezentare fard autointersectii pe o sfera.

Demonstratie: In ciuda dificultatii aparente a enunfului, demonstratia este imediata.
Intr-adevar, sa presupunem mai intdi ci graful G este planar. Atunci, prin proiectie
stereograficd acesta poate fi reprezentat fara autointersectii pe o sferd. Tot cu ajutorul
proiectiei stereografice se vede usor cd orice graf care admite o reprezentare fara
autointersectii pe o sferd este planar.

Presupunem acum ca graful G nu este planar. Fie M o hartd plana a acestuia si M,
proiectia stereografica a hartii M pe sferd. Pentru fiecare doud muchii care se intersecteaza in
M intr-un punct diferit de varfurile lui G, addugdm cate un maner sferei care sd foloseasca
drept ,pasaj” de trecere pentru una din cele doud muchii, si modificim harta M, in
concordanta. Prin addugarea succesiva a unor astfel de manere, obtinem rezultatul dorit.

Aceastd teorema indreptateste urméatoarea:
Definitie:

Numim genul unui graf cel mai mic numar natural g pentru care graful poate fi
reprezentat pe o g-sferd fara autointersectii.

Spre exemplu, orice graf planar are genul 0. Cum grafurile K33 si K5 nu sunt planare,
inseamna ca ele au genul cel putin 1. Incheiem aceasta sectiune mentiondnd ca aceste doua
grafuri au genul exact 1, ele putand fi reprezentate, fard autointersectii, pe un tor.
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III. Cuplaje

1. Notiuni introductive

Vom incepe acest capitol prin a prezenta o problema din viata cotidiana care 1si va gasi
rezolvarea in mod firesc 1n acest cadru, al teoriei grafurilor.

Sa presupunem ca Intr-o companie avem un numar de m lucratori si tot atatea locuri de
munca. Fiecare loc de munca are specificul sdu si fiecare angajat este calificat pentru unul sau
mai multe dintre acestea. Problema constd in a determina o Tmpartire a locurilor de munca,
astfel Incat fiecare lucrator sa fie angajat conform uneia dintre calificérile sale.

Pentru a o rezolva vom introduce o noud notiune, aceea de cuplaj, Tmpreuna cu o serie
de observatii si rezultate pregatitoare.

Asadar,
Definitii:

Fie G = (V,E) un graf simplu. Se numeste cuplaj al grafului G o multime de muchii
M < E cu proprietatea ca oricare doud sunt neincidente (multime independenta de muchii).

Nodurile grafului G care apartin muchiilor cuplajului M se numesc M — saturate, iar
cele care nu apartin cuplajului poarta numele de noduri M — nesaturate.

Exemplu:

G

11 10 Figura III.1

Spunem ca un lant sau ciclu elementar este M — alternant daca muchiile sale aparfin
alternativ cuplajului M si multimii M = E — M. Daci acesta are capetele nesaturate, 11 numim
lant (ciclu) deschis.

Exemplu:
L, = [12,3,4,5,7] — lant M — alternant deschis

L, =[1,2,3,4,5,6] —lant M — alternant inchis
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O multime de noduri K € V se numeste transversald daca orice muchie a grafului G
are cel putin unul din noduri in multimea K.

Spunem cd o multime de noduri A € V poate_fi_saturata daca existd un cuplaj M care
sd contina toate nodurile multimii A.

Un cuplaj M se numeste perfect daca acesta satureaza multimea V. Dacd din multimea
de noduri V ramane exact un nod nesaturat, numim cuplajul M aproape perfect.

Notatii:
[M] — graful indus de multimea M;
M* — cuplaj de cardinal maxim (il numim cuplaj maximal);

K — transversala de cardinal minim (o numim fransversala minimala);,

Observatii:
III.1) Un graf cu numarul de noduri impar nu poate contine un cuplaj perfect.

I1.2) Fie M; A M, — diferenta simetrica a doua cuplaje M;, M,. Componentele conexe ale
grafului [M; A M,] sunt de patru tipuri (am colorat cu negru muchiile cuplajului M; si cu rosu
pe cele ale lui M,):

ciclu M;, M, — alternant (numim, pe scurt, componenta de
tip C);

PS ® P ® ® lant M, M, — alternant cu un ce}pét M; — saturat si
celalalt M, — saturat (componenta tip (M4, M;));

lant M;, M, — alternant cu ambele capete
M, —saturate (componenta tip (M, M;));

® ® ° ° ° ° lant My, M, — alternflgt cu ambele capete M, —
saturate (componenta tip (M,, M,)).

I1.3) [M;| — |M,| = numarul componentelor conexe din [M; A M,] de tip (M;, M;) — numarul
componentelor conexe din [M; A M,] de tip (M, M5).
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Un prim rezultat important este:
Teorema III.1 (Berge)

Fie G = (V,E) un graf simplu cu E # @ si M un cuplaj al acestuia. Atunci M este un
cuplaj maximal daca si numai daca nu exista in G niciun lant M — alternant deschis.

Demonstratie: Pentru implicatia directa rationam prin reducere la absurd. Fie M un cuplaj
maximal si L un lant M — alternant deschis. Definim un nou cuplaj ca fiind diferenta simetrica
dintre cuplajul M si multimea muchiilor lantului L: M" = MAE(L). Cum L este lant M —
alternant deschis atunci |M'| = |M| + 1, deci cuplajul M' este de cardinal strict mai mare
decat M, contradictie cu maximalitatea cuplajului M.

Pentru implicatia inversd, fie M un cuplaj pentru care nu existd niciun lant M —
alternant deschis. Prin reducere la absurd, presupunem cad M nu este un cuplaj maximal. Fie
M* un astfel de cuplaj maximal. Atunci, in mod evident, |M*| > |M|, adica |M*| — |M| > 0.
Dar, conform Observatiei I11.3:

|[M*| — |M| = numarul componentelor conexe din [M* A M]de tip (M*,M*) — numarul
componentelor conexe din [M* A M] de tip (M, M).

De aici, deducem ca numarul componentelor conexe din [M* A M] de tip (M*, M™*) este strict

pozitiv, deci exista cel putin un lant (M*, M*) in G, adica M — alternant deschis. Contradictie!

Prezentam in cele ce urmeaza, farda demonstrafie, o serie de rezultate ce ne ajuta sa
formuladm algoritmii de rezolvare a problemei prezentate la inceputul capitolului. Vom folosi
urmatoarele:

Notatii:

- Pentru G = (V,E) un graf simplu si X €V, notim cu N;(X) multimea nodurilor
adiacente celor din X;

- Pentru G un graf bipartit cu multimea nodurilor datd de partitiile A si B si multimea
muchiilor E vom folosi notatia G = (AUB, E).

Teorema II1.2 (Hall, 1935)

Fie G = (AUB, E) graf bipartit. Atunci multimea de noduri A poate fi saturatd daca si
numai daci VX € 4, [N;(X)| = |X].

O generalizare a acestui rezultat o reprezintd urmatoarea
Teorema II1.3 (Tutte)

Un graf G = (V, E) are un cuplaj perfect dacd si numai dacad pentru orice submulfime
de noduri X € V numaérul de componente conexe cu un numdr impar de noduri in subgraful
indus de multimea V' \ X este mai mic sau egal decat |U]|.

Teorema II1.4 (Konig)

Fie G = (AUB, E) graf bipartit. Atunci |K| = |M”|.
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2. Algoritmul ungar

Cu pregitirile anterioare putem trece la rezolvarea problemei descrise in debutul
capitolului. Pentru aceasta vom nota multimea lucratorilor cu X = {xy, ..., x,} si mulfimea
locurilor de muncd cu Y = {y;,...,y,,}. Construim, cu ajutorul acestora, graful bipartit
G = (XUY,E), unde e = (x;¥;) € E daca si numai daca lucritorul x; este calificat pentru
locul de munca y;. Problema se reduce astfel la determinarea unui cuplaj perfect al grafului G.
In conditiile acestei probleme teorema lui Hall asigura existenta unui astfel de cuplaj. Pentru
determinarea lui vom folosi un algoritm de rezolvare numit algoritmul ungar. Acesta decide
daci, in general un graf bipartit admite un cuplaj perfect sau nu. In caz afirmativ, metoda
determind un astfel de cuplaj iar in caz contrar aceasta returneaza (conform teoremei lui Hall)
o submultime S € X cu proprietatea ca |[N;(S)| < |S].

Algoritmul porneste cu un cuplaj arbitrar M (de exemplu, prima muchie in ordinea
lexicografica a etichetelor nodurilor). Daca acesta satureaza toate nodurile mulfimii X, atunci
algoritmul se opreste, pentru cd a fost determinat un cuplaj perfect. Altfel, se alege, in ordinea
etichetelor, un nod z € X, M — nesaturat si se incearca construirea unui lanf M — alternant
deschis cu extremitatea initiald in nodul z ales. Mai intai se alege un (primul) “vecin” (nod
adiacent) y al lui z. Dacd acesta este M — nesaturat, am aflat deja un lanf M — alternant
deschis de lungime unu, cu extremitatea initiald in nodul z ales si extremitatea finald in y.
Altfel, addugam lantului L muchia zy din E — M, muchia yz' din cuplajul M si continudm
procedeul cu noul z’ pe post de z, ocolind nodurile din mulfimea Y care apartin deja lantului
L. Daca lantul L construit astfel® pas cu pas este M — alternant deschis, atunci este determinat
(similar metodei folosite in demonstratia teoremei lui Berge) cuplajul M' = MAE(L) care
satureaza din mulfimea X un nod in plus fata de cuplajul anterior, dupa care se reia procedeul,
cu noul cuplaj M’ in locul lui M. In cazul in care lantul L nu este M — alternant deschis
(extremitatea finald este nod al cuplajului M) inseamna ca multimea S = V(L) N X verifica
inegalitatea |N;(S)| < |S|, deci, conform teoremei lui Hall, graful nu admite un cuplaj
perfect.

Pentru o mai buna Intelegere a algoritmului contruim schema logica a acestuia si ddm
un exemplu de rulare.

® Construirea lantului L luand nodurile in ordinea lor lexicografici poate fi imbunitititd cu ajutorul arborilor
arborilor M-alternani. Cititorul poate studia aceastd varianta in lucrarea [1], pag. 81-84
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START

M cuplaj
arbitrar

STOP

Este X

M<M saturata ?

A 4

M satureaza
pe X

NU
3z € X M — nesaturat

S€&z
TEQ

DA

N(S)=T?

NU
3y € NE)\T SESUz
TETuUy

L&L U zy

!

_ Este y
M = MAE(L) < M — saturat ? > L<L U 324

NU DA

I lant L=(z, ..., y] dyzeM
M — alternant deschis

Exemplu:

Fie graful G = ({xq, ..., x}U{y1, ..., ¥4}, E). Aplicim
acestuia algoritmul ungar in vederea obtinerii unui cuplaj
perfect.

Pornim cu M = x,y,. v v owr v
1 *2 A3 Ma
X saturata ?
NU: z=x,, S={x,}, T=0
NG$S)=T?
NU: y =y, L =[x3),]
y M — saturat ?
NU: M = [x1y1, X2Y2]; i Y2 Vi M
M = [x1Y1,%2Y-]

Y1 ¥z ¥z Y
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X saturata ?
NU: z=x3, S={x3}, T=0
N(S)=T?
NU:y =y;; L = [x3y4]
y M — saturat ?
DA:z=x1; L = [x3y1,y1%1];
S ={x3, %1}, T={y }

N(S)=T? X, | Xy Xy 4 E F
NU:y =y3; L = [x3y1, Y1 %1, X1 Y3]
y M — saturat ?
DA: M = [X1Y3, X2Y2, X311
M = [x1Y3, X2Y2, X3Y1];
¥ ¥z V3 Ma Yio M

X saturata ?
NU: z=x4, S={x,}, T=0
N©$S)=T?
NU:y =y3; L =[x,y3]
y M — saturat ?
DA:z=xy; L = [x4y3,¥3%];
S ={x4, 21}, T={y3}
NG$S)=T?
NU:y =y1; L = [x4Y3, ¥3%1, X1Y1];
y M — saturat ?
DA: z = x3; L = [x4Y3, Y3%1, X1 Y1, Y1X3]
S :{X4, x11x3}’ T={Y3:3’1}
N©S)=T?
NU: y = y,; L =[x4Y3, Y3%X1, X1 Y1, Y1 X3, X3Y>]
y M — saturat ?
DA: z =x5; L = [x4Y3, Y3X1, X1 Y1, Y1 X3, X3Y2, Y2 X2 ]
S :{x47 xll x3l xZ }’ T:{Y3: yl’ YZ}

N(S)=T?
NU: y = y4; L = [X43, ¥Y3X1, X1V1, Y1 X3, X3Y2, Y2 X2, X2 V4]
y M — saturat

NU: M = [X4Y3, X1YV1, X3Y2, X2V4];
X saturata ?

DA: STOP
%y Ky, * Xy Xy Xy, Ta
>
Yi ¥z Vs Vs Yi. Y2 Yz Vs
Xy L Xy Xg, Ta

Observatie: Cuplajul perfect al garfului G nu este unic —
acesta depinde de cuplajul initial. Un alt exemplu de cuplaj
perfect pentru G este:

'|.‘:|' 1 '|.‘:|' - }J’E }J’ 4

A ;2
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3. Algoritmul Kuhn (1955) — Munkres (1957)

Am vézut cad algoritmul ungar ne rezolva problema determinarii unui cuplaj perfect
intr-un graf bipartit, de exemplu cel al asocierii lucratori — locuri de muncd. Dar ce s-ar
intdmpla daca nu am retine numai pentru ce loc de munca este fiecare lucrator calificat, ci si
gradul specializarii sale? In aceasta situatie putem modela problema cu ajutorul unui graf
bipartit ponderat. Astfel este definitd o functie pondere w: X X Y — R, care asociaza fiecarei
muchii a grafului un numar real pozitiv (altfel spus, aceasta functie ne indica gradul de
pricepere al lucratorului x; pentru locul de muncd y; prin valoarea w(x; y; )). Observam c4,
fard a restrange generalitatea, aceasta problema poate fi modelata cu ajutorul unui graf bipartit
complet in care, daca lucratorul x; nu este calificat pentru locul de munca y; muchiei x;y; 1i
vom asocia ponderea 0, in celelalte cazuri ponderea fiind strict pozitiva.

O prima solutie a acestei probleme ar fi generarea tuturor celor n! cuplaje perfecte ale
grafului bipartit complet si selectarea unuia optim dintre acestea. Pentru valori mari ale lui n
aceasta solutie este, Tn mod evident, total ineficienta. Algoritmul Kuhn — Munkres reprezinta o
varianta de rezolvare a acestei probleme acceptabild din punctul de vedere al complexitatii.

Pentru a-1 putea prezenta avem nevoie de urmétoarea:

Definitie: Fie G = (XUY,E) un graf bipartit complet. Spunem ca o functie : X UY — R,
este o etichetare valida a nodurilor grafului ¢ dacd Vx € X,Vy €Y este indeplinita
inegalitatea [(x) + [(y) = w(xy). Numarul [(x) 1l vom numi eficheta nodului x.

Se poate observa cd o astfel de etichetare valida exista intotdeauna, spre exemplu:

[(x) = maxyey w(xy) , daca x € X; (I11.5)

I(y)=0, dacix€X.

Pentru o etichetare valida [ vom nota cu E; multimea de muchii din G pentru care are
loc egalitatea [(x) + l(y) = w(xy): E; ={xy € E|l(x) +l(y) = w(xy)}; si cu G, graful
generat de multimea de muchii E;. Legatura Intre acest subgraf al grafului G si determinarea
unui cuplaj perfect optim este data de urmatoarea

Teorema II1.6

Fie [ o etichetare valida a grafului G. Daca G, contine un cuplaj perfect M*, atunci M*
este un cuplaj optim pentru graful G.
Demonstratie: Presupunind cid G; contine un cuplaj perfect M*, cum V(M*) =V (G)) =
V(G) rezulta ca M* este un cuplaj perfect si pentru graful G, atunci w(M*) = Y cp-w(e) .
Dar cum toate muchiile M* contin o singura data toate nodurile grafului G si, fiind din graful
G, ponderea unei muchii este suma etichetelor extremitatilor ei, rezultd cad Y .cpw(e) =
Yver L(v) . In schimb, pentru un cuplaj perfect oarecare al grafului G are loc relatia anterioara
cu inegalitate: W(M ) =Yeem W(e) <X,eyl(v). Comparind, obtinem ci w(M*) =
W(M ), deci M* este un cuplaj optim al grafului G.

Acest rezultat, imbinat cu algoritmul ungar prezentat in sectiunea anterioara reprezinta
instrumentele ce stau la baza construirii algoritmului Kuhn — Munkres.

Pentru a aplica algoritmul, alegem pentru inceput o etichetare validd ! a nodurilor
grafului G (de exemplu, cea data de IIL.5), determindm graful asociat acestei etichetari, G; si
alegem un cuplaj arbitrar al acestuia, M. Pentru acest cuplaj, aplicdm algoritmul ungar in
vederea determinarii unui cuplaj perfect in graful G;, care, conform Teoremei I11.6, ar fi cuplaj
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optim 1n graful G, deci algoritmul se incheie. Dacd, Tn schimb, nu existd un cuplaj perfect in
graful G;, inseamna cd, aplicand algoritmul ungar am ajuns in situatia NGl(S ) =T si, in acest
caz, efectudm o reetichetare a nodurilor grafului ¢ dupad urmatoarea regula:

- calculam a; = minyes{l{(x) + I(y) —w(xy)};
y&T
- alegem etichetarea valida

l(v) —«;, dacaves

[(W)=21(v) + «;, daciveET

l(v), altfel
- determinam noul graf G;.

Aceste trei operatii asigurd aparitia in graful G; a unui nou nod nesaturat al multimii Y
cu ajutorul caruia extindem cuplajul M (tehnica diferentei simetrice fata de lantul M-alternant
deschis deja cunoscuti) la un nou cuplaj M. Dupi care este reluat algoritmul, pani la
obtinerea cuplajului optim.
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START

Etichetare
valida
l

Determinarea
G,, un cuplaj M in G,

MEM

Calculul pentru
ay, Z' G[

11
GléGi

M = MAE(L)

&
<«

Este X STOP

M — saturat
in G; ?

M este cuplaj
optim

NU
3z€ X M —nesaturat

S€z
T<0

S€Suz
T€Tuy

Este y
M — saturat 7

L&ELuUyz

DA
Jdyze M

NU
3 lant L=z, ..., ¥]
M — altermant deschis
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