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Capitolul 1

Introducere in functii
complexe

1.1 Operatii cu functii complexe

Un numar complex este o pereche de numere reale (x,y) € R X R.
Adunarea si iInmultirea sunt definite de

(x1,11) + (22, y2) = (1 + 22, Y1 + Yo2)

(xbyl) ) ($27y2) = (3311’2 — Y1Y2, T1Y2 + I2y1)-

Inzestrat cu aceste doua operatii, setul de numere complexe este
un camp comutativ, notat cu C. De obicei perechea (0,1) este notata
cu i. Numerele complexe (z,0) sunt identificate cu numerele reale z,
datorita:

(2,0) + (y,0) = (z + y,0)
Apoi, pentru fiecare numar complex:
z=(z,y) = (2,0)+ (y,0)- (0,1) =z + yi

x este partea reala sau Re(z), si y este partea imaginara, sau Im(z).

R
Modulul lui z este |z| = /22 + y? si unghiul 8, cos(f) = |ez<‘2)

, sinf =



Im(2)

B Complexul conjugat al lui z = = + yi este numarul complex
z
z = x — yi. Urmatoarele proprietati sunt bine cunoscute i nu vor fi

demonstrate aici:

st =0+ % |n+ 2l < |al+

%9 = Z1%2; |z122] = |21] |22]
21 21 21 21

G- El-E

(") = 2" 2" = |=[™.

Fiecare numar complex z = x + yi poate fi reprezentat printr-un
punct (z,y) in planul zOy. Nu doar coordonatele carteziene pot de-
termina un punct, ci gi coordonatele polare (r,#). Ele sunt definite de

r=lz| = Va2 + y?, tan(d) = %, cos(f) = %, sin(f) = % Apoi
z=1x+yi=r(cosf +isinf).
Daca z; = (cosfy + isinfy) si zo = (cosfy + isin b)), atunci
2129 = 173(c0s(0y + 62) + isin(6y + 63))
FL M cos(6) — 0o) + isin(6) — 65))

Z2 T2
21 = ri(cosnb + isinnb))

91-'-2]{?71' ' sin 91 +2]€7T)

\n/z_lz{l/ﬁ<cos+zs1 7 k=0,1,....,n—1.
n n

Y

In cazul n = 2, radacina patrata poate fi gasita fara trigonometrie:

Va+bi=xr+yieatbi=(x+yi) e’ —y*=a, 2y=0>.

1.2 Convergenta in campurile complexe

O secventa de numere complexe este o functie f: N — C, unde f(n) =
zn. Secventa va fi notata cu (2,)nen. Pentru a defini convergenta intr-
un camp complex evocam functia d : C'x C' — R, d(z1, 29) = |21 — 22|



Aceasta functie satisface:
d(z1,22) >0 and d(z1,20) =0 iff 2z =2
d(z1, z2) = d(29, 21)
d(z1,23) < d(z1,22) + d(z2, 23)

care decurg cu usurinta din proprietatile modulului.

O multime C', inzestrata cu o functie d ca mai sus se numeste un
spatiu metric. O secventd (2,)nen, 2 € C, este numita convergenta
daca exista z € C, astfel incat d(z,,z) — 0 in R. Multimea D(zg,7) =
{z € C|d(z,2) < r} este numita discul deschis de raza r si centru z.
D(zp,7) = {z € C|d(20,2) < r} este numita discul inchis de raza r.
Propozitiile urmatoare ofera conditii echivalente pentru convergenta.
Propozitia 1. Fie (2,)nen, 2n = Tn + Yni, 0 secventd de numere
compleze. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1.z, =2 z2=2+yi

2. Ve > 0, Ing € N astfel incat Vn > ng, d(z,,2) < €

3. Ty =T, Yy =Y.

Demonstratie. 1 < 2 printr-un argument bine cunoscut intr-un

spatiu metric (ca pentru secventele din R).
1 din 3

(20, 2) = |20 — 2| = (@0 — 2) + (Yo — )2 < |20 — 2] + |y — yl;

max{|z, — z|, |y, — y|} < d(zn, 2).

O

Stim ca un camp real este un spatiu metric complet, ca orice secventa
Cauchy este convergenta. O secventa (z,)nen este Cauchy daca Ve > 0,
dn. € N, astfel incat Vn,m > n, d(z,, zm) < €.

Utilizand inegalitatile din demonstratia propozitiei precedente ob-
servam ca (2, )nen este Cauchy daca (,)nen $1 (Yn)nen sunt secvente
Cauchy, de unde x,, = x, y,, = y, in consecinta 2, — z. Deci, campul
C' este un spatiu metric complet.

Urmatoarele definitii sunt standard pentru spatiile metrice (aici
spatiul metric este C'):

i) Multimea O din spatiul metric C' este deschisa daca Vz € O,
Je > 0 astfel incat D(z,¢)00, sau echivalenta pentru orice secventa
z, — 2z € D exista ng astfel incat z, € D pentru n > ny.



ii) Multimea A este inchisa in spatiul metric C' daca C' \ A este
deschis, sau echivalent, orice secventa z, — z, z, € A implica z € A.

iii) Un punct z este aderent la B daca Ve > 0, D(z,¢) N B # (), sau
echivalent, 2z este limita unei secvente de elemente apartinand lui B.

iv) Un punct z este punct de acumulare a lui B daca Ve > 0, D(z,¢)
intersecteaza B intr-un punct diferit de z, sau echivalent, z este limita
unei secvente de puncte apartinand lui B, diferite de z.

\9 Inchiderea lui B, notati B este multimea tuturor punctelor ader-
ente ale lui B. B este intotdeauna inchis si este intersectia tuturor
multimilor inchise ce contin B.

0

vi) Interiorul lui B, notat cu B, este multimea de puncte z € B astfel
incat sa existe un € > 0, depinzand de z, astfel incat D(z,e) C B. B
sa fie mereu deschisa, si este submultimea maxima deschisa din B.

_ 0
vii) Limita lui B, notata cu 0B, este multimea B\ B, este inchisa,
are interiorul gol si coincide cu limita complementarului lui B (adica

O\ B).

1.3 Planul complex extins

Se spune ca o secventa de numere complexe converge la infinit, daca
lim |z, = oo si se scrie lim z, = co. Pentru secventele de numere
nﬁoo . . . n%oo . v . 2 .
complexe ce tind la infinit, sunt valabile urmatoarele proprietati:

1
a) z, — 00 < — — 0 (daca z, # 0 pentru orice n € N)
z

b) z, = oo si fnn—> a # 0 rezulta z,§, — oco.

2, — 00 inseamna VR > 0, Ing € N astfel incat n > ny = |z,| >
R. Pentru a reprezenta simbolul co printr-un punct de ceva finit se
considerd o sferd de raza r si centru (0,0,0) € R3. Fie planul complex
reprezentat de planul xOy. Linia dreapta ce uneste polul nord N =
(0,0,1) cu punctul P = (x,y,0) al planului complex intersecteaza sfera
in punctele

S(P) = 2x 2y 2+ -1
S\l 224y a2y T a2y )

Pe masura ce distanta (P, 0) — oo, S(P) se apropie de polul nord N.
Spunem ca sub aceasta corespondenta polul nord corespunde simbolului



00 si nh_}r{)lo 2, = oo corespunde cu 7}1_{20 P, = N unde P, = S(z,).

Multimea €' = C U {oo} este denumitd planul complex extins (sau
sfera lui Riemann) si este intr-o corespondenta de unu la unu cu sfera
de raza 1 si centru (0,0, 0).

1.4  Serii complexe

o0

O suma formala sz =zo+z1+2+...+z+ ..., z1 € C, este
k=0

o serie complexa. Suma s, = zg + 21 + ... + 2, este denumita suma

partiala de ordin n. Prin definitie seria este convergenta daca secventa
sumelor partiale (s,),en este convergenta. Limita lui s, este numita
suma seriei. Seria se numegte absolut convergenta daca seria Y- | 2| este
convergenta.

Propozitia 2. Fie Y z; o serie complexa.

i) Seria este convergentd daca Ve > 0, In, € N astfel incat pentru
k=m

>
k=n
ii) Daca seria este absolut convergentd, atunci este convergentd.

iii) 2, — 0.
Demonstratie. i) Conditia din i) exprima ca secventa (s, ),en este
Cauchy, de unde si convergenté

P

convergenta (de unde Cauchy), inegalitatea implica ca secventa s, =
21 + ...+ z, este Cauchy, de unde si convergenta.

n > ne, R

) Evident,

< Z |zk|.  Secventa |zo| + ... + |z,| fiind

¢

1.5 Curbe in planul complex

O functie f : [a,b] — C, continua, este prin definitie o curba complexa.
Continuitatea inseamna f(t) = u(t) + iv(t), cu functiile reale continue
u gi v. Daca u si v sunt functii diferentiabile, curba este denumita
diferentiabila. Daca a = 29 < 21 < ... < 2 < ... < 1, = b este o



diviziune a lui [a, b], §i restrictiile la [xj_1, xx] functiilor continue f sunt
diferentiabile, spunem ca f este diferentiabila pe portiuni.
De exemplu: f:[1,2] = C,

t+ti; 0<t<l1
ft) =
2ti; 1<t<2

este o curba diferentiabild pe portiuni. Curba este de clasia CF, daca
f=u+1v, cuusivdek ori continue diferentiabile.

O multime deschisa D C ' astfel incat oricare doua puncte sa
poata fi conectate printr-o curba continua (asta inseamna f(a) = primul
punct, f(b)= al doilea punct) este numita un domeniu complex.

1.6 Functii complexe

Fie D c C. O functie f : D — C este o functie complexa. Fiecare
functie complexa are o parte reala si o parte imaginara: f(z) = u(z);v(2),
unde u §i v sunt functii reale. Adesea, vom scrie u(x,y), in loc de u(z),
z = x +1y. Fiind o functie intre spatii metrice, f este continua la z,
daca Ve > 0, 30 > 0 astfel incat d(z,29) < d = d(f(2), f(20)) < e.
Acest lucru este echivalent cu (z, — 20) = (f(z,) — f(20). [ este
continua pe D daca este continua in orice punct al lui D. Urmatoarele
propozitii sunt imediate:
Propozitia 3. Fie f : D — C, o functie complexa, f(z) = u(z)+iv(z).
Atunca:

i) f este continud dacd u si v sunt continue ca functlii reale.

ii) daca g este de asemenea o functie complexa, atunci f +g, f - g,
f/g, fog, sunt continue, arata ca operatiile au sens.
Demonstratie. Demonstratia este la fel ca pentru functii reale.

.

La fel ca si secventele de puncte putem considera si secvente de
functii. O secventa (f,,) de functii, se spune ca este convergenta daca
secventa (f,(z)) este convergenta pentru orice z € D la anumite val-
ori f(z). Putem defini o distanta (sau metric) intre doua functii prin
d(f,g) = max d(f(2),9(2)). Cu privire la aceasta distanta setul tuturor

functiilor f : D — C este un spatiu metric. Daca lim d(fu,f) =0
n oo



atunci spunem ca convergenta este uniforma. Acest lucru poate fi
exprimat ca: Ve > 0, In. € N astfel incat Vn > n. = Vz € D,
|fn(2) — f(2)| < e. Urmatoarea propozitie este standard:
Propozitia 4. Fie (f,)nen 0 secventa de functii uniform convergente
la f. Daca f, este continua pentru orice n, atunci f este continua.
Demonstratie. Exercitiu
O

O secventa de functii este p secventa Cauchy daca Ve > 0, In. € N,
incat Vm > n > n. = d(f,, fm) < €. Atunci este usor de vazut ca
pentru orice z € D, (f,(2)) este o secventa Cauchy de numere complexe,
astfel, o secventa convergenta pentru anumite valori f(z) si (f,) tind
uniform catre f. Acest lucru inseamna ca spatiul tuturor functiilor
continue f : D — C cu distanta de mai sus, reprezinta un spatiu metric
complet. Din propozitia anterioara reiese ca spatiul tuturor functiilor
continue este de asemenea un spatiu metric, cu aceiagi dimensiune.

Urmatoarele teoreme ofera conditii pentru convergenta uniforma:
Teorema 5 (Weierstrass). Fie fi + fo+ ...+ f, + ... 0 serie de
functii, f, : D — C astfel incadt rgleagc\fn(zﬂ < a, € R, si seria de
numere pozitive a; + as + ... + a, + ... este convergenta. Atunci seria
fi+ ...+ fo+ ... este uniform convergenta.
Demonstratie. Fie S, = fi+...+ fusis, =a1+...4+a,. Fiee > 0.
Exista n. € N astfel incat pentru m > n > n. = |s, — s,»| < €. Dar
avem d(Sy, Sim) = max | fni1(2) + ... + fi(2)|, care este mai mic decat
max | f,11(2)| + ... + |fm(2)], care la randul sau este mai mic decat
Op+1+ ... +a, < e

Acest lucru demonstreaza ca (.S,,) este o secventa Cauchy de functii,
de unde si uniform convergenta.
Observatia 6. Din propozitia anterioara daca toate f,, sunt functii
continue atunci gi suma f este de asemenea continua.

1.7 Funtii complexe definite prin serii de
puteri

Se considera seria

ao+ a1z +ag2? + ...+ a2+ ...



O asemenea serie se numste serie de puteri.

Teorema 7 (Abel). Daca seria de puteri este convergenta pentru
2o # 0, atunci este absolut convergentd in Dy = {z| |z| < |20]} si este
uniform convergenta Dy = {z| |z| < r}, pentru orice 0 < r < |z|.
Demonstratie. Convergenta pentru z, implica a, - 2y — 0. Prin
urmare, exista o constanta pozitiva M astfel incat |a,z2§| < M. Fie z
un punct arbitrar in Dg. Atunci

<M -q"

an"] < Jancf] - |-
20

)

unde ¢ = < 1, §i acest lucru implica ca seria este absolut con-

20
depinde de z € Dy, deci, din Teorema lui Weierstras, seria este uniform

convergenta pe Dj.

g , nu

vergenta. Daca z € D; atunci |a,z"| < Mg}, unde ¢ =

¢

Corolar 8. Fie seria de puteri convergentd la D = |z| < R. Atunci
functia data de suma este continua pe D.
Demonstratie. In orice disc mic de centru 0 avem, conform teoremei
anterioare, o serie uniform convergenta de functii continue , astfel, suma
este continua.

&
Corolar 9. Valoarea mazima a lui R pentru care seria este convergenta
in |z] < R este:

R

1
lim sup,, . /|ax|

Demonstratie. Dupa cum am vazut in demonstratia teoremei lui
Abel, daca |a,z§| < M, pentru anumiti M pozitivi si orice n, atunci
seria este convergenta in domeniul |z| < |zo|. Astfel

R = max{r| |a,r"| < M, for some M, >0 andany n e N}

n

for some M, >0 andany ne N} =



a 1
Observatia 10. Daca " | - R atunci {/|a,| = — si
t it | n| R S
a 1
R = lim m = .
n—oo an+1 hm n |a/n’
n—oo

Fie p(z) = ap+ a1z + ... +a,2" q(z) = bo+ b1z + b2+ ...+ bp2™
doua polinomiale. Atunci:
p(2) £q(2) = (ag £ by) + (a1 b))z + ... (ar £bp)2" + ..., k <max{m,n}
p(2)q(z) =co+caz+e+ .. tagF+..  E<m+n

unde

C — Clobk + albk,1 + ...+ &k,1b1 -+ akbo
ap(z) = (aag) + (aay)z + ... + (aap)2* +..., k < n.

Daca p si ¢ sunt serii de puteri atunci suma, produsul gi inmultirea
cu scalar sunt definite ca mai sus cu 0 < k < 0.

Daca p(z) si ¢(z) sunt serii de puteri convergente cu sumele s; si
so atunci se poate demonstra ca p(z) £ q(2), p(z)q(z) si ap(z) sunt
serii de puteri convergente cu s; = s9, 1 - So §i asy ca fiind sumele lor.
Demonstratia nu este dificila si este lasata ca exercitiu.

Ratia M = o+ 24 2 + e + ... = ¢(2) este definita
q(z
prin conditia p(z) == ¢(z) - q(z). Identificand coeficientii din membrul

stang si drept obtinem:

ag = cobo
a; = ClbO + Cobl

ajp = Ckbo + Ck—lbl + ...+ Cobk

Daca by = ¢(0) # 0 sistemul de mai sus poate fi rezolvat pas cu pas si
se pot gasi coeficientii ¢. Este mult mai dificil sa se demonstreze ca c(z)
este o serie de puteri convergenta daca p(z) si ¢(z) sunt convergente.



Daca ¢(0) = by = 0 atunci seria

p(q(2)) = ap + a1q(2) + as(q(2))* + ... + ar(q(2))* + ...

este bine definita deoarece q(2)* = dj2* + dj 12" +. .. si pentru orice
k numarul de coeficienti # 0 din 2* este finit. Dacd p(2) si q(z) sunt
serii de puteri convergente atunci p(q(z)) este de asemenea convergenta
in unele discuri de raza pozitiva.

1.8 Exercitii

3+ 41
1. Calculati (1 + 7)1, ;,Z,, (x+i)3 1+i+2+... +i™
—1
2. Reprezentati in planul complex numerele complexe
2430, 3" + (1+1)%
—

-
3. Caleulati |2+ |, (4 = 51)°, | ———

2—1

AR
4. Gasiti forma polara din —3 — 441, (1 ) , (1+1i-tanf)".
—1
5. Calculati v/—1 + i, v/—2 + 2i.
6. Rezolvati ecuatiile: 22 — 2 +i+1=0, 2* +4(1 —4)22 + 3 — 4i = 0.
T.a) =144 <2,b) lz—i|l=|z—1],¢) |z = 2| < |z + 1+ 2i|, d)

z —

21+ |z —2| =4, ) ‘ 2‘ <2, f) Re(?) < 4.

8. Fie punctele A si B reprezentand numerele complexe z4 = 1 + i,
zp = 2+ 3i. Gasiti coordonatele complexe ale punctului C' astfel incat
triunghiul ABC' sa fie echilateral.

9. Demonstrati ca pentru orice trei numere complexe z1, 2o, 23 77 avem:
z% + zg + z§ = 2129 + 2023 + 2123.

oo N e
10. Demonstrati ca: Im(z) > 0 implica ’ < 1.
.. L. m 27 . (n—=1)m n
11. Demonstrati ca: sin — - sin — - ... - sin ( ) = .
n n n 2n —1
L o L ok dm
Indicatie: Consideram ecuatia sinnx = 0 cu radacinile z = —,
k € Z. De la cosnx + isinnr = (cosz + isinz)" rezultd nx =
Clsinz cos"tx — C3sin® x cos" 22 +.... Din aceasta obtinem ecuatia

algebrica cu o necunoscuta sinz. 77



12. Fie z = z + dy. Demonstrati lim (1 + Z) = e"(cosy +isiny).
n—00 n

Indicatie. Scrieti forma polara a lui z = x + iy folosind formula
Moivre.
1 1\2 i k2
13, Gasiti limitele: Tim "1 iU i S /T — va).

n—oo 7 (2’/1)' n—oco n3

A A 1
14.72C,Coa) f:C—{0} > C, f(z) =2+ 2,b) f:C— {0} » C,
2z + 3 Z2+z+1
= — :C —{1,2 C =
=222 g ro- s e =5t
15. 7?7 1+rcos(x) +...r%cos(kx) + ... si rsin(z) + r¥sin(2z) + ... +
r¥sin(kz)..., 0 <r <1,
Indicatie. Fie z = r(cosz + isinx) si calculati 1 + 2z + 2% + 23 +
N A

16. Fie z1, 29, z3 trei puncte necoliniare. Demonstrati ca

23— 21 R — 2
{z? : =realp 77 21,29, 23.
23— 29 2 — k9

17. 72 a) Y _n"2", b) Y nz",¢) > (Vn+1—+n)",d) > %Zn'
n=1 n=1 n=1 n=1 "

18. Desenati urmatoarele curbe: a) [0,27] 3 § — cosf + isinf, b)
{z] ]z =1 =2}, ¢) [0,1] 2t = t + %, ¢) {z]| |Re z| + |Im 2| = 1}, d)
0,271] 2 6 — €%(cos 6 + isin@).

19. Gasiti partile reale si imaginare ale urmatoarelor functii complexe:

) F2) =2+ 2b) () = 5 ) 1) =

20. 77 > ful2) 77 |2 < 1 @) fulz) = 2", D) fulz) = ot ) fu(z) =

o - (5 &

21. Fie f(z) = 1+ > 2" g(z) = 1+ ) _ nz". Gésiti puterea seriei
n=0 n=0

f(2) +9(2), f(z) - 9(2), )



1.9 Functii diferentiabile. Ecuatiile Cauchy-
Riemann

Fie f o functie complexa f : D — C' unde D este un domeniu complex.
Daca exista urmatoarea limita:

o 1) = £ ()

Z—20 z — ZO

(1)

atunci f se numeste diferentiabild complexa (sau derivabila complexa)
la 2o si limita este notata cu f’(zp). Daca f este o diferentiabila com-
plexa in fiecare punct al lui D atunci f este diferentiabila complexa in
D.

Urmatoarele proprietati sunt, valide pentru functii reale, sunt vala-
bile gi in campul complex (se presupun f si g derivabile complexe):

(af + Bg)'(2) = af'(2) + Bg'(2)

—_

2. (f9)(2) = ['(2)g(2) + [(2)g' (2
N @ () = LM TCTC) g 1)
1 (fogV(:) = F(9(2) - 9 (2)

5. (7Y (w) = f’zz)’ unde w = f(z).

Functia f(z) = 2™ este derivabild si (2")" = nz""!, deoarece:
27— 20 (z—20) (2" 4+ 2" 220 + 2" 322 + L+ 207

lim = lim
Z—=20 7z — 20 Z—r20 Z— 2

_ n—1
=Nz,

. .. . ) agt+ a1z + ...+ ayz”
Din 1.-4. functiil coFan 2 1 1
n unctiile ag+a; z+. . .4a,z" (polinomiale) si T AR e

(functii rationale) sunt derivabile complexe.
Orice functie evaluata ca fiind complexa este suma dintre partea
reala gi partea imaginara:

f(2) = u(z) +iv(2) = u(z +iy) +iv(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y),

unde u gi v sunt reale. Se considera functia f(z) = z = x — iy. Limita
lui (f(2) — f(20))/(z — 20) cand z — zy este 1 in cazul z = t + iyp s
este —1 in cazul z = xy + it (in ambele cazurit € R §i t — 0).



Urmatoarea teorema explica cand o functie complexa este o functie
derivabila:
Teorema 11. Fie f : D — C, f = u + 1w o functie complexd si
u,v diferentiabile in (z,y) € D. Atunci f este derivabila complexa in
z =z + 1y daca st numai daca sunt adevarate urmatoarele ecuatii:

ou_ v
oxr Oy
S &)
oy Oz

In plus
ou Ov OJv Ou

f’(z):%Jﬂ% ay oy (3)

Demonstratie. Necesitate. Se presupune ca u si v sunt diferentiabile
in z si f este diferentiabila complexa. Atunci pentru ¢ real

TGN f(E) i - )

t—0 t t—0 it

Prima limita este

u@tty) —u(wy)  vetty) vy du  Ov

li .
150 t t oz oz
v Ou
Analog, a doua limita este — — 28— Inegalitatea limitelor implica
Y Y

(2)
Suficient. Sa presupunem ca u $i v sunt diferentiabile si (2) este
adevarata. Atunci

flz+Az) = ulx+ Az, y+ Ay) +iv(z + Az, y + Ay) =

ou ou
= u(z,y)+ . A$+a—y Ay + e+
0 ov
+ 2(7}( y) + (9:1; Ax +8—y Ay—i—@)z

ou v
= f(z)+<8:1:+ (9:10) (Az +iAy) + e1 + e,



€1 )
de -1
unde Al — 05 Al — 0
Prin urmare
. (2 +Az)—f(z)  Ou  Ov . er+es Ou Ov
AT A T e AT A, T T

Acest lucru demonstreaza derivabilitatea complexa a lui f.

Exemplul 12. Fie f(z) = e* cos(y) + ie* sin(y). Atunci gu = gv =
T Y
e” cos(y) si gu = _gv = —e”sin(y), astfel, f este derivabila complexa
Yy x

si prin f'(z) = f(z). Aceasta functie va fi notata cu e, si este usor de
vazut ca e*1t#2 = ¢*1 . ¢®2. Numarul complex r(cosf + isin ) poate fi

scris re®.

Exercitiul 13. Fie

sin(z) = ¢ ;e , cos(z) = ¢ _26 ,
i
sin z cos(z)
tan(z) = . cot(z) = — )
cos z sin(z

sin’(z) = cos(z)
cos?(z) +sin?(z) =1

cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)

T
sin(z) = cos ( — z) :
2
In general identitatile dintre functiile reale trigonometrice sunt adevarate
si pentru argumentele complexe.
L. ) €Z _ e*Z 62 + 672 . . N
Exercitiul 14. Fie sh(z) = ————, ch(z) = ————. Aratati ca

ch?(2) —sh®(z) = 1, ch(2) = cos(iz), sh(z) = —isin(iz) sunt derivabile
complexe si sh’(z) = ch(z), ch’(z) = sh(z).



Exercitiul 15. Fi 9 _ 1 g—g o _1 2+g
' ©9: ~ 2\ox Z@y’@z_Zax Z@y'

Aratati ca conditiile Cauchy-Riemann sunt echivalente pentru a—( f)=
z
0.

Exercitiul 16. Fie u(r,0) + i - v(r,0) o functie complexa (z = r - %),
Demonstrati conditiile Cauchy-Riemann in coordonate polare:

au_l ov 021_1 ou

o r 00 or r 00
Sugestie. De la x = rcos(#), y = rsin(f), urmeaza

9, 0 . 0 0 . 0 0
5 = cos(Q)% + sm(@)a—y, =" s1n(6’)% +r- COS(@)a—y.

Inlocuind aceste relatii in formulele din exercitiu observam cu ugurinta
echivalenta cu ecuatiile Cauchy-Riemann.
Exercitiul 17. Fie

S1n

V2= \7/7“((308(0) +isin(f)) = /r (cos b+ 2k + i si b+ 2k7r> :

n

Demonstrati ca {/z este derivabila complexa pentru 0 < 6 < 27 si
1 1
(Vz) =~ —=7
no (2!
Sugestie. Folositi exercitiul anterior sau 5).
Exercitiul 18. Fie In(2) = In(r) +i(0+2kn), z = re®. Demonstrati ci
1
In(z) este derivabila complexi pentru 0 < 0 = arg(z) < 2m, In'(z) = ~

z
sie®) = 2.

Sugestie. Utilizati Cauchy-Riemann pentru coordonate polare sau
5).
Corolar 19. Fie f = u+iv o deriwabila complexa in D, fie u si v de
L , 0Pu 0u 0% 0%
doua ori derivabile continuu. Atunci — + — =0 §1 — + = =
or?  0y?
Aceasta consecinta poate fi exprimata ca Au =0 si Av =0 unde A =
92 2
—— + —— (operatorul Laplace).
02 oy (op place)



Demonstratie 9 (Ou +g ou) _ &v + _ﬂ =0
- Oz \ Ox oy \dy )  Oxdy oyox )

Similar pentru v.

¢

Aceste functii u si v sunt denumite conjugate armonice.
Teorema 20. Fie D un domeniu simplu conex si u(x,y) armonic in
D. Atunci exista v(x,y) armonic in D conjugat la u(z,y) (acest lucru
se intapla daca f = u+ iv este derivabila complexd in D).
Demonstratie. Fie (¢, yo orice punct in D. Integrala

(zy)  Ou ou
v(z,y) = /(:L“o,yo) —8—yda§ + %dy +C

nu depinde de curba ce unegte punctele de capat deoarece
o ou)_ 0 (ou
oy oy ) Oz \oz

ov Ju  Ov  Ou
Ox oy’ oy Oz’
Din Cauchy-Riemann, f = u + v este derivabila.
Exemplul 21. Gasiti v(z,y) dacd u(x,y) = y> — 322y,
Functia u este armonica in C, astfel, exista v astfel incat

din ipoteza. In plus

Jv ou v  Ou
—=—— =3 +32% —=_—=—61y.
Ox oy Yot ST oy Ox “y
Prima ecuatie ofers v(z,y) = —3y?z 4+ 2* + h(y). Inlocuind in a
doua, se obtine
ov  Ou
Gry+H(y) =2 =T g
zy + h'(y) oy~ oz Y

de unde I/ (z) =0 = h(z) = c = v(x,y) = 2° — 3zy* + c si
flz,y) = (v = 32%y) +i(z® = 3zy®) + c=i(x +iy)* + c =iz + c.

Daca f este o diferentiabila complexa in fiecare punct al lui D atunci
f este diferentiabila complexa in D.



1.10 Ramuri de functii analitice

Dupa cum am vazut functiile In(z) gi /2 nu sunt definite pe tot campul
complex. Motivul este discontinuitatea argumentului pe C' — {0}. In
este definita ca inversul functiei exponentiale. Dandu-se z € C, z =
x + 1y solutiile ecuatiei

Z=X+1Y

eX(cosY+isinY) = e? = z = atiy = /22 + y*(cos(arg(z))+isin(arg(2)))

sunt X = In(v/22+42), Y = arg(z) + 2kn. Prin urmare In(z) =
In(v/2? + y?) +i(arg z + 2km). Cand z descrie o curba inchisa, ce par-
curge originea in sensul invers acelor de ceasornic, arg(z) cregte cu
27, Astfel, arg(z) si Inz nu sunt continue pe acea curba si pe niciun
domeniu ce detine o asemenea curba. Suntem fortati sa scoatem unele
multimi din C' pentru a nu permite in rest, curbe inchise in jurul lui zero.
Indepértand {z] arg(z) = 0} obtinem o functie logaritmica pentru care
0 < arg(z) < 04 2m. Aceasta functie realizeaza o corespondenta de unu
la unu intre C' — {z|arg(z) = 6} si domeniul {Z]0 < Im(Z) < 6 + 27}.

Functia radical {/z definita mai sus depinde de arg(z) si trebuie sa
scoatem unele multimi din C' pentru a nu permite in rest curbe inchise
in jurul lui zero, pentru a avea o functie radical continua. indepérténd,
ca gi pentru functia logaritm, {z| arg(z) = 6}, obtinem o corespondenta
de unu la unu /= la zona C' — {z| arg(z) = 0}.

Functia radical poate fi definitd printr-un logaritm precum {/z =
en() Este mai usor de verificat ({/z)” = z. In general una definegte
252 = em1n(22) - Aceast# expresie nu este nici unici doarece In z nu este
unic definita.

O functie olomorfa f(z) definitd intr-un anumit domeniu, astfel
incat (f(z))® = z in acel domeniu este numita o ramura a lui z*.

1.11 Transformari Conforme

Fie D o multime deschisa R? = C'si f : D — C = R?, f(z +iy) =
(u(z,y),v(z,y)). Fiey:t — () = (a(t), 3(t)) € R? o cale de deriv-
abilitate, t € [0,a]. Atunci f(v(t)) are la t = 0 urmatoarea tangenta la



= (Gt ) 0) + 5 )00, o ) (0) + 500
sau In forméa matriciala
d du du
%(U(a(t)aﬁ(t)) B %(%7?/0) @(ﬁo,yo) | ( o/ (0) )
d dv dv g0y )
%(v(a(t),ﬁ(t)) o %(onyo) dfy(%ﬂo)

Pentru ca transformarea liniara data de matricea de mai sus, sa
pastreze unghiurile dintre vectori si sa aiba un determinant pozitiv este
necesar si suficient ca matricea sa fie (vezi lema de mai jos)

du du
%(ﬂfo,yo) @(%JJO) B ( a —b )
dv dv B '
%(fﬁo»yo) @(950790) boa
d dv d d
Acest lucru este echivalent cu ﬁ = dz, dZ = —é la (z0,90)

aceasta este conditia Cauchy-Riemann. Obtinem urmatoarea teorema
Teorema 22. Fie Dy C C, Dy C C doua domenii complexe si f :
Dy — Dy o transformare cu Jacobian pozitiv C' (cu alte cuvinte C este
un diffeomorphism preserving orientation). Apoi f pastreaza unghiul
dintre curbe daca f este o functie requlata.

Demonstratie. Demonstratia urmareste consideratiile de mai sus si
lema urmatoare

Lema 23. Fie T : R?> — R? o transformare lineard care pdstreazd
unghiurile dintre vectori si are un determinant pozitiv. Apoi matricea

a —b
lui T in conformitate cu baza naturald a lui R? este ( ) )
a



1 a
Demonstratie (pentru lema). Fie 7 = (O) — T@) = ( )

Atunci J' = ( ) 1 ¥de unde T'(2) L T(7), astfel T'(7) = ( -’ )
pa

Dar /(74 7,7) = T (@) +T(7),T(7)). Acest lucru implica vectorii

0, @) +T(), T(
lu1 T este

vq;m

fac un patrat de unde |p| = 1 sau p = +1. Matricea

a —pb
(T@T@):( 0 )

pb  pa

Determinantul matricei este pozitiv doar pentru p = 1. Acest lucru
termina demonstratia teoremei si a lemei.

¢
Exemplul 24. Functia fractionala lineara
b
Se considera functia f(z) = ar unde
+d
a b L0
c d .
y : e d| .. . y
Aceasta functie este definita pe C' — ¢ —— ¢ si ia valori in C. Daca
c
Prin

z — —— atunci f(z) — oo gi daca z — oo atunci f(z) —
c

a
c
urmare f poate fi extinsa prin continuitate la f C — C’ f— <

o0, f(o0) =

O\@

si f(z) = f(2) pentrquC’—{—d}.

C

. 23 — X1 24 — 21 o .
Ratia (21, 22, 23,24) = : este numita ratia near-
23 — %2 24 — 22
monica a numerelor 2y, 22, 23, 24.

Teorema 25. Fie f o functie fractionala rationala. Atunci

a) (21,22, 23, 24) = (f(21), f(22), f(23), f(24))

b) 21, 22, 23, 24 apartine aceluiasi cerc sau aceleiasi linii dreapte daca
(Zla 22, 23, 24) € R




c) Daca zp, 29, 23 apartine aceluiagi cerc sau aceleiagi linii dreapte
atunci f(z1), f(22), f(23) apartin aceluiasi cerc sau aceleiasi linii drepte
d) Dandu-se trei puncte distincte 2, 29, z3 si un al doilea set de trei
puncte distincte wq, ws, w3 exista si numai o transformare fractionala
lineara f astfel incat f(z1) = wq, f(z2) = wa, f(23) = ws.
az+b

Demonstratie. a) Fie f(z) = —d Demonstratia pentru a) este
cz

un calcul direct.

b) z1, 22, 23, 24 apartin aceluiasgi cerc sau aceleiagi linii drepte daca
L(21 — 23,20 — 23) = L(21 — 24, 22 — 24) saU L(21 — 23,20 — 23) + L(z1 —
24, 29— z4) = 7 (aici 21 — 23 este un vector incepand la z3 si sfarsind la 2y

. .- . o 21 — %3 21 — 24
etc). Prima conditie este echivalenta cu arg ( ) = arg <
Z9 — 23 Z9 — 24
sau arg(z1, 22, 23, 24) = 0 sau (21, 29, 23, 24) € Ry. A doua conditie este

. v 21— %3 21 T 24
echivalenta cu arg = mT—arg sau (z1, 29, 23,24) = T
22 — 23 22 T 24

sau (21, 29, 23,24) € R_.
¢) Rezulta din b)
d) Ecuatia (21, 22, 23, 2) = (wq, wa, w3, f(2)) ofera f(z)
¢
Determinantul Jacobian al lui f este pozitiv. Acest lucru implica ca

partea dreapta a curbei este transformata 1 n partea dreapta a imaginii
—1

sale gi analog pentru partea stanga. Se considera functia f(z) = i
i

Aceasta functie este fractional lineara f(—1) =1, f(0) = —1, f(1) =
—i. Cercul ce trece prin —1,0, 1 (de fapt o linie dreapta) se transforma
intr-un cerc, trecand prin ¢, —1, —¢, ¢, r cercul unitate. Partea stanga a
liniei drepte (luand [...] ca orientare pozitiva) se transforma in partea
stangd a cercului unitate (luand i, —1,—i ca orientare pozitiva) i.e.
discul unitate.

Exemplul 26. Transformarea fractionala lineara ce transforma semi-

b
planul Im(z) > 0 in semiplanul Imw > 0 este f(z) = azid unde
cz

a,b,c,d sunt reale si ab — ¢d > 0. Intradevir, de la (—=1,0,1,2) =

(o, B0, f(2)), a, B, € R rezulta f(z) = az+b cua,b,c,d € R. De

cz+d
la Imf (i) > 0 rezulta ad — be > 0.
Exemplul 27. Functia w = f(z) = 22. Functia este o bijectiva intre




{z|Im(z) > 0} si C' — [0, 00). Transformarea inversa este z — /z.
Exemplul 28. Functiaw = f(z) = exp(z) = e”(cos y+isiny) urmeaza
{z]z = o +iy,0 <y < 0+ 271} conform cu C' — {w|arg(w) = 0} si
urmeaza intervalul {z|0 < Im(z) < 7} pana la semiplanul superior.
Exemplul 29. Functia w = f(z) = 2% « > 0, urmeaza sectorul
0 < arg(z) < g pana la semiplanul superior {w|Im(w) > 0}.
Exemplul 30. Prin compunerea transformarilor conforme se pot obtine
transformari interesante. Fie Dy = {z|Im(z) > 0} — {yi|0 < y < h}
este transformatd in € € Dy = C — [—h?,00). Prin n = £ + h%2D, este
transformat in D3 = C' — [0,00). Functia n — w = /n transforma
Dy in Dy = {w|Im(w) > 0}. Compunerea celor trei transformari este
z — V22 + h? i transforma D; in semiplanul superior.

Exemplul 31. Functia Zhukovskii, este functia w = u 4 iv = J(z) =

1
5 <z + > Urmatoarele propozitii aduc functiei niste proprietati.
z

Propozitia 32. a) f este univalenta intr-un domeniu D daca zi, 29 €
D= z12 7é 1

k
b) imaginea de raza {z| arg(z) = o, a # ;} este o ramura a hiper-

bolei u? v? . q 1(+1> (@
olei — = 1 ce corespunde cu u = — (7 + — | cos(a),
cos?(a)  sin?(a) P 2 r

1

T
v=3 (7" — ) sin(«). Raza ce corespunde cu o = 5 este transformata
r

in axa imaginara u = 0.

2 2
v
¢) Cercul |z| = 7 # 1 este transformat in elipsa — + -5 = 1 unde
a

b2
EENAE A
a—2 " r)’ 2 " r

d) Cercul |z| = 1 este transformat in segmentul [—1, 1] traversat de
doua ori.

e) Discul |z| < 1 este transformat conform in exteriorul segmentului
[—1,1].

f) J transforma conform demicercul |z| < 1, Im(z) > 0 in semiplanul
inferior v = Im(w) < 0.

g) J transforma domeniul |z| > 1, Im(z) > 0 in semiplanul superior
Im(w) > 0.
Demonstratie. a) Este usor de vazut ca J(z1) = J(22) < 2120 = 1.



. 1 1
b-g) Daca z = re'®* siw = J(z) = u+iv, atunciu = 5 <7" + ) cos(a),
r

1 1
v=3 (7’ - ) sin(«) i rezultatul se afla usor.
r
¢

1.12 Exercitii

1. Calculati '™ sin(2 + 1), tan(i), In(1 + 37), sh(i + 1).

2. Aflati partea reala i partea imaginara a sin(z), cos(z), tan(z),
cot(z), sh(z), ch(z).

3. Demonstrati ca pentru f = u + v olomorfa, curbele u(x,y) =
const., v(x,y) = const., sunt ortogonale.

. .- . Ou  Ju .
4. Fie u armonica. Demonstrati ca xa— + ygf este armonica.
z Y

5. Gasiti functiile olomorfe f = u + iv, astfel incat
a) u depinde numai de z? + y?

b) 4 depinde numai de y
v

) u(z,y) = W
e) u(z,y) = ch(2y) — cos(2y)

£) u(z,y) = 22+ y? — 31+ 2
’ 22 +y?—4dr+4
g) u(z,y) =a-arg(z)+b, z=x+1y.
h) u(z,y) = m
6. Aflati constantele astfel incat urmatoarele functii sa fie olomorfe
a) f(x +1y) =+ ay +i(bz.y)
b) f(z +1ay) = (2 + axy + by®) + i(ca® + dxy + y?).
7. Aflati imaginea 0 < z, y < 1 din
a) f(z)=(2+1i)z+1
b) f(z) =

c) f(z) =

~.
N_\»—N



8. Aflati transformarea fractionala lineara care transforma semi-
planul superior Im(z) > 0 in:
a) semiplanul {s +io|s > o}
b) discul [w]| |w — 1] < 1]
¢) semiplanul {w|Re(w) > 1}.
9. Aflati o transformare fractionala lineara astfel incat 1 — 7,7 — 0,
0 — 2¢.
10. Gasiti imaginile urmatoarelor domenii prin corespondenta functiilor
olomorfe:
a) D = {z|Rez € (—1/2,1/2), Imz > O} f( ) sin(mz)
b) D = {z|Rez € (0,1), Imz > 0}, f(z s 72)

1 _
&) D= {z] || > 1, Tmz > 0}, f(2) 2(
d) D ={z] |z| < 1, Imz > 0}, f(2) = 211

11. Gasiti imaginea Rez = ¢ (const.) la f(z) = 22

12. Demonstrati ca orice transformare fractionala lineara ce face

. . . . zZ—a .

din discul unitate, un disc unitate este z — f(z) = 0177, unde c si
—az

a sunt complexe si |c| =1, |a| < 1.

1.13 Integrarea in campul complex

Fie v : [a,b] = D C C a C' o clasi de curbe si f : D — C continua,
f =u+1v. Se defineste:

Lf(z)dz = L(u+iv)-(daz+z’dy) = </y udx — vdy> +i </7 vdx + udy) :

Dupa cum stim partea dreapta din egalitatea de mai sus nu se
schimba daca schimbam parametrizarea lui ~.

Exemplul 33. Calculati / 2"dz. Calea este orientata in sens invers
|z|=R

acelor de ceasornic. Curba |z| = 1 poate fi parametrizats t — Re™,
0 <t < 27. Integrala este

2T
/ R"(cosnt +isinnt) - R(—sint +icost)dt =
0



0, n#-1
2mi, n=—1.

2m
= iR / (cos(n + 1)t +isin(n + 1)t)dt = {
0

Daca curba « este pe portiuni C!, integrala este definitd ca o suma
de integrale de peste C! parti de . Avem:
Propozitia 34.

a) L(af(z) +bg(2))dz = aAf(z)dz + bAg(z)dz

b)FieA:a=1ty <t <...<t,=bodiviziune a [a, b] (curba  este
definita pe [(l, b]) §1 fie Cz € [ti—lvtiL Zi = 7( ) ( )+ 2 y( )7 gz -

1(G) = #(G) + VIy(G). At [ f(2)dz = im 3 Zf &) (2 — 2i1).
o) [ f)z= [ f(2)
/MQf dz—[h ()dz+/wf(z)dz
L fe)de) < max |f(2)] - length(3)

f) Fie f, — f uniform pe . Atunci/fn(z)dz —>/f(z)dz
ol

~

Demonstratie. a) Este evidenta.
b) Fie f = v+ +/—1v. Atunci

=n

§f<5i><zi = 1) = L (0(e(0).4(6)) = (1)~

=N

=2 v(@(G) y(G)) (w(ti) — w(tizn)+

=1

w—[ o), y(C))((t) — eltir))+

Fu(x(G),y(G)) (2 (ti) — x(tiz1))] =
—>/udx—vdy+\/—_1/vdx+udy:/fdz.

c), d), f) sunt evidente datorita proprietatilor integralei liniare.



)

Lf(z)dz

lim > (&) (2 — 2im0)| < lim D | F(&)][2i—2i1] <

|8]—0 T 16]—0

< max |f| \}s}moz |zi — zi—1| = max|f] - length(7).
—

O

1.14 Teorema si consecintele integralei lui
Cauchy

Teorema 35. Presupunem ci o functie f : D — C este de clasa C*
si D este un domeniu simplu conex. Apoi f este olomorfa in D daca

/ f(2)dz = 0 pentru orice curba inchisa ce se afla in D.
.

Demonstratie. 0 = / f(z)dz / udr — vdy = 0, /vdx + udy = 0.
Y 9l 0

Conform teoremei Riemann-Green ultimele doua egalitati sunt adevarate

ou O(—v) .0v J(u
pentru orice v daca — = (=v) = Q, sau ecuatiile Riamann-

oy Oz §167y_ ox

Green.

¢

Corolar 36. Fie D un domeniu complex cu un numar finit de compo-
nente pe portiuni pe granita sa. Daca f este olomorfa in D si continua

in D, / f(2)dz = 0. Granita lui D este orientata astfel incat D sa se
aD

situeze in stanga lui OD. Notand cu T granita exterioara si cu 'y, s, ...
granitele interioare orientate in sens invers acelor de ceasornic, atunci:

[ #)dz = > / () (4).

Demonstratie. 0D =T'U(-I';)U...U(-I,), unde —I'; reprezinta I';
cu orientare inversa. Fiey = AgA-T"-AAy-ApgA1-(—T'1)-A1Ap-. . .cApA,,-
A, Ap unde AgA; cai de clasa C! in interiorul lui D ce conecteaza A, €
D cu A; € T'; i AgA conecteza pe Ag la A € I'. Atunci « este o cale

inchisa si f este o functie olomorfa in D de unde / f(z)dz = 0 sau
g

/AOA f(z)der/F f(z)dz+ a, f(z)dznt/AoA1 f(z)dz—/F f(2)dz+...=0.

1



Considerandu-se ca / f(z)dz = — / f(2)dz, se obtine rezultatul.
AAg ApA o

Corolar 37. Daca o functie este olomorfa intr-un domeniu simplu

conex D, atunct / f(2)dz depinde doar de punctele de capat ale lui 7.
v
Teorema 38. a) Dacd o functie g este olomorfa in D, atunci ezista f

in D astfel incatVz € D = F'(z) = f(z) si /Z2 g9(2)dz = f(z2)— f(z1).
b) Orice functie f data de o serie de puterz’lconvergentd pe D(z9, R),

f(z) =Y ar(z — zo)k este o functie olomorfa.
c) I plus este infinit derivabila si f' se obtine derivand f termen cu

termen. )
@) a, = T 120) )

Demonstratie. a) Fie f(z) = / g(t)dt integrala ce preia orice cale ce

0
conecteaza zp §i z in interiorul lui D. Atunci f(z) este bine definita si

(z+ h / /h /
=5 ; z+t)d =7 2)+w(z,t))dt

cu |w(z,t)| — 0 cand t — 0. Astfel

flz+h) = f(2)
h

1 rh
=g(z) + E/ w(z,t)dt — g(z) cand h —0
0

Intrucat

1 /h 1
|h/0 w(z, t)dt| < mmaxm\ | = 0.

) Fie f(z Z ar(z — zo) §1 fn(z Z ap(z — zo . Functia f

este de clasa C! fn este olomorfa in domemul D {z] |z — 20| < R} i
fo—f uniformé in orice domeniu Dy = {z| |z — 29| < Ry < R}. Fie v
orice cale inchisa din D. Atunci 7 exista in D; pentru R; < R. Atunci

/f<z)dz:nh—>r20/fn<z)d«z:nh_>r£10:()
7 e

deci, f este olomorfa.




¢) Se considera
2) =Y kap(z — 2)""
k=1

care este convergenta in |z — zo| < R.
Fie

Atunci g,(2) = f(2), fu(z) = a0+/ €)d¢, g, — g uniform, de unde

w+ [ 9(©ds =+ lim [ gu(€)ds = im £,(2) = f(2)
si ¢) rezulta din a)
d) f™(z) =nla, +(n+Dnn—1)-...2a,1(2 — 2) + ..., lac), de
unde (™ (z) = nla,.
¢

1.15 Reprezentarea integralelor si extin-
derea seriilor de puteri

Teorema 39 (Formula integrala a lui Cauchy). Fie f: D — C
o functie olomorfa si D1 C D, I' = 0D, C D, 0D parti coneze de
clasd C', z € Dy (cu alte cuvinte T este o curbd inchisd in D si z este
situata in interiorul lui T'). Atunci (Formula integrald a lui Cauchy):

" omi ré—z (6)

Demonstratie. Fie D. = {n| |n — z| < e} C Dy si 0D, = I'.. Functia
g(n) = f(n) este olomorfa in Dy — D, §i d(Dy — D.) = I' U (—T,).
n—z

Potrivit corolarului anterior

/Ff(n)dnz/reg(n)dn (7)



ﬁ(ﬂ—z) = f(z) +w(z,n) - (n—2)

cu |w(z,n)| 77 in D;. Atunci

[ atmin =) [ Zdnt [ ez -

e n—z

=273

— f2) -2/ T+ [ w(zn)dy

Dar / w(z,n)
Ie

€ — 0. Luand in ambele parti din 7 limita pentru ¢ — 0 se verifica
formula 6.

< max |w| - length(I'.) = max|w| - 2me — 0, as

O

Corolar 40. Functia f de clasa C! este olomorfa in D daca in jurul
oricarui punct z € D, f admite o reprezentare (6)

Demonstratie. Daca f este olomorfa atunci am demonstrat formula
(6). Invers, formula (6) poate fi derivata sub integrala si se obtine

: 1 f(n)
fi(z) = 27Ti/w(?7—2)2d77'

Observatia 41. Acest corolar ofera o noua caracterizare pentru functiile
olomorfe.

1

Se rescrie formula f(2) = — / 1) d¢ utilizand parametrizarea
' 2mi Jig—z)=r £ — 2

£ =z +re?. Obtinem

1

27

f(2) /027r f(z+re?)do

ce demonstreaza urmatorul corolar.
Corolar 42. Valoarea unei functitc olomorfe in z este media valorilor
lui f pe orice cerc cu centrul in z.

O consecinta imediata este
Corolar 43 (principiul modulului maxim). Fie f olomorfa in D
si continud in D. Atunci |f| atinge minimul si mazimul in OD. Dacd
|f| atinge un maxim in interiorul lui D atunci f este constanta.



Anterior am demonstrat ca orice serie de puteri convergenta ofera o
functie olomorfa. Reciproca este de asemenea adevarata. Urmatoarea
teorema ofera o afirmatie precisa.

Teorema 44 a) Fie f : D — C o functie de clasa C'. Atunci f este
olomorfa in D dacaVzy € D, intr-o anumita vecinatate a lui zg f poate
fi scrisa

f(z) =ag+ay(z — 20) +as(z—20)°+ ... +a(z —2)" +...

Coeficientii a,, sunt definiti de

_ 1 f(§)
n /7 (5 n+1 dg

2mi — 2p)
7 fiind orice curbd inchisd pe portiuni de clasa C' ce inconjoard zo(y =

8D1, D1 C D, z € Dl)
b) F este infinit derivabila si coeficientii a,, sunt unic definiti de

f(”)(zo) — L’ A (gf(g) = nla,.

2w — zp)"H!

Demonstratie a) Fie D(zp,7) C D. Pentru z € D(z,r) avem

1 £
f(z) = 27Ti/§—zo|r = zdf - (8)
1 f(§)
- 2mi /520|=r zZ— 2 de = ()
(€~ =) <1+£_ZO>
b f(&) 2=z | (2—2)° B
- — /IE—Zol?“ = <1+ Tt +> = (10)

1 1) 1 (&)
/E_ZW dé + /|g—ZO|r(§2d§ (z—z). (11)

T omi £—z omi — 2p)

aop ai




Am folosit aici |z—zg| < |£— 20| si progresia geometrica este uniform
convergenta la {&| [ — 29| = r}. Daca v = 0Dy, z € D; C D i r este
suficient de mic astfel incat D(zo,r) C Dy, atunci

1 f(§) 1 e
377 o T a1 = 377 D ez =

b) Este o consecinta a lui a) si (5).

¢
Observatia 45. Dezvoltarea in jurul lui z; poate fi scrisa:
(4 ", (n) >
1) = flzo)+L (1|0)(z—zo)—|—f ;0)(2—%)%. A nﬁ ) (oo

si raza de convergenta este cel putin distanta dintre zy si granita lui D.
Exemplul 46. Fie f(2) =¢€*, 2 =0, f'(z) = f"(2) = ... = fM(2) =
e si fM(0) = €” = 1. Atunci

z 1 1 2 ln
e=1+—z4+=2"+...+—2"+...

1! 2! n!
Exemplul 47. Fie f(z) = sin(z), zo = 0. Folosind dezvoltarea pentru
e si e obtinem
L 53 201
in(z) = — — — 4.4 (=1)" .
sin(z) =~ g T U g )
Exemplul 48. Analog
Jo- R g
cos(z)zl—ﬁ—kg—l—...—k(—l) o) +..
! 1 2 n,n
Exemplul 49. In'(1+ 2) = 135 = l—z4+2z+...+(-1)""+...
z
Integrand ambele parti
22 23 z"
In(1 —z— =+ =+ ()T
n(l+z) ==z T3+ +(—1) —+
/ 1 2 n
In'(1—2)=— =—1l—z—2"—...=2"

1—=z2



Integrand

22 23 o
In(1—z)=—2-2 -2 _ 2
n(l-2) T 3 n
1
Exemplul 50. f(2) = (14 2)® = &) f'(2) = a - 112 e¥n(+2) —
z
a(l + 2)*7'. Prin introducerea f™ = a(a —1)-... - (a —n+ 1)(1 +
2)*~". Folosind proprietatea logaritmului pentru care In(1) = 0, atunci
fM0)=ala—1)-...-(a—n+1)si
a ala—1 ala—=1)-...-(a—n+1
(142)* = 1+1'z+(2')22—|—. o+ ( ) " ( )z”+. ,

Mai jos sunt adunate unele caracterizari ale functiilor olomorfe,
demonstrate in teoremele precedente.
Teorema 51. Fie f : D — C o functie de clasd C*, D fiind un
domeniu complex. Urmatoarele afirmatic sunt echivalente:

f(z) = f(%)

a) lim exista pentru orice zp € D.
T ou B .0
U v u
b) Daca f = u+ iv, u,v - functii reale, atunci — = — §i — =
or Jy ~ 0Oy
ov
dy’

c) / f(z)dz = 0 pentru orice cale inchisa, deformabild intr-un punct
vy
din D.
_ L 1 : o
d) f(z) = =— | == pentru orice z € D, 7 o cale din D, in jurul
21 Jy € — 2

lui z (mai precis v = 0Dy 3 z, D; C D. ~ poate avea una sau mai
multe componente).

e) Pentru orice zo € D, Ir > 0, astfel incat pentru |z — z| < r,

% < fn) (4
f(z) = Zan(z — )" = Z / n(' )(Z — z)".

n=0 n=0
f) Daca f este un diffeomorfism intre D si f(D), atunci a-e) sunt

echivalente cu faptul ca f este o transformare conforma si mentine
orientarea.

1.16 Serii Laurent

Teorema 52 (Dezvoltarea Laurent). Fie f olomorfa pe domeniul



D = {z|r < |z — 2| < R}. Atunci

f(z) = "'+@a__§()y/,+- - -+za__120 +agt+ai(z—z0)+. . .+a,(z—20)"+. ..
(12)

unde 1 ‘o
7 o /7 e =y ® (13)

v este o cale inchisa in D in jurul lui zy. Dezvoltarea este unica.
Demonstratie. Fie Dy = {r <r; <|z — 20| < Ry < R}. Atunci

) = 1 /aDl f(€) d =

2ri £E—z
Sl SOy L e,
271 Jiz—zo|=Ry € — 2 271 Jz—zo|=r1 € — 2
Prima integrala este
> an(z— z)"
n=0

unde a,, sunt date (11). Pentru cea de-a doua integrala obtinem

1 f© 4o 1 1O _
2mi /E—ZO|=7’1 §— ng 2mi /|€—20|=7“1 (2 — 2) <1 _ = ZO) &

Z — 20

Ly I <1+§—Zo+(f—20)2+d>:
€ ?

T omi —z0l=r1 Z — 2 z—z (2—20)

I f(€)
B 2mi /5—20?"1 (§ — 2zo) 1 &

deoarece < 1 pe | — 2| = r1. Impreauna aceste doua extinderi

demonstreaza existenta extinderii Laurent. Convergenta este uniforma
pe D;. Se ia in considerare

1 / d¢ 1 for n=1
21 Jig—zol=r (€ —20)" | 0 for n#1



si presupunand (12) atunci se obtine ugor (13) demonstrandu-se unici-
tatea lui a,,.

O
1
Exemplul 53. Fie f(z) = o y——t Radacinile numitorului sunt 1
22— 3z

si 2. In discul |z| < 1 functia este olomorfa gi avem o dezvoltare Taylor.

1 1 1 1 1
f(z)=— + = — s = (1+z+2%+. . +2"+.. )=

2

A () - Eg)

n=0

In intervalul 1 < |z| < 2 dezvoltarea se schimba deoarece |z| nu mai
este mai mic decat 1 si se foloseste |1/z]| < 1 in progresia geometrica.

1 1 1 1
fe) =gz o1~
2 E
Lo +22+ i 1(1 L1y )—
2 2 22 on T z 22 B
B 1 11 1 n
T T T T a T Ty Tt T e

, astfel, dezvoltarile pro-

1 .2
gresiei geometrice trebuie sa utilizeze ca ratii — gi —
z oz

2
-<1
z

. 1
In domeniul |z| > 2, avem ’ < 1‘ si
z




1.17 Exercitii

1. Calculati /

|2|=r

2. Calculati /(z2 + 2 —1)dz unde v : [0,1] — C, v(t) =t + it>
g

4
(z2 + 3z + ) dz.
z

3. Gasiti dezvoltarile functiilor
a) f(z) =sin®z, 20 = 0.

b) f(2) = YT+ 2 2 =0, f(0) = 0.

1+ 2z
= In E,ZOZO, f(l):(]

cos? z, zp = 0.

= arctan z, zop = 0, f(0) = 0.

&
e T

—~

o,
N~
—~
I
~
|
—

2)
)
)

z) = arcsinz, zo = 0, f(0) = 0.

@
/N\/-\
I

—
_

= = 0.
g) f(Z) COSZ? <0
h) f(2) =vV22—=32+2,2 =0, f(0) > 0.
4. Gasiti dezvoltarile functiilor
1
a) f(z) = -1 in jurul lui zy = 0.
1 o :

b) f(z) = T pr—y in jurul lui zg = 2.

el/
c) f(z) = . in jurul lui zy = 2.

d) f(z) = e in jurul lui zg = 1.
f) f(z) =tanz in jurul lui zg = 2.

5. Folosind formula integrala Cauchy, calculati

2) / cosz
|z|=1

z

z—4
b —dz.
) lo|=2 22 — 4z + 3 ©




9 /z|2 (Zil)?’dz'

6. Demonstrati ca pentru orice functie derivabila complexa f : D —
C, D simplu conex si f diferit de zero, exista F' : D — C, derivabila
complexa, astfel incat f = et

f/ f/ e /
Sugestie: 7 admite o primitiva G. Dela G’ = 7 rezulta <f> =0

de unde f = const - €.

7. Demonstrati ca pentru orice functie derivabila complexa F' : D —
C, D simplu conex gi f diferit de zero, exista g : D — C, derivabila
complexd, astfel incat g2 = f.

Solutie: f = et deci g = 5.

8. Demonstrati ca pentru o functie olomorfa f din interiorul discului

|z| < R, astfel incat |f(z)| < M, pe {z||z| = r}, coeficientii dezvoltarii

f(2) = Y a,2" satisfac inegalitatile |a,| < 2——T (Inegalitatile lui
T

/,an
Cauchy).

1
Sugestie: Folositi a,, = o /Iflr grgfz

9. Fie f : C — C olomorfa si |f(z)] < M pentru orice z € C.
Demonstrati ca f este constant. (Liouville).

d§ si propozitia 34.

Sugestie: f(z) = Z a,z" si folositi exercitiul anterior pentru a es-
tima |ay,|.

10. Fie p(2) = ap2"+a,_12" 1 +. . . +apz"+.. . 4+ag, n > 1 o functie
polinomiala cu coeficienti complecsi. Demonstrati ca exista zg € C' cu
p(z0) = 0.

1
Sugestie: Presupuneti ca p(z) este diferit de 0. Atunci f(z) = —

p(2)
este o functie olomorfa marginita f : C' — C, si din exercitiul anterior

este constanta. Contradictie.

11. Presupuneti ca f transforma discul unitate in el insusi si f(0) =
0. Demonstrati ca |f(z)] < |z| si daca |f(2)| = |z| pentru z # 0 atunci
f(2) = cz pentru anumite constante ¢ cu |c¢| = 1.



Solutie: Fie g(z) = /)

z
olomorfa si |g(z)| = /(z) <
z

pentru z # 0 si g(0) = f'(0). g este

S |

pe orice cerc de raza r < 1. Principiul

1
modulului maxim implica |g(z)] < — pe discul de raza r. Lu and

r — 1 rezulta |g(z)| < 1 pe discul unitate. Daca |g(z)| = 1 undeva in
interiorul discului unitate, atunci principiul modulului maxim implica
lg(z)] =1 si g este constant.

1.18 Puncte singulare

Fie f : D — {z0,21,29,...,2,} — C olomorfa in D (D - domeniu in
C' ) cu exceptia punctelor zy,2o,...,2, € D. Punctele zq,29,...,2,
sunt numite puncte singulare ale lui f. In jurul lui zp, In intervalul
0 < |z — 20| <r, f poate fi dezvoltata in serie Laurent

=00

f(z) = Z ai(z — z)". (14)

i=—00

Evident ca, pentru z = zy, f nu este definita. Se pot intampla
mai multe lucruri in jurul lui z5. Mai jos zy exista pentru orice punct
singular al lui f.

Teorema 54. Fie f cu dezvoltarea (14) in jurul lui zy. Atunci

a) Daca |f(2)| este delimitata intr-o vecinatate a lui zo, atunci dez-
voltarea (14) are numai puteri pozitive de (z — zp), Zh_glo f(z) = ap, s
luand f(z0) = ap, functia devine regulara la zy. zy este denumit punct
singular mobil.

b) Daca zh_>rrzl0 |f(2)| = oo atunci dezvoltarea (14) este de forma

[e.o]

Zai(z—zo)i a,#0 neN n#0.

i=—n

Punctul zy se numeste pol de ordinul n.

¢) Daca nu sunt valabile a) sau b) atunci dezvoltarea (14) este in-
finita in ambele directii st pentru orice w € C' exista o secventd z, — 2o
astfel incat f(zx) — w. 2o este numit punct singular esential.



Demonstratie. a) a, = / F(E)(€ — z) ™ tdE, deci, pentru n <

|z—z0|=r
7?7 a, =0 pentrun < 0. 77

b) Daca
a_p B
f(Z)Im—i‘...—i‘ao—F...—
_ a_p+a_pni1(z—20) + ...+ ao(z —2)" + ... _ g(2)
(z — z)" (z — zo)"

unde ¢(z) este olomorfic 77 z; atunci

: T G N
A 7)) = lim )| 2 ] = oo
1
77, it i =00 7? > ' —
, if zh—>Hzlo |f(2)] =00 77 20| f(2)] > 1, deci h(x) 78 este olomorfic,
atunci
b2 bz — 2™ . 21, by £
f(2)
77
f(2) = o = :
h(z) (2 — 20)"(bn + bpy1(2 — 20) + bpsa(z — 20)2 +...)°
1
Dar TR e D = co + c1(z — 29) + ..., este olomorfic in
Co €1

jurul lui z. In final, flz) = +.oootct.

(z —2o)" + (z — zo)™
7?7 29 77 n.

¢) In contrast cu a) si b) lim |f(2)] nu exista, este echivalent cu
0

o infinitate de puteri negative ale dezvoltarii Laurent. Se presupune
ca zg este un punct singular esential si a € C' nu este limita unei
secvente (f(zn))nen unde z, — zo. Atunci pe anumite vecinatati U la
20, | f(2) — a] > & > 0. Acest lucru implica ca

=ay(z — 20)’ + apyi(z — 20)P M +...p>0, a,#0



este olomorfa in jurul lui zy. De unde

1 1
f(z) = CL—f—@:a‘f‘(Z_Zo)p(ap_|_ap+1(z—z0)+...) -

20 i C1
(z—20)P (22— 2Pt

dupa cum am vazut la b), contrazicerea lui z, este o singularitate
esentiala.

O
Observatia 55. Demonstratia lui b) arata ca h(zg) = h'(z) = ... =
R D (2) = 0, h™ #£ 0 sau h(z) = (2 — 20)"h1(2), h1(2) # 0 implica

ca zp este un pol de ordinul n pentru f(z) = W) Analog daca f(z) =
z

9(2)

—= 9(2 0.

h(2>7 g( 0) 7£

Observatia 56. Daca z; este un punct singular pentru f atunci intr-o

anumita vecinatate a lui zy nu mai sunt alte puncte singulare deoarece

=00
Z ai(z — zo)i este convergenta pentru z # 2.

1=—00

Fie acum o functie f periodica intr-o vecinatate punctata zo ( vecina-
tate cu zo indepartata) si se considera integrala lui f pe un cerc mic in
jurul Tui 2.

o

/I ‘ f(z)dz = /| | > an(z—2)" - dz =

z—z0|=r z=20|=" "o

= > <an/ ‘ (z — zo)”dz> = a_1/| | (z — 20) *dz = 2mi - a_;.
n=—o00 Z—Zzo|=T z—zo|=r

Definitia 57. Numarul

1
1= % /|z—zo|7" f(Z)dZ

este numit reziduul lui f in punctul z; si este notat cu Res(f, zo).

Exemplul 58. Fie f(z) = e/*. Atunci la 2y = 0 dezvoltarea lui f(z)

este

<11
PANAL

n=—oo

1
f(z) = =...+ fracl/nlz" 4+ ...+ — + 1.
z



Prin urmare Res(f,0) = Res(e'/#,0) = —1.
Teorema 59. Fie f o functie periodica intr-o vecinatate punctata
zo € C'. Daca zy este pol de ordin n atunci

1
Res(f? ZO) ( )' zhlg)(( ZO)n : f(z))(n_l)
In particular dacd f(z) = ZE; 9(z0) = 0, h(z9) = 0, h'(z) # 0
atunci zo este pol de ordinul 1 si

Res(f,z) = ]il/((zo )) :

Demonstratie. f(z) = Gon 4 Gomil 4 ap+ ... si

(z—2)"  (2—z)"!
(z—20)"f(2) "V = (a_p + apy1(z — 20) + ... +a_1(z — 20)" 1+
tag(z —20)" +...) "D = (n — Dla_y +nlag(z — 20) + ...

si reiese rezultatul.

Exemplul 60.
1 , 1 ) 1 '
R€S<<zz+1>2”>—££%u<<2‘1) <+1>> =

1 ' 1
—1 —_9. _
i (ae) = o

Exemplul 61. Fie z; una dintre radacinile lui 2" +1 = 0. Apoi 2, este

1
1 de ordinul 1 al functiei = i
pol de ordinul 1 al functiei f(z) P si
1 1 1
Res( ,zo) = — = — = —@.
2" 41 nzvt.—y Nz n

1
Exemplul 62. Pentru functii ca f(z) = e!/*- T reziduul la zg = 0
-z

poate fi calculat doar prin dezvoltare in jurul acestui punct

f(z)z(...—i—l/n!-I— —f—ﬂ

1/1!
it +/ +1> (2224 42"+ ) =



a_9 1 1 1 1
...+2—|—(++...—|—‘+...>-+a0+a1z+...
z n! z

1 2!
. 1 1
Apoi Res(f,0) =a_1 = i + 5 +...=e—1=1.71828.
In contradictie cu zy = 0 care este o singularitate esentiala, punctul

1/1
z1 = 1 este un pol de ordinul 1, de unde Res(f,1) = 6/1 = —e.
Definitia 63. O functie olomorfa definita in D cu exceptia unui set de
puncte izolate de puncte polare, se numeste meromorfa in D.
Teorema 64 (Teorema Reziduurilor). Presupunem ca f(z) este pe-
riodica in domeniul simplu conex D cu exceptia unui set finit de puncte
singulare zy, 29, ..., 2, St presupunem ca 7y o curba simpla inchisa in
D (fdrd puncte autointersectate), pe portiuni C*, ce contine 21, ..., 2,
in interiorul sau gi orientata pozitiv (domeniul inchis de 7 se afla la
stanga lui 7). Atunci

L = f(2)dz = 2mi Zn: Res(f, zy).

k=1
Demonstratie. Fie &/ domeniul inchis de « cu discuri mici Dy in jurul

lui z;, indepartat. Apoi v este marginea exterioara a lui F gi D) sunt
marginile interioare. Prin urmare

Lf(z)dz = Xk:/aDk f(2)dz = %:27rz' - Res(f, zk).

1.19 Folosirea reziduurilor pentru
evaluarea integralelor definite

2w

19.1. Integralele/ R(cos 0, sin 0)db
0

2T
I= / R(cos#,sinf)df, R = functie rationala
0

Propozitia 65. Integrala este

= |Z1R(;( +i>212<2_i)) ' (_il)dz'



Demonstratie. Fie z = ¢, Atunci
<€i6 _ 6—1‘9) dz

10 —10
THe) Gne= do = —i.

0= v -°c )
cos 2 2i) 2

Daca 6 ia valori de la 0 la 27, z ia valori pe cercul |z| =1 si

1= m G s) 5 (=2))- () e [ e

Dupa teorema reziduurilor

I =27 Y  Res(Ri,z)

|Zk|<1

unde z1, 29, . .. sunt polii lui Ry pe discul |z| < 1.

Exemplul 66. Fie |a| < 1. Atunci

2w do 1 1
/ :/ . ,*dZ —
o 1—2acosf+ a? |z|:11_2a(2+%)+a2 iz

— 1 a (a21+ P aidz = 27i - Res(f,a) =
= 2 - ! _
(az? —(a>+1)z+a)_, 1-—a
19.2. Integralele /OO R(z)dz, R(x) = P(z)
o0 Q(x)
> P(z) :
1= /_Oo R(z)dx, R(x)= Q@) P, Q) polinoame deg () > deg P + 2.

Propozitia 67. Integrala este
I=2mi Y  Res(R,z).
Im (21)>0

Demonstratie. Fie yg = [-R, R] - I'g, unde I' este demicercul din
semiplanul superior ce conecteaza (R,0) cu (—R,0). Fie D domeniul
inchis de . Atunci

2mi Y Res(f,z,) = /i f(z)dz + /FR f(z)dz.

z2k€DR



Pe masura ce R — oo partea din stanga tinde catre suma tu-

turor reziduurilor din semiplanul superior. Prima integrala din partea
o

dreapta tinde la / f(2)dz. Cea de-a doua integrala din partea stanga

—0o0
este marginita de

AR f(2)dz

datorita ipotezei deg(Q) > 2+deg(P). Acum luand limitele din ambele
parti obtinem rezultatul.

A A
Sgré%yf(zﬂ-ﬂRSﬁﬂR:%—)O

¢
Exemplul 68.

[ormte=2mi 2 Res (1) =

- Im(z,)>0

. 1 . 2k
=2mi ) 100:9 — 2™ 2 <_100) -
0

Im(z)> Im(z1)>0

+oo
19.3. Integralele / " R(x)dx

—00

+oo |
I :/ e R(zx)dx, R(z)=

a >0, P and @ polinoame deg P < deg ().
Propozitia 69. Integrala este

I= /OO e“"R(z)dx =2mi Y Res(e"*R(z), z).

- Im(z)>0

Pentru a evalua integrale de acest tip folosim
Lema 70 (Lema lui Jordan). Fie a > 0 gi urmdtoarele conditii s
fie indeplinite:

1. O functie g(2) este continud pe domeniul Im(z) >0, |z| > Ry



2. M(R) = max]|g(z)] — 0 as R — o0,
zeCR

unde I'p este demicercul |z| = R, Im(z) > 0. Atunci

lim g(2) - €"%dz = 0.

R—o00 JTp

Demonstratie. Presupunem z € 'y, 2 = Re¥, dz = iRe"d#), si

|€iaz| _ |6ia(Rcos6+isin6)| _ e—aRSiHQ.
Deoarece 1
—0 <sinf <6 for 0 €|0,2n].
T
Atunci
0< / e g(2)dz| < max|g(z)|/ e s Rag <
T'r z€CRr 0

27 . /2 5
< M(R)-2R - / e~Bsn0q9 < 9RM(R) / e~ B30 g =
0 0

= M(R)Z(1 — ey B9 g

a
¢
Observatia 71. Daca a < 0 atunci suma se prelungeste peste reziduuri
cu partea negativa imaginara.
Observatia 72. Daca ipoteza ce priveste dezvoltarea lui g este valabila
pentru {z|0 < o < arg(z) < f < 7} atunci limita superioara este zero
pentru integrala luata peste Cr = {z] |z] = R, a < arg(z) < S}.
Demonstratie (a propozitiei). Se considera contorul vz = [—R, R].
Atunci

) R )
2mi Y. Res(e"%g(2),z) = / e“g(x)de + | eg(z)dz
2, inside YR -R I'r

P(2)
Q(z)

Pe masura ce R — oo partea stanga tinde la

2w Y Res <engg’3,zk>

Im(z)>0

unde ¢(z) =



o iaxp(x)

si cea dreapta la / e
— Q)

dx + 0 datorita lemei lui Jordan.

oo (x —1 D
Exemplul 73. Pentru a evalua I = / (z ) cos(52) dx se con-
—00 .T2 — 2 +5

— 1) sin(b
sidera simultan integrala J = / (z 5 ) sin(52) dz. Atunci
o X4 —2x+5
$_1 15T (2_1)6252
[+i] = / dr = 2mi - Res | ~— % 149 =
o oox2—2:13+5x i es<z2—22+5 e
-1 5z
= 273 - (z=De™ = me (—sinb +icosh).
22=2 |4y

Integrala este I = —me~1%sin 5.
19.4. Integralele/ r*R(z)dz, I = / 2 R(z)dz, R = functjie rationala
0 0

a+1 1 a+1 o
lim |27 R(2)| = lim |2*7"R(2)] = 0
a=77 R7?7[0,00).

Propozitia 74. Integrala este

o
I = 1_77227”1 > Res(z"R(2), z). (15)

z€C—[0,00)

Demonstratie. Avem nevoie de ipoteza de convergenta. Fie g, calea
[, R] - Tg - [R, ], unde arg(z) pe primul interval este 0, T'r este cercul
de raza R si centru 0, orientat in sens invers acelor de ceasornic, arg(z)
pe cel de-al doilea interval este 27 gi I'. este cercul de raza ¢ si centru
0, orientat in sens orar. Functia z*R(z) este bine definita pe C'— [0, 00)
ludnd (pe®) = p®e?® pentru 0 < @ < 2. Aceasta definitie 2* poate fi
extinsa continuu pe vg ., pentru § = 0 sau § = 27 (p si pei?™ reprezinta
diferite puncte ale vg). Fie Dg. domeniul inchis de vz .. Atunci

> Res(2"R(z),z) = /mg 2R(z)dz =

ZkEDR’E

- /[ REMe [ RE)t [ 2 RE)E [ 2 R(z)de
&R

FR [R,%’;‘] Fg



Cand R — oo si € — 0 suma se prelungeste peste toate reziduurile pe
C' — [0,00). Prima integrala tinde la I. A doua integrala tinde la 0
deoarece

/ 2"R(2)dz| < max |2"R(2)| - 2 R = 2mr max |2" "' R(z)| — 0. (16)
I'r

ZGFR ZGFR

A treia integrala ofera

R ‘
/[ ] 2*R(z)dz = —/ p“e®™ R(p)dp =
R, 5

) R )
= —612”“/ " R(x)dx — —e?™].

A patra integrala tinde la 0 datorita unei inegalitati precum (16).
De unde, luand limitele in ambele parti obtinem rezultatul.
&

:L.OZ
dx, 0 < a < 1. Integrala este conver-

E 1175.1:/007
xemplu ) 2@t D)

genta. Atunci

](1 _ €i27ra — 271-2 . Res <Z)’ _]_) —

z2(z—1
o SV, cosatising
T
Dupa un calcul scurt [ = —.
sin «v
19.5. Integralele

a m a m P(J})
[a*nte)" R@)de, 1= [ n@)" Ry, R = 55

integrala este convergenta, m € N, a ¢ Z.
Propozitia 76. Fie integrala I,,, ,. Atunci

Lo — €2 (Lo +2mmily, 1q+...) =

=2mi Y. Res(z*(In(z))"R(2), zk).

z€C'—[0,00)



Paranteza este
/ 2 (2mi 4+ In(x))" R(x)dr = Ly o + 2114 + - ..
0

Demonstratie. Se considera vr. pentru integrala anterioara si se
integreaza 2%(In 2)™R(z) peste Yr.. Pentru z = pe, In(z) = In(p) +1i6,
0 < 6 < 27 si definitia este extinsa pe yg., luand 6 = 0 pe [0, R] si
0 = 2 pe [R,0]. Pentru limitele ¢ — 0 §i R — oo integralele peste I'r
si I'., tind la zero gi teorema reziduurilor ofera rezultatul ca si pentru

(15)

o ] d
Exemplul 77. Se evalueaza integrala [ = M Potrivit

0o Vr(r+1)?

formulei de mai sus (1 =3 m = 1)

I, s

1
. 41
— e s 4 2mily 1 = 2mi - Res (Z(Z:_nl(;), —1) =

= 27i - (z_% In(z))__, = g + ¢.
Integrala noastra este

Inlocuind [, _1 mai sus obtinem /
’2

19.6. Integralele

- mM T _ (7 nx m P(2) T
/0(lnac) 0™ Im_/o ()" oy

Propozitia 78. Integala rezulta din

Il
~
o

Iyt — /OOO(ZM' + Ing)" gg;dx = 2mi Y _ Res <(ln z)™th. ggi; : zk>

sau
(m+1)m

9 [m,1 +...— (27Ti>m+110 ==

—2mi(m + 1)1, + 47*



=21y Res ((ln z)mtL. P(z) : zk> .

Q(2)
Demonstratie. Demonstratia este in esenta la fel ca si pentru cele
) - o P
doua propozitii anterioare, integrand (In z)™*! - m peste Vg
z
dx

Exemplul 79. Se evalueaza integrala [ :/0 m
Se poate folosi metoda precedenta (m = 0) si obtinem

1
—2mily = QWiZRBS ((z?’n—{—zl)?’ Zk;)

unde
2, = \3/__1 c {_1767,%/37 ei7r/3,ei57r/3}'

In 2 1 Inz
oL =gl 1)’ . . =
Res <(23 +1)2’ ) 1! ) ((Z +1) (z+1)2(z — eim/3)2(z — ez5w/3)2>

B Inz _27ri—1
(22—z+12%) _, 9

/3

Analog se afla reziduurile pentru e”™/? si /3. Inlocuind in formula

47T\/§

d i Ita I = .
e mai sus rezulta o7

1.20 Exercitii

1. Gasiti si clasificati punctele singulare ale functiilor

2 1) = 2

b) f(z) = i (z — 2%).
z—2

A A e

d) f(z) = ——



el/z

G = Gy —
2. Calculati

sin z
a) / 5dz.
|z|=5 2 — 2

1/z
b ¢ i
lz]=2 2 — 1
1
c) / ——dz.
|2|=4 sin z
2z

4 /z|=3 (z + 1)4dz.

3. Calculati
2m do
2) 0 5+3cos€d0'
2 cosnb
0 5+ 3cosb
2r 1 +sind
0 24cosf
4. Calculati

0o 2 1
a)/ T dzx.
o zt+1

b) 9, n e N.

C

= |

b/ d

) — (22 + 4z +5)? ’
~ 1

) J, 7Tl

o0 1
d / ————dx.
) o Tirazr1
5. Calculati
©  sinz
————dx.
2) /0 x(z?+1) v

% cosne
— N.
b) /0 e 1)2d1’, n e



c) /OO L

o T2 —2ix —2
©  rCcosxT

o [T,

) oo 24+ 1

6. Aratati ca

2
© yprt+l 1 1

o0 241 1

b) / m_l/gidx =7+ -7mV3.
0 + 3

7. Aratati ca

© zl
o [T 4 g
0

4+ 1
< zln’x 1 4
b)/o x“—kldx_al7T

>/°° xIn’z p 1
c ———dr = —
0o (22+1)2 24

8. Aratati ca
oo z/3 1w 1
Ty = Zq?
) Err g
/OO zl/3 nz s
c r=——
o xt+1 24
9. Fie f: D — C olomorfain D. Fie zg € D si f(2) = an(z—20)"+
ani1(z — 20)"™ + ..., este un zero de ordin n a lui f(z). Demonstrati
/
ca Res (f (2) , zo> =n.
f(2)
10. Fie D; C D cu 0D, C D pe portiuni C' si f : D — C olomorfa

1 /
si diferita de zero 0D;. Demonstrati ca — /') dz = Z n, unde
2mi Jop, f(2) -

suma se prelungeste peste toate zerourile ale lui f din interiorul lui D,
si n, semnifica ordinul radacinii a.

2

/
Sugestie: Se aplica teorema reziduurilor — i se foloseste exercitiul

precedent.



11. Fie f ca in exercitiul precedent. Demonstrati ca

1
271'/8D1 d(arg f) = gna.

/
idz =dn|f| + idarg f

Sugestie: In f = In|f| + iarg f, de unde 7

pe 0D;. Se aplica exercitiul precedent.



Capitolul 2

Transformatele Fourier si
Laplace

2.1 Serii Fourier pentru functii 27 peri-
odice
Fie f : R — C o functie 27 periodica, integrabila Riemann sau echiva-

lent, f: [—m,m) — C este extinsa prin periodicitate la R. Seria Fourier
a lui f este suma

f(0) = % + nio an, cos(nf) + by, sin(nd) (1)

n=1

unde

ao = i/_ﬁ 7 f(8)dd
1

an=— | 7 f(0) cos(nb)db (2)
b, = i/_ﬂ 7 f(0)sin(nb)dh, n > 1

Mai multe consideratii conduc la formulele de mai sus.
e Se considera seria (1) uniform convergenta. Apoi multiplicand (1)

53



cu cos(n#) si integrand de la 7 la 7 obginem:

7 £(8) cos(nf)df = % / Tldf+

+> an /_ mcos(k) - cos(nd)dl + kz: / msin(kd) - cos(nd)do.
™ =1 —Tr

/ 7l - cos(nd)df = 0; / mcos(kf) cos(nb) = mogn;

/_ msin(kf) cos(nd) = 0, / 7l - sin(nf)dh = 0; (4)

—T

/ 7 cos(kB) sin(nd)do = 0; / msin(kf)o(nb)dd = wok,.

—T

Folosind (4) in (3) se obtine formula pentru a,. Multiplicand |...]
cu sin(nf) si integrand de la —7 la 7 se obtine formula pentru b,.
Integrand (1) de la —x la 7 se obtine formula ay.

e Expresia

(f.9) = [ _mf@)gla)ds

este un produs scalar pe spatiul functiilor complexe continue f : [—7, 7] —
C. Folosind acest produs scalar se obtine norma

11 =G0 = [ w2 oy

si se obtine distanta dintre doua functii

i(5.9) = 1F = gll = | |_7(7) - o) (7] — e =

=/ 715w - st

Se considera spatiul V' inmultit cu 1, cos(€) sin(6), . . . , cos(né), sin(nd).
O functie g € V astfel incat

d(f.9) = mind(f. h)



este de forma

g(x) = %o > ay, cos(kxz) + by sin(kx)

2 k=1

si coeficientii sunt astfel incat
Blagsar, b, b) = [l f(0)—g(a)Pde = (S, ) = lim (S, ).

Se considera spatiul real vectorial V', si prin urmare ag, a, by, . .., a,, b,
reale. Folosind (4) expresia pentru E devine:

E(ag,a1,b1,...,b,) = [ﬂ 7 f2(x)dx+
+ (C;O + > (aj + bi)) — ag /_7r 7 f(x)dz— (5)

) Z (ak/ 7 f(x) cos(kx)dx + by, [ﬂ mf(x) sin(kx)dx)

Sistemul (pentru £ minim)

OE _ 0B _ = OF

o 220 ——=0; 1<k<
8@0 ’ aak ’ 8bk ’ - ="

are (2) ca solutie. Inlocuind (2) in (5) obtinem
CL2 k=n
0<E= 7rf2(:c)ds—7r<20+2(ai~l—bi)> ©)
o k=1

Luand n — oo se obtine

OS/_ﬂﬂfz(x)dx <3+Z +b2> (7)

cunoscuta ca inegalitatea lui Bassel.

In lemele de mai jos, se dau demonstratiile doar pentru cos(nz).
Pentru sin(nz) se procedeaza analog. Aceste leme sunt necesare pentru
demonstrarea teoremei lui Dirichlet.



Lema 1. Fie f : [a,b] — C de clasd C'. Atunci

lim b f(z)cos(nz) =0, lim bf(m) sin(nz) = 0. (8)
Demonstratie.
: b :
/bf(.irz) cosnz dx = f(z) smgm;) — /b Smgm)f'(.r)dx —0

cand n — oo (n nu este neaparat natural).

O
Lema 2. Dacd f ca mai sus este doar pe portiuni de clasd C' atunci
(8) este adevdrat.
Demontratie. Integrala se imparte intr-o suma finite de integrale ca
mai sus.

¢
Lema 3. Daca f : [a,b] — C este continua atunci (8) este adevarata.
Demonstratie. Fie ¢ > 0. Exista o partitie a = 29 < 21 < ... <

T, = b astfel Incat

max
T <T<Ti41

fla) - £ (250 <

Se considera fe(x) : [a,b] — C egala cu f (L;”“) pentru x € [z;, T;y1)

si fe(b) = f(b). Atunci |f(z)— fe(x)| < e pentru orice x € [a, b] si prin
urmare

/ab(f(x) cos(nx)dx — /ab fe(x) cos(na)dz| < /ab ede =eb—a)

Dar fe este pe portiuni de clasa C!, deci pentru anumite valori ne €

b
R / fe(zx) cos(nx)dz| < e pentru orice n > ne. De unde

/abﬂx) cosnx dv /ab(f(m) — fe(z)) cosna dx| +

<

+ /bfs(x)dx <e(b—a+1)




pentru n > ne. Acest lucru demonstraza lema. &
Lema 4. Daca f : [a,b] — C este continua pe portiuni cu limite
laterale atunci (8) este adevarata.

b
Demonstratie. / f(z)cosnz dr se Imparte intr-o suma finite de

integrale ca in lema de mai sus. &
Teorema 5 (Dirichlet). Fie f: R — C o functie 2w periodicd, con-
tinua pe portiuni, cu limite laterale in fiecare punct. Atunci in fiecare
punct unde exista limita

p @D f@0) L ) = fle =0
h—0,h>0 h h—0,h<0 h

[z =0)+ f(z+0)

Demonstratie. Urmatoarea identitate va fi folosita in continuare:

(9)

seria Fourier (1) a lui f este convergentd la

sin (n + %) T
2sin (%)

care este ugor de demonstrat prin multiplicarea ambelor parti cu 2 sin <

1
5t cos(z) + cos(2z) + ... + cos(nzx) =

si prin transformarea produselor in sume. Acum

“ 1
sp(x) = % =Y aycoskx + by sinkz = %/ mf(z)dx+
k=1 o

- :71r</ﬂ7rf(t) <;+kzijlcosk(t—:p))>:

1
sm n—i—l) t—:v s1n(n+2)u
L ALY P s 1A
—x /U
251n< > 2811’1<)
2 2

) 1
= ;/_ﬂﬁf(x—l—u)wdu.

U
2sin | =
sin (5 )

;)

> (cos (k) /_7r mf(t) cos(kt)dt + sin(kz) - /_7T 7 f(t) sin(k;t)dt) =

u =



Pentru f(z) =1, ap =2 si a, = b, = 0 pentrun > 1 de unde s,(z) =1
si formula de mai sus ofera

oty ) up ()
L) b

e,
L

sn(x)—f(x+0)+f(x_0):

Putem scrie

—/ flatu) - flz—0) sin<n+1>udu—|—
U 2
28111(2

AL / flx4+u) — f(x+0)

u
2sin (2 )
Potrivit ipotezei
fe+u) - flz—-0)  flz+u)—flz+0) u

2 sin (u> 2sin <u> 2sin (u)
2 2 2

este continua pe portiuni pe [—7,0) cu limite laterale i analog pentru
a doua expresie pe (0,7]. Prin urmare, potrivit ultimei leme, partea
stanga a egalitatii de mai sus tinde la zero pe masura ce n — oo. Acest
lucru demonstreaza teorema.

1
sin <n + 2> u du.

¢

Corolar 6. Dacd f : R — C este de clasd C' si perioadd 27 atunci
seria Fouriei a lui f tinde la f.

Exemplul 1. Fie f : R — R o functie 27 periodica data pe intervalul
[—m,m) de f(z) = 2% Atunci

(—1)"4 1

s b= ;/_W 7z sin(nz)dz = 0.

1
a, = —/ m2? cos(nz)dr =
™ J—7

n



Acest lucru implica (deoarece flx4+0) = f(x —0) = f(z) =2?)

2 o0
_3 zz:

Luand z = 7 obtinem

n
2

cos(nx), x € [—m, 7).

2 1
6 =n?
Pentru z = 0, egalitatea devine

2 1 1 1 1 1
+ ...+ (-1 St

D 2 3 P
Observatia 1. Exista functii continue fara serii Fourier convergente.
Punctul (9) nu este satisfacut.

In unele cazuri convergenta este uniforma. Urmatoarea teorema
ofera o afirmatie precisa.
Teorema 7. Presupunem ca f: R — R este periodica cu 2w, de clasa
C*. Atunci seria Fourier a lui f este uniform convergentd la f.
Demonstratie. Fie f de clasa C2. Atunci

1
a, = —/ 7 f(x) cos nxdr = ( integrand in 2 parti)
wJ—r
b 7 f"(x) cosnx dx
mn? J-
1
b, = —/ 7f(x)sin nzdr = ( integrand in 2 parti)
mJ—r
- 7f"(z)sinnx dr.
mn?

Dar

lemei 3, si prin urmare sunt delimitate de un numar M. De unde

M a ”
lay, cos kx + by sin kx| < — si seria =4 Z ay, cos kx + by sin kx este
™2 2

k=1

— 0 sl

/ 7f"(x) cosnx dx

/ 7 f"(z) sinnax da:‘ — 0 datorita

- . 1 R
dominata de seria |ag| + — Z — < oo. Conform teoremei lui Weier-

strass, seria Fourier a lui f, este uniform convergenta la o functie con-
tinua F'. Datorita teoremei lui Dirichlet F' = f.



2.2 Serii Fouriei pentru functii 7' periodice

Se considera f : R — (' o functie T" periodica, integrabila Riemann

sau echivalent f :

[-T,T) — C este extinsa prin periodicitate T la

T
f: R — C. Atunci g : R — C definita de g(0) = f (29> este 27
7T

o : T
periodica si putem scrie (x = 29):
s

/()

unde

_1/
_7T77r

1/

T/2 927
—/ 7 f(0) sin(nd)d / ) sin (nx) dz.
T n

24 i an, cos(nf) + b, sin(nd) =

= 9(0) = 5

—0 Z a,, COS (n%x> + b, sin (n%x)
2 = T " T

n=1

T/2
mf(6)d /T/2

T/2 27
7 f(0) cos(nb)d / (x) cos <na:> dx
T T/2 n

(10)

(11)

Formula (10) este numita seria Fourier a functiei 7" periodice i formula
(11) ofera coeficientii.

Teoremele de convergenta de mai sus sunt inca valabile. Inegalitatea
lui Bessel devine

T/2 T 2 o)
0</ dr — — @+Za2+b§ .
2\2

T/2

2.3 Serii Fourier pentru functii pare
si impare

Daca f(—z) =

—f(z) atunci f este impara si

T/2 2
an, =T /T/2 ) cos (n;x) dr =0



deoarece functia de sub integrala este impara, deci dezvoltarea lui f
are numai termenii sin

> 2m
S b (125) g
nZ::l sin ( N (12)
Daca f este functie para, ceea ce inseamna f(—z) = f(x) atunci

T/2 27
by, T /T/2 ) sin <nTx> dr =0

deoarece functia de sub integral este impara. Atunci

flz) = 2 0 + Z Ny, COS (n?w) (13)

n=1

2.4 Serii Fourier ale functiilor f : (0,]) — C
Fie f : [0,]) — C gi extindem f la o functie de la R la C' pentru

care mentinem notatia f astfel incat extensia sa fie impara si periodica
T = 2[. Acest lucru se poate face unic. Atunci

5 b (1222
= nSIN | N—X
n=1 T

/T/Q < 21 )d
n T /2 JZ sin nTx xr =

even function

= ;{/OT/Q f(x)sin <n22lx) dr = 7 / f(x)sin (n l x) dzx.

Analog, daca extindem f la o functie para si periodica T' = 27 obtinem

flz) = 5 0+ Z ay, cos (n?w) (15)

cu

a, = ?/Ol f(z) cos (n?x) dx. (16)



2.5 Exercitii

1. Fie f: [-m,7m) — R, f(x) = |z|. Gasiti seria Fourier a acestei
functii. Ce spune teorema lui Dirichlet pentru x = 0

2. Fie f:]0,1) — R data de formula

/()

Aflati dezvoltarea sin a acesteia.

oo
. . 9 ) . CcoS N
3. Pentru ce valori ale lui « urmatoarea serie Fourier Z
n=1 \/ﬁ
convergenta.
4. Stiind ca

este

‘ - L2k
sin(z) =z— —+4+ —+...+(=1) o

+ ...

' — 2k +1)0
siluand z = € = cos 0+isin ), gasiti suma Fourier Z(—l)km

T k!
sin(2k + 1)0
D

5 Ce devine Inegalitatea Bessel pentru dezvoltarea sin a unei functii
definite pe intervalul [0,1).

6. Folosind teorema demonstrate ca Inegalitatea Bessel

/ﬂﬂfz(iv)dSZW< +Z 21 b7) )

devine Egalitatea Parceval

/_ﬂwf()ds=7r< Z +b2>

cel putin pentru functii periodice C?.



2.6 Dezvoltari generale Fourier in spatii
Hilbert

Un produs scalar intr-un spatiu vectorial real H este o functie (-,-) :
H x H — H astfel incat pentru orice z,y, z in H:

(ax +By,z) = alz,y)+ By, 2)
(z,y) = (y,2)
(z,7) > 0and (z,x) = 01if and only if z = 0.

Pentru spatii vectoriale complexe a doua conditie este (z,y) = 7, T,
unde 7?7 Inseamna conjugate complex. Prima si a doua conditie implica
(z,ax + By) = a(z,z) + B(z,y). De exemplu C([a, b]) spatiul functiilor
reale continue pe intervalul [a, b] cu asocierea

b

(f.9) = [ J@)g(a)da

este un spatiu vectorial real cu produs scalar. Un spatiu vectorial
inzestrat cu un produs scalar este denumit spatiu prehilbert.
Inegalitatea de baza este cea Cauchy-Buniakovski care afirma

(z,9)* < (2,2) - (y,9).

Aceasta inegalitate exprima ca functia polinomiala de gradul doi
t — (tr + y,tz + y) pentru t € R ia doar valori pozitive, deci dis-
criminantul trebuie sa fie nepozitiv. O consecinta direct a inegalitatii
Cauchy-Buniakovski este inegalitatea Minkovski

Vi +ye+y) < @)+ /)
care poate fi demonstrata dupd cum urmeazi
(@+y,z+y) = (=,2)+ @y +(2y)+(yz)
< @2+ (y,9)? + 2(2, )|
V@ 22+ 4/ (,9)* + 2/ (x,2)/(2,),

(V(,2) + \/(y,y))2

IN




Orice produs scalar permite definirea unei norme

|z]] =/ (=, ).

Proprietatile produsului scalar conduc la urmatoarele proprietati ale
normei: ||z|| > 0 i ||z|| = daca gi numai daca

lz+yll < fl=ll +lyll

lazl] = laf - |l=l|

care sunt la fel ca proprietatile modulului si rezulta din inegalitatea
Minkovski si din proprietatile produsului scalar.
Norma permite definirea distantei dintre doi vectori

dist(z,y) = [l — |

si urmatoarele proprietati ale distantei sunt consecinte directe ale pro-
prietatilor normei

dist(z,y) > 0sidist(z,y) = 0 daca si numai daca x =y
dist(z,y) = dist(y,z)
dist(z,z) < dist(x,y) + dist(y, 2),

Agadar, un spatiul prehilbert este un spatiu metric. Conform pro-
dusului scalar definit anterior pentru functii continue pe [a, b], distanta
dintre doua functii este

dist(f,g) =lf —gll = (f =9, f —9) = \//ab |f(x) — g(z)[dx.

Distanta permite definirea sirurilor convergente: un sir (x,,)nen, T, € H
este numit convergent la (z € H daca sirul numerelor pozitive reale
dist(z,, ) converg catre 0, sau echivalent Ve > 0, Ine € N astfel incat
n > ne = ||z, — || < e. Orice sir convergent este un gir Cauchy: Ve >
0, Ine € N astfel incat VYn,m > ne = dist(z,, z,,) < . Reciproca
nu este mereu adevarata. Un spatiu metric unde orice sir Cauchy este
convergent este numit complet. Un spatiu prehilbert care este complet
ca spatiu metric este numit spatiu Hilbert. Spatiul functiilor continue




pe [a,b] cu distanta definitd mai sus nu este complet. Sirul de functii

b—a
la, b].
Pentru orice spatiu prehilbert V' exista un spatiu Hilbert canonic H
astfel incat V' C H. H este definit ca setul tuturor girurilor Cauchy din
V', unde sirurile (z,,) i (y,) sunt numite echivalente daca dist(z,, y,) —

T —a\" . o . . .
( ) este un gir Cauchy care nu converge catre nici o functie pe

0. Clasa sirului (z,) va fi notata cu (z,). Suma sau multiplicarea cu
scalar a girurilor echivalente conduc la siruri echivalente astfel incat
spatiul claselor echivalente este un spatiu vectorial cu operatiile

(Tn) + (Yn) = (mn:yn)

a(,) = (az,).

Un produs scalar pe acest spatiu de clase de siruri este definit de
(), (yn)) = Him. (0, y).

Limita exista deoarece (z,,) si (y,) sunt siruri Cauchy. Siruri echivalente
conduc la aceiagi limita. Se verifica usor ca produsul definit mai sus
este un produs scalar. Spatiul original V' poate fi indentificat cu sirul
de forma

V' 3 z este identificat cu sgirul (x,)nen, Z, = T pentru orice n.

Fie aceasta identitate notata cu ¢ : V. — H. Atunci dist(x,y) =
dist(i(x),i(y)) care este izometric, V este compact in H, care este
Vh € H si Ve > 0, doz € V astfel incat dist(i(x),h) < . De fapt
daca h = (z,) atunci putem alege x ca fiind z,, pentru n suficient de
mare (z, este un element din V', (x,) este un gir Cauchy de elemente

ale lui V' gi (z,) € H este clasa girului (z,,)). De obicei se identifica
x € V cui(x) € H. Spatiul H cu cele doua proprietati de mai sus
este unic In sensul ca pentru oricare doud asemenea spatii H si H' cu
izometricele i : V. — H si ¢ : V — H' exista un izomorfism izometric
f: H — H' astfel incat f o7 =1". H este numit completarea lui V.
Daca V este spatiul functiilor continue definit pe [a, b] atunci com-
pletarea lui V' este numita Ls[(a,b)] si fiecare element al acestui spatiu



poate fi reprezentat printr-o functie pe [a, b] care este integrabila intr-un
anumit sens generalizat Riemman, numita integral Lebesgue, si astfel

b
incat integral patratului lui f este finit / f*(z)dz < co. O asemenea

functie este numita integral patrata. Intggral este in sensul Lebesgue.
Reprezentarea unui element Ls[(a, b)] printr-o functie integrala patrata
nu este unica. Daca doua functii difera pe o multime finita atunci ele
definesc acelasi element Ly[(a,b)]. In general daci dous functii f si g

difera prin h astfel incat / h%*(z) = 0 atunci f si g definesc acelasi

element de Ly[(a, b)].

Un set de elemente {ej,es,...,€,,...} C H este denumit set or-
togonal daca (e;,e;) = 0 pentru fiecare pereche i # j si (e;, e;) # 0.
Daca in plus (e;, e;) = 1 pentru fiecare ¢ atunci multimea este numita
ortonormala, unde coeficientii a; apartin multimii R pentru spatii reale
Hilbert sau lui C' pentru spatii complexe Hilbert. Daca este adevarata
relatia 17 atunci este denumita dezvoltarea generala Fourier a lui x.
Avem urmatorul rezultat:

Propozitia 8. Fie {ej,es,...,€,,...} 0o multime ortogonala in spatiul
Hilbert H. Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:
i) Pentru fiecare x € H ezista coeficienti a; astfel incat

T = Z a;e; = 7}1_)11&2 a;e;. (17)
i=1 i=1

ii) Daca x € H gi (x,e;) = 0 pentru orice e; din familie, atunci
z=0.

Pentru a demonstra acest lucru avem nevoie de urmatoarea lema.
Lema 9. Dacd z,, = x $i Yy, — y atunci (Tn,yn) — (z,9).
Demonstratia lemei:

(@, 9)) = (@, yn)| = [ = 20, 9) + (20,5 = )|

= [lz = @[l - llyll + ll2l] - 1ly = ynll = 0

deoarece ||z — z,|| = 0, ||y — yn|| — 0, din ipoteza, si ||y||, ||x|| sunt
delimitate.
Demonstratia propozitiei. i) — ii). Presupunem ca (z,ez) = 0
n n

pentru fiecare e;. Deoarece Z a;e; — x rezulta Z ae;,er | — (x,ex),
=1 i=1



acest lucru este (eg, ex) = (z,ex) = 0 pentru fiecare k de unde ay = 0
n

pentru fiecare k si x = nh—{go; aze; = 0.
(=, ex)

. . < : k) I
ii) — i). Presupunem ca z € H. Fie ay = ——= si se considera
<€k7 €k
o0
seria Z aper.. Atunci
k=1

n

0< (a: — Z Apel, T — Z akek> = (z,z) — Z agay(eg,ex).  (18)
k=1 k=1

k=1

o
Acest lucru arata ca seria numerelor pozitive Z aray(eg, ex) este con-

k=
Vergenta asa ca Ve > 0, dJne € N astfel 1ncat Vn > m > € avem

Z arag(ex, ex) < e sau (Z €L, €k, Z akek> < € sau Z i€

k=n k=m

<

n

VE. Acest lucru aratd ca girul Z aper este Cauchy si intr-un spatiu
k=1
Hilbert este convergent la anumite elemente x’. Acum

(x—2' e;) = (x,¢;) — (2, &;) = (x, ) — lim (Z ager, el> =

= (x,e;) —a;(e;, e;) = 0.
o
Din ii) rezultd © — 2/ = 0 deci = 2’ = ) _ axey, acest lucru aratd ci i)

k=1
este adevarata.

o

o
Corolarul 10. Dezvoltarea v = Zaiei a unui element x € H este
i=1
unicd $i coeficientit sunt dati de
(:L“, ei)
(eiyei)'

a; =

(19)

Demonstratia este continuta in demonstratia implicatiei ii) — i) din
propozitia anterioara.



O multime de elemente a spatiului Hilbert H cu proprietatea i) sau
echivalenta ii) a propozitiei de mai sus este numita familie ortogonala
completa sau baza ortogonala.

2.7 Dezvoltiri Fourier pe Ly([—m, 7))

Ne intoarcem la spatiul Lo ([—7, 7]) de functii integrale patrate pe [—7, 7]
si se considera sirul de functii (elemente ale Lo([—7,7]))

{1, cos z,sin z, cos 2z, sin 2z, . .., cos nx, sinnz, . .. }.

Atunci relatia 4 arata ca aceasta multime este ortogonala. Lemele
dinaintea teoremei lui Dirichlet arata ca (f, ex) = 0 pentru f continua si
ey, din familia de mai sus. Dar, prin definitie fiecare f € Lo([—m, 7]) este
o limita de functii continue f,, — f de unde (f,ex) = 7}1—{20’ (fn,ex) = 0.
Deci, familia {1, cos z, sin z, cos 2z, sin 2z, . . ., cos nx, sinnz, . ..} este o
baza ortogonald a spatiului Hilbert Lo([—m,7]). Coeficientii f(x) =
ap + Z ay, cos kx + by, sin kx sunt
k

(Fla)coske) [ Tl coska
(cos kx,coskx) / o kr

ajp =

= i/_ﬂ 7 f(x) cos(kx)dx.

Asgadar obtinem coeficientii 2. Analog obtinem alti coeficienti. Ob-
servam ca Fourier classic este un caz particular de dezvoltari generale
intr-un spatiu Hilbert.

2.8 Aproximarile functiilor prin polinoame

In acest paragraf vom demonstra urmatoarea teorema:

Teorema 11. Pe orice interval [a,b] orice funclie continud f : |a,b] —
R poate fi aprorimata uniform prin polinoame, daca Ye > 0 polinom
astfel incat max |f(z) — pe(z)] < e.

)

Demonstratie. Functia liniara © — ¢t = (x — a) transforma

1
b—a
intervalul [a,b] In intervalul [0, 1] si este suficient sa demonstram ca



orice functie continua f : [0,1] — R poate fi aproximata uniform prin
polinoame. Acum t — 6 = arccost transforma [0, 1] in intervalul [0, 7]
si este suficient sa demonstram ca orice functie continua g : [0,7] — R
poate fi aproximata uniform prin functiile

p(0) = co +crcosf + cycos® O+ ... + ¢, cos™ 6.

1-— 20
Dar cos? ) = %, cos® ) = 7608 360 + icos 6, de unde

p(0) = ag + aj cos + az cos 20 + ... + a, cosnb.

Functia continua g : [0, 7] — R poate fi extinsa la o functie para con-
tinua ¢y : [—m, ] — R si aceasta la 27 o functie periodica §: R — R.
Este suficient sa demonstram ca orice functie 27 para, continua si peri-
odica g : R — R poate fi aproximata uniform prin polinoame trigono-
metrice p(0) = ap+ a3 cos + as cos 20 + . .. + a,, cosnf. Daca g este de
clasa C? acest lucru rezulta din teorema 7. Daca § este doar continua
atunci se foloseste urmatoarea lema pentru a aproxima g cu o functie
C?.
O

Lema 12. Fie g : R — R o functie 27 periodica si continud. Atunci
pentru orice € > 0 existd o functie periodicd 2w de clasa C? definitd pe
h: R — R astfel incat max |G(z) — h(x)] < e.
Demonstratie. Fie

35

o(z) = 32(1 — %)% daca z€[-1,1]

0 daca x ¢ [-1,1].
Atunci ¢ este de clasa C?, este diferitd de zero doar pentruz € (—1,1) si

00 1
/ ¢(z)dzr = 1. Functia ¢n(z) = p (:;) este de clasa C*, este diferita

o0

de zero doar pentru x € (—n,n) si / on(x)dx = / non(x)dr = 1.
o0 -1

Se considera functia f % ¢n definita ca

fron(x) = /OO [z —y)on(y)dy = /n"’f(x —y)on(y)dy

—00
—+00

= [ twonta = wdu= [ fwon(s ~ udu



Déandu-se ¢ > 0 exista n > 0 astfel incat |x — y| < n rezulta |f(z) —
f(y)] < e. Aceasta este o consecinta a continuitatii lui f si a faptului
ca f(x + 2m) = f(z) ce implica faptul ca f este definita esential pe
intervalul compact [0, 27]. Acum pentru orice z € R avem

@)= s xon@)| = | [ r@onte = wdu= 7 fyon(z — u)du
= | @ = f@yonte = wdu
< [771#@) = f@lonta — wia

T+n
g/ e-pn(x —u)du = e.
@

Inegalitatile de mai sus demonstreaza ca f poate fi aproximata dupa cum
dorim prin functiile f x ¢n. Aceste functii sunt de clasia C? deoarece

z+n
integral / f(u)pn(z — u)du poate fi derivata de doua ori in functie
@

de parametrul x dupa cum stim de la Analiza. In plus adaugand 27 la

x 1n integrala / f(x —y)¢n(y)dy nu schimba rezultatul pentru ca f

o
este periodica 27, deci fx¢n este 2w periodica. Lema este demonstrata.

O
2.9 Polinoamele Legendre
Fie | g
Ly(z) = QTM%@Q - (20)

Atunci avem
Teorema 13. i). L,, este un polinom de gradul n.

1
ii). / L,(x)p(z)dx =0 daca p(z) este un polinom de grad < n.
-1

1 2
1ii). L2 (z)dx = .
i) /_1 n(@)de 2n +1

iv). Multimea {L,(z)|n = 0,1,2,...} este o bazd ortonormala in

LZ([_L 1])



Demonstratie
i). L, este polinom de gradul n (evident) si orice polinom de
gradul n poate fi scris ca o combinatie liniara de L,, L, _1,..., Ly, Lg.

Primele polinoame Legendre sunt: Lo(x) =1, Li(z) = x — 2 Ly(z) =

1 &, , ., 3., 1 1 &, , ., 5., 3
g g2 @&~ ) =507 5 Lal@) = g s (@ - T = gt - e
ii). (22 —1)" are —1 gi +1 radacini de multiplicitate n. Din aceasta
k
rezulta W(IQ —1)" pentru k& < n radacini de cel putin gradul 1. Acum
x

/1 ﬁ(fv2 — 1)"p(z)dr =

—1dx"

1

dn_l 2 ! dn_l 2 n, ./
= @ - p)| — [ -1 @)
1
=0
dr—2 ) 1 1 gn—2 )
= s @ =) )| / @ @) = _
Ry

=+ («? = 1)"p"V(a)|, +(—1)"/ (a7 = 1)"p™ (z)da

=0

Ultima integrald este zero deoarece deg(p) < n implica p™ (x) = 0.
iii). Integrand prin parti ca mai sus obtinem

/11 L2(z)dr = ( 1 )2 - /1 (22 — 1)"((2? — 1)) dz

- 27! -1
1 2 ! 2 n |
_ (m!) (=1) /_1(93 —1)"(2n)lde
(2n)' ! 2\n
a 22n(n!)? /—1(1 — o)
2n)!  [7/2
= 222( (n>')2 / sin®"*1 0df, by substitution x = cos @
m(n! 0
(2n)! 2:4-6-...(2n—2)(2n) 2

22n(p)23-5....2n—1)(2n+1)  2n+1



Integrala
w/2 w/2
Iy = / sin® ™ 9dp = —/ sin® z - (cos z)'dx
0 0

este obtinuta integrand prin parti. Obtinem

2n
2n +1

Lopi1 = 2n—1
de unde rezultatul.

iv). Orice functie continua poate fi aproximata uniform prin poli-
noame gi orice polinom poate fi exprimat ca o combinatie liniara de poli-
noame Legendre, deci orice functie continua poate fi aproximata uni-
form printr-o combinatie liniara de polinoame Legendre. Daca (f, L,,) =
0 pentru orice polinom Legendre atunci (f, g) = 0 pentru orice functie
continua g de unde (f,g) = 0 pentru orice g € Ly([—1,1]), in par-
ticular (f, f) = 0, daca f = 0. Conform toeriei generale multimea
{Lo,L1,...,Ly,...} este o baza ortonormala.

Dezvoltarea functiei f este data de

f(a) = i 1L (z) (21)

unde

a, = 2n2+ ! /_11 f(z)Ly(x)dx. (22)

Observatia 2. Se poate demonstra ca 21, care este intotdeauna conver-
gent in norma Lo, este de fapt pentru fiecare x = punct de derivabilitate
a lui f, o serie convergenta la f(x).

Observatia 3. Pentru n mare este dificil sa se calculeze L, (z) prin

definitia 20. Este mult mai ugor sa calculezi polinomul prin Lg(x) = 1,

1
L1($) =T — 57 §1

(n+1)Lyt1(z) — (2n+ 1)aLy(x) + nL,—1(z) = 0.

Demonstratia acestei relatii este lasata ca exercitiu.



2.10 Polinoame Tchebyshev

Fie pentru « € [—1,1], T,,(x) = cos(n - arccos z).
Propozitia 14. Functiile definite mai sus au proprietatile:

1. Th(x) = 22T, 1 (x) — T _o(x).

2. T,,(z) este un polinom de gradul n.
1 1
3. /_1 Tn(x)Tm(x)ﬁdx = 0 pentru n # m si

1 T
T (x)dr = —

-1

4. Radacinile lui T, apartin intervalului (—1, 1), acestea sunt

2 1
xk:cos(wr>,k::0,1,...,n.
2n

5. Multimea {7y, T3, ..., Ty, ...} este o baza ortonormala in spatiul

Hilbert L = L, <[—1, 1], ) obtinut prin completarea spatiului

1
V1—a?

functiilor continue pe [—1, 1] cu produsul scalar

() = [, Falgta) e

Demonstratie. 1. Fie 2 = cos. T,(x) = 22T,_1(z) — T,,_2(z) este
echivalent cu cos(nf) = 2cosf - cos(n — 1)8 — cos(n — 2)6.
2. Dela Ty(z) = 1, Ti(x) = x ¢t T(x) = 22T, 1(x) — T,,_2(x)
rezulta prin inductie ca T}, (z) este polinom de gradul n, pentru orice n.
3. Folosind substitutia © = cos 6 obtinem

1

/_ 11 T (@) T (2)

dx = /WCOS(nQ) cos(m#)db
0

de unde rezulta 3.

4. T, (zg) = cos <M> = 0.

2



5. Orice functie continua pe [—1,1] poate fi aproximata uniform
prin polinoame si fiecare polinom este o combinatie liniara de T, (x).

1 1
Daca / x)T},(r)—=———=dz = 0 pentru orice T,, rezulta
g f(@)T,(z) — p

1 1
/}ﬂmﬂvajﬁm:w

pentru orice functie continua g de unde (f,g) = 0 pentru orice g € L
i acest lucru implica f = 0. Acest lucru demonstreaza ca multimea
{Ty, Ty, ..., Ty, ...} este o baza ortogonala.

¢
Observatia 4. Daca f € L atunci

f@zi%M@ (23)

cu

Oy = ((T{: 7;,":3) - i /_ 11 F(@)To(2)dz. (24)

Convergenta este in norma data de produsul scalar gi nu este necesar
n
ca pentru z € [—1,1] sa avem JLI&O];)aka(x) = f(z). Daca luam

z = cosf atunci 23 devine f(cosf) = Y a,cos(nf) cu coeficientii
n=0
2
a, = — / 7 f(cos0) cos(nf)df. Aceasta este dezvoltarea Fourier cosi-
7 Jo
nus pentru f(cosf) si stim ca nh_}rgoZak cosf = f(cosf) daca f este

k=0
n

derivabila in z = cosf de unde T}LHC}OZaka(x) = f(z), daca f este
k=0
derivabila in x.

2.11 Transformata Fourier

R b
Invatand seriile Fouriei am descoperit cd lim / f(x)cosnz -dr =0 si
n—0oo a

b

lim f(x)sinnx - de = 0 pentru orice functie continua pe portiuni
n—oo
a



avand limite laterale In punctual de discontinuitate si @ € R, b € R.
Le vom numi functii de tipul F. In aceste limite n € R nu este in mod
necesar un numar natural.

Lema 15. Fie f : R — C de tipul F si /oo |f(z)|ds < oco. Atunci

Jim f(z)cosnz - dor =0 gi Jim f(z)sinnz - dz = 0.

Demonstratie. Fie ¢ > 0. Exista R > 0 astfel incat

/_j|f(x)|dx+/: f(z)|dz < %

Observatia de mai sus inseamna ca exista ne si pentru toate valorile
n > ne
€

R
’/Rf( cosnz - dx <7

< |/ )sinnz - dz

Acum avem, pentru n > ne

‘/O:Of(x)cosnx-dx

-R 0o R
:/ f(x)cosn:c~d:c—|—/ f(a:)cosn:c~dx+/_Rf(x)cosnx-da:

R
</ ]dx—l—/ ]dx—l—‘/ f(z)cosnz - de| <
R

ceea ce Inseamna ca lim f (x)cosnz - dx = 0.
n—oo —00

€

¢

Pentru a introduce Transformata Fourier consideram f : R — C
astfel incat f este zero in afara intervalului [—R, R], si este derivabila.
Pentru orice [ > R, conform teoriei seriilor Fourier, avem pentru orice

e [-1,]]

flz) = C;O + Z ay, cos kwx + by sin kwx unde w = %

= 5 / x)dx + Z (/ ) cos kw - d§> cos kwx

- 7 (/_lf(f)sink‘wf-d§> sin kwx = ;l/jlf(x)dx



]_ oo l ]_ [e%s)
n lkz/_lf(g)coskw(g—x).dg:%/_oof(x)dx

=1

" 1?;(/°;f<£>cos‘7r(£—x>-d§> (’“f—(’“_l””)

T k=1
Pe masura ce [ — oo primul termen tinde la 0 si al doilea termen

1 o'} 00
tinde la — / (/ f(&) cosA(§ —x) - df) -d)\ deoarece suma este suma
T JOo —00

Riemman a functiei A — / - f(&) cos A(§ — x) - d§ care corespunde cu

diviziunea A\, = kZT, k=0,1,ld,
Urmatoarea formula

f@ =~ [T ([ f@ cosxe — ) -de) - ax

m —00

este adevarata pentru f : R — (' astfel incat f sa fie zero in afara
intervalului [—R, R] si sa fie derivabila. Mai precis avem:

Teorema 16. Fie f : R — C o functie continua pe portiuni cu limite
laterale in punctele de discontinuitate i / |f(z)|dx < oo. Atunci

—0o0
in fiecare punct in care f este derivabila sau exista derivate laterale in
sensul

fle+h) - f(z+0) fl@+h) - flz-0)

iy 1) iy (S0
rezulta
-0 0 1L oo/ oo
GRUEY (G >:7r/0 (7 f@ cosn(e ~2) - de) - an

Demonstratie. Se va omite demonstratia.
Sa se transforme integrala Fourier. Intr-un punct de continuitate

1@ = = [T r@eos e — o) de) - ax
_ ;ﬂ/ (/_O:Of(f)cos)\(—ﬁer)-dﬁ)'d)\

o
—00



deoarece A — /OO f(&) cos \(—=& + x) - d este para.

Bineinteles

1

%/00 (/OO f(f)Sin)\(—erm)-dg).d/\:O

—0oQ —0o0
inteleasa ca

liml/l (/OO f(g)sinA(—§+x)-d5) - d\

I—o00 270 J—| —0o0

deoarece A — / f(&) cos \(—=& + x) - d€ este para.
Multiplicand a doua egalitate cu v/—1 = 7 si adaugand-o rezulta

f@) = = /OO (/w f(§)(cos)\(§+x)—|—isin)\(—§+x))~d§>-d>\

2T —00 —00

- (o) o

_ jz_ﬁ I (jz_ﬂ | reee d£> <d\

Definitia 1. Fie f : R — C de tipul F, si /oo |f(x)|-dx < co. Functia
f:R— C definita de
~ 1 00 .
N=—— [ L g 2
FO = o= [ pees - ae (26)
este numita Transformata Fourier a lui f.

Daca z este punct de continuitate a lui f si conditiile teoremei de
mai sus sunt adevarate, atunci prin 25

1 00 ,
T)=—— N)e - d. 27
f@) == [ FO (27)
Integrala 27 nu este absolut convergenta si este inteleasa ca

lim

Lo
A)eT - d.
=00 /27 /—l f( )6



Definitia 2. Integala 27 este numita Transformata Fourier Inversa a
lui f. Pentru o functie g, Transformata Fourier Inversa este g, unde

x)e™S . da.

2

é)z\/g—ﬂ/_zg(

Exemplul 2. Fie f: R — C, f(x) = e =. Atunci

A~ (z+z)\)2
A — / —iTA cdr =
fA) % T= = di
= L 67)\272 - eiédx =e A22. (28)
vV 2T —00
—Var

Pentru a demonstra 23 se considera urmatoarea cale inchisa.

Pentru a evita unele dificultati asupra convergentei integralelor im-
plicate in transformata Fourier, vom considera in continuare ca toate
functiile sunt ¢ : R — C' de clasa C*° i descrescatoare, pentru care:
Vo,n € N, Jc,,, astfel incat

o(2) | < Cam(1+[2)™, VzeR.
Pentru aceste functii se poate demonstra:
i pa(§) = (i§)ap(8);
.. — - P o0
i o ¥ a(6) = VRGO = [ erlpale - t)dt

—0o0

unde

+00
P1* Py = /_ p1(x —y)e2(y)dy.
Aceste afirmatii sunt oferite in felul urmator:
i.
1 Foo o .

o — —izg (o)

a = e d
Fale) = o= [ e s

V)

™

—ixfgp(a—l) (.T)d.T




ii.

- 1 e
prxpa(§) = \/ﬁ/; e~ (o1 * o) ()da

1 +o0 it +o0
N Tzw [w € (/OO o1(y)p2(r — y)dy) dr
T—y= 1 +o00 —i +o0
Y=t 27r/_oo e i(yH)E </_OO sm(y)cpg(t)dy) dt

1 +o0

- %%V%R[jeﬂawmmx@%[me4%@®ﬁ
- VEEEOBE)

2.12 Transformata Laplace

De-a lungul acestui capitol vom considera functii complexe evaluate
f+ R — C astfel incat:

a) f(t) < 0 pentru t < 0;

b) Exista constant C' > 0 gi a € R astfel incat |f(t)] < Ce® pentru
t € R;

c) f este continua cu exceptia, probabil, a unei multimi discrete
unde f are limite la stanga si la dreapta, ceea ce inseamna ca orice
interval finit are doar un set finit de discontinuitati.

O functie f ce satisface conditiile a)-c) este numita functie obiect.
Vom nota cu O multimea functiilor obiect.

Transformata Laplace a unei functii f € O este functia

Fip) = [ swear

si va fi denumiti cateodatii functia rezultat. In locul F(p) vom folosi

cateodata L(f)(p) sau L(f(t))(p).

2.13 Proprietatile functiilor Laplace

1. Daca |f(t)] < C e atunci transformata Laplace a lui f este
definita pentru p € C, Re(p) > a, este olomorfa in acest domeniu si
lim F(p) =0.

Re (p)—o0



Intradevir, dacd p = s + io, Re(p) = s > a atunci

C

S—a

|F(p)] < / Ce“te_5t|e_i"t| :/ C e (s—a)t _
0 0
si deoarece |tf(t)] < Che™ putem deriva sub semnul integrald sign

Fp) = [ “EE(E)e Mt

2. L(af + Bg) = aL(f)(p) + LL(g)(p) pentru orice «, B € C.
Demonstratia este evidenta.

In exercitiile de mai jos toate functiile variabilei ¢ sunt functii obiect,
chiar dacd nu este precizat explicit. De exemplu f(t) = e inseamna

e t>0
t) =
1) 0, t<O0.

Exemplul 3. f(t) = ¢, atunci F(p) = /OO eMePldt =

—— pentru
0 p—A P

1
Re (p) > A. Pentru A = 0 gasim £(1)(p) = — si pentru A = iw gasim
p

1

L)) =

Exemplul 4. f(t) = sinwt = W;;—Wt atunci
Llsin(@n)(p) = (L) D) ~ Ll )(p)

1 (1 1\ w
 2i\p—iw pHiw)  prHw?

Analog
w

L(cos(wt))(p) = Pt

3. Fie a o constanta pozitiva. Atunci

LU tan)) = ~£00) (2)

« «



(teorema similaritatii).
Intr-adevar

LU at)) = [ flate e = - [7 poyefae = o) (2).

«

4. Fie a > 0. Atunci L(f(t —a))(p) = e_paﬁ(f(t))(p) (rezultatul
translatiei). Intr-adevar, dupa cum se vede in figura urmatoare, f(t—a)

este o functie obiect daca f este una.
Graficul pentru f(t) si f(t — a)

Atunci
L -a)) = [Ter s -at= [ e st - ayit =
— e [T e p@dt = L) ().
0
5. Daca f, f', f", ..., f™ sunt functii obiect atunci
L)) = L)) = (" FO) +p" 72 £/(0) +...+ F77V(0))

(diferentierea functiei obiect).
Demonstratie. Pentru n = 1, daca |f(t)] < C e* si Re(p) > 0,
integrand prin parti obtinem

L)) = [ e r b
= IO +p [ e (@) = —£(0) + pL(FE) o).

Pentru orice n > 2 formula rezulta prin inductie.

¢
6. L((—=t)"f())(p) = (L(f(t)))™(p) (derivand functia rezultat).

Intr-adevir derivand £(f(t))(p) = /OO e P f(t)dt de n ori in functie
0
de p obtinem formula de mai sus.

7. L (/Ot f(T)dT) (p) = ﬁ(f(;))(p) (integrand functia obiect).

t
Pentru a face acest lucru se considera g(t) = / f(7)dr si se aplica
0

proprietatea 5 pentru g

L(f(1)(p) = L(g)(p) =rL(9)(p) —9(0) =p- L(g)(p)



ceea ce Inseamna

8. L <fit)> (p) = /poo L(f(t))(&)dE (integrand functia rezultat).

Pentru a demonstra acest lucru se considera Fi(p) = L(f(t))(p).
Atunci conform proprietatii 6 cu n = 1 obtinem

et =£ (110 - - (¢ (f“))) ©).

t t

Integrand ambele parti de la £ = p la £ = co obtinem

e (Z0) 0 - 2 (52) (000 = [ etrtoniepes

Conform primei proprietati £ <]”§ﬂ> (00) = 0. Acest lucru finalizeaza
demonstratia.

9. L(ef()(p) = L) (P =N
Demonstratie.

= [T et = £(5@)p - ).
&
10. Convolutia a doua functii obiect f si g este functia f*g definita
de . .
(F*9)t) = [~ F@glt = 7)dr = [ flt = )g(r)dr.
0 0
Atunci

i) fxg=gxfsifxgeste o functie obiect
i) L(f x9)(p) = L(f)(p) - L(9)(p)



Demonstratie.

lg(t)| < Be® atunci pentru ¢ > 0

I(f % g)(¢ \<AB/ aT YT gr — ABel

pentru C si ¢ adecvate.
ii) Din definitia transformatei Laplace

L(f*9)(p)

[

g(t—71) dT—// _pt

1
a—b<

e

unde D este domeniul desenat mai jos
Fig. 1 Domeniu dublu integral
Schimband ordinea integrarii obtinem

= [T rmar [T eyt - rya

L(f*9)(p)

schimband ¢ —

7 = wu 1n a doua integrala

= [T sy [T emerigu)d

= JoTe P f(r)dr [y e P g(u)du

(a=b)t _

i) fxg = gx* f este evident. Daca |f(t)] < Ae™ i

1) < Ce

g(t —T)dt dr

L(f)(p) - L(9)(p)-
&

In continuare oferim o lista cu transformatele Laplace uzuale folosite
in calcule practice:

f@) | £LUF@)p) | f@) L(f(t))(p)
1 - eMsin wt 5 d 5
p' p +¢5\)
" nl 5 D —
t pn+1 e coswt m
I 2pw
At :
e m t sin wt W
| 2 2
5 n! P w
t"e (p )\)n—l-l t coswt 7@2 i w2)2
P P
cos wt 5 5 cos hwt -~
p°+w pe—w
. W R W
sin wt 5 sin hwt _
P2 + w? P2 — w?




2.14 Reconstructia functiilor obiect

Teorema urmatoare ofera o formula de a gasi functia obiect din trans-
formata Laplace.

Teorema 17. Fie [ o functie obiect astfel incat |f(t)] < Ce™ gi F
transformata Laplace a lui f. Atunci pentru orice b > a.

t Lo PLE (p)d

f()—%/b_m e’ F(p)dp.

Demonstratie. Fie g(t) = f(t)e™. Atunci |g(t)| < Ce~ =9 si putem
aplica teoria transformatelor Fourier functiei g. Avem

) = = [ e

- L (g L)
_ /Oo </OOO e_(b”g)“f(u)du) e dg¢

27 Joo

o0

_ ;ﬁ/ F(b+ i€)eidg

—00

1 oo ) 1 b+ico
= e / F(b+i€)e 1 de = e — / F(p)dp
T b

—00 271 Jb—ico

Primul si ultimul termen dau formula.

¢

1 b+ioco

Observatia 5. Formula trebuie interpretata f(t) = 5 / e’ F(p)dp
Tl Jb—ico

in punctual ¢ unde f este continua si derivabila,

fE=0)—f(t+0) 1 /b”“ pt
= — F(p)d
h 211 Jo—ico " F(p)dp

unde f nu este continua dar are limita la sanga si la dreapta si exista

oy LEE R SE20) g =)= f(e=0)

h>0 h>0

Integral formulei inverse este adesea calculate folosind teoria rezidu-
urilor. Mai precis



Teorema 18. Fie F' = L(f) si ' se extinde peste planul complez, cu
exceptia unui numar finit de puncte singular si plggo F(p) =0. Atunci

f(t) =>_ Res(e"F(p),pr)-

Suma se extinde peste toate punctele singulare ale lui F'.
Demonstratie. Fie in planul sOc unde coordonatele complexe sunt
s + 10, se considera linia dreapta s = b si semicercul I de centru b si
raza R ca in figura urmatoare
Fig. 2 7777
Fie v conturul integralei compusa din segmental [b — Ri, b + Ri
urmata de semicercul I'. Atunci

1 rbtico o . 1 [b+iR Ny
57 . @ Fdp=lm oo [ ()

1 1
— lim ( / e"F(p)dp — — [ e"F (p)dp>
¥ 2 ¥

R—o00 \ 271 T

1 1
— i 7/@517 dp— i 7/27th
Pl A (p)dp — Jim —— K (p)dp
—_———
useresidues makethechangeb—ip=p’

1 ,
S Res(eP F(p),pr) — lim — / e’ F(p')dp'

R—o0 271

=0thankstoJordan’slemma

= > Res(e? F(p), px).
%

Dandu-se orice functie F'(p) avand proprietatea 1 din lista de pro-
prietati ale transformatei Laplace, exista o functie obiect f(¢) a carei
transformate Laplace ar trebui sa fie F'(p)? Raspunsul este
Teorema 19. Fie F(p) o functie olomorfda pe domeniul Re(p) > a
astfel incat

i) / |F'(b+ io)|do < oo, pentru orice b > a i

ii) m%X|F(p)| — 0 cand R — oo. T'g este arcul {p € C|Re (p) >

pEl'R

b > a, |p| = R}. Atunci exista o functie obiect (t) astfel incat F(p) =
L)) (p)-

Fara demonstratie



2.15 Aplicatii

2.15.1 Ecuatii diferentiale

Fie o ecuatie diferentiala liniara (sau un sistem) cu coeficienti constanti.
Indepértand transformata Laplace a ecuatiei obtinem un sistem algebric
pentru transformata Laplace a necunoscutelor. Rezolvand acest sistem
si folosind transformata Laplace inversa obtinem solutia. Procedeul
este ilustrat mai bine prin exemple.
Exemplul 5. Sa se rezolve urmatoarea problema Cauchy: z”'(t) +
2'(t) =sin(t), (0) = 1, 2/(0) = 0, 2”(0) = —1.

Transformata Laplace a acestei ecuatii este

1
X(p)p’ = p*x(0) — p'(0) = 2"(0) + pX(p) = 2(0) = e
Folosind conditiile initiale obtinem
1
X(p)p® +pX(p) —p* = .
(p)p” +pX(p) — 1" = § e
Aceasta ecuatie da X (p) ce poate fi descompus in fractii simple
4 .2 ‘
pr+p°+1 1 1 1 1
e T S
pp*+1)2  p 4\(p—0)t (p+1)

Folosind tabelul transformatelor Laplace obtinem
z(t)=1-— ;tsint.
Exemplul 6. Sa se rezolve urmatorul sistem
2'(t) +y/(8) + x(t) +yt) =t
{ 2"(t) —y'(t) + 2z(t) = 3(e7t + 1)

cu conditiile initiale z(0) = y(0) = 0, 2/(0) = —1.
Pentru a se rezolva exercitiul se considera X si Y transformatele
Laplace ale lui x gi y. Atunci

PX(B)+PY (P)+ X(P)+Y(p) =

1
p’X(p) +1—pY(p) +2X(p) =3<pi1+;>-



1 1 1
Din acest sistem rezulta X (p) = —— — — 51 Y(p) = —. Prin trans-
p+1 p p?
formata Laplace inversa obtinem x(t) = e™" — 1 si y(t) = t.

2.15.2 Ecuatii Convolution

Exemplul 7. Sa se rezolve ecuatia

—2/ 1—COS3t>

X 1/1
Folosind transformata Laplace se obtine X (p)—2ﬂ =— ( 5 b )
) P 919 p*—9

(p—2)(p*+9)

de unde X(p) =

Transformata Laplace inversa ofera

2(t) = Res<(p_2§f;2+9),2> +Re5<(p_2)e€;2+9),3i>

ept 1 1 2
+ Res ,—3i | = —e* + — cos 3t — — sin 3t.
(p—2)(p*>+9) 13 13 39

2.15.3 Integrale improprii

Exemplul 8. Calculati i(t) = / - sin(tz?)dr. Luandu-se transfor-

matele Laplace in ambele parti (ca functii de ) se obtine

I(p) = L (/OOO sin(t$2)d9&> (p) = /:o <e_pt /OOO sin(th)d:v> dt
= /OOO (/Ooo e Pt Sin(txz)dt) dx = /OOO L(sin(tz?))(p)dx

g2 T
- [ A=
o p?+at 2v/2,/p
Transformata Laplace inversa ofera

i(t) =77



2.16 Exercitii

1. Sa se gaseasca transformata Laplace pentru

) 0, for t<0
| t—K)(k+1—1), for telkk+1,keN

2. Sa se gaseasca transformata Laplace pentru sin(2t) cos(t).

o o o . v p
3. Sa se gaseasca transformata Laplace inversa pentru :
P12 (p 1 1)
4. Sa se gaseasca solutia ecuatiei 2" (t) — 32/ (t) +2x(t) = ¢, z(0) = 0,

2'(0) = 1.
5. Sa se gaseasca solutia sistemului



Capitolul 3

Ecuatii diferentiale partiale

3.1 Forma canonica
Fie

0%u 0%u 0%u ou Ou
—— 4+ — — —,— | =0 (1
a(z,y) 5 + (x,y)axay +c(,y) 0 +f (:vyu e ay) 0 (1)

(x,y) € Dy, si se face schimbarea de coordinate:

n= 77Z)(Z)3,y)
unde
o 0¢p

D(En) | 0z Oy
Diay) | 0w au |7"

dr  dy
Cateodata se scrie &(x, y) sin(x,y) inloc de ¢(z, y) si ¥ (x,y). Urmatoarea
imagine arata ca functiile u si @ definite pe D,y si Degy,.
Avem u(z,y) = u(&(x,y),n(x,y)) si regula inlantuirii ne ofera:

ou_ouoe  ouoy o
ox  0£0x  Onox
ou _oudk  ondy "
oy 0EQy  Onody

89



Sau

d 060 L on on 0

dr  OxdE ' Oydn

0 960 0no

or  0xof oyon
Operatorii din stanga se aplica pentru functiile u(z, y) si operatorii din
dreapta se aplica functiilor corespondente @(,n).

Acum
@_g @ 8£8+8n8 @%4_(’%877
0x2 Oz \Ox Ox 0¢ 8y on) \0&dx  Onox

o¢ 0% 0€ dn o\ oo  0ud™
L) R guos  duen
352 ( ) t ey 0z o +5 an 0z ) oo T onor

Analog
a2u % 2 u6£8n+ (977 24_@8725_’_@@
Oy? 8{2 OO Oy Ay On? \ Oy o0& dy?  On Oy?
Pu  0*u 85 o 0%*u (85 on L% o 6’77) N 0 On On

oxdy 02 0x 0y  OLOn
ou 0%¢ N ou 0%n
0¢ 0x0y ~ On 0xdy

Oxrdy 0Oyox 87772%@

Inlocuind in (1) obtinem

0% ~ 0% 0Pu ou 0Ou
ol + 2 ele) G+ F(€na 3T <0 (0
unde
a(e,n) =a- W' gy 0608 (O6Y (5)
= Ox Ox Oy dy

o) — o, 0600 (0600 OEOnY o
=4 B o Ox 0xr  Oyox Ay dy



Prin calcul direct obtinem

6z — B = (ac — 1?) (ggig%)z

(8)

Putem simplifica (4) daca &(x,y) si n(z,y) sunt alese astfel incat
a = 0. Fie {(x,y) = const. familia de curbe definita pe {. Teorema

functiei implicite implica de-a lungul curbei

o¢
dy B &
dx %
dy

Ecuatia a(&,n) = 0 devine

dy\> d
a(x,y) (df) — 2b(x, y)% + z(z,y) =0

si este cunoscuta ca ecuatia caracteristica.

3.1.1 Ecuatii hiperbolice

Cazul I. b* — ac > 0 (cazul hzperbolic).
Ecuatia (9) are doua radacini reale
dy

e =ri(z,y) = ¢(zr,y) = const.

d
= ry(a,y) = vlr,y) = const.

Schimbarea de coordonate § = ¢(z,y), n = ¥(x,y) oferita de (5) si (7)

a =0, ¢ =0 gi ecuatia devine

- Pu ou Ou

O substitutie viitoare & =& +n, ' = £ — n ofera
o*u  0%u , . 0l 8&)

86/2 an,Q +f<£7nauva§,7an,

(10)



Ecuatia (1) este numita hiperbolica si (10) si (11) sunt numite

formele canonice ale ecuatiilor hiperbolice.

Exemplul 1. Sa se afle forma canonica a ecuatiei

dy\ d
Ecuatia caracteristica este <dy> + QSin(x)d—y — cos?(z) = 0, ceea ce

i T

d
implica d—i = +1—sin(z) sau y = x+cos(x)+C sau yFr—cos(x) = C.

Schimbarea de coordonate este

n=y+x—cos(x).

{ﬁ—y—x—cos(x)

Acum se face un calcul greoi: 2 gi 3 implica

ou  Ou : ou .
9r 9 (—1+sin(x)) + o (14 sin(x))
Ou_0u  0n

oy 9 0Ony

Aceste expresii pot fi scrise ca

9 _ (=1 +sin(x)) + o +(1+ sin(x))g

ox o€ on
9 0.0
dy 9¢  on

Derivatele de ordinal doi devin



Pu_ 9 (ou\ 0 (ou i o
=5 ar) = (5 1o <5
_ <(—1+sin( ))885 (1 +sin(z ))8877> (g@
(=1 + sin(z)) + g? cos(z)+
o 93 (ou
(1 +sin(z)) + g:; - cos()
| 2 0% . 2
(—1 + sin(x))? 8752 + 2(sin?(z) — )05877 + (1 + sin(z))
+ cos(x )gf + cos(x )gz
Analog
Fu_Pu a9
02 e + O£ * on?
9% *t : i I
5275 = (—1+sin(x ))852 QSm(x)ﬁf(?n + (1 +sin(z))

Inlocuind derivatele in ecuatia originala obtinem

0%u

~oeo, ="

2_

9Eon

©(&) +1(n), a se vedea ecuatia dimensionald a undelor.

ceea ce este forma canonica. Solutia ecuatiei = 0 este

3.1.2 Ecuatii parabolice
Cazul II. b* — ac = 0 (cazul parabolic)

(1+ sin(x)))

_|_

u(&,m) =



d
Ecuatia 9 da o singura solutie d—y = r(z,y) sau £(z,y) = C. Apoi
T

efectuam schimbarea de coordonate

{ﬁzﬁ(ﬂc,y)

n=n(z,y)

D
unde 7(z,y) este o functie C? arbitrara astfel incat D(& ) # 0. Din
T,y

) (z,y)
9 rezultd @ = 0 si din 8 rezultd ac — b> = 0 de unde b = 0. Ecuatia
pentru u devine

Pu - _ Ou Ou
8772+f<€’77’u’8§’317>_0

care este denumita forma canonica a ecuatiilor parabolice.
Exemplul 2. Ecuatia diferentiala este

P Fu 0w ou
0y? ox y@y_

Yo~ 2xy0x8y

Ecuatia caracteristica este

dy 2 dy
== 20y—> + x> = 0.
Y (dm) + xydx—l—x
. y . . dy x 5 o .
Din aceasta ecuatie rezulta — = —— sau z° + y* = C. Alegem schim-
Zz Y
barea de coordonate
{=a"+y°
n=x
D(&,n)

S-a facut alegerea n(x) = = deoarece # 0 gi este foarte simplu.

D(z,y)

Un calcul ca in exemplul anterior ne ofera

0?1 n ou

o e o




3.1.3 Ecuatii eliptice
Cazul III. * — ac < 0 (cazul eliptic).

< d
In acest caz d—y = r12(x,y) = complex. Daca a(z,y), b(z,y), c(z,y)
T

sunt functii analitice (ce pot fi extinse in serii de puteri), atunci 1 2(z, y)

sunt functii analitice complexe ale (x,y) si ecuatia d—y =ri(x,y) are o
T

solutie analitica complex &(x,y) = & (z,y) + i€ (x, y) = const., unde &

si & sunt functii analitice reale. Atunci

23 061 0&
dy %__%"{'Z% b+,\/ac—b2
de 0§ %—1—@% a a
dy dy oy

de unde
851 B b 851 vac — b? 062
dr  ady  a Oy
852 . b 862 Vv ac — b2 861
dr  ady  a Oy

Schimbarea de coordonate

= fg(!ﬂ, y)
ofera
b, 9606 9608 | 0% 0% 96, 0¢2
b=a Ox Ox 0 <8x Ox + oy Ox e dy Oy
Daca schimbam % si % de la 12 obtinem b=0. Analog
ox ox

oot () ()

si in final noua forma a ecuatiei este

a2ﬂ+82ﬂ+f :L‘/ /ﬂ@-i—@ —()
ox’?2  Oy'? Yo Tox oy )

(12)



(forma canonica a ecuatiilor eliptice).

. 0% 0*u o :
Exemplul 3. Ecuatia 922 +y 8 = 0 este eliptica pe domeniul
Y 2
: . (dy . dy :
{(z,y)ly > 0}. Ecuatia caracteristica (d) +y = 0 ofera = +i\/y
x x
d
de unde \/y_ = 4 dx sau 2,/y £ ix = C. Schimbarea de coordinate
Y
£=2y 20 0%*u 1 Ou
v vaz;+a _1ooa_
n=ux 23 S

3.2 Exercitii

1. Sa se gaseasca forma canonica a urmatoarelor ecuatii
0? 0? 0? 0

a) 200U H00 CU
0x? 0xdy oy? Oy

=0.

0% 1 (ou O
Raspuns: 8{577_1(5(82 8:;)—0 unde ¢ =x—y,n=3x+y.
0%u Pu  Ou
b) y? 2 =0.
)y 0x? * yaxﬁy * 0y?
0%u?  Ou
Raspuns: 8:2 — az =0, unde £ = ze¥, n =y.
0%u 0%u 0?
c) @_QSHm@m@y (2+cosac)ay = 0.
Pu  0*u ou
Raspuns: ag + 5 +cos o~ n =0, unde { =x,n =1y — cosx.
2. Sa se gaseasca solu§ii1e generale ale urmatoarelor ecuatii
) 0%u
a =
0x 0y

Raspuns: u(zx,y) = p(z) + ¥ (y)

9%u 0%u 0%u ou Ou
D) 855 550~ 250 T35, g = 2




2
9 2 %0
787771(5777) = 2 cu solutia u(&,n) = =N+ (&) +gme 7.

9%u ou ou
- _ 9 _ 3~ =9 x+y'
c) 52 e 383/ + 6u = 2e

Raspuns: Schimbarea £ = — 3y, n = 2z +y 77 49

u(&,m) +

i

0 0
Raspuns: Ecuatia este | — — 2| | — | u(z,y) = 2¢¢¥. Integrand
ox oy
doua ecuatii diferentiale de ordinul intai cu coeficienti constanti in final

gasim u(z,y) = " + (f(z) + g(y))e™ .

0%u

deay — @Y

© ry

cu (zg,yo) este u(z,y) = ax) + B(x) + / f(s,t)dsdt cu functiile
Zo “Yo

arbitrare a, 8 de clasa C2.

3. Sa se demonstreze ca solutia generala a ecuatiei

3.3 Probleme cu conditii initiale

3.3.1 Ecuatia dimensionala a undelor

Ecuatia coardei vibrante este

10%u  O0*u
Zoe gz T € (o0 +e)
Ut=0 = 90(1’)
conditiile initiale ou
En - = ¢Y(x)

Conditiile initiale reprezinta pozitia initiala si respective viteza initiala.
Teorema 1. Dacd ¢ este de clasd C* si1) de clasd C* atunci solutia
problemei de mai sus este unicd, de clasd C? si este datd de:

u(z,t) = ;(gp(x —ct)+p(r+ct)) + ;/frth(x)dz.

C —ct

0%u 0% _
Demonstratie. Se aduce ecuatia w—(fﬁ = ( la forma sa canonica.
x



2
dx €T
Ecuatia caracteristica este (dt) — ¢ = 0 de unde i +c i ca-
o xr — ct = constant _ _
racteristicile sunt . Se face schimbarea de varia-
T + ¢t = constant

n=xz+ct 0¢on 08
=f(n)siu= /f Ydn + c(&) = vi(n) + v2(§). Aceasta este

=x—ct 2
bila { ¢ . Rezulta Ou = 0 deci Q (8@@) = 0 de unde
8u

uw(z,t) = vi(x + ct) + vz — ct).

Daca vy si v sunt de clasa C? atunci rezults cd u este de asemenea
de clasa C?. Conditiile initiale (pentru ¢ = 0) conduc la urméatoarele

rezultate
p(r) = u(z,0) = vi(z) + v2(2)
v{x) = F(w,0) = ol (2) = (o)

v () + va(x) = ()
v1(x) + vz —c+/ z)dz, ¢ = v1(0) — v2(0).

Rezulta ca

1 c 1
w(@) = 0@ + 5+ 50 [ vl

1 c 1
wla) = 50) ~ 5= [ Ve

Aceasta este

u(z,t) = wvi(x+ct)+ve(x —ct) = ;(30(:10 +ct) + p(x — ct))+

N ;C(/OHCt@D(z)dz—/oxth/z(x)dz)

 platet)Fplz—ct) 1 pure
- 5 oo [ v

—ct




care este o functie de clasa C?.

Nota. Se poate observa din formula pentru u(x,t) ca valoarea pentru
(x,t) depinde de conditiile initiale doar in interiorul intervalului [z —
ct,x + ct]. Orice schimbare in conditiile initiale in afara intervalului nu
influenteaza valoarea lui u pentru (z,t), pentru punctele situate la o
distanta mai mare de ct fata de x schimbarile in conditiile initiale nu
influenteaza solutia. Propagarea efectelor perturbarii conditiilor initiale
este realizata cu o viteza egala cu c. p(z — ct) reprezinta o unda care
propaga de-a lungul directiei pozitive a axei Ox in timp ce p(z + ct)
corespunde unei propagari in directia negativa.

1 9 0?
lg)xernplul 4. Sa se rezolve 6—28—;; — a—;; = 0, u(z,0) = sin(z),
a—?(m, 0) = z. Formula D’ Alembert ofera

(o, t) = sin(z + ct) ; sin(x — ct) N 21 /Hct ds
CJx—ct

= sinx-cosct + tx.

3.4 Probleme ce contin conditii la limita

Fie ecuatia

(Lu)(z) = = (p(z)u' ()" + q(z)u(r) = Au(z)

pentru 0 < x <l i p(x) >0, Yz € (0,1), g(x) > 0.
Se cere s& se determine functiile de clasa C?(0,1) N C([0,1]) care
verifica ecuatia si in plus:

hau(0) — hot'(0)
{ Hyu(l) + Hyu'(1) =

0
0
hi,ho, Hy,Hy > 0, hy + hy > 0, Hy + Hy > 0. Acestea sunt conditiile
la limita.

Se vor parcurge anumiti pasi atunci cand se va rezolva aceasta prob-
lem&. Se va considera cazul ¢(z) # 0, p € C*([0,1]), € C([0,1]).



Pasul 1. Se va rezolva ecuatia liniara omogena de gradul 2

(Lu)(z) = —(p(z)u'(x))" + q(x)u(z) =0
cu urmatoarele conditii la limita
h1U1 (0) — thi(O) =0
Hva(l) + Hgvé(l) = 0.

Se stie ca vy si vy exista din teoria ecuatiilor diferentiale liniare ordinare
de gradul 2. Este demonstrat ca daca ¢(z) # 0 atunci implica ca v;
este independenta de v, deci

5

pentru z € [0,{] si p(x)w(z) = p(0)w(0).

Acestea sunt situatii in care v, este independenta de v; chiar daca
q(z) = 0.

Pasul 2. Se va rezolva problema (Lu)(xz) = f(z) prin metoda
variatiei constantelor cautandu-se o functie u(x) = civ1(z) + cove(x)
care satisface cele doua conditii la limita. Dupa ce se calculeaza si se
aranjeaza conditiile la limita se obtine:

) = gy | [ s + ool [ £

— /ol G(z,y) f(y)dy unde G(z,y)

1 vy (2)va (),
— p(0)w(0) | wy(x)w (),

<z<y<l
x <l

Y

Sy=

G(z,y) este numita functia Green o problemei date.
Pasul 3. Este rezolvata problema initiala: (Lu)(x) = Au(z), u sa-

I
tisface conditia la limita. Conform pasului 2, 2u(z) = )\/ G(z,y)u(y)dy
0

!
unde f(z) este Inlocuit cu Au(z) si / G(z,y)f(y)dy.
0



Se poate verifica prin calcul direct ca functia G(x, y) are urmatoarele
proprietati:

1. Simetrie G(x,y) = G(y, x).

2. Pentru y € (0,1) constanta G(x,y) satisface, ca functie de argu-
ment x, conditiile la limita.

3. Pentru x # y, L.(G) = 0 unde G este considerata ca functie de
x si L, este operatorul 3 (de mai sus) care este aplicat functiilor de x.

4. Derivata lui G, pentru x = y este conforma cu

Gy +0,y) 9G(y—0,y)

1

Aceste proprietati deriva din definitia lui G.

Pasul 4. Pentru G(x,y) real, simetric si continuu pe [0,1] x [0, ] se

poate demonstra ca urmatoarea ecuatie u(z) = A /l G(z,y)u(y)dy are
urmatoarele proprietati: ’

1. Valorile proprii A (valorile proprii sunt valorile lui A, constant,
pentru care exista o solutie u(x) in L?([0,1])) sunt discrete si pot forma
un sir Ap, Ag, ... astfel incat |\, | — oo.

2. Pentru fiecare \; exista k; € N i wji(x), ..., uy, (z) astfel incat
orice alta solutie care verifica

v(z) = crup (x) + couin(x) + .. + g ui, ().

Acest lucru este exprimat in felul urmator: \; sunt valorile proprii de
ordinul de multiplicitate k;. Solutia u;(xz) ce corespunde lui \; este
numita functie proprie.

3. Functiile proprii sunt continue, si in plus pentru doua valori
proprii \; + A; functiile proprii sunt ortogonale v; L v; sau (v;,v;) =0

!
in L2([0,1]), sau / vi()v;(z)dz = 0.
0
4. Functiile proprii v;(z), 1 = 1,2, 3, ... formeaza un sistem complet
astfel incat pentru orice functie f € L*([0,1]), existd f(z) = Y avi(x)
i=1

unde

(f,vi) /Ol f(x)vi(x)dx

a; = =
' <Ui7vi>




(transformatele Fourier generalizate).

5. Daca G(z,y) este obtinuta din problema Sturm-Liouville, ca in
cazul pasului 2, este valabila si teorema lui Steklov.
Teorema 1. Dacd f € C*(0,1)NCY([0,1]) si [ € L*(0,1) si f satisface

conditiile la limitd atunci seria »_ a;u;(x) este uniform convergentd

=1
st in plus, pentru orice \; ordinul de multiplicitate este k; = 1, este
esentiala o singura valoare proprie. Mai mult, valorile proprii sunt
pozitive.

Exemplul 1. —(1u') = A(u), u(0) = 0 si u(l) = 0.
Solutie. Solutia generala este u(x) = ¢; sin v Az + ¢ cos vV Az, u(0) =

kQ 2
0=c=0siul)=0=sinvVA =0, so VX = knr, deci \, = P
ug(x) = sin ? si transformata Fourier dupa valorile proprii devine

f(z) = ZAksm l/f sinlm—x

Exemplul 2. (—u ) = Au, u(0) =0, hlu (l)] +u'(l)=0,h>0.

Solutie. Conform teoriei ecuatiilor liniare u(z) = ¢; sin VAz+es cos vV,

u(0) = 0 = ¢y = 0 i conditiei h[u(l)]+u/(l) =0 = —}llx/X = tan(V/).

2k — 1w
21

0 deci ug(r) = sin Nyz si orice functie pe [0,1], de la L?([0,1]) are
urmatoarea expresie

Solutiile ecuatiei sunt date de v/ Ay = Ny unde ‘Nk —

1
0 / f(z) sin Nyzdz
= Zaksinka, ap = 22 ; )
k=1 / sin? Nyzdz
0

3.5 Functiile Bessel

Functiile Bessel au fost studiate in primul an si de aceea vom studia in
aceasta sectiune doar proprietatile lor.
1. Se considera ca functie Bessel solutia ecuatiei

2?0 + zu' + (2% — v*)u = 0.



Este data de seria

o (_1)k )\ 2k+v
Jv(r) = ;:%) T(k+v+ )0k +1) <2)

unde I'(a) = /OO t*te~tdt este functia Euler I', T'(k + 1) = k!,
0
Fk+v+1)=(k+v)(k+v—1)...0I'(v).

2. Pentru v = = ¢i luandu-se in consideratie faptul ca I'

) -7

COsS .

DO —
DO | =

IL

/ 1
se gaseste [1 = {/—sinx gi daca v = —= atunci [_1 =
2 T 2

3
3. v=n=1,= ()", v#necZ= I,(v)si
independente deoarece

T
_»(z) sunt

~3

2 2

_ ma +0(z?); I_,(z)= —

o o)

I,(x)

si
I, I_,

rr,

2v 1
N v)xg(l

)40

In concluzie orice solutie a ecuatiei Bessel are urmatoarea forma
1 Ly(x) + el ().

4. Se pot stabili urmatoarele relatii pornind de la definitie
Ij(@) = Ia(x) = < L(x)
x
Ij(@) = ~Ioa () + - L(2).

Pot fi scrise si sub forma

d 5 2

%(:v I,(z)) = 21,1 (x)

d, 2

%(55 I(7)) = —v " I41()



5. Daca v > —1 atunci radacinile ecuatiei I,(z) = 0 (sau in cazul
general ale ecuatiei al,(x) + ful!(x) = 0; a,f > 0; o+ > 0) sunt
reale, simple (cu exceptia lui 0, cateodata) sunt simetrice fata de origine
si pot fi notate cu zy,xs,...,2,, cu |x,| — co. Demonstratia nu va fi
data.

6. Fie v > —2 atunci daca ju si pe sunt radacinile ecuatiei al, (p) +
ﬁ/i[f,(ﬂ)lz 0 se cunosc:

) [ al(ua) L (ue)de = 0 daci 2 # 123
0

1 1 1 2\ 2
ii) / v, (pr)dr = 5(%(#1))2 + 5 (1 - 1)2> I2(p1). Acest lucru
0 I

1
inseamna ca daca se considera produsul scalar (f,g) = / f(z)g(x)dx
0

cele doua functii I,(p1), I,(112) sunt ortogonale.
Ca un indiciu pentru demonstratie se foloseste ecuatia Bessel care
demonstreaza ca

d d , v
o (xdxlv(mm)> + (ulw - gj) L(mz) =0

d d 9 v?
. (:I;dva(ug:c)> + <u2x — x) I, (oz) = 0.

Prima relatie este multiplicata cu I, (o) si a doua cu I,,(p1z). Noile
relatii sunt scazute si integrate pe (0,1). Rezulta

/01 xly (1)L, (pox)de = M(M[v(ﬂﬂ]{;(ul) — paly ()1 (p2)) (1)

Stiindu-se ca iy si pg verifica

al,(p) + Bl (pa) =0
aly(pg) + Bualy,(u2) =0
cu [a, B # [0, 0) rezulta ca determinantul sistemului este zero, pentru ca
pa Ly (p2)I) () — pody(pa) Il (p2) = 0, deci rezulta i). Trecand la limita
f2 — py In ecuatia (1) = ii).
7. Functiile I,(ugz), £ = 1,2,... formeaza un sistem complet in

1
L2([0,1]) = spatiul de functii pe [0,1] pentru care / rf*(z)dr < oo
0



masurabila. Acest lucru inseamna ca respectandu-se produsul scalar
1

(f,g9) = / zf(x)g(x)dr orice functie din L2([0,1]) pot fi dezvoltate
0

sub forma

E g @k

In plus, daci f(z) = azu(z), u € C2([0,1]), u(z) = 0(z7y) unde
v = min(v, 1), au(1l)+ v’ (1) = 0 atunci convergenta seriei Y ax I, (pux2)
este uniforma.

Solutiile pot fi gasite ca serii de functii Bessel dar exista si cazuri in
care sunt gasite ca serii care contin sinus sau cosinus.

3.6 Probleme cu conditii la limita

Ecuatiile cu derivate partiale eliptice descriu fenomene statice, evolutia
carora, depinde schimbarile ce au loc la granita domeniului pe care
ecuatia descrie fenomenul.

Un fel de a rezolva acest tip de probleme este metoda separarii
variabilelor ( numiti metoda Fourier). In ansamblu aceasta consti 1 (
pentru ecuatii liniare):

1. Solutia u(x,y) este pusa sub forma u(z,y) = X (x)Y (y) si dupa ce
este inlocuita in ecuatie se poate pune ecuatia sub forma F(X) = G(Y),
aceasta situatie este valabila doar pentru F' = G' = \ = constant;

2. Una dintre ecuatiile F'(X) = A sau G(Y) = X este rezolvata si din
conditiile la limita rezulta A = Ay, Ao, ... 51 X = Xy(x),..., Xp(x),. .. ;

3. Pentru orice Xy(z) corespund Yy (y) si ux(z,y) = Xi(2)Ye(y). In
general apare o constanta sau mai multe in Xy (x);

4. 3 Xi(2)Yx(y) este din nou solutie. Constantele arbitrare rezulta
din conditiile la limita sau pot rezulta din conditiile initiale.



Exemplul 3. Sa se determine u(z,y) astfel incat
_ Q%u N u
C0x? Oy
U(ZE, y)|$2+y2:R = ¢1 (ZE, y)
U(.CE, y)|x2+y2:r - @2(1'7 y)

Au 0; r<z’+y* <R

Se trece la coordonate polare x = pcosf, y = psinf. Ecuatiile Laplace
devin

9%u ou 0%u
27 - —_— —_— = — —
p 8p2 + pap + 8(92 07 U(R> 9) 901(9)7 u(r, 9) 902(9)-

1. Se separa variabilele u(p, ) = a(p)5(#) si inlocuindu-le se obtine
P2 B+ pd/ B+ af” = 0, se imparte cu af si rezulta

pPa’(p) +pa'(p) _ B"(0)
a B(0)

2. Se rezolvil a doua ecuatie 3790) + A\3(0) = 0 cu B(0) = cre¥V™ +
ce VM dacd A #£ 0 sau 3(0) = af + b daci A = 0. Deoarece 53(0)
trebuie s& fie periodicd de perioadd 2w, atunci A = —p? (pentru a
avea VA = iy si 3(0) = Dy cos ux + Dysin px). Aceasti functie are

=\

™
o perioada egala cu T = — si toate celelalte perioade sunt egale cu

i
2 2

T, = T 0 perioada este 27 deci T —on = u =k € Z = deci
I 1

A= —k% B(0) = Bi(0) = Dy coskf + Ej sin k@ for k # 0.

Daca A = 0 atunci 8(0) =ab +b, a=0.
3. Se rezolva ecuatia

p*a(p) + pal(p) _
(0]

—

ceea ce Inseamna

pPa” (p) + pa! (p) + k*a(p) =0,



Aceasta este ecuatia Euler agadar a(p) = p" de unde r(r—1)+r+k* = 0,
deci r? = —k? ceea ce implica r = +k si ax(p) = Fpp* + Grp~. Daca
A =0 atunci r; = ro = 0 deci
ag(p) = Fop® + Gop’Inp = Fy + Goln p.
4. Solutia
ug(p,0) = ak(p)Br(0) = Ao+ Bolnp dacd k=0
sau

(App® + Crp*) cos kO + (Brp* + Dpp ) sinkf daca k # 0.

Suprapunerea solutiilor conduce la

u(p,0) = Ag+BoIn p+>_[(Ap*+Crp™") cos kO+(Byp*+Dyp~") sin k).
k=1

Conditiile la limita dau: pentru p =r,

©2(0) = Ao+ BoInr+ > _[(Apr* +Cyr™") cos kO+ (Byr" + Dyr ™) sin k4],
k=1

pentru p = R

¢1(0) = Ag+BoIn R+ [(AxR*+C,R™) cos kf+(By R*+Dy R™*) sin k6).

k=1

Din aceasta se obtine luand in considerare expresiile Fourier
1 2
A0+801HT: 7/ @2(0)d9
2m Jo

1 21
Ao+ BylnR = 7/ 01(0)d8
2m Jo

1 2m
Apr® + Cpr=F = —/ ©2(0) cos kOdb
7 Jo

1 21
AWRF + Oy R =~ / 01(8) cos kOdd
m™Jo



1 2
Bir* + Dyr=" = —/ ©9(0) sin kOdo
7 Jo

1 21
B.R* + DR = - / 1(0) sin k0o
m™Jo

De aici se obtine toti coeficientii necesari si solutia. Daca inelul este
inlocuit cu un cerc atunci din conditia de continuitate pentru p = 0
rezulta

u(p,0) = Ag+ > (Ag cos kb + By, sin 0)p".

k=1

Eliminandu-se In p si p=* care nu sunt continue in p = 0. Din conditia
la limita

¢1(0) = u(R,0) = Ag+ > _(Aj cos k0 + By sin k) R*
k=1

deci
1

A 2
0 = % /0 @1(9)(19,

1 27
ALRF = —/ ©1(0) cos kbdb,
mJo

1 2m
ByRF = —/ ©1(0) sin k6d6.
7 Jo

Aceasta problema consta in determinarea unei functii de clasa C? din
interiorul lui D, Au = 0 din interiorul lui D si u|gp = ¢ = dat, u este
continui pe D si este numita problema Dirichlet.

Se poate demonstra ca are solutii pentru domeniul D chiar daca ¢
nu este continua si deci @ nu este continué pe D. Functia u poate fi
exprimata doar in unele cazuri particulare, mai sus a fost exprimata
pentru un cerc (disc) sau un inel circular. Awu = 0 in intervalul 1 <
Pr4y? <Asiulpeipeor =Y, Ul = 2 —y? SA se giseasca u(z, y).
Exemplul 4. In acest caz R, = 1 si Ry = 2. Pentru p = 1 avem
y = sin(f) si pentru p = 2 avem 2% — y* = 4cos(20). Conditia la
frontiera pentru p = Ry ne da

Ap + i(Ak + Cy) cos(k@) + (By + D) sin(kf) = sin(6)
k=1



si conditia la frontiera pentru p = Ry = 2 ne da
Ag + Coln(2) + > (A2" + Cy27%) cos (k) +
k=1
+(By2F + D27%) sin(k0) = 4 cos(26).

Sistemul devine

de unde Ag=Cy =0

15 16
d de Ay = — =——
e unde A, 6 Cy B
Bi1+D; =1
1
B1 . 2 —|— D1 . 5 - O
1 4 .o v . A . * v
de unde B; = ——, D; = —. Celelalte ecuatii au 0 parti stangi si da 0

pentru restul coeficientilor. Prin urmare solutia este:

16 16 1 1 41\ .
u(p, ) = (15 2 _ 15p2> cos(26) + <—3p + 3p> sin(6).

Exemplul 5. Sa se gaseasca solutia problemei
{ A(u) =0 interiorul lni D 22 +3y? < 1

w(, y)|p2qy2e1 = 22

Solutie. In coordonate polare

u(p,0) = Ay + > (Ag cos kf + By, sin k) p".
k=1



Pentru p = 1 exista

1 20
—i—c2c>s = cos? 0 = Ay + ZAkcoskH + By, sin k6
1 1. L : .
de unde Ay = 3 Ay = 3 8 restul coeficientilor sunt egali cu zero. Deci

1 1
u(p,0) = 5t §p2 cos 20.

In variabilele = sl y avem:

1 1 1 1
u(z,y) = 5+ §p2(cos26 —sin?f) = 5+ §(Z‘2 —12).

3.7 Cazul Dreptunghiului D = [0, p| x [0, ¢]

Se considera problema: sa se gaseasca u(z,y) astfel incat Au = 0 in
interiorul lui D §i u|ap = up.
Pasul 1. Fie u(z,y) =a+ -z +~v-y+0-zy+v(x,y), unde
coeficientii «, 8,7, d sunt alesi astfel incat 0

v(x,y) sa fie zero in punctele (0,0), (p,0), (p, q), (0,q)
Apoi Av = 0 1n interiorul lui D si

de
vlogp =uo — (@ +pB-x+v-y+0-ay) :fUO (2)

Fie v(z,y) = vi(x,y) + va2(x,y) unde vy §i v sunt armonice astfel
incat v; = 0 pentru x =0, x = p gi vo = 0 pentru y =0, y = 1. Se
considera problemele

Awv; = 0 interiorul lui D
v1(0,9) = vi(p,y) =0 (3)
U1($7 0) = UO(CU’ 0)7 Ul('ra q) = Uﬂ(xv q)

Avy = 0 interiorul lui D
U2($70) = UZ(xvp) =0 (4)
v2(0,9) = v0(0,¥), v2(p,y) = vo(p, y)




Fig. 2
Se poate vedea usor ca

u(z,y) =a+p-x+v-y+0-zy+uv(z,y) +vz,y) (5)

este solutia ceruta.
Pasul 2. Ne uitam dupa vi(x,y) = X ()Y (y). Inlocuind aceasta in
ecuatie si impartind cu X (x)Y (y) obtinem

X'(z) _ Y'(y)
X(x) Y(y)

= const.

Fie A constanta din formula precedent. Atunci X (z) = Cie¥?® +
Che V2 pentru A # 08 X (x) = az+b pentru A = 0. Conditjile X (0) =

]{72 2
s X(x) =

2

X(p) = 0 si X(z) nu este identic cu 0 implicd A = —

kry

k Y
C'sin <7rx>, k € N\ {0}. Prin urmare Y (y) = CkekT + Dpe” 7 si
p

p
v1(z,y) obtinuta prin suprapunerea unor asemenea functii

kry _kwy\ . [ kmx oo .
X(@)Y(y) = (C’ke v + Dye r >sm <> Acum cautam o solutie

vi(z,y) = (C’kek? + Dke_k;y> sin (kM) . (6)

k=1 p
Conditiile la limita implica

2 [P k
Cyp+ Dy = 7/ vo(x,0) - sin <7r:c> dx pentru y =0
pJo p

P kmx @)
/ v[0] sin (p) dr pentru y=q.
0

Y ™ 2
CkekT + Dke_% = -
p
Analog

s Ty s’} k
va(z,y) = (Ekekq + er_kq> sin <7m5> . (8)

k=1 q



si

2 qa k
Ep+ F, = f/ (0, y) - sin (W‘y> dy pentru = =0
qJo q

- 2 [a k
C’ke . + Dpe o= 7/ Uo(q,y)sin< Y )dy pentru x = p.
qJ0 q

) (9)
In final (1), (2), (7), (9) ofera solutiile

u(r,y) = a+B-x+y-y+0-ay+

ad Ty Y k:
+ Z (C’kekzﬂ + Dre” P) sin( mc)

k=1 P (10)
> kra _km . [ kTy

= > <Ek€ ¢ + Fpe )sm —
k=1 q

Reprezentarea integrala a solutiilor

3.8 Cazul discului unitate

Se considera problema Dirichlet pe discul de raza R. Sa se gaseasca
(x,y) astfel incat

{ A(u) =0 1in interiorul {(z,y)x* +y? < R?}

w(x, u)|2y2—p2 = uo(z,y), uo a real function.

Argumentele functiei limita ug vor fi 7 = unghiul, sau numarul
complex ¢ = R - €™ sau mai simplu (z,y) cu 22 + 3> = R% Dupa
cum gtim, reprezentand x = pcos(f), y = psin(f) solutia este data de
formula

u(p,0) = 50 Z ay, cos(nd) + by, sin(nh))p" (11)
unde
1 2 J b 1 2T . d
an = WR”/O uo(7) cos(nt)dr, b, = WR”/O uo(7) sin(nt)dr.



Inlocuind aceste formule in (11) obtinem

1 2r (1 ot 7
u(p,0) = */ <2 +> %(COS nf - cosnT + sinnd - sin m’)) uo(T)dT
7 Jo — Rn
o (12)
L (S cosn(® - 7)) wg(r)d
== = — cosn(0 — 1) | uo(7)dr.
mJo \2 T R" 0
Pentru a calcula suma (12) fie 2 = pe?, € = Re'™. Atunci “l<1in

interiorul discului |z| < R, si

1 X p B 1 &2\ B 1{+=
§+Zﬁcosn(9—7)—Re (2+Z<§>)—Re (2{—,2)'

k=1 k=1

La granitd avem de asemenea & = Re', de unde dé = iR - " dr sau

dr = —. Inlocuind acestea in (12) solutia devine
i

1 y2n 1 Re'™ + pet
up.6) = - [ Re (21%—,09) to(T)dr
1 o R2 _ p2
2w Jo R2—2Rpcos(d — 1) + pzu

_ 1y 1e+z dg
oo /|§|=RRe <2§ — z) (&) 1€
E+z2 1

= Re ( /ﬂR 2 uO(é)d£> : (14)

Formula (13) este cunoscuta ca formula lui Poisson, si (14) ca for-
mula lui Scwarz.

o(T)dr (13)

3.9 Formula generala

Pentru a obtine o formula analoaga pentru un domeniu D C C avem
nevoie de urmatoarea lema:



Lema 2. Fieg: Dy, — Dy o transformare conformd (z,y) 2% (£(z,y),n(€,y)).

Atunci u : Dy — R este o functie armonica @ + @ =0 daca si
. 2 852 852 - §
2 2
numai daca w =1uo g : Dy — R este armonica @ + @ =0].
ox?  Oy?
Demonstratie. Fie (z,y) coordonatele lui Dy si (§,1) coordonatele
lui Dy. Atunci g este olomorfa. Daca g este olomorfa atunci 9 gn,
z )
gj = —gz (Cauchy-Riemann). Atunci
Ou_u (06\" 0% 0gon 0 (on\" | 000 | 0 b
ox? 062 \ Ox 0&0n 0x dx  On? \ Oz o0& 0x?  On Oz
si
Pu 0% (O

OPu _u (06)° ) 06 ogon | 0 (on\® | 000 0ud*y
oy2 o€ \ gy 0&on Oy 0y On? \ Oy 0E Y2 Onoy?
o o Pn Py

Folosind conditiile Cauchy-Riemann si 922 a—yQ =0, 53 + a—yz =0
care sunt consecinte ale ecuatiilor Cauchy-Riemann, obtinem:
Pu  Pu_ (00 O NN
ox2  oy2 \0€2 02 ox oy
2 2
care demonstreaza ca @ + % = (0 este echivalent cu
ox?  Oy?
9’u  0*u
—+ — | =0.
&2 0¢?
&

Ca o aplicatie vom demonstra urmatoarea teorema:
Teorema 3. Fie d: D — D(0; R) o transformare conforma intre D gi
discul de razd R cu centrul in origine, si fie g de clasd C* pe D UOD.
Atunci solutia problemei Dirichlet
Pu  u

2 + 87342 =0 n interiorul lui D

ulgp = wo, o functie reald



este data de

/
u(z) = Re ll 9(t) +9(z) g <t)u0(t)dt
2mi Jop g(t) —g(2)  g(t)

unde z = x + 1y este coordonata complexa din interiorul lui D si t este
coordonata complexa pe OD.

Demonstratie. Fie 2 = z+4y coordonata complexa in D gi w = £+
coordonata complexa pe disc. Fie & = uwo g~ Atunci u(z) = u(w),
unde w = ¢(z) (vezi imaginea)

Fig. 77 Corespondenta dintre domenii

Conform lemei precedente Au(z) = 0 este echivalent cu Au(w) = 0.
de

Pe granita |s| = R, g(s) ) u(s) = u(t) = up(t), unde t € 9D,
s = ¢g(t). Acum putem scrie

. %
Exemplul 6. Functia g(z) = L_T_Z transforma conform semiplanul
Z 41

superior in discul unitate. Prin urmare solutia problemei Dirichlet pe
semiplanul superior este data de:

1 9(&§) +g9(2)g'(€) _

) f“3[2wz o g(é)—-g(z)g(&)l“‘5>d§]"
i z—ifE—i
e b °°§+i+z+i<f+i
- o T ez —if—
E+i1 z+iE+1

> uo(§)d§

el &1l _
= e /_oo (€—2)(2+1) ol&)dé =

1 oo 1
= Rem/mg_zuo(f)df

deoarece

1 1 1 1 1
Re §z + Yy

mi (€~ 2)(E2+1) N

e——8M8 — — ——— —
mé—z w(€—1x)?+y?

cind € € R and z = z + yi. In final solutia problemei Dirichlet pe

semiplanul superior este data de:

CRel [FuwlQ) Ly
“”—%mmpw%_w/m@~W+w%@%' (15)



Exemplul 7. Rezolvati

Au=0 for Imz>0

1
u(z,0) = =
Conform exemplului precedent
() = Re- [~ e
u(z) = Re 5— k| e

= Re[ilm(Res<£i +£,§:z>+

1
b oRes (e 1))

1
1+z2+(2—z)-2z]

= 2Re[

1+2°—y y—1
= 2 + .
(1422 +y2)2 +422y?  2(x2+ (y — 1)?)

Exemplul 8. Fie D un domeniu simplu conex cu granite C' pe
portiuni. Fie g o transformare conforma de la D la semiplanul su-
perior. Atunci solutia problemei Dirichlet pe D cu valorile la limita wug
pe 0D este

Pentru a vedea acest lucru, se repeta demonstratia de la formula [...]
folosind formula 15 in locul formulei Schvarz-Villat 14.
Exemplul 9. Sa se rezolve problema Dirichlet Au = 0 pentru

(z,y) € D= {(z,y) € R*, >0, y > 0}

astfel incat u(z,0) = . Vom utiliza formula

u(0 =
1+ a2 (0.) 1+
exemplului precedent. Func’gla z — g(z) = 2% este o transformare
conforma de la D la semiplanul superior. Atunci



e[

0 1 1 o 1 1
el 62—222€1+€2d5>]

R 1 2Inz +i7T—2an h + 1
_pelt |- ere z = x t
A =R N R ’
2 — y2 —1
—2(arctan(y/z)) (22 — 2 —1)2 + 4x2y2+
2(In(2? + ¢ .
E +2(In(x +y))$($2_y2_1)2+4x2y2
o ? —y? +1
— 2arct
+(m arctan(y/z)) (22 —y? 4 1)2 + 4a2y?
+2(In(2? + y2))z g

(.132 _ y2 + 1)2 + 41.23/2
Functii Green

3.10 Identitati Green

Fie u,v : D — C unde D este un domeniu in R? sau R? cu granite pe
portiuni C! astfel incat integrala peste 0D si aiba sens. Amintim ca

grad (u) = @g—i- 8uj +g

EodV = drdyd
oz " ou ’ Ty ez

este elementul de volum din D C R3 si do este elementul de arie pe
- = =3 o ... Ou Ou Ou Ou
0D. Daca v = pi+qj+rk atunci prin definitie — = —p+—q+ =7
ov Ox~ Oy 0z
Avem urmatoarele identitati Green: B
Teorema 4. Fie D C R? cu granite pe portiuni C' gi u,v € C*(D) N

C?(D). Atunci

JJ[ grad () - grad @)av + [[] v Aw)dv = //aDv@fndg 16)
///D(u). )V — ///v A(u) _//wu%dg_// vidg (17)



n fiind vectorul unitate normal exterior pentru 0D si A operatorul
Laplace.
Demonstratie.

I (G 2 - ], 2 (oo

: . . 0 0
Se scriu doua relatii analoage cu respectiv. — 1n loc de — si se

dy 0z or ~

aduna aceste trei ecuatii. Rezulta
oudv Oudv Oudv
Au
/// <(9a:8;1: ay8y+azaz>d dydz+///v Ydx dy dz

LG (5) 5 (5) 5 (5)) e

Gauss—Ostrogradski / / v%dy dz + vgdz dz + vgudx dy

_//8D< cosa—i—vg?;cosﬁ—i—vgz(:%'y) da—//Dv%do.

Aici «, 8,y sunt unghiurile dintre normala exterioara n si axele Ox, Oy,
Oz. Ecuatia 16 este demonstrata. Pentru a demonstra a doua ecuatie
Green se scrie din nou prima cu u si v interschimbate gi apoi se scad
aceste relatii.

O

Observatia 1. Dacd D C R? atunci identititile Green aratd in felul
urmator:

Oudv  Oudv ou
Au — [ vt
// (81’89& 8y8y>d dy—l—//v Jdu dy aDvandS

ii). //D ulA(v)dx dy — //D vA(u)dx dy = gst — /aDngds

unde ds este elementul liniar de-a lungul lui 9D. Demonstratia foloseste
formula Riemann-Green in locul formulei Gauss- Ostrogradski.

Corolarul 5. Daca A(u) = 0 pe D atunci // —dcr = 0.

Demonstratie. Se foloseste prima ecuatie Green cuv=1



¢
Corolarul 6. Dacd v € C*(D) N C*(n), A(u) = 0 in interiorul lui D

si ulop = 0 atunci u = 0.
Demonstratie. Prima identitate Green cu v = u ne ofera

///D grad(u)*dz dy dz = 0.

ou Ou Ou
Prin urmare grad(u) = 0 ceea ce Inseamna ca — + — =0de

or Oy 0z

unde u = const. Conditiile la limita implica u = 0.

Corolarul 7. FEzistd cel putin o solutie u € C?(D) N CY(D) pentru
problema Dirichlet A(u) = 0.

Demonstratie. Daca u; i us sunt doua asemenea solutii atunci
u = u; —uy este identic cu zero conform corolarului precedent.

3.11 Formula celor trei potentiale

Formula pe care o vom demonstra in aceasta sectiune reprezinta un
pas decisiv in exprimarea functiilor armonice prin integrale. Vom folosi
F=wxi+yj+zk, 7 =xi+yj+ 2k, dV, = dr dy dz, dV, = da'dy'd?,
do, si do, elementul de arie la r gi v’ pe suprafata. Pentru puncte pe
planul 2Oy se folosesc ¥ = xi + yj, ¥ = 'i +1/j. Distanta dintre 7
§i 7 este |[F — 7| = \/(x — )2+ (y—y)?+ (2 — 2/)? pentru 7,7 € R

respectiv [F—7'| = \/(x — /)2 + (y — y/)? pentru 7,7 € R?%. Se foloseste

0?0 02
Ay = 922 + 902 + 9.2 si analog pentru Aw~. Pentru operatorul Laplace
x z
’ 0? 0?
in doua dimensiuni A; = 922 + E si expresia analoaga pentru Ap.
x Y

Lungimea vectorului 7 este r = |F| = /a2 + y? + 22.
Prin calcul direct se verifica

1 1
AN (‘__/‘> = Ap ( — —/‘> =0, pentru 77 € R

1 1
A [In—— ) =Ay (lIn—— ] =0, pentru 77 € R
7] 7]



Acum putem demonstra urmatoarea formula.
Teorema 8. Fie D C R? cu granitd pe portiuni C* si w € C*(D) N

C*(D). Atunci
Al

//8D (7“ -7 ) (7)dow 1 47 //8D |7 — 7| 8(?% aoy.

Observa’gla 2. Cele trei integrale de mai sus sunt numite potential
volumic, potential dublu layer, respectiv potential simplu layer.

Demonstratie. Fie Be o bila mica de raza £ centrata la 7 inclusa
complet pe D (Be C D). Fie De = D — Be. Se aplica cea de-a

1
doua identitate Green pentru u () si v(7) = 7] in De. Deoarece
T—T

1
Af/ | = 0 Ob‘ginem
=7
1
—/// iAf’u'd‘/F’:
De |7 — |
19) 1 1 ou
. oo [,
//8Dsu On (\f—ff\) ? oDe | — 7| Onp ’

Granita lui De imparte 0De = 0D U (—0Be) si obtinem

o= ave = ff oo <|r_1rf|>daf’

1 1 ou
— oo~
//835 ong <|f - f/|> ? oD |7 — 7| Ong ?
1 ou
———d
+//Z9Be |7 — 7| Ong 7

Trecem la limita ¢ — 0 examinand cu grija comportamentul acestor
cinci integrale.




Capitolul 4

Calcule Variationale

4.1 Probleme introductive

1. Sa se gaseasca o curba ce uneste doua puncte A si B si este
situata deasupra axei x astfel incat aria suprefetei de revolutie ce se
formeaza prin rotirea acestei crube in jurul axei x, sa fie minima. Aria

este
TB
I = 27r/ yy/ 1+ y2dx.
TA

2. Intr-un plan vertical zy, un punct A(za,ya) se uneste cu un
punct B(xp,yp) astfel incat xp > x4, ya > yp printr-o curba pentru
care timpul care 1i trebuie unei particule sa ajunga din A in B fara
frecare, de-a lungul curbei sub influenta gravitatiei, este cat mai scurt
posibil.

Fig.

Viteza in (z,y) este V = \/2g(y,4 —y) + Vi, unde Vj, este viteza

initiala. Timpul de cadere este

vB ds 5 /14y
T:/ — = dx,
zy U T

A \/%\/04—3/

2

unde a = y4 + 2.
29

121



4.2 Ecuatia lui Euler

Ambele probleme aratda necesitatea de a afla o functie y(z) care de-

B

limiteaza integrala I[y] = / f(x,y,9 )dx unde y(x) si y(zp) sunt
TA

prescrise. Pentru a afla acest lucru avem nevoie de o lema.

Lema 1. Daca o functie f(x) care este continua pe [x4,zp] satisface
zp
relatia / f(z)n(x)dr = 0 unde n(x) este orice functie astfel incat

A
n(xa) = n(zp) = 0 si 1 este continua pe [z4,2p] atunci f(z) = 0 in

[z, xp].

Demonstratie. Se presupune contrarul si anume ca f(x) # 0 la z =
xg, Ta < To < xp. Atunci exista un vecin xy € [ in care f(z) nu este
egal cu 0 (de exemplu f(z) > 0).

Fie
0 daca x4 <z <y
n(z) =1 (r—x1)*(r —29)? dacd 1 <z <y
0 dacd xe <z < uxp

unde I = (z1, 23).
Functia n(z) este clar continua si diferentiabila gin(x4) = n(xg) =0
in timp ce

/;B f(z)n(z)dx = /:102 flz)n(z)dz >0

cat timp f(x) > 0 in (z1,x2). Prin urmare avem o contradictie care
demonstreaza lema.

Acum putem demonstra.
Teorema 1. Fie F : D — R, D x R® o functie de clasa C? si
y: [xa, 2] = R o functie de clasd C? astfel incat (z,y(x),y'(z)) € D
pentru orice x € [xa,xp], y(xa) = ya, y(rp) = yp. Atunci

[ P y@).y @)

A
este minimd (sau mazima) dintre functiile de clasd C?, cu y(xa) = ya,

o d (OF oF .
y(rp) = yp implica o <8y’> Ty 0 (ecuatia Euler).



Demonstratie. Fie y.(z) = y(z) + en(z), n(xa) = n(zp) = 0,
n € C?*([ra,zp[). Atunci

’ /xB [, ye(x), ye'(x))dz].—o = 0.

de Ju,
Deci
g | OF oF
—(z,y, ¥ )N+ —(z,y,y )0 | dv =0
/xA [ay( v,y ay/( yy)n]
de unde
s [0F d [OF OF
P Y pde + e =0
/xA [6y dx <8y’>1n x—l—@y’m’”B
si

e |OF  d (OF
— - — | = dr = 0.
/zA [3@/ dx (33/)] w(w)de
Din moment ce egalitatea este valabila pentru orice 7, atunci conform
oF d (OF

lemei 1 avem — — —

Oy dz \dy
o ecuatie diferentiala de gradul doi

= (0. Ecuatia diferentiala a lui Euler este

JPF  PF PF  OF

~ Yy
Y oy'? 4 oy'Oy + oy'ox Oy ’

care in general nu poate fi integrata explicit. Totusi, in cazuri speciale
ecuatia poate fi rezolvata prin cuadraturi.

oF
I) F = F(z,y). Pentru acasta problema — = 0 pentru ca

dy
d (OF OF
— | == | = 0deunde —— = ¢ (constant) care este o ecuatie diferentiala
dz \ 0y oy’
de ordinul intai.
IT) F = F(y,y'). Atunci diferentierea directa ofera:

A (p  OF\ _ OFOF OF , OF . d (0F
dx Y oy )]  Ox ayy oy’ vy oy’ e oy’

_ (9 4 (9N
_yﬁy de \oy' )) 7



oF
ceea ce implica F' — ¢/ 0 = C
Y

III) F = F(z,y) atunci ecuatia Euler nu este o ecuatie diferentiala.

B l+y/2
= [
TA

Exemplul 1. Iy
1+ y? oF

Solutie. F(z,y,y') = nu depinde explicit de y. So 90
Y
(constant).
y/
xy/1+y? -
cx

/

—f
4 V1 — 222
V1 — 222

y =+— +d.
2c

x /1 12
Exemplul 2. I[y] = 271'/ ’ y;;y:c

A
Solutie. F(z,y,vy") = F(y,y') = 2myy/1 + y’? nu depinde de z. Deci

8F y/2 y
— y,aiy, = C, sau ym— yi’rylz = C, de unde 7’W = C

siy =+4/1+ y—z
c

Exemplul 3. i[y] = /2(:173/2 —y)dz, y(1) =0, y(2) = 1.

Solutie. Ecuatia lui Eluler este 2zy” + 2y +1 =0, sau 2(xy’) = —1 de

unde zy' = —;x+cln\x| +d. Delay(l)=0siy(2)=1=c=

d=1.
2

2In2’

4.3 Ecuatia lui Euler cu mai multe functii

Fie F(x,y1,Y2, - -, Yns Y1, Yo, - - - » Yb,) O functie de 2n+1 variabile ce au a
doua derivata continua. Problema variationala cere sa determinam din-
tre toate sistemele de functii continue si diferentiabile y;(x) : [x4, z5] —
R prescrise pentru x4 si g, acele functii pentru care

B

[[yla cee 7yn] :/m F(xayl(x)v ce 7yn(x)7y1(x)a cee ,y;(l‘))dl‘

A



stationara. In multe cazuri, valoarea stationara va fi un maxim sau
un minim. Daca pentru 1 < i < n consideram familia de functii
Yie () = yi(z) + eni(x), yje(z) = y;(z) atunci ca si pentru ecuatia

d
Euler —[Iyic, ..., Yns| = 0, ofera

de
oF 4 (0F _,
oy; dx \oy,)
Acesta este un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul doi pentru

cele n functii y1(x), ..., yn(z).
Exemplu. Sa se gaseasca yi(x), y2(x) care face

B 2 1\2 1\2
Tynw) = [ Ry — 2% + () — ()
zA
stationara.
oF oF or oF
Solutie. — = 2y, —4dy;, — = 2y1, — = 2, — = —2y,.

Ecuatiile Euler sunt
2y, —4yy =0
2y1 + 2y = 0
sau
Y2 — 2y1 =y
Y1 = —Y5-

Plecind de la aceasta rezulta y{'") + 2y +y1 = 0, y; = e, (A2+41)2 =0

sau y1(x) = (1@ + c2) cosx + (c3x + ¢4) sinx i ya(x) = 2y (z) + v (2).

4.4 Integrale ce implica derivate superioare

Teorema 2. Fie I[y] = /AF(x,y,y’,...,y("))dx unde F este o

B
functie de clasd C™™' siy : [wa, 28] — R este o functie de clasi C*".

Dacd I[y] stationar, dintre toate functiile de clasd C*" cu valori pre-
scrise pentru Yy, y; , . - . ,y(”*l) la x4 s1 xp, atunci

aj_i 8£ +i2 OF + _f_(_l)”ﬁ ai =0
oy  dx \ oy dx? \ Oy dzn \ oy |




(Ecuatia Euler-Poisson,).

x4

Demonstratie. i) f(@)n® (z)de = (- / f® x)dx daca
zp

n,1,...,n" V(z) sunt 0 in x4 si 5. Acest lucru poate fi demonstrat

usor integrand prin parti.
ii) Fie y.(x) = y(z) + en(z) cu n : [xa, x5] — R este de clasa C™ i

n,n,...,n™ D dispar la x4 si z5. Atunci
d za | OF oOF OF
—1 — :/ - ORI
ge ! Welle=o = | [ay"+af”+ T g 1 v
S LN WA TR R T
oy y' dz2 \ 9y" dzn \ Oy e

iii) Dac# in lema 1 (in demonstratie ) ludm n(z) = (z — x1)*"(z —
T9)?", observam c& lema este validd daca n este de clasd C" si n dispare
la x4 si xp Impreuna cu derivatele sale de ordinul n — 1. De aici

oy dx \ Oy dz? \ 9y" den \ oy |

Exemplu. S3 se giseasca y(z) daca I[y] = / A[2xy + (y")*)dw este

B

stationara.

F F Ja
Solu’gie. a— = 2 87 _ Qy/// d <8

ay ’ ay/// ) % 83//”
Poisson ofers 2z — 2y'Y) = 0, de unde

) = 2y"Y) i ecuatia Euler-

7

xz
ylz) = — + 12 + 02”4 ez + 42 + c52” + cox + o7

4.5 Integrale ce implica mai multe vari-
abile independente

Metoda de mai sus pentru determinarea conditiilor necesare pentru o
valoare extrema pot fi aplicate cand integrala este una multipla. Avem
nevoie de urmatoarele:

Lema 2. Fie D o zona delimitata de o curba pe portiuni, 0D daca

f: D — R este continua i / flz,y)n(x,y)dxdy = 0 pentru orice
D



n: D — R care este de clasa C* sin = 0 pe OD cu toate derivatele
sale, atunci f =0 pe D.

Demonstratie. Se presupune ca f # 0 astfel incat f(zo,yo) # 0,
(x0,%0) € D, (z,y) ¢ D. Atunci existda r > 0 astfel incat B, =
B((xo,y0),7) C D si F(x,y) are acelasi semn pe B, ca f(zo, Yo-

Fie !
67 r2—(z—=z0)2—(y—y0)?2 ) (ZB? Y € BT
0, (z,y) ¢ B

n C*® s 077 B,. Atunci

J[ st pasdy = [[ fynte, ysdy £o,

avand acelagi semn ca f(xg, Yo-
Se poate demonstra urmatoarea teorema.
Teorema 3. Fie (r,y,u,z,,u,) : D - R, G C R® de clasa C*

ou 0
st u:d— R astfel incat (ac,y,u(az:,y)7 a—u, 8u> € G pentru (z,y) €
D. Se presupune ca Iu // (@, Y, u, uy, uy)dxdy este stationard.
Atunci

Gj_g oF _9 oF
ou  Ox \ Ouy, Oy (9uy

Demonstratie. Fie ue(z,y) = u(z,y) + en(z,y) cu n ca in lema 2.

Daca I[u] este stationara, atunci £I [ue]|.=0 = 0, deci
6F 0 OF 0
/ / /L) )
8u$ dor ' du, dy
/ / 8F _OF [(OF
aux Oz \ Ou, "

O (OF N OF (O T
oy \ou,') oy \ou, )| YT

Prin urmare




de unde

I 2 28 (25 0 (58] gy
J 5 (i) + 3 (i) a0

oFr

Prin formula Riemann-Green a doua integrala devine / / 3 ndy —
Ug

oF

3 —mndx care dispare din cauza lui . Prima integrala este 0 pentru

fiecare 7, din lema 2, si astfel se demonstreaza teorema.

Exemplu. Sa se gaseasca ecuatia pentru u(zx,y) daca I[u //

uy + xyu)dzdy este stationara.

. OF oF
Solutie. F(z,y,u, Uz, uy) = uj + uy + wyu, Squ = ou. 2uy,
oF 5 OF [ OF OF [ OF 5 . " "
— = 2u,, — = Uy, — | =— | = 2u,, si ecuatia ceruta
du, Y 0z \ Ouy dy \ du, v

o? o?
devine zy — 2uy, — 2uy,, = 0 sau Au = % unde Au = a—;; + ayg

4.6 Probleme isoperimetrice

Sa trecem la problema delimitarii I[y] = / ! F(z,y,y)dx, y(xa) si

B

zA
y(xp) prescrise, astfel incat G(x,y,y')dxr = k = constant.
zp
Daca y(z) este 77 pentru functia, atunci

TA

I(e1,9) :/ F(x,y(z) +em(z) + eamp(x),y' + ey + €amp)da

B

este
TA

g(e1,62) = / G(z,y(x) + erm(x) + eoma(2),y' + 1)) + eamp)da = k,

B

la ey =¢e2 =0, m(za) =m(xp) =0, n(ra) = n2(xp) = 0.



Prin urmare, prin metoda multiplicatorilor lui Lagrange

OH

e
881
OH 0
noa—=
882

g(e1,62) = k, cand g1 = g9 = 0 unde
H(e1,e9) = F(e1,e2) + Ag(er, e2).

Fie
o(z,y,y) = F(z,y,y) + A\G(z,y,9).

Acest lucru ofera
0 /IA
881 B
ca in cazul ecuatiei lui Euler

a1 0¢p d [ 0¢ B
/xB [ay—dx(ay/ﬂmdx—o.

Cat timp 7;(,) sunt functii diferentiabile arbitrare, din lema 1 rezulta

F(x,y +eim +eama, ¥ + €1y + canh)

dx

e FAG(z,y + e1m + e2m2, Y + €11 + €217))

e1=e2=0

0 d (0
99 4 (99 = 0. Aceasta este conditia necesara ce trebuie satisfa-
Oy dx \ oy
cuta de functia de delimitare y(z).
oOH
Observam ca — = 0si — = 0 ofera aceleasi conditii, §i g(e1,€2) =
881 882
xA
k cand g1 = g9 = 0 este / G(x,y,y )dx = k.
zB
Exemplu. Sa se determine forma unei curbe de lungime data L, pentru
TA
care I = ydz este maxima si y(za4) = ya, y(xp) = yp.
TB
T A xA
Solutie. I[y] = / ydx 77,77 / 1+ y?de = L. Atunci ¢(z,y,y") =
rRB B

0 d (0
y -+ M\/1 + y? pentru care 99 _d (99 este ecuatia corespondenta.
dy dx \ oy



F
Cat timp ¢ nu implica explicit x, rezulta gb—y’a—y, =csauy—c, =

A
VIR
Dacit introd W _ tant atunci —— t i
aca introducem — = tant atunci ————= = cost §i y — ¢; =
di T+ 2 1y 1
de d dy

—Acostsauy = c;—Acost. Astfel——— Asint = Acost

dt dy tant
si * = ¢ + Asint.Reprezentarea parametmca a extremelor este

{ T = co+ Asint

Yy =c, — Acost

sau implicit (z — c2)? + (y — ¢1)* = A? (77), ¢1, ¢ i A sunt determinate
zA
de y(ra) = ya, y(rB) = yp, / 14+ y2de =L

B
Mai general, daca dorim sa delimitam integrala

A
[:/x F(2, 91, Yns Yoo -5 Y)da

B

cu valori prescrise pentru y; la ¢ = x4 §i © = xp supusa celor N conditii
impuse

A
/ Gi(x, Y, Yo Yoy yn)de =kj,  j=1,2,...,N.

8¢_i % =0, =12 n
dr ) IRt I RS

Atunci

Yi dy;
unde
(T, Y1y Yns Yy Uh) = F+H MG+ ...+ ANG,,.

Afirmatia poate fi dovedita luand variatiile

yl<m) yZ( +€znz +Ztknk 1=1,2,...,n.

Atunci

TA

fler, o sen,t, o tn) :/ G(x,y1 +e1m +Ztk77k>---)dx

B



trebuie sa fie stationara cu conditia
T A _
gj(gh ooy En, tl? . ,tn) = / G(l’,yl + &1 + thnk, .. )dl’ = k]
TB
Dupa metoda multiplicatorilor lui Lagrange

f%p(glw"’gn;tlu"'vt]\/') :)‘191++)\Ng)n+f

0 0
trebuie sa satisfaca (\; = constants) Lal si 21— 0 unde
@51' 0 8tk 0
|, Inseamna €1 = €3 = ... =g, =t =ty = ... =ty = 0. Cat
0 0 d (0
despre ecuatia lui Euler, L 0 ofera ecuatia ¢ - — g =0
ilo dyi  dx \ y;
0
multumita 7;(z4) = n;(xp) = 0. Ecuatiile S0| = 0 sunt consecinte
klo
d¢
1 =0.
ale o,

Exemplu. sa se gaseasca curba plana inchisa de lungime data care
delimiteaza aria maxima.
Solutie. Fie t — (z(t),y(t)) curba to < t < ty, x(ty) = x(t1),

1
y(to) = y(t1). Aria delimitata de curba este I = 5/ (xy — yx)dt
to

131
gl constrangerea / (% 4 9*)dt = L. Sau in notatiile afirmatiei de mai

to
sus

] _1 rA / /d ra 12 /2d_L
(Y1, 2] = 5 (1195 — Y2y )de, (y” +y5 )dr = L.
rB B

Atunci

1
O, v, y2, 91, 2) = 5 (9105 — vou) + AyZ + %)

99 _d (99) _
Oy, dx \Jyy a

9 _d (09 _,
Oys  dx \ Oy} N

si sistemul




devine

yé_d(_mwi):o
2o de\ 2y g
_ya_d(ywwé)zo.
20 A\ 2y 4y

Daca x este ales ca lungimea arcului dintr-un punct fix P de pe curba,
atunci 2 + % = 1 pentru ca

Yy = \yY
Y1+ Ayy =0

care are solutia

o) e 3
Y1 = asin 3 CoS 3 c1

oo ()b ()
Yo = @ COS ) sin 3 Co

(y1 —a1)® + (g2 — 2)” = N

Curba ceruta este un cerc.

Sau



